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Abraham  JndaeuB  —  Savaaorda  und  Ibn  Esra. 

Zar  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  im  12.  Jahrhundert. 

Von 

M.  Steinschneideb. 


Die  Bedeutung  des  12.  Jahrhunderts  für  die  Verpflanzung  morgenlttn* 
diflcher  Wissenschaft  auf  europäischen  Boden,  nameutlich  durch  jüdische 
nnd  christliche  Uebersetzer  und  Bearbeiter  in  Spanien,  der  Provence  und 
Italien,  ist  seit  Jourdain*s  grundlegenden  Forschungen  erkannt  und  auf 
Tcrschiedenen  Gebieten  in  Einzelforschungen  beleuchtet  worden.  Wir  sind 
iber  noch  weit  entfernt  von  der  Erkenntniss  und  Sicherheit,  selbst  in  Be- 
lug  auf  vorhandene  Schriften  und  namhafte  Autoren ,  welche  für  eine  ge- 
naue Geschichte  einzelner  Wissenschaften  wtinschenswerth  erscheint.  Ins- 
besondere sind  die  umfangreichen  und  wichtigen  Ermittelungen  der 
letzten  30  Jahre  auf  dem  Gebiete  der  jüdischen  Literatur  des  Mittelalters 
aus  verschiedenen  Gründen  verhältnissmässig  noch  sehr  wenig  in  weitere 
Kreise  gedrungen,  wie  andererseits  auf  jenem  Gebiete  selbst  noch  Manches 
ans  femliegenden  Kreisen  zu  holen  ist.  Eine  gegenseitige  Vermittelung  an- 
lubahnen,  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Mittheilungen,  welche  natür- 
lich zunächst  für  solche  bestimmt  sind ,  die  an  der  philologischen  Beschaf- 
fenheit der  Texte  kein  Interesse  haben,  welche  aber  auch  andererseits 
Orientalisten  und  Hebraisten  auf  weitere  Quellen  und  Fragepunkte  führen 
und  ihnen  die  Bedeutung  einiger  technischen  Ausdrücke  nahe  bringen  sol- 
len. Ich  hielt  es  daher  für  dem  letzteren  Zwecke  angemessen,  dasjenige, 
was  nur  für  jenen  engeren  Kreis  bestimmt  ist,  vorläufig  auszuschliessen, 
indem  ich  mir  vorbehalte,  dergleichen  in  einem  besonderen  Anhange  zu- 
Mmmenzustellen. 

§.1. 

Im  12.  Jahrhundert  lebten  zwei  Juden  Namens  Abraham,  welche  den 
ganzen  Umfang  der  mathematischen  Wissenschafton  ihrer  Zeit  bdiQvt^<:.Vi- 

Z«iUchrin  iikr  Matheaiatik  u,  Phytfik.  XU,  1,  \ 
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tCD,  aus  arabischen  Quellen  schöpfend,  ihre.*Werke  in  hebräischer  Spracbe 
!f  verfassten.    Frühzeitig  gelanc^te  die  Koii^itAiSs  derselben  durch  lateinische 

''  .  Uebersetzungen  zu  den  Chrffffet^J  '«aber  die  Beinamen  wurden  entstellt  und 

li  zum  Theil  erst  in  neuetftjljr.  ^it Vleder  erkannt.    Durch  ein  drolliges  Miss- 

verständniss,  d^s  i<>li V5eher  unten  beleuchten  werde,  machte  man  im  13. 
|l  '  Jahrhu{Klf*tt>'ijei;*.einen  zum  Schüler  des  andern,  was  im  eigentlichen  Sinne 

li  '  iLösl^'^dri^i* sicherlich  nicht  der  Fall  war. 

!  ''j  ':'  I 'Christliche  Autoren  des  Mittelalters  bezeichnen  jüdische  und  arabische 

■  1  *  häufig  mit  blosem  Vornamen  oder  mit   den  die  Nation  angebenden  Wör- 

■  I  tern:  Judaetts,  ArubSy  welche  sie  zu  dem  blosen  Vornamen  setzen,  wodurch 
j: !  bei  gleichnamigen  sehr  leicht  ein  Zweifel  entsteht,  namentlich  wenn  andere 
i:  Anhaltspunkte  für  die  Unterscheidung:  Zeit,  Ort,  Studienkreis  und  dergl. 
.1  fehlen.  Ausser  den  beiden  Mathematikern  des  12.  Jahrhunderts  hat  es  jeden- 
falls noch  einen  oder  zwei  oder  gar  drei  Abraham  im  13.  Jahrhundert  ge- 

y\  geben,  welche  mathematische,  medicinische  und  andere  Schriften  aus  dem 

{-  Arabischen  verdolmetschten,  wahrscheinlich  in  der  Weise,  dass  sie  zunächst 

1 ,  den   arabischen  Text  in  die  Landessprache,  wahrscheinlich  das  Spanische, 

.-  übersetzten,   und    hiernach   ein  christlicher  Gelehrter   eine  anderweitige 

I ,  Uebersetzung  ins  Lateinische  besorgte.     Ich  habe  die  hierher  gehörenden 

•' .  mir  damals  bekannt  gewordenen  Schriften  in  meinem  Cutulogus  Ubror.  hebr* 

in  bibh  Bodi,  p,  2747—2748  zusammengestellt,  und  halte  es  nicht  für  nötbig, 
die  daselbst  angeführten  Quellen  hier  zu  wiederholen.    Die  Untersuchnng 
ist  jedoch  noch  nicht  abgeschlossen,  und  giebt  es  wahrscheinlich  noch  Hand- 
schriften, vielleicht  auch  seltene  Druckwerke,  welche  neue  Aufschlüsse  bie- 
ten.   Ehe  ich  jedoch   die  bisher  gewonnenen  Resultate  im  folgenden  Para* 
graphen  zusammenstelle,  sind  noch  einige  andere  Abraham  zu  unterschei- 
den, welche  man,  nach  den  ungenauen  oder  verdächtigen  Quellen,  hierbei 
zu  ziehen  verleitet  sein  möchte  (vergl.  Wolfius.  Bibl,  hcbr,  I,  p.Ol  N.  85), 
Bei  Borellius  {Biblioih,  chimica,  12.  Heidelberg  1656  p.  2)  liest  man 
Abraham  Jiidaeus,   apud  Flamellum^   übt  quacdam  ab  eo  excerpU 
videntun 
jj  Eundem  MS.  vidt\  cum  fig.  ei  erplicaliotic  quadam^  idq.  Lutetiae  in  4. 

r  '  Idem  de  arte  Cabaiistica. 

A  Abraham  US  e  por  tu  (Wea  porta)  leonis^  ires  edidit  libros  de  «n 

Veneliis  1580  in  4.  aptid  Porlam, 
Abraamo  elium,  iribuitur  Über Chemicus (/)  Jelsira, diclus, vnlde obscurm 
In  dieser  nicht  gerade  sehr  systematischen  Aufzählung  scheinen  dr< 
Personen  unterschieden  zu  sein ,  von  denen  die  mittlere  eine  in  der  hebrä 
sehen  Literatur  bekannte;  Abraham  Portaleone  ist  der  Verfasser  eine 
im  Jahre  1612  erschienenen  antiquarischen  Werkes,  welches  u.  A.  auch  ei 
Stück  aus  Albertus  Magnus:  de  yemmis,  enthält  (Catalog,  libr,  hebr.  in  bih 
Bodl.  p.  704;  vergl.  Hebräische  Bibliographie  1803  p.  48).  £r  ist  es,  welche 
Kirchcr  irrthümlich  als  Abraham  ben  Hannase  citirt,  und  darnach  die  Ai 
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fülirnng  bei  Th.  H.  Martin  (Ohservations  sur  les  attractions  et  repuhations 
magnctiques  etc,  Borne  1805  p.  4  des  Sonderabdr.  ans  den  JUi  delVAcad.)  jeden- 
falls von  geringem  Wertbe^). 

Der  zuletzt  genannte  „Abraam"  ist  der  Patriarch,  das  Buch  Jezira 
(Schöpfung)  gehört  nicht  in  die  Chemie;  aber  die  Alchemisten  haben  Alles, 
was  das  Mittelalter  an  dunklen  und  abergläubischen  Disciplinen  erzeugte, 
als  congenial  in  ihren  Bereich  gezogen,  und  nur  dadurch,  sowie  durch  die  Ver- 
vielfachung der  Namen  in  ihren  verschiedenen  Entstellungen,  ist  die  Anzahl 
angeblicher  Autoren  entstanden,  welche  man  bei  Borellius  verzeichnet 
findet.  Ich  komme  später  darauf  zurück.  So  ist  denn  der  erstgenannte 
Abraham  Judäus  vielleicht  nur  ein  Doppelgänger  des  Erzvaters,  wenn  es 
nicht  etwa  der  in  neuerer  Zeit  näher  bekannt  gewordene  Schwärmer  und 
Pseudoprophet  Abraham  Abulafia  ist,  der  um  1271  — 1291  in  Spanien 
und  Italien  verschiedene  kabbalistische  Schriften  verfasste,  welche  mit 
Figuren  und  Zeichen  versehen  sind. 

Auszuscheiden  ist  ferner  Abraham  Judaeus  in  Salamanca,  welcher  im 
Calalogus  Manuscr,  Angliae  II n,  6142  vorkommt,  im  Index  mit  dem  Uomo- 
nymus  (Ihn  Esra)  zusammengeworfen  wird.  Dieser  ist  der  bekannte  Astro- 
nom und  Chronolog  Abr.  Zacut  (Sakut  u.  s.  w.)^  der  1472—1503  blühte  und 
interessante,  zum  Theil  noch  nicht  bekannte  Mittheilungen  zur  Geschichte 
der  Astronomie  hinterlassen  bat  (vergl.  D.M.  Zeitschrift  XVIII,  178). 

§.2. 

Ich  komme  nunmehr  zu  dem  Uebersetzer  aus  dem  XIII.  Jahrhundert, 
über  dessen  Identität  mit  andern  noch  nichts  Sicheres  ermittelt  ist: 

a)  Abraham  genannt  Torluosensis ,  also  wohl  aus  Tortosa,  wird  zusam- 
men mit  Simon  Januensis  (oder  Genuensis)  genannt,  welcht'r  Leibarzt  des 
Papstes  Nicolaus  IV.  (1288 — 91)  war.  Er  erscheint  als  Uebersetzer  von 
medicinischen  Schriften  des  Serapion  und  Zahrawi. 


1)  Ich  habe  noch  nicht  Gelegenheit  gehabt,  die  von  Martin  (p.  0,  A.  7)  citirte 
frühere  Abbandlang  über  den  Magnet  {Mintoires  prSseni^s  etc.  t.  6)  zu  lesen.  Einiges 
aach  zu  der  letzten  Abhandlung  Gehörige  ans  hebräischen  und  orientalischen  Quellen 
habe  ich  erläutert  in  der  Zeitschrift  d.  D.  M.  Gesellsch.  V,  878 ;  zur  pseudepigr.  Lit. 
8.  44;  Hebr.  Bibliogr.  II,  10 j  V,  122,  N.  786;  VI,  94,  Anm.  6;  VII,  81,  N.  626,  A.  l. 
Es  mag  hier  noch  folgende  Stelle  aus  Ibn  Ridhwan*s  („Rodoam*')  Comment.  zum 
Quadripart.  I.  Cap.  4  (fol.  1.  Col.  9  der  Ausg.  151 9)  Platz  finden:  Et  gtäa  hoc  non  i»- 
Miexii  Albumasar  credidU  quod  error  et  [Ptol.]  in  dicto  suo,  dicens:  quomodo  potesi 
fumoBÜas  kundda  ad  lunam  ascendere:  cum  /wnositas  aacendere  nequeat  ultra  16  studio  \  et 
haia  satt*  iongtus  est,  Ego  vero  rini  de  dictis  talibu»  qualia  kaec  simt :  et  dixi  qitaliter  intel- 
lexit  hoc :  quoniam  Ptol,  noiuit  dicere  quod  fumositas  humida  ascendat  hinc  ad  hmtim :  sed 
dixii  quod  OMcensus  fumositatis  humidae,  qui  est  versus  lunam,  docet  nos,  quod  trahit  hu- 
wureM  terrae  et  atiorum  corporum  eamsequeniiwn  Heut  adamas  trahit  ferrum  etc. 
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Es  fragt  sich,  ob  er  identisch  ist  mit: 

b)  Abraham, dem  vermuthlichenUebersetzer  von  Johantiilii  (Hon ein)  Si- 
nopsis  libri  de  simplicmedic.  oder  VaeudoGaleni  de  planUSj'we\che8in  Galen'' s 
Opp.  ed.  Juntas  VII,  120  (oder  ed,  Chart,  Xlll,  p.  1004)  gedruckt  ist.  —  Siehe 
Fabricius  bei  Wolfius,  Biblioth.  hebr.  L  n.  153  und  bei  Kühn,  Opp,  med. 
(Galen)  1.  p.  CLXXI. 

Ferner  ob  identisch  ist: 

c)  Abraham  Jadüus  „cujus  aphorismi  (nescio  qui)  latine  versi  MSS,  Romae 
apud  Alphonsum  Cicarellum  Medicum^^ :  nach  Jlph,  Giaccorini  Bihliolh.  univ, 
31SS.  bei  Wolfius,  1.  c.  III.  p.  37  n.  876. 

§.a. 

In  Toledo  finden  wir  unter  den  von  Alfons  X.  beschäftigten  Dolme- 
tschern einen  Juden  Abraham,  der,  ausser  einem,  dem  Muhammed  zugeschrie- 
beneu Werke  über  die  Nachtreise  des  Propheten,  zwei  mathematische 
Werke  übersetzte,  nämlich  von  Ibn  Heitham  (als  „Alhazeu**  bekannt^)) 
ein  Compendium  der  Astronomie,  welches  im  Original  verloren  scheint  und 
meines  Wissens  noch  nicht  näher  untersucht  ist.  Es  hat  sich  handschrift- 
lich erhalten  in  einer  aus  dem  Spanischen  geflossenen  lateinischen  und  zwei 
hebräischen  Uebersetzungen  (aus  den  Jahren  1272  und  1322),  letztere  beide 
aus  dem  Original  gemacht ,  die  ältere  von  Einern  bekannten  Astronomen, 
dem  Jacob  ben  Machir  —  bekannt  als  Prophatius  aus  Montpellier  —  her- 
rührend, beide  in  mehreren  Handschr.  öffentlicher  Bibliotheken  (CalaL  l.h.p. 
1232,1856),  ferner  in  einer  aus  der  hebr.  Uebersetzung  geflossenen  lateinischen 
des  Abraham  de  Balme's  für  Cardinal  6rimani')(Anf.XVL  Jahrhundert), 
welche  die  lateinische  Handschr.  des  Yatican  4566  enthält,  und  worüber  ich  dem 


2)  Die  Identität  des  Astronomen  mit  dem  Optiker  hat  in  neuester  Zeit  u.  A. 
auch  Woepcke  angenommen  {Recherches  sur  plusieurs  otwrages  de  Leonai'd  etc. 
I.  p.  12.) 

3)  Grimani  ist  also  anstatt  Gammari  zu  lesen  bei  De  Pomis,  Apologia  pro  medico 
hebr.  p.  71  (bei  Wolf,  Bibl.  heifr.  p.  45).  Für  denselben  röniiscben  Cardinal  übersetzte 
auch  De  Balmis  ein  philosophisches  Schriftchen  des  Avcmpace  {Cod.  Fat.  38Ö7).  Do- 
minico  Grimani,  geb.  den  19.  Februar  1461,  wurde  Cardinal  am  21.  August  1493,  Pa- 
triarch von  Aquilcja  am  13.  Februar  1497  und  starb  den  27.  August  1523;  sein  Leich- 
nam wurde  zuerst  in  der  Kirche  St.  Job.  und  Paul  in  Rom  beigesetzt,  dann  nach  Ve- 
nedig gebracht ,  wo  Abraham  de  Balmes  kurz  vorher  gestorben  war  (über  Letzteren 
8.  u.  A.  M  a  z  u  c  h  e  1 1  i ,  OU  scrittori  d*Italia,  vol.  II,  P.  l,  Brescia  1 758).  Sein  römi- 
sches Grab  trügt  folgende  Inschrift:  Doiidnico  Grimano  Episeopo  Portuensi  cardinali 
Sancti  Mord  Patriarchae  Aquilejensi  inculpatissiinae  vitae  omnhon  scientiarum  peritüsimo 
iemporaneunt  deposUitm  nepotes  pietUissimi  posuerunt,  luctu  totius  itrbis.  Fixit  Anno*  LXII 
Mensts  FI  Dies  FIII  obiit  XXVIl  Augusti  MüXXIIL  (C/ghelli,  Italiasaaa,  T.  V. 
Ven.  1720  cot.  131  n.  LXXXF;  nach  Mittheil,  des  Herrn  Nar  du cci).  Grimani*8 
Namen  tragen  einige  hebr.  Handschriften  in  München. 
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Fürsten  Boncompagni  nähere  Mittheilnngen  des  Herrn  Nardncci  verdanke. 
Ueber  das  andere  Werk  von  Zarkali  mag  ich  mich  hier  nicht  anslasscn, 
da  ich  darüber  weitläufig  zu  handeln  habe  in  einem  weiteren  Briefe  an  den 
Fürsten  Boncompagni ,  jenen  Autor  betreffend.  Ich  warte  nnr  auf  das  Ein- 
treffen des  8.  Bandes  der  in  Madrid  erscheinenden,  durch  Alfons  X.  bewirk- 
ten spanischen  Bearbeitungen  astronomischer  Schriften  auf  der  hiesigen  k. 
Bibliothek,  da  jener  Band  das  betreffende  Werk  vollständig  enthält.  Doch 
sei  mir  gelegentlich  eine  Frage  an  die  gelehrten  Leser  dieser  Blätter  ge- 
stattet: Wer  istOerbertus  Geometra,  dessen  Namen  unter  Nummer  XXX 
der  Probleme  sich  findet,  welche  den  Schluss  bilden  des  lateinischen:  Sa- 
pheae  recentiares  docUinae  Patris  (/)  Abrusahk  Azarchelis  elc,  a  To,  Schoner  o 
eie.  (4.  Nürnberg  1&34)?   Ist  es  etwa  Silvester?*) 

§.4. 

Ich  komme  nunmehr  zu  den  beiden. Oelehrton  des  12.  Jahrb.:  Abra- 
ham bar  Chijja  und  Abraham  Ihn  Esra,  welche  in  ihrer  Bedeutung 
f^  die  Geschichte  der  Mathematik  erst  dann  gewürdigt  werden  können, 
wenn  ihre  Schriften  näher  bekannt  geworden.  Es  soll  also  eine  Uebersicht 
und  zum  Theil  eine  Charakteristik  ihrer  literarischen  Thätigkeit  auf  dem 
speciellen  Gebiete  versucht  werden,  in  welcher  neben  den  bereits  gesicher* 
ten  Besultaten  der  neuesten  Forschungen  auch  Untersuchungen  über  Zwei- 
felhaftes und  Unbekanntes  einen  Platz  finden. 

Zu  Anfang  des  12.  Jahrhunderts  lebte  der  Spanier  Abraham  bar 
(Sohn  des)  Chijja  (oder  Hijja,  Chajja,  Haya  u.  s.  w.^).  Von  seinen  Le- 
bensverhältnissen ist  wenig  mit  Sicherheit  ermittelt,  das  Wichtigste  in 
Frage  gestellt,  und  mit  Themen  von  allgemeinerer  Bedeutung  in  Verbin- 
dung gesetzt,  welche  die  Auseinandersetzung  in  diesen  Blättern  einiger- 
massen  erschweren,  aber  nicht  überflüssig  machen,  besonders  da  man  Con- 
jecturen,  Hypothesen  und  gewagte  Behauptungen  für  Biographie  und  Ge- 
schichte ausgegeben  hat.  Als  primäre  Quellen  dienen  uns,  ausser  den  wissen- 
schaftlichen Werken,  welche  weiter  unten  ausführlich  besprochen  werden, 
noch  Fragmente  zweier  unedirten  Schriften,  welche  uns  hier  eben  nur  als 
Quellen interessiren.   Die  eine,  A.,  betitelt  Megillat  ha-Megalle  etc.,  beweist, 


4)  Ueber  ein  dem  Gerber t  fälschlich  beigelegtes  Schriftchen,  das  Astrolab 
betreffend ,  folgt  später  eine  Notiz. 

5)  Quellen  über  Abraham  bar  Chijja  s.  in  meinem  Catal,  Codd.  kehr.  BibL  Lngd. 
Bai.  p  149;  Hebräische  Bibliographie  IV,  100  in  der  Anzeige  eines  in  Leipzig  1^60 
erschienenen  ethischen  Schriftchens  mit  biographischen  Erörterungen  von  S.  L.  R  a- 
poport;  and  bei  ßoncompagniin  den  Atti  deU'Academ,  1803  (U  XVI)  p.  935 flg. 
— Das  Argument  Kapoport^s  (p.  LIII)  für  die  Lesart  Chajja  ist  ungenügend,  da  es  bei 
dem  Verse,  auf  den  er  sich  stützt,  nicht  auf  die  vorletzte  Silbe  ankommt  Man  hat 
auch  keine  ausreichenden  Gründe  für  die  Yocalisation:  Chijja,  s.  jedoch  Anm.  0. 
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dass  der  Messias  im  Jahre  5118  (1358)  erscheinen  werde^),  hauptsächlich  ans 
astrologischen  Gründen  —  doch  ist  sie  sicherlich  nicht  die  Ahtheilung 
des  systematisch  angelegten  wissenschaftlichen  Cyclas,  von  welchem  unten 
die  Rede  sein  wird;  noch  scheint  sie  dem  spätem  Alter  anzugehören  (vgl. 
weiter  unten);  doch  möchte  ich  ohne  Kenntniss  des  Oanzen  hierüber  nicht 
entscheiden.  Die  Tendenz  des  Werkchens  war  vielleicht  eine  polemische 
gegen  das  Christenthum;  indem  seit  Petrus  Alphonsi  (1105)  wohl  mehrere 
Juden ,  welche  als  Vermittler  arabischer  Wissenschaften  dienten  und  zum 
Christenthum  übergetreten  waren,  den  früheren  Glaubensgenossen  den  von 
ihnen  bekannten  Erlöser  predigten. 

B.  Eine  apologetische  Epistel  für  astrologische  Stunden  wählerei ,  ge- 
richtet an  den  Rabbiner Jehuda  ben  Barsillai  al-Barzelloni^)  „und  die 
Weisen  des  Ortes^^  In  demselben  interessiren  uns  zunächst  die  Schluss- 
Worte:  „Von  meiner  Jugend  auf  bis  heute  studirte  ich  die  Wissenschaft  der 
Sterne  und  beschäftigte  mich  damit^),  forschte  und  dachte  darüber  nach, 
und  glaubte,  Wissenschaft  und  Kenntniss  erlangt  zu  haben,  an  welcher 
weder  Sünde  noch  Vergehen  ist.  Nun  da  ich  sehe,  dass  weise  und  beschei- 
dene Männer,  gelehrte  und  kenntnissreiche,  nicht  meiner  Ansicht  beistim- 


6)  Anführungen  des  Baches  bei  Asarja  de  Rossi  (Cap.  43)  und  daraus  Gedalja 
Ibn  Jahja,  vergl.  Wolf,  Bibl,  hebr.  I.,  p.  51  und  III ,  p.  31 ,  G.  B.  de  Rosai,  Della  vana 
aspettaiione p.  120  (vergl.  Jewish  Lit.  p.  316,  N.  15;  Catal.  p.  1912  und  CXVII, 
wo  für  Alf.  lies  Paulus  de  Durgos  und  Wolf  3  anstatt  2).  Aus  den  ersten  Quellen 
neuerdings  in  einem  anfi^efangenen  Artikel  über  Abraham,  im  Litbl.  des  Orient  X, 
426;  zwei  Citate  aus  Abravanel  und  Narboni  (zu  verbessern  nach  Zar  z ah,  Bl.  84, 
Col.  3)  bei  Kirebheim  und  im  Catah  Codd.  h.  Lugd.  p.  148,  wo  jedoch  Jakob  ben 
Eeuben^s  Citat  sich  in  dem  ethischen  Schriftchen  findet,  hingegen  Prophiat  Duran 
(jChescheh  ha-Efod,  HS.  München  299,  Bl.  18,  Kap.  14)  hinzuzusetzen  ist.  Ohne  Na^ 
mcn  und  Titel  anzugeben  polemisirt  gegen  das  Schriftchen  schon  Maimoni des  in 
Aegypten  im  Jahre  1172  (geb.  in  Cordova  1135);  aus  derselben  Schrift  stammt  aber 
auch  ohne  Zweifel  die  Angabe  des  ebenfalls  um  1170  in  Nordfrankreich  schrei- 
benden Josef  Bechor  Schor  (Cod.  München  52,  Bl.  198,  zu  Deuteron.  31,  18;  auf  die 
Stelle  machte  mich  Hr.  A.  B  er  lin er  aufmerksam),  wo  der ^fSahib  esch-Schorta  (so  ist 
das  verstümmelte  Wort  zu  lesen)  das  ist  Rabbi  Abraham  bar  Chijja  aus  Bar- 
zcllonia**  genannt  ist.  Die  frühe  Verbreitung  der  Schrift  nach  den  entgegenge- 
setzten Richtungen  der  jüdischen  Kulturgebiete  ist  auch  für  den  Ort  der  Abfassung 
nicht  ohne  Bedeutung,  und  mag  gleich  hier  hervorgehoben  werden,  dass  auch  Al- 
fons  de  Spina  bei  seinen  Anführungen  dieser  Schrift  von  dem  Verfasser  einmal 
sagt:  Abrahmuts  ßlius  Hyae  (vergl.  Anm.  5)  qtd  habitabat  Barchinone,  einmal  ihn 
irrthümlich  Salomo  Bair/iinouensis  nennt.  (Wolf,  1.  c.  III,  31,  vgl.  Catal,  Codd,  h, 
Lugd.  p,  149.)  Die  älteste,  bisher  unbekannnte  Anführung  bei  einem  christlichen 
Autor  findet  sich  im  Prolog  des  Henr.  Bat  es  {ex  dictU  Abrahae  principis  in  5  par- 
ticuln  libri  redemplionis    israel);  vergl.  unten  Anm.  20. 

7)  Auch  er  heisst  ha-Nasi  (s.  weiter  unten)  bei  Ibn  Latas  (Lattes),  aus  wel- 
chem die  betreffende  Stelle  „aus  einer  alten  Handschrift**  bei  Asulai.  Vergl. 
über  ihn  Catal  libr.  hebr.  p.  1298. 

8)  Das  heisst  wohl:  wendete  sie  practisch  ^  astrologisch  —  an. 
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meo,  Teraehteich  meine  Kunst  (meinThun?)  nnd  spreche:  In  meiner 
Kindheit  nnd  Jngend  (Mannesalter?)  beurtheilte  man  mich  nachsichtig, 
wegen  der  Ehre,  welche  ich  vor  Fürsten  nnd  Königthnm  er- 
worben") und  nun  zur  Zeit  des  Alters  sollte  es  mir  ein  Zeichen  zur  An- 
klage sein?  Es  ist  wohl  gut,  dass  ich  nach  ihren  (der  Wissenschaft?)  Urthei- 
len  forsche  und  ihre  Vorzüge  aufzähle ,  auf  dass  der  Zorn  ihrer  Feinde  ent- 
brenne, welche  die  Uebel  derselben  verkünden,  damit  sie  ihren  Tadel  voll- 
ständig aussprechen;  vielleicht  wird  die  Macht  ihrer  Wqrte mich  überzeugen, 
ihnen  zu  folgen*^ 

Dieses  Schriftchen  gehört  jedenfalls  der  späteren  Lebensperiode  des 
Verfassers  an.  Nach  Zunz  (Zur  Geschichte  S.  488),  welcher  jetzt  die 
vollständige  Handschr.  besitzt,  lebten  Abraham  und  Jehuda  an  demselben 
Orte,  vermuthlich  Marseille.  Auch  bei  dem  Schriftchen  A.  vejrmuthot 
Geiger  (Mose  bei  Maimon  S.  70 ,  vergl.  Caial,  Uhr,  hehr.  p.  1012) ,  dass  es  in 
der  Provence  verfasst  sei.  Diese  heutige  Provinz  Frankreichs  wurde  da- 
mals von  einem  Grafen  von  Barcelona  beherrscht  und  blieben  die  dortigen 
Juden  mit  dem  christlichen  Norden  Spaniens  lange  in  näherer  Verbindung. 
Hier,  an  der  Grenze  arabisch-muhamedanischer  und  christlich-romanischer 
Herrschaft,  Sprache  und  Bildung,  entstand  zuerst  unter  den  Juden  das  Be- 
dürfniss  der  Vermittelung  und  U  ebersetzung,  und  wir  werden  diese 
Thätigkeit  als  das  Hauptverdienst  Abrahams  kennen  lernen.  Er  weist  selbst 
in  den  meisten  seiner  Schriften  auf  den  Mangel  arabischer  Sprache  und 
Wissenschaft  in  „diesen  Ländern"  oder  in  „Zarfat**  hin,  worunter  man  bis 
jetzt  vorzugsweise  Nordfrankreich  verstanden  hat.*®)  Rapoport  (/.  c.  p. 
XXXVIII — XL)  meint  jedoch,  dass  Abraham  in  Spanien  geboren  und  gestor- 
ben sei,  in  der  Provence  höchstens  nur  vorübergehend  sich  aufgehalten, 
mit  Jehuda  ben  Barsillai  habe  er  „ohne  Zweifel"  nur  eine  Hochzeitsreise 


9)  Vielleicht  rührt  daher  sein,  freilich  arahi seh  er  Titel:  Sa'hib  asch-Schorta 
—  welchen  übrigens  anch  einer  seiner  Jüngern  Zeitgenossen,  wahrscheinlich  aus 
der  Familie  Ibn  Esra  führte  (s.  Catal.  l.  h.  p.  1808,  vergl.  p.  1802)  —  und  der 
bei  Plato  ans  Tivoli  zu  Savasorda  geworden  (s.  weiter  unten).  Die  hebräische  Be- 
nennung ha-Nasi  (der  Fürst)  findet  sich  nicht  selten  in  Barcelona  und  sonst  im  12. 
und  13.  Jahrhundert. 

10)  In  der  von  Geiger  benutzten  Münch.  Hdschr.  fehlt  wahrscheinlich  das  Wort, 
auf  welches  es  hier  ankommt.  Auch  im  Buch  Ibbur  (unten  N.  5)  wird  der  Aber- 
glaube des  Blutfallens  in  den  Quatembern  „diesen  Ländern"  zugeschrieben  (vergl. 
Hebr.  Bibliogr.  186Ö,  S.  50).  Asarja  de  Rossi  (Add.  H  zu  Bl.  136  ;  Bl.  312  ed.  Wien) 
schaltet  in  einer  Anführung  dieser  Stelle  die  Worte  ein:  „Das  ist  Zarfat,  seine  Ge- 
bnrtsstätte**  (oder  „sein  Vaterland"),  was  jedenfalls  unrichtig  ist,  da  Abraham 
überall  als  ha-Sefaradi,  d.  h.  der  Spanier,  bezeichnet  wird.  Ja  es  scheint,  alH  ob 
diese  Bezeichnung  anch  ohne  Nennung  des  Namens  an  einzelnen  Stellen  bei  Ibn 
Esra  auf  unsem  Abraham  zu  beziehen  sei;  die  Erörterung  würde  jedoch  hier  zu 
weit  abführen. 
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^^^^^^v^.^v/vn^,^^^.^^^.^v^^^^i^. 


dahin  gemacht  ^^);  abervon  dortigen  Gelehrten  sei  die  Anregung  znseinen  ma- 
thematischen Schriften  ausgegangen.^')  Bequemer  macht  es  sich  Graetz 
(Geschichte  der  Juden  VI,  120)  durch  die  Behauptung,  der  Name  Zarfat 
bedeute  das  christliche  Nordspanien  (Catalonien),  welches  hei  den  Arahern 
al-Frang  heisse.  Es  kann  hier  nicht  der  Ort  sein ,  die  angebliche  Parallele 
zu  beleuchten,  auf  welche  sich  diese  Behauptung  stützen  solP'),  noch  die 
Tragweite  desselben  zu  verfolgen;  doch  mag  die  eine  Folgerung  gezogen 
werden,  dass  alsdann  die  in  Abrahams  Schriften  sich  wiederholenden  Kla- 
gen wegen  Unwissenheit  in  den  mathematischen  Wissenschaften  sich  auf 
die  Bewohner  Nordspaniens  allein  oder  vorzugsweise  beziehen  würden! 
Mag  aber  Abraham  in  der  Provence  geschrieben  haben  oder  nicht,  so 
waren  jedenfalls  seine  Schriften  hauptsächlich  für  die  Juden  Frankreichs 
im  weitesten  Sinne  des  Wortes  berechnet,  wo  noch  beinahe  ein  Jahrhundert 
später  ein  berühmter  Erklärer  der  Mischna,  Simson  ans  Sens  (nach  Pa- 
lästina ausgewandert)  die  Gültigkeit  gewöhnlicher  geometrischer  Theoreme 
bezweifelt*^).  —  In  dem  zu  besprechenden  Werke  über  Kalenderwesen 
(S.  HO)  ist  eine  Tabelle  überschrieben:  „Tafel  zu  wissen  den  Neumond 
nach  dem  Mittollauf  in  Soria**  (sie!).  Daraus  möchte  der  Herausgeber 
(in  der  Anm.)  schliessen,  dass  Abraham  sich  dort  aufgehalten,  oder  gar 


1 1 )  Die  Stelle  ans  Znnz  gtebt  er  8.  XL  noch  nngenaner  als  der  Heransgebcr 
S.  X,  der  schon  das  Wort  Zarfat  hinzusetzt,  freilich  im  heutigen  Sinne  von  Frank- 
reich, also  die  Provence  einschliessend.  Das  gedruckte  Excerpt  (Jahrb.  Kerem 
Chemed  VIII,  58)  ist  unberücksichtigt  geblieben. 

12)  Rap.  sieht  sich  dabei  veranlasst,  die  Angaben  de  Bo8si*8  zu  Cod.  1170 
weitlilufig  zu  besprechen,  indem  er  den  Worten  desselben:  (ipii  ad  hanc  pro- 
vinciam  adsumendam  deduxerunl  me,  eo  quod  non  esset  in  universa  Gtülia  etc) 
einen  verkehrten  Sinn  unterlegt,  nämlich  dass  man  Abraham  von  einer  fruchtlosen 
Reise  nach  Frankreich  habe  abhalten  wollen;  in  der  That  stehen  schon  jene  Worte 
der  Ansicht  Rapoport*s  nicht  entgegen.  Der  Text,  der  mir  vorliegt,  ist  etwa  so 
zu  übersetzen:  „Nicht  aus  freien  Stücken  (tirezord)  bin  ich  eingetreten  (nech- 
nasti^  d.  h.  in  die  Arbeit)  und  nicht  meiner  Ehre  willen,  um  mir  darauf  Etwas  zu 
Gute  zu  thun,  sondern  viele  der  Grossen  meines  Zeitalters,  deren  Rath  (Ansicht) 
ich  anzunehmen  verpflichtet  bin,  brachten  mich  zu  allen  Diesem,  weil  im 
ganzen  Lande  Zarfat  (Frankreich)  über  diese  Wissenschaften  kein  Buch  in  hebräi- 
scher Sprache  geschrieben  war ,  und  nach  ihrem  Munde  (Wunsche)  übersetzte  ich 
aus  den  Schriften  IsmaePs  u.  s.  w."  Beachtenswerth  sind  noch  die  Worte  in  der 
Einleitung  zur  Geometrie:  „Ich  sah,  dass  die  meisten  Gelehrten  unseres  Zeitalters 
im  Lande  Zarfat  nicht  in  der  Geometrie  bewandert  sind",  und  am  Schlüsse  der- 
selben (s.  mein  Miscknat  ha-Middot  p.  7,  Z.  1):  „Du  fällst  in  die  Grube,  in  welche 
die  Männer  dieser  Länder  gefallen"  u.  s.  w. 

13)  Gegen  Grantz  S.  83  s.  Zunz,  Zur  Geschichte  S.  187.  Zu  beachten  ist 
auch  die  Stelle  in  dem  Werke  Zurät  ha- Arez  unter  Alinea  5:  „nach  Spanien  {Aspa- 
miä)  und  den  christlichen  Ländern  in  Frankreich  {Fran^d)*^, 

14)  Jetrish  LUerature  p.  362  n.  00. 
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(Vorr.  S.VII)  dort  geboren  seil**)  Mir  ist  das  Wort  (in)Soria  in  derUeber- 
sehrifit  überhaupt  verdächtig,  es  kann  sehr  wohl  von  einem  dortigen  Ab- 
schreiber herrähren '*).  Ks  findet  sich  nämlich  S.  120  eine  Tabelle  über 
Länge  und  Breite  von  23  Städten,  meistens  ans  Spanien  (auch  einiger  ans 
der  Provence),  an  deren  Spitze  ebenfalls  Soria  steht,  was  bisher  von  den  Bio- 
graphen unbeachtet  geblieben.  LelewePO  ^^S^  diesem  Täfelchen  eine  Be- 
deutung für  die  Geschichte  der  Geographie  bei  und  emendirt  es  aus  den 
Parallelen  des  Marokkaners  Aba'l  Hasan,  bemerkt  jedoch  (p.  LI,  N.  12) 
„SariOj  separS  de  la  suiie  progressante  de  iongitudes  et  placd  en  chef  de  taute  la 
Hsley  est  peut-itre  la  patrie  ou  le  sejour  ctAbraham'\  wohl  nicht  ohne  Hinblick 
auf  die,  freilich  nicht  ausdrücklich  erwähnte  Conjectnr  des  Herausgebers« 
Es  bemerkte  aber  schon  Dav.  Cassel'^):  „Woher  der  Herausgeber  diese 
kleine  Tabelle,  die  doch  nicht  zum  Sefer  ha-Ibbur  zu  gehören  scheint,  ge- 
nommen, ist  nicht  gesagt ^^;  zugleich  erkennt  er  in  demselben  Buche  eine 
Verweisung  (S.  15)  auf  ein  anderes  Werk,  in  Bezug  auf  solche  specielle 
geographische  Angaben,  als  Interpolation.  Das  Täfelchen  ist  aber  wohl  der 
Ozforder  Handschr.  entnommen,  da  ich  in  meinen  Notizen  darüber  finde, 
dias  die  letzten  4  Blätter  (40—43,  in  Folio)  Tabellen  enthalten.  Das  beweist 
freilich  noch  nicht  die  Zugehörigkeit  zu  dem  Werke  über  Kalenderwesen, 
ja  nicht  einmal  die  Autorschaft  Abraham's.  Aber  die  seltsame  Isolirung 
8oria*s  erklärt  sich  durch  die  Annahme ,  dass  der  Abschreiber  diese  Stadt 
an  die  Spitze  gestellt,  oder  die  ganze  Tabelle  nicht  von  Abraham  herrühre« 
Et  ist  das  freilich  auch  nur  eine  Hypothese,  aber  eben  nur  als  solche  hin- 
gestellt, um  nachzuweisen,  wie  wenig  der  isolirte  Name  Soria's  für  das  Le- 
ben Abraham^s  massgebend  sei.  Hingegen  ist  Abraham  barChijja  sicherlich 
in  Barcelona  literarisch  thätig  gewesen,  und  zwar  ist  das  jüngste 
Datum,  welches  ihn  mit  Barcelona  in  Verbindung  setzt,  das  Jahr  1136,  wo- 
f^r  die  von  mir  entdeckte  Beziehung  zu  Plato^s  Uebersetzungen  entschei- 
dend ist.  Das  Todesjahr  Abraham's  ist  unbekannt,  sein  Geburtsjahr  kaum 
annähernd  zu  conjiciren,  da  das  Alter,  von  welchem  er  selber  spricht,  und 
swar  in  einer  Schrift,  deren  Datum  unsicher,  einen  weiten  Spielraum  zulässt. 


15)  Aach  in  dieser  Beziehung  ist  die  Angabe  Rapoport's  p.  XXXVIU  uu- 
genau;  Luzzatto  und  Zonz  wissen  nichts  davon;  bei  Graetz  ist  das  freilich  schon 
geschichtliche  Thatsache. 

16)  lieber  die  Varianten  der  aus  Spanien  herrührenden  Oxforder  Handschrift 
(Oppenh.  1143  fol.,  vom  Jahre  147Ö,  die  Hand  ist  eine  spanische,  wie  ich  aus  Auto- 
psie weiss)  und  der  Pariser  (447,  s.  Litbl.  des  Orients  IX,  795)  s.  die  Bemerkung 
des  Heransgebers  p.  XI. 

17)  Geographie  du  moyen-äge  I.  p,  L — LH  (vergl.  Epilogue  p,  94). 

18)  In  einer  Recension  des  Werkes  Abraham *s  in  FrankePs  Monatschr. 
Bd.  I.  (1852)  8.05. 
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§.6. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  mathematischen  Schriften  Abra- 
faam^s,  und  zwar  zuerst  zu  den  hebräischen. 

1.  Für  die  des  Arabischen  unkundigen,  in  den  profanen  Wissenschaf- 
ten wenig  bewanderten  Juden  in  Zarfat  (oben  Anm.  12)  bearbeitete  Abra- 
ham eine  Art  Encyklopädie,  betitelt :  Jesode  ha-Tebuna  u-Migdal  ha-Emuna 
(„Die  Grundpfeiler  der  Einsicht  und  der  Thurm  des  Glaubens**).  Von  die- 
sem in  seiner  Art  bedeutenden,  für  die  Geschichte  der  Mathematik  vielfach 

I  interessanten  Werke  haben  sich,  wie  es  scheint,  nur  Fragmente  des  ersten 

Haupttheils,  meistens  unter  falscher  Ueberschrift,  erhalten.     Der  Verfasser 

I  beschränkt  sich  in  denselben  auf  allgemeine  Begriffe,  Grundlehren  u.  dergl. 

1  der  Arithmetik,  Geometrie  und  Optik,  worauf  Musik  und  Astro- 

nomie folgen  sollten.     Die  übrigen,  in  der  Einleitung  angegebenen  Dis- 

I  ciplinen  übergehen  wir  hier.     Nähere  Angaben  enthält  ein  Specialartikel 

in  der  „Hehr.  Bibliographie"  1864  (No.  40.)  S.  84  flg.  Die  für  Mathematik 
genannten  Quollen  sind  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik,  Bd.  X.  S.  46G 

I  mitgetheilt.  —  Es  beruht  wohl  auf  einem  Irrthum  eines  Abschreibers,  wenn 

man  die  allgemeine  Einleitung  zu  diesem  Werke  vor  der  speciellen  Geo- 

I  metrie  (unter  No.  6)  in  der  Handschrift  De  Rossi's  findet;   obwohl  es  mög- 

lich ist,  dass  der  Verfasser  die  zu  nennenden  ganz  speciellen  und  ausführ- 
lichen Werke,  die  ebenfalls  einen  zusammengehörigen  Cyklus  zu  bilden 
scheinen,  an  die  Stelle  der  ganz  allgemeinen  Umrisse  gesetzt  hat. 

2.  Zurät  ha-Arez  (Form  der  Erde"),  astronomische  Geographie  und 

I  19)  Dieser  Titel  ist,  mit  geringen  synonymischen  Verändeningen,  für  kosmo- 

graphische   Schriften  (abgesehen  von  wirklichen  Ahhildungen,   Karten,   Sphären, 

I  deren  Zusammenhang  mit  geographischen  Erläuterungen  hiermit  nicht  geleugnet 

j  wird)  stereotyp  geworden,  und  kommt  bei  den  Arabern  schon  für  die  Geogra- 

'  phie  des  Ptolemäus  vor  (s.  Reinaud,   Einleit.  zu  Albufeda  p.  45,  132;   hebr. 

'  Titel  bei  Abr.  Zakut,  Juchasin  f.  143,  Ausg.  Crac. ;  unrichtig  ist  die  Mittheil.  Carmoly's 

bei  Lelewel,  Geogr.  I,  19  [vgl.  Epitoyuei^.  46];  die  Ausg.  London  p.  245  ist  hier 

j  corrupt;  bei  Narbonizu  Maimonides  II,  30,  Bl.  41  liest  man:  „Ptolemäus  im  Buche 

der  Welt";  liber  demappa  mundi  bei  Ibn  Ridhwan  [„Rodoam**]  im  Vorwort  zum 
Comm.  über  das  Quadripartilum,  Bl.  1,  Col.  3,  ed.  1519;  vgl.  mappa  antiqua  und  mappa 
nova  das.  II,  3,  Bl.  27,  Col.  4).     Doch  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  zu  bemerken, 

I  dass  zur  Zeit  des  Abraham  noch  kein  Werk  des  Ptolemäus  ins  Hebräische  über- 

setzt war,  die  Geographie  auch  später  nicht.  Die  vielfach  wiederholten  Angaben  von 
hebräischen  Uebersctzungen  griechischer  Autoren  beruhen  auf  Irrthümern,  deren  Be- 
leuchtung hier  nicht  beabsichtigt  sein  kann  (vgl.  Jetv,  Lit,  p.  353,  Catal,  L.  h,  p,  2487). 
Hingegen  mögen  einige  christliche  Verfasser  von  Schriften  de  imagine  mwidi  genannt 
sein,  die  ich  zufiillig  notirt  habe,  ohne  deren  Zeitalter  genauer  verfolgen  zu  können. 
Ausser  dem  bekannten,  auch  in  Reimen  vorhandenen  Image  du  monde^  welches  auf 
Walther  (Gautftier)  von  Metz  (um  1245)  zurückgeführt  wird,  auch  in  hebräischer 
und  jüdisch-deutscher  Bearbeitung  existirt  (s.  die  Citate  im  S  erapeum  1863  S.  101, 
vgl.  Lelewel  1.  c.  U,  7)  und  Peter  aus  Ailly  (um  1410,  s.  Reinaud,  Einl.  zu  Abulf. 
p.  115,  vgl.  Lelewel,  Epil.  124),  fand  ich  Petrus  de  Casa,  Patriarch  von  Jerusa- 
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Astronomie  in  10  ,,Pforten^^  (Abschnitten).  Der  Verfasser  spricht  sich  über 
den  Inhalt  in  der  Vorrede  folgendermassen  aus : 

Die  Sternkunde  zerfällt  in  zweiHanpttheile:  l)  über  Form  des  Himmels, 
Gestalt  der  Erde,  Lauf  des  Himmels  und  der  Sterne,  eine  eigentliche  Wis- 
senschaft. Die  Astronomie  zerfüllt  in  zwei  Theile:  a)  Form  oder  Construc- 
tion  von  Himmel  und  Erde  n.  s.  w.  nebst  den  Beweisen,  b)  Berechnung  der 
Läufe  und  Bestimmung  des  Standes  der  Sterne  zu  jeder  Zeit.  Das  vorlie- 
gende Werk  enthält  nur  den  ersten  Theil,  der  zweite  ist  einem  anderen  Werke 
vorbehalten. —  Der  zweite  Haupttheil :  Die  Astrologie,  ist  keine  eigentliche 
Wissenschaft,  empirisch  und  ohne  stringente  Beweise.  Der  Verf.  will  je- 
doch, wenn  er  den  ersten  Hauptthejl  beendet  hat,  sich  auch  dem  zweiten 
zuwenden  —  wahrscheinlich  der  Vollständigkeit  halber.  Es  scheint  je- 
doch, als  sei  er  nicht  dazu  gekommen;  wenigstens  hat  sich  keine  Spur 
eines  solchen  selbstständigen  Werkes  selbst  in  Citnten  der  jüdischen  Astro- 
logen des  12.  und  13.  Jahrhunderts  erlialten,  welche  im  Namen  des  Abr.  bar 
Chijja  fast  nur  astronomische  Specialitäten  anführen.*®) 


lern  (Cod.  Digb.  10  im  Catal.  Mss,  Angl.  I^  77^,  undLudovicas  de  Anigalo  (der 
aaeh  das  Bnch  der  NativitÜten  des  Ibn  Esra  ans  dem  Spanischen  übersetzte),  in 
Cod.  Paris  0561.  lieber  ein,  dem  Werke  Abrabam*8  ähnliches,  aber  mehr  astrono- 
misches anonymes  Compendiam:  „Form  des  Globus**  (Temunat  ha-Kaddur) ^  nur  in 
hebräischen  Handschr.  erhalten,  s.  Hebr.  Bibliographie  1864,  8.  27„47(1862 
8.  108).  —  Hingegen  ist  das  mit  Abraham^s  Werke  gleich  betitelte  des  Isak  Lathif 
bei  Heilbronner  p.  476,  §.  492  ein  kabbalistisches  (herausg.  Wien  1862). 

20)  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  122.  Dass  man  die  eschatologische  Schrift  nicht  hier- 
her ziehen  könne ,  ist  schon  oben  (S.  6)  bemerkt  worden.  In  den  astrologischen 
Schriften  des  Ibn  £  sr  a  ist  unser  Abraham  nur  an  äusserst  wenigen  Stellen  genannt, 
abgesehen  von  einigen  Missverständnissen  des  lateinischen  Uebersetzers  Henricus 
U  ate  8,  die  zu  weiteren  Irrthümern  geführt  haben.  In  dem  Buche  de  mundo  (Bl.  78, 
col.  4)  übersetzt  derselbe  ungenau:  didt  Abraham  magister  noster;  auf  dergleichen 
Stellen  beruht  seine  Behauptung  im  Prolog  (vgl.  oben  Anm.  6),  dass  Ibn  Esra  unse- 
ren Abraham  als  seinen  Lehrer  bezeichne,  was  dann  von  Pico  de la  Mirondola  und 
bis  zu  unserer  Zeit  (unten  Anm.  38)  wiederholt  worden ,  ohne  dass  man  die  Quelle 
kannte.  Ich  komme  anderswo  darauf  zurück ;  hier  ist  nur  zu  bemerken,  dass  an  je- 
ner Stelle  wahrscheinlich  Ibn  Esra  selbst  der  Abraham  ist  (im  Cod.  München  304, 
Bl.  2  liesst  man:  „Ich  Abraham'*).  Auch  im  hebr.  Text  selbst  haben  die  Abschreiber 
manchmal  dem  Namen  Abraham  den  Ehrentitel  „Rabbi**  vorgesetzt,  so  dass  man  ohne 
Vergleichung  von  Handschriften  die  Worte  des  Verf.  selbst  für  Citate  halten  möchte. 
Bald  darauf  liest  man  bei  Bates  zweimal  „Abraham**,  einmal  abratam^  wo  der  hebr. 
Text  richtig  „Abarchas**,  d.  i.  Hipparchos  hatJ  In  der  uncdirten  Recension  des 
Ruches  der  Ursachen  (Taamim),  welche  ich  für  die  ältere  halte  (Hebr.  Bibliogra- 
phie 1860,  S.  33),  bemerkt  Ibn  Esra,  dass  „Abraham  ha-Nasi**  bereits  die  „Lei- 
tungen** (Nihugim  =  DireclioneSy  arab.  Tasjträt)  angegeben,  welche  er  selbst  also  nicht 
anzugeben  brauche,  ferner  dass  der  „Nasi**  die  Methode  angegeben,  die  Grade  des 
Sternes  zu  finden,  wenn  er  eine  Breite  hat.  Aber  diese  Berechnungen  der  Astrologie 
bilden  einen  Theil  der  unter  3,  4  zu  nennenden  Werke;  und  dort  wird 
auch  wohl  das  zu  finden  sein ,  was  Ibn  Esra  in  der  von  ihm  gestellten  Nativitüt  be- 


12  Abraham  Jadäos  —  Savasorda  und  Ibn  Esra. 

Von  unserem  Werke  wurde  ein  Auszug  des  Textes  mit  lateinischer 
TJebersetzung  von  Münster  (1546)  herausgegeben,  der  vollständige  Text  mit 
Anmerkungen  erschien,  nebst  zwei  Bearbeitungen  von  Sacrobosco'a  Buch 
über  die  Sphäre  —  deren  zweite  bisher  nicht  als  solche  erkannt  worden 
(CaiaL  L  h,  p.  2255)  —  erst  1720  und  ist  in  nichtjüdischen  Kreisen  wenig  be- 
kannt geworden  "),  obwohl  es  weit  früher  die  Aufmerksamkeit  eines  italie- 
nischen Fürsten  auf  sich  gezogen,  wie  folgende,  bisher  unbekannte  Nach- 
weisung ergiebt.  Die  lateinische  Handschrift  OUobon.  2079  des  Vaticans  ent- 
hält nämlich  auf  51  Blättern  eine  wahrscheinlich  vollständige  lateinische 
TJebersetzung  des  Werkes.  Im  März  1863  theilte  mir  Fürst  Boncompagni 
Folgendes  aus  dem  Anfang  und  Ende  mit: 

In  nole  deu  Liber  de  forma  terrae  et  de  figuroHone  celestium  nee  non  de 
ordine  motus  siellarum:  Dixit  Abraham  patriarcha  (!)  filius  Rabi  chagia  [lies 
chayia]  hispanus  scientia  astrorum  juxta  horum  [1.  hominum']  opinionem  in  duas 
maximas  dividitur  partes  (Bl.  1,  Z.  T— 6).  Diese  Worte  stimmen  mit  dem 
eigentlichen  Anfang  des  hehr.  Textes,  nach  den  einleitenden  Eulogien. 
Ende :  Oramus  itaque  deum  ut  adiuvet  nos  atque  animet  ad  observandum  ac  fir- 
miter  lenendum  dicta  et  praecepta  ipsius  legis  omnibus  diebus  nostris  amen,  [Feh- 
len nur  drei  unwesentliche  Worte  der  Schlussformel  des  Originals.]  Ex- 
pletus  ist  hie  peruiilis  ac  preciosus  tractatus  de  astrologia  quem  traduxit  ex  he- 
braeo  in  latinum  magister  Hysaach  hebraeus  francogena  ad  compascen- 
iiam  magnanimi  ac  sapientissimi  principis  domini  Alberti  Sij  de  Sabaudia, 
lieber  die  Zeit  dieses  Albert  von  Savoyen  habe  ich  bis  jetzt  keine  Aus- 
kunft erhalten  können ;  Magister  Isaak  (vielleicht  Zarfati,  Franzose  ge- 
nannt) ist  mir  sonst  unbekannt;  Männer  Namens  Isaak  Zarfati  lebten  zu 
verschiedenen  Zeiten. 

Vielleicht  giebt  es  auch  eine  französische  üebersetzung  unseres 
Buches.  In  dem  Artikel  Aben  Hezra  der  Biogr.  univers.  T.  I.  (1843)  p.  64 
von  Derenbourg,  liest  man :  La  bibliotheque . .  Sorbonne  possedait  une  traduc- 
iion  frangaise  de  la  Sphere  d'Aben  Ezra  faite  en  1273  par  maitre  D  ei  ade. 
Wenn  hier  nicht  Ihn  Esra's  Schriftchen  über  das  Astrolab  gemeint  ist ,  so 
wäre  eine  Verwechslung  des  Autors  anzunehmen.  —  Das  Verhältnbs  des 


merkt  (s.  unten  zu  Ende  des  Artikels),  und  woraus  ich  nur  die  Worte  excerpirt  habe: 
„Wozu  soll  ich  noch  weitschweifig  sein  über  (d.  h.  in  Bezug  auf)  den  Nasi ;  die  Worte 
sind  lange  (viel),  und  es  ist  gut,  den  kurzen  Weg  zu  gehen  und  zu  bemerken*'  u.  s.  w.  — 
In  meiner  Handschrift  der  Tafeln  (s.  Anm.  24)  Bl.  05b  liest  man :  „Die  meisten  Dinge, 
welche  am  Ende  dieses  Baches  erwähnt  sind ,  beziehen  sich  auf  die  Rechenkunst  nur 
entfernt,  hauptsächlich  gehören  sie  zur  Erfahrungskunst  (Astrologie);  wir  sind 
aber  veranlasst  worden,  sie  in  diesem  Buche  zu  erwähnen,  um  die  Methode  der 
Berechnung  und  was  damit  zusammenhängt,  vollständig  zu  geben. 
Ich  schliesse  also  an  dieser  Stelle"  n.  s.  w. 

2lJ  Del  ambro  (Hist.  de  tastr,  dumoyen-äge  p.  211)  und  Lelewel  a.  a.  O.  I. 
p.  n,  gründen  ihre  Angaben  auf  das  Compendium,  das  mir  jetzt  nicht  vorliegt 


Von  M.  Stbinschneideb.  t3 

Werkes  zn  dem  bekannten  ähnlichen  von  Alfergani  verdient  nähere  Un- 
tersQcbang**). 

a.  Cheschbon  Mahlechot  ha-Kochahim  (Berechnung  der  Läufe 
der  Sterne),  der  zweite  Theil  der  Astronomie,  welcher  in  20  Pforten  die 
versprochene  specielle  Ausführung  enthält.  Der  Anfang  des  Vorwortes 
ist  in  dem  unter  5  zu  nennenden  Werke  p.  VIII.  abgedruckt.  An  densel- 
ben scbliesst  sich  die  Inhaltsangabe,  dann  bemerkt  der  Verfasser,  dass  man 
hier  manches ,  schon  im  ersten  Theile  Vorgebrachte  wieder  finden  werde ; 
er  habe  nicht  die  Absicht,  Dinge  zu  wiederholen,  sondern  es  sei  dies  zur 
Begründung  der  Berechnung  nöthig.  £s  versteht  sich  von  selbst,  dass 
diese,  wie  alle  ähnlichen  Schriften  4^'  Araber  und  Juden  der  älteren  Zeit, 
auch  die  Berechnung  von  Themen  darbietet,  die  nur  für  die  Astrologie 
einen  Werth  haben.  So  ist  die  18.  Pforte  gewidmet  der  Berechnung  des 
aufgehenden  {Horoscop)  und  des  im  Zenit  („Hälfte  des  Himmels**)  stehen- 
den Gestirnes,  sowie  der  Berechnung  der  sogenannten  „Häuser**,  nach 
welchen  bekanntlich  die  Nativität  gestellt  wird.  Ich  habe  noch  nicht  Ge- 
legenheit gehabt,  letztere  näher  zu  untersuchen ,  an  welche  sich  ein  beson- 
deres Interesse  knüpft.  Schieiden  (Studien  1853,  S.  231)  findet  nämlich  in 
dem  Über  nativitatum  des  „  Juden  Abraham  **,  Venedig  1485,  eine  „ganz  selt- 
same, nirgends  erwähnte  Eintheilung  des  Horoscops ,  welche  ausdrücklich 
als  indisch  bezeichnet  wird***").  Dieses  Buch  hat  Abraham  Ihn  Esra 
zum  Verfasser ,  auf  dessen  Verhältniss  zu  indischen  Doctrinen  noch  näher 
einzugehen  sein  wird.  Es  gehört  hierher  auch  eine  Stelle  bei  Delambre 
{/7t*/.  de  Vasir,  du  moyen  -  äge  p.  4Ö6) .-  La  maniire  de  consiniire  un  iheme,  em- 
prunle  d* Abraham  Aben-Esra  par  Eegiomontanus ,  a  paru  preferable  ä  toutes  les 
aubres.  Ott  croil  qu'elle  se  rapproche  beaucoup  de  celle  de  Ptolemee.  In  einer 
hebräischen  Handschrift  der  Bodleiana  (Ecggio  47)  findet  sich  hinter  einer 


22)  Ueber  die  abweichende  Angabe  der  Klimata  s.  Leiewell.  c.  —  In  der  IX. 
Pforte  ist  von  der  Er  dm  es  sang  unter  Ma^amun  die  Rede.—  Die  betreffende  Stelle 
im  Alfergani  ist  stereotyp  geworden,  vgl.  die  Bemerkungen  Reinaud*s  (Einleit.  zu 
Aibnfeda  p.  L.  und  sonst)  mit  der  Literatur  bei  Riceioli,  Atmag.  nov.  Lp,Q].  —  In 
demselben  Abschnitte  wird  in  der  Ausgabe  Alb at  tan i  (auch  in  Pf.  X  citirt)  als 
derjenige  genannt,  welcher  die  kleinste  Zahl  für  den  Himmelsumfang  angab ;  in  der 
mir  vorliegenden  Handschrift  aus  Reggio^s  Sammlung,  welche  jetzt  Herr  Schorr 
besitzt,  liest  man  Alfergani  für  Albattani.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemerke  ich, 
dass  in  der  Astronomie  des  Isaak  Israeli  IV,  7  (vgl.  Jen.  LU,  p.  854,  Note  20a,  wo 
das  Citat  ungenau)  von  israelitischen  Weisen  im  Lande  Elam  die  Rede  ist, 
aber  wohl  „ismaelitische**  zu  emendiren.  Vgl.  auch  D.M.  Zeitschr.  XVIU,  121, 
Anm.  5. 

23)  Nach  Schieiden,  S.  256,  hlltte  Masch  allah,  „ein  Araber,  der  ungefähr  ge- 
gen Ende  des  X.  Jahrh.  gelebt  haben  muss*',  zuerst  die  künstlichen  „Häuser**  ange- 
wendet. ]>cr  Jude  Maschallal),  auf  welchen  sioh  fast  alle  uns  zugänglichen  arabischen 
Astrologen  berufen ,  lebte  schon  unter  Mansur  und  Maamun ,  also  im  VUI«  Jahr 
hundert. 
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Abhandlnog  über  das  Astrolab,  nach  Josef  Taitazak  (Anfang  16.  Jahrb.), 
vielleicht  von  einem  Schüler  desselben  niedergeschrieben,  eine  Anwei- 
sung, das  aufgehende  Gestirn  (Zomeach)  und  die  12  Häuser  zu  finden 
(Bl.  170),  an  deren  Schluss  es  heisst:  „Diese  Eintheiiungsweise  der  Häuser 
folgt  der  Ansicht  des  Ibn  Esra  und  des  Levi  ben  Gerschom  [um  1330 — 40], 
auch  der  Ansicht  des  seligen  Mordechai  Finzi  [blühte  Mitte  15.  Jahrh.]. 
Allein  nach  der  Ansicht  des  Ptolemäus  und  aller  Aelteren,  auch  nach  der 
Ansicht  des  weisen  Rabbi  Abraham  Zacut,  des  gelehrten,  in  unserer  Zeit, 
auf  den  man  sich  verlassen  darf,  ist  die  Methode  eine  andere ,  die  ich  dir 
mittheilen  will,  es  ist  die  des  Alfons  [Randnote :  in  seinen  Tafeln,  welche  . 
die  genauesten  sind,  die  sich  in  unser,er  Zeit  finden],  und  nach  derselben 
richtete  sich  mein  Lehrer  Josef  Taitazak,  den  Gott  beschütze.*^  (Vgl.  Hehr. 
Bibliographie  1864.  S.  27.  Anm.  2).  Es  wäre  demnach  von  einigem  Interesse, 
zu  wissen,  welche  Methode  der  astrologischen  Himmelstheilung  unser 
Abraham  vorbringt. 

Von  diesem  unedirten  Werke  finden  sich  Handschriften  u.  A.  in  der 
Medicea  (Plut.  88.  Cod.  28^  und  Cod.  30  ^  bei  Biscioni  ed.  in  8.  pag.  483, 
494),  im  Vatican  379  (s.  weiter  unten),  Paris  a.  f.  464  und  sonst  (nach 
Dukes,  im  Litbl.  des  Orients  1849,S.430),  woraus  eine  Abschrift  Goldberg's 
jetzt  in  der  Bodleiana  (Oppenheim  Add.  Oct.  5) ,  in  Leyden  (Warner  37, 
8.  meine  Beschreibung  im  Catalog  der  dortigen  Handschriften  p.  150);  die 
Handschrift,  welche  der  jüngst  verstorbene  Luzzatto  besass,  ist  wohl  von 
Herrn  Halbcrstamm  in  Bielitz  erkauft,  die  Handschrift  Almanzi  212.  I.  ist 
jetzt  im  Brit.  Museum  in  London.  In  der  Turiner  Handschr.  (66  bei  Pa- 
sinus  p.  24)  soll  dem  Werke  eine  Vorrede  des  Jakob  ben  Machir  voran- 
gehen. Die  Münchener  Handschr.  36  enthält  auf  Bl.  142*^  und  143  nur 
bis  Ende  der  ersten  Pforte.  Die  von  Wolf  und  De  Rossi  (Wörterbuch 
deutscher  Uebers.  8.  81,  n.  3:  „Astrologische  (!)  Berechnungen")  ange- 
führte Handschrift  Oppenheim  ist  1665  Qu.,  wo  auf  Bl.  97  bis  99  unter  der 
incorrecten  Ueberschrift :  Misefer  (oder  Mispar?)  Cheschhon  eine  Aufzäh- 
lung der  48  Sternbilder,  beginnend:  „Anzahl  der  Sterne.  Die  Fixsterne, 
deren  Orte  die  Alten  in  ihren  Büchern  angeben,  sind  1022^*  u.  s.  w.  Ob 
dieses  Fragment  wirklich  ans  unserem  Werke  cxcerprit  sei,  vermag  ich  zur 
Zeit  nicht  anzugeben.  Vielleicht  ist  hiermit  identisch  das  Fragment  „  An- 
zahl der  Sterne"  in  einer  Handschrift  in  Meseritz  (s.  Hehr.  Bibliogr.  1864. 
S.  112,  n.  2).  —  Die  Stelle  bei  Christmann  zu  Alfergani  p,  195  (angeführt 
von  Boncompagni  in  den  Atli  delf  Acad.  pontif.y  A.  XVI,  1863  p.  927)  aus 
einer  pfalzischen  Handschrift  des  computus  motuum  coelesiium  von  Abraham 
bar  Chijja,  ist  jetzt  im  Vatican.  Cod.  379  zu  suchen,  da  bekanntlich  die  he- 
bräischen Handschriften  Heidelbergs  im  dreissigjährigen  Kriege  nach  Rom 
wanderten. 

4.  Luchot ^    astronomische  Tabellen,    gewöhnlich    als    Tabellen   des 
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,,Na8i^^  bezeichnet,  oder  Tabellen  nach  PtolemUns^^),  können  eigentlich  nur 
als  eine  Art  von  Anhang  za  dem  vorangehenden  Werke*  betrachtet  werden; 
allein  die  Handschriften,  die  sich  erhalten  haben,  scheinen  nicht  mehr  die 
ursprünglichen,  wenigstens  nicht  in  Bezug  auf  die  begleitenden  Kegeln, 
was  sehr  begreiflich  ist,  da  es  scheint,  dass  sie  noch  lange,  jedenfalls  bis 
tief  ins  13.  Jahrhundert,  als  mustergiltig  betrachtet,  vielleicht  ausschliesslich 
benutzt  wurden.  Solche  Tabellen  werden  aher  gewöhnlich  von  gelehrten 
Abschreibern  oder  Bearbeitern  mit  Zusätzen  ausgestattet,  namentlich  mit 
solchen,  welche  den  Gebrauch  für  eine  spätere  Zeit  erleichtern,  mitunter 
werden  auch  die  inzwischen  verflossenen  Zeiträume  weggelassen,  so  dass 
die  „Radix**  (das  Ausgangsjahr)  nicht  immer  für  die  ursprüngliche  Abfas- 
sung massgebend  ist.  Nun  wissen,  wir  zwar  aus  einem  Citat  des  Spaniers 
Josef  ben£lieser  (zu  Genesis  32  n.  30),  dass  auch  Ihn  Esra  zweierlei  astrono- 
mische Tabellen  verfasst  habe,  nämlich  in  Lucca  in  der  Lombardei'^)  und 
in  Narbonne,  in  welchen  er  ein  verschiedenes  System  in  Bezug  auf  den  An- 
fangspunkt der  Erdlänge  befolgte**),  und  dasZengniss  ist  um  so  zuverlässi- 
ger, als  der  betreffende  Autor  selbst  ein  kundiger  Mathematiker  war  und  im 
Jahre  1335  astronomische  Tafeln  verfasste,  nach  Assemani's  Catalog  der 
Vatican*sclien  Handschriften*^.  Allein  Ihn  Esra  hat  auf  seiner  Wanderung 
einen  grossen  l'heil  seiner  zahlreichen  Schriften  aller  Art  blos  in  verän- 
derter Gestalt  wieder  herausgegeben,  und  da  meines  Wissens  kein  einziges 


24)  Solz.B.belMordocbai  Fiuzi  (1446)  in  der  Handschrift  Michael  570  {Jew,  LH, 
p.  189  oDd  360 ,  Anm.  70).  In  meiner  zu  erwähnenden  Handschrift  Bl.  63  b ,  wo  es 
sich  um  die  Berechnung  der  sogenannten  Revolutionen  (Tekufot)  der  Jahre  handelt, 
liest  man:  ...  „nach  Ansicht  des  PtolemUus,  nach  welchem  die  Läufe  in  diesem 
Buche  berechnet  sind**;  vgl.  auch  Bl.  05.  Allein  Bl.  65b  (diese  Stelle  ist  in  meinem 
Catalog  der  Leydener  Handschriften  p.  151,  A.  1  gemeint)  bemerkt  der  Verf. ,  dass 
Manche ,  .die  sich  mit  der  Berechnung  [des  Laufes]  der  Sterne  abgeben,  mehr  der  An- 
sicht des  Albattani  zuneigen,  der  zur  Zeit  Alma*amun*s  lebte  u.  s.  w. ,  mehr  als 
7üO  Jahre  nach  Ptolcmäus  u.  s.  w.  Viele  Berechner  unter  den  Ismaeliten  verliessen 
sich  auf  Albattani;  darum  wolle  er  die  Unterschiede  zwischen  Ptolemäus'  und  des- 
selben Berechnung  des  Laufes  der  7  Planeten  und  des  Kopfes  und  Schwanzes  des 
Drachen  angeben.  Ks  folgen  später  auch  Tafeln  nach  Albattani.  Sollten  sich  auf 
Abrabam^s  Tafeln  die  Worte  Ibn  Esra's  im  Buch  de  mundo  (lat  Uebers.  Bl.  97, 
Col.  3,  vgl.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  161)  beziehen:  „Man  muss  sich  über  einen 
grossen  Mann  wundern,  welcher  Tafeln  über  den  Mittellauf  nach  Albattani  ver- 
fasste, und  behauptet,  dass  es  Tafeln  des  Ptolemäus  sind**?  Anderswo  (llandnote  Ms 
München  304,  s.  ü.  M.  Ztschr.  XVIII ,  161,  A.  57)  werden  die  Tafeln  des  Battani 
geradezu  mit  denen  des  Nasi  identiticirt! 

25)  In  einer  Aufzählung  von  Städten  und  ihrem  Sternbild  im  Zodiak  in  der  bis- 
her unbekannten  Reccnsion  des  libei*  de  mundo  (Cod.  Münch.  202,  Bl.  139b)  heisst  es 
bei  Lucca:  „Wie  ich  zweimal  (oder  mehrmal?)  erprobt." 

26)  Auf  dieses ,  für  die  Geschichte  der  Geographie  und  des  jüdischen  Kalcnder- 
wesens  interessante  Thema  werde  ich  anderswo  ausführlicher  eingehen. 

27)  Vgl.  Hebr.  Bibliog^raphic  1863,  S.  115, 
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Exemplar  oder  Fragment  aus  den  Tafeln  des  Ibn  Esra  bis  jetzt  aufgefun- 
den worden:  so  haben  wir  kein  Urtheil  über  das  Verhältniss  der  beiden 
Xiecensionen  zu  einander*  und  beider  zu  den  Tafeln  des  Abraham  bar 
Ühijja,  von  welchen  die  wenigen  bis  jetzt  näher  bekannten  Handschriften 
Zusätze  oder  Citate  ans  Ibn  Esra  enthalten ,  ohne  dass  man  auch  nur  mit 
Wahrscheinlichkeitsgründen  entscheiden  kann,  ob  Ibn  Esra  selbst  etwa  bei 
seiner  Bearbeitung  die  Tafeln  bar  Chijja's  bereichert  habe  (CataL  Codd' 
Lugd.  p.  151),  oder  ob  Andere  aus  don  Tafeln  des  Ibn  Esra  Zusätze  zu 
denen  des  Nasi  gemacht.  Nähere  Untersnchnng  verdiente  die  alte  Hand- 
schrift in  Cesena,  welche  nach  Muccioli's  Angaben  (Catal.  11,  p.  104)  mit 
meiner  im  Leydener  Catalog  p.  151  erwähnten  in  Bezug  auf  die  Anordnung 
übereinstimmt. 

Die  letztgenannten  3  Schriften  bilden  äusserlich  und  innerlich  ein  zu- 
sammengehörendes Ganzes,  obwohl  keine  einzige  bisher  bekannte  Hand- 
schrift sie  sämmtlich  und  in  gehöriger  Aufeinanderfolge  enthält.  Die  Radix 
der  Berechnung  und  der  Tafeln  ist  der  Cjclus  257 ,  das  sind  die  Jahre  4805 
bis  4883  (oder  1104  bis  1123).  Dennoch  ist  in  dem  Werke  2  (Kap.  5,  auch 
in  der  Handschrift  Reggio,  jetzt  Schorr's)  von  „diesem  Jahre ^^  1444  der 
seleucid.  Aera  die  Rede,  welches  080  nach  Ptolemäus  sei,  also  schrieb  der 
Verfasser  um  1133.  Ferner  haben  verschiedene  Handschriften  von  Werk 
2  und  3  das  Datum  der  Beendigung  Barcelona  Mai  und  April  1136,  jedoch 
mit  einer,  den  Autor  als  verstorben  bezeichnenden  Eulogie,  die  freilich  von 
jüngeren Copisten  hinzugesetzt  sein  kann^).  Andererseits  habeich  ans  den 
Leydener  Handschriften  {Catal.  Lugd,  p,  150)  nachgewiesen,  dass  Nachträge 
zu  Werk  3  und  4  existiren ,  welche  vielleicht  einer  zweiten  Redaction  an- 
gehören. 

5.  Sefer  ha-Ibbur^  Buch  der  Kalenderrechnung,  erschien  zuerst 
London  1851  mit  einem  englischen  Titel :  Abraham  bar  Chyiah  ihe  prince^  who 
üourished  in  Spain  in  ihe  11'*  (!)  Century  on  ihe  matheniatical  and  iechfiical  chro- 
nology  of  the  Bebrews^  Nazariies,  Mahommetans  (sie)  etc.  ed,  and  printed  by  H, 
Filipowski.  In  dieser  Schrift  wird  (z.  B.  S.  112  [vergl.  S.  106])  das  Jahr  1124 
als  das  kommende  bezeichnet**).  Wenn  dieses  Werk  auch  nicht  das  „erste*^ 
über  den  Gegenstand  ist,  wie  der  Herausgeber  auf  dem  hebräischen  Titel- 
blatt drucken  liess,  so  ist  es  doch  das  älteste  bekannte  in  hebräischer 
Sprache ,  und  für  die  noch  immer  an  Dunkelheiten  leidende  Geschichte  der 


28)  Catai.  Codd,  h.  Lugd,  p.  150;  vgl.  auch  Cassel  1.  c.  p.  61  und  Rapoport 
p.  XLVII,  welcher  für  Werk  2  das  Schlussdatum  1133  emendiren  möchte. 

20)  Dass  diese  (specifisch  jüdische)  Monographie  nicht  etwa  als  planmässi^cr 
Theil  der  vorangegangenen  (allgemeinen)  astronomischen  Schriften  anzusehen  sei, 
hat  Cassel  1.  c.  S.  05  richtig  erkannt. 


Von  M.  Steinschneider.  17 

jfidisehen  nnd  christlichen  Kalenderberechoung  von  Wichtigkeit ''Oi  ^nd  ist 
MtDches,  was  durch  spätere  Autoren  bekannt  geworden,  aus  diesem  Buche 
geflossen. 

Im  Catalogus  MSS.  Angliae  I  p.  78,  N.  1641  Digb.  40  wird  angegeben: 
Mnham  Judaeus  de  re  Astronomica.     Floruil  iste  Auetor  A,  D.  1100.  Daselbst 
p.l5i,  N.3338,''  (Seid.  N.  8):  Ahrahami  Judaei  Astronomia,  Laline^  transscripta 
e  Cod.  MS.  Bodleiano.     Eine   andere  Handschrift   Seiden  finde  ich  nicht. 
Näheres  über  Inhalt  und  Autor  ist  nicht  bekannt;  denn  die  Einreihung  bei- 
der Nummern  unter  Aben  Esra  im  Index  jenes  Catalogs  hat  für  uns  nicht 
den  mindesten  Werth.    Wolf  {Bibl.  hebr.  /,  p.  84)  bemerkt,  dass  Ed.  Ber- 
Bsrdin  seiner  beabsichtigten  Synopsis  alter  Mathematiker  eine  Astronomie 
des  Ihn  Esra  aus  einer  Handschrift  Digbj  und  Seiden  aufnehmen  wollte, 
«nd  das  Werk  als  eximium  bezeichne.     Wolf  zweifelt  nicht,  dass  es  die 
obeD  angegebenen  seien  —  für  Seiden  hat  er  N.  508,  aber  eine  solche  Ziffer 
kommt  bei  der  Selden^schen  Sammlung  gar  nicht  vor.    Er  bemerkt  jedoch 
mit  Recht,  dass  das  angebliche  Jahr  1100  nicht  ffir  Ihn  Esra,  sondern  Abra- 
ham bar  Chijja  angemessen  sei.     Ich  füge  hinzu,  dass  auch  die  Bezeich- 
ivag  Astronomia  auf  keine  der  bekannten  Schriften   Ihn  Esra's  passe  — 
welche  Gegenstand  eines  weiteren  Artikels  sein  werden,  ~  wenn  man  nicht 
etwa  seine  Abhandlung  über  das  jüdische  Kalenderwesen  darunter  verste- 
hen will,   welche  in  der  Bodleiana  früher  nur  in  einer  Handschrift  des 
„Hnsenm"  (bei  Uri  438)  vorhanden  war.     Es  fragt  sich  also,  ob  nicht  in 
der  That  eine  der  obengenannten  Schriften  in  jenem  Codex  enthalten  ist? 
Eine  Handschrift  des  Werkes  über  den  Kalender,  welche  sich  in  der 
Casanatensischen  Bibliothek  des  Klosters  St.  Maria  sopra  Minerva  der  Do- 
minicaner in  Rom  (Cod.  in  4.  H.  V,  10^)  befindet,  soll  „ Correctiories "  des 
Ihn  Esra  enthalten,  nach  dem  handschriftlichen  Verzeichnisse,  aus  wel- 
chem mir  Herr  Narducci  soeben  (Mitte  Juli)  die  Stellen  (p.730)  mittheilt, 
welche  sich  auf  hebräische  wissenschaftliche  Handschriften  beziehen.  Allein 
die  sftmmtlichen  Angaben  jenes  Verzeichnisses  bekunden  so  wenig  Sach- 
kenntnisse dass  ich  der  obigen  insbesonde/e  wenig  Glauben  schenke.    Viel- 
leicht hat  Jemand  am  Rande  Excerpte  aus  dem  betreffenden  glcichbetitelten 
Werke  des  Ibn  Esra  notirt,  in  welchem  in  der  That  Abraham  bar  Chijja 
eitirt  wird. 

6.  Chibbur  ha-Meschicha  we-ha-Tischboret^  eine  Geometrie, 
auf  deren  Bedeutung  ich  in  der  Zeitschr.  f.  Math.X,  S.  494  aufmerksam  ge- 
macht habe.  Eine  genaue  Schilderung  dieses  Werkes  in  seinen  beiden 
Recensionen,  deren  eine  vielleicht  ursprünglich  der  Encjklopädie  (oben  1) 


30)  Ich  verweise,  der  Kürze  halber,  anf  die  vor  Kurzem  erBchienene  zweite  Aus- 
gabe des  Jesode  /ta-lbbur  von  Slonimski  (Szytomir  1865),  eines  Compendiams  der 
jüdischen   Chronologie  mit  besonderer  Kücksicht  auf  die   Entwickelungt^gcschichte. 

Zeittchriri  f.  Matheinfttik  u.  Physik.  XII,  1.  1 
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aBgehörte,  mnss  einem  andern  Orte  vorbehalten  bleiben      Für  den  Zweck 
dieses  Artikels  wird  eijoe  summarische  Mittheilung  genügen. 

Das  hebräische  Original  findet  sich  mehr  oder  minder  yollständig  in 
folgenden  Handschriften ,  und  zwar  unmittelbar  hinter  der  Einleitung  zur 
Encyklopädio  in  Cod,  de  Rossi  1170,  ohne  diese,  aber  dieselbe  Recension  in 
Cod.  München  250;  eine  andere  Recension,  die  ich  durch  B.  bezeichnen 
werde,  im  Vatican  n.  400,  München  200  und  in  Paris,  vielleicht  Orat.  100, 
aber  jedenfalls  ein  bedeutendes  Stück  in  anc.  fonds  440,  wie  sich  weiter 
unten  ergeben  wird.  Im  Serapeum  1858  (N.  3  und  6)  habe  ich  zuerst  die 
Identität  dieses  Werkes  mit  dem  von  Plato  aus  Tivoli  übersetzten  liber 
Embadorum  des  Juden  „Savasorda"  als  Vermuthnng  ausgesprochen,  welche 
nunmehr  zur  Sicherheit  erhoben  ist.  Aus  dieser  Identification  ergeben  sich 
verschiedene  specielle  und  allgemeine  Momente  von  einiger  Bedeutung. 
Boncompagni  hat  in  seiner  Abhandlung  über  Plato  aus  Tivoli  (1851)  aus 
5  Handschriften  in  Paris,  Florenz  und  Bologna'^)  das  Schlussdatum  15  Sa- 
phar  510  der  Flucht  —  das  ist  20.  Juni  1116'*)  nachgewiesen.  Allein  dieses 
Datum  kann  nicht  ohne  grosse  Schwierigkeit  auf  die  Uebersetzung  des 
Plato  bezogen  werden,  dessen  Zeitalter  freilich  bisher,  wie  es  scheint, 
eben  nur  nach  dieser  Uebersetzung  fixirt  worden«  Wir  haben  gesehen, 
dass  der  hebräische  Verfasser  noch  1124  und  1133  bis  1136  literarisch  thätig 
war,  und  wir  werden  ihn  weiter  unten  mit  Plato  zusammen  in  Barzellona 
im  J.  1130  finden.  Es  fragt  sich  nun :  ist  das  Datum  510  ein  falsches?  Be- 
zieht es  sich  auf  das  Original?  Wenn  letzteres  der  Fall  ist,  warum  findet 
sich  in  den  obenwähnten  Werken  Abrahams  nirgends  eine  Beziehung  au! 
das  ältere,  auch  seiner  Natur  nach  vorangehende,  während  es  sonst  an 
gegenseitigen  Citaten  nicht  fehlt?  Ich  bin  daher  sehr  geneigt,  das  Datum 
510,  trotz  des  Zeugnisses  der  Abschriften,  für  einen  Irrthum  zu  halten,  und 
bitte  ich  diejenigen,  welche  im  Stande  sind,  das  Datum  aus  dem  beige- 
setzten Standpunkt  der  Planeten  zu  verificiren,  sich  dieser  Mühe  zu  unter- 
ziehen. Ich  habe  mich  früher  durch  die  incorrecten  Angaben  Guglielmini*8 
bei  Boncon^pagni  (Versioni  di  Piatone  p.  37)  verleiten  lassen  zu  glauben, 
dass  Fibonacci  selbst  in  seiner  Geometrie  den  liber  Embadbrum  oder  das 
Epigraph  aufgenommen  habe;  in  der  That  befinden  sich  nur  beide  Werke 
in  derselben  Handschrift  Isolani's,  wie  Boncompagni  in  den  AUi  1863,  p.  944 
berichtigt,  nachdem  schon  Libri  (Ilist.  II,  38)  bemerkt  hat,  dass  die  von 
Guglielmini  angeführte  Stelle  über  Savasorda  sich  in  beiden  pariser  Hand- 
schriften des  Fibonacci  nicht  finde. 


31)  Par.  7224  und  Suppl.  774  (jetzt  11246);  Flor,  in  der  Maglial.  Scnff.  2. 
Palch.  IV,  n.  36  und  St.  Marco  184;  Bol.  Handsclirift  des  Grafen  Isolani.  —  VergL 
auch  Atti  delVAcad.  XVI,  p.  93,  943,  944;  das.  p.  941  ist  auch  noch  eine  Handschrift 
in  Dublin  berüchsichtigt ,  aufweiche  ich  in  meiner  (noch  unvollst.)  Abhandlung:  Les 
ouvrages  du  Prince  Boncompagni  (Rom  1859)  aufmerksam  gemacht. 

82)  Vgl.  Atti  1.  c.  p.  938  und  Wüsteufeld's  Tabellen. 
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In  BesQg  auf  den  Umfang  des  Werkes  mnss  wiederholt  auf  die  Berich* 
ti^ng  von  Chasles  (^Compies  rendus  Xllly  5tO;  vergl.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII« 
124,  A.  II)  hingewiesen  werden,  dass  nämlich  die  Fragmente  tiher  Algebra, 
Höhenmessnng  durch  ein  Instrument,  mit  Citaten  aus  Macrobius  und  Era- 
totthenes  (vgl.  Zeitschr.  f.Mathem.X,  478  N.  4Q),  in  einer  der  pariser  Hand- 
idniften,  woraus  Libri  (II,  275,  480)  allerlei  Schlüsse  gezogen,  gar  nicht 
na  Über  Embadorum  gehören.  Es  erledigen  sich  hiermit  auch  die  Fragen 
Yeratti*8  {De'  Malemaiici  Italiani  eic,  Modena  1860  p.  J2),  ob  etwa  Plato 
Znsitse  aus  Oerbert*s  Geometrie  gemacht,  oder  gar  Gerbert  das  hebr. 
Original  gekannt  habe  (was  nach  den  neuesten  Forschungen  über  Gerbert 
wohl  mehr  als  unwahrscheinlich  ist) ,  wie  eine  kurze  Analyse  des  letzteren 
noch  deutlicher  machen  wird. 

Die  specielle  Vorrede ,  welche  im  J.  1859  aus  einer  anonymen  pariser 
Handschrift  sehr  uncorrect  abgedruckt  worden ,  und  nach  Benutzung  der 
Römischen,  Münchener  und  Parma'schen  Handschriften  (De  Kossi^s)  gele- 
gentlich nochmals  mitgetheilt  werden  soll,  ergiebt,  dass  der  Verfasser  die- 
ses Werk  hauptsächlich  für  seine  Glaubensgenossen  in  Zarfat  (Frankreich) 
Terfasst  habe,  welche  bei  der  Theilung  von  Aeckern  u.  dergl.  unwissen- 
KhafUich  verftihren,  und  von  einem  vermeintlich  fromm  -  conservativen 
Standpunkte  aus  eine  wissenschaftliche  Belehrung  zurückwiesen'').  Plato 
hat  von  dem  Inhalt  dieser  Vorrede  keinen  Gebrauch  macheu  können,  er 
Veginnt**)  mit  der  Schlussbemerkung  derselben:  Der  praktischen  Geometrie 
mfiisen  gewisse  Grundlehren  der  Rechen-  und  Maasskunst  vorangehn.  Dess- 
halb  zerfalle  das  Werk  in  IV.  „Pforten": 

I.   Gründe  (Theoreme)  der  Maass  -  und  Eechenkunst. 
II.  Messung  von  Erde  und  Feld  nach  ihrer  Figur :  Vierecke,  Drei- 
ecke, Kreise  u.  s.  w. 
m.  Theilung  aller  genannten  Figuren. 

IV.  Messung  von  Gruben ,  Höhlen ,  Hügeln  u.  s.  w.  (Tiefen  und 
-Höhen)  in  geometrischer  Weise  (Tischboret). 
Pf.  I  beginnt  mit  der  Bemerkung,  dass  jede  Wissenschaft  und  Kunst 
technische  Ausdrücke  habe,  welche  gewöhnlich  gar  nicht  oder  in  verschie- 
denem Sinne  gebraucht  werden,  weshalb  jeder  Verfasser  eines  wissenschaft- 
lichen Werkes  die  Erklärung  solcher  Wörter  vorauschicken  müsse.  Dem- 
nach beginnt  Abr.  mit  dem  Worte  £r^cÄ,  welches  hier  im  allgemeinen  Sinne 
von  „Grösse*^  genommen  scheint,  angewendet  auf  „Maass,  Zahl,  Gewicht  und 


S3)  Den  Widerspruch  der  orthodoxen  Maselmänner  gegen  die  mathematischen 
Disciplinen ,  aber  mehr  wegen  der  demonstrativen  Methode ,  erwähnt  ein  Zeitgenosse 
unseres  Abraham,  der  berühmte  Araber  Gazzali  (bei  Schmölders,  Essai  sur  tes  icoles 
pMios,  chez  les  Arabes,  Paris  1842,  p.  31  ff.). 

34)  Bei  Boncompagni  p.  33  (ans  Cod.  Magliab.):  Qui  omnes  mensurandi  dividendiqut 
modo*  recte  nosse  desidsrat.     Ich  folge  dem  hebr.  Original. 


20  Abraham  Judäu8  —  Savasorda  und  Ihn  Esra. 


alles  Aehnliche*^'^)  Dann  folgt  Nekuda  (Punkt)  als  Etwas,  was  keinerlei 
Grösse  bat,  weder  Länge ,  nocb  Breite,  nocb  Tiefe,  nocb  irgend  ein  Maass 
aber  zusammenhängt  mit  dem  Maass,  weil  er  das  Ende  der  Linie  und  derei 
Anfang  ist  n.  s.  w.  Diese  ganze  weitläufige  Auseinandersetzung  hat  dei 
lateinische  Uebersetzer  Plato  zusammengezogen  in  die  Worte:  Punciui 
eslj  cujus  nulla  pars  est,  mit  welchen  er  überhaupt  beginnt*).  Gegen  En^< 
der  ersten  Pforte  bat  gerade  die  Recension  A  zweimal  eine  längere  Aus- 
führung. 

Die  zweite  Pforte  beginnt  ebenfalls  mit  einigen  terminologischen  Be- 
merkungen, worauf  eine  Unterabtheilung  in  5  Theilc  folgt. 

1.  Messung  des  gleichseitigen  und  des  rechtwinkligen  Vierecke; 

2.  Messung  der  Dreiecke;*^) 

3.  Messung   der    nicht   gleichseitigen    und    nicht   rechtwinkligen 
Vierecke ; 

4.  Messung  der  Felder,  welche  kreisförmig,  halbkreisförmig,  grös- 
ser oder  kleiner  als  letztere; 

5.  Messung  der  polygonalen  Felder. 

Im  4.  Theile  wird  Euclid  apgefühit,  und  den  Schluss  desselben  bildet 
(in  B.?)  eine,  in  28  Reihen  getheilte  Tafel  der  Sehnen  und  Chorden. 
Diese  Chordentafel  findet  sich  in  der  pariser  hebräischen  Handschrift 
(a.  f.  449),  in  deren  Beschreibung  Ter  quem  {Notice  sur  un  ms.  hebreu  du 
Iraite  d^ ariihmetique  d'Jbn  Esra ,  p.  1  des  Sonderabdrucks  aus  dem  Journ,  de 
Mathemal.  pures  etc.  T.  F/,  1841)  u.  A.  Folgendes  angiebt: 

1,  Sepher  hamispar  (1  ä  29).    Cest  le  traue  d'ArUhmeliquc. 

2.  Tischboret  (30  d  50).  Evaluation  des  aires  polygonales  et  circulatres, 
ouvrage  entieremcnt  different  du  precedent.  U  la  page  48  on  trotive  wie  table  des 
Cordes  {double  sinus)  de  Abram  bar  Chaie ^  maitre  dlbn  Esra.^)  Nous  en 
rendrons  compte.  '•)  Cest  ä  iort  que  [de\  Rossi  croit  que  ce  sont  deux  titres 
di/ferents  dun  mc^me  ouvrage  {Dizionario  storico^  vol.  /,  page  13).  Was  die 
letzte  Bemerkung  betrifft,  so  wird  ihre  Beleuchtung  folgen,  wenn  von  der 


35)  Bei  Ibn  Esra  bedeutet  dieses  Wort :  Verhältniss,  und  zwar  vorzugsweise 
das  Verhältniss  des  Kleinen  zum  Grösseren,  worauf  ich  anderswo  zurückkomme. 

36)  Fibonacci  (Geom.  p.  1  ed. Boncompagni)  beginnt:  Ptmctus  esiid  quod  mdlam 
habet  dimensionem,  id  est  quod  non  polest  dividi, 

37)  Libr  i  (II,  481)  bemerkt,  dass  der  Beweis  für  das  Flächenmaass  als  Fanction 
der  Seiten  nicht  gegeben  sei,  und  citirt  die  Worte :  //aec  quidem  in  geomelriae  demon- 
strutionibus  est  inlricata;  qunpropier  iunc  leviter  explanari  passe  non  existimo,  Hunc  usque 
de  secmida  parte  deinceps  vero  ad  tertiam  transitum  faciamus.  Leider  habe  ich  es  ver- 
absäumt, die  hebräischen  Handschriften  an  dieser  Stelle  zu  vergleichen.  Sollte  ich 
vor  dem  Abdruck  dieses  Artikels  noch  aus  München  Auskunft  darüber  erhalten  kön> 
Ben,  so  werde  ich  dieselbe  nachtragen  (s.  Nachtrag). 

38)  Ueber  diesen  Irrthum  s.  oben  Anm.  20. 

30)  Mir  ist  nichi  bekannt,  wo,  und  überhaupt  ob,  Terquem  dieses  Versprechen 
erfüllt  habe. 
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Arithmetik  des  Ibn  Esra  gehandelt  werden  wird.    Hier  mag  nnr  bemerkt 
werden,  dass  in  Montacla'K  Tabelle  (I,  421)  nnter  Abr.  ben  Esra  die  Geo- 
metrie, unter  Abr.ben  Chijjn  de  arUhmJibr.2zvL  streichen  ist.   Mir  scheint  es 
klar,  dass  hier  ein  nnvoUstftndiges  Exemplar  der  Geometrie  des  Abraham 
▼orliegt,  während  die  Handschrift  397  des  Vatican  die  Arithmetik  des  Ibn 
Eira  enthält.    Die  Chordentafel  erwähnt  auch  ausdrücklich  Libri  (Hist.  11, 
4S2).   Die  des  Fibonacci  (Geom.  ed.  Boncompaghi,  p.  06)  geht  von  i  bis  66. 
Am  Schluss  der  IV.  Pforte  weichen  wieder  die  Recensionen  von  ein- 
ander ab.    B  hat  einen  langen  Nachtrag,  nämlich  einen  leichteren  Weg  der 
Berechnung  mittelst  des  Quadranten  {Keli  ha-Rabua  oder  Tablat  [d.  h. 
tabula]  ha-Rabua),     Die  lateinische  Uebersetzung  hat  in  den  beiden  floren- 
tioischen  Handschriften  Nichts  vom  IV.  Cap.,  weshalb  Zachariae  (bei  Bon- 
eompagni ,  Plato  p.  37)  nur  3  Capitel  angiebt.     Allein  auch  in  den  beiden 
pariser  Handschriften  nimmt  das  ganze  Capitel  4  {In  dimensionibus  corporum 
tecundum  longiiudinem  et  latitudinem  ei  allüudinem) ,  welches  mir  Fürst  Bon* 
compagni  im  Jahre  1861  copiren  lies,  kaum  eine  halbe  Druckseite  ein,  es 
mnfasst  etwa  6  mal  so  viel  als  die  Schlussworte ,  welche  in  den  Aüi  p.  937 
mitgetheilt  sind.    Es  beginnt:  Quod  si  duo  perpendiculares  in  quinto  quadrila- 
to'e  etc.  und  kann  auch  dort  nur  stark  defect  sein.  Die  obigen  Schlussworte 
finden  sich  in  der  Handschrift  München  299,  Bl.  99a  und  Vatican  400,  B1.58. 
Unmittelbar  darauf  folgt  der  Epilog,  welchen  ich  im  Jahre  1864  als  Anhang 
in  Mischnat  ha-Middot  aus  den  genannten  Handschriften  mitgetheilt  habe. 
Derselbe  wendet  sich  wieder  gegen  die  „Männer  dieser  Länder**  (vergl. 
oben  Anm.  12),  welche  unwissenschaftlich  verfahren  und  sich  auf  die  alten 
Rabbiner  berufen,  und  wird  gelegentlich  die  abweichende  Maassbestim- 
mang  des  sogenannten  Meeres  Salomon^s  in  den  Büchern  der  Könige  und 
der  Chronik   in  Uebereinstimmung  gebracht,   wie  der  Verfasser  auch   in 
seinen  andern  allgemeinen  (profanen)  Schriften  zum  Schlüsse  gern  an  die 
heilige  Literatur  anknüpft.     Solche  exegetische  Versuche,  so  wie  die  Aus- 
einandersetzung des  Verfassers  mit  seinen  Glaubensgenossen,  waren  für  den 
lateinischen  Uebersetzer  Plato  natürlich  ein  hors  doeuvre.    Aber  das  ganze 
Werk  scheint,  nach  den  Proben,  die  mir  vorliegen,  nicht  eigentlich  über- 
setzt, sondern  in  Auszug  gebracht,  wenn  nicht  etwa  eine  kürzere  hebrä* 
ische  Fassung  vorlag,  oder  der  Verfasser  selbst  bei   der  Ueber- 
setzung als  Dolmetsch  diente?  (s.  unten  §.  5).     Jedenfalls  wird  bei 
einer  etwaigen  Vergleichung  mit  Fibonacci  die  Benutzung  des  hebrä- 
ischen Originals  unentbehrlich  sein,   und  bin  ich  gern  bereit,  denjenigen 
beizustehen ,   welche  einzelne  Stellen  des  Über  embadorum  im  Auge  haben. 
Es   wird  nicht  überflüssig  sein,    zu   bemerken,    dass  Assemani   in 
seinem  Cataloge  (p.  375)  ohne  allen  und  jeden  Grund  unserem  Abraham 
die  Stücke  beilegt,  welche  in  der  Vatican^schen  Handschrift  auf  die  Geo- 
metrie folgen,  und  die  er  als  Propositiones  de  trianguUs  sphaericis  (!),  conver- 
sione  angulorum,  et  circulis,  deque  Musica  bezeichnet.   Ich  verdanke  der  Güte 
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desFürsten  Bon  comp  Agni  eine  Darchzeichnnng  der  ersten  Seite  (Bl.61), 
welche  folgendermaassen  beginnt:  „Fragen  über  das  nngleichseitige  Drei- 
eck. £in  ungleichseitiges  spitzwinkliges  Dreieck,  dessen  Flächenmaass  ( Tisch- 
barto)  84,  und  dessen  Basis  (ro^cA/iWo)  grösser  ist  als  die  Höhe  {Ammud)^  welche 
Yon  der  Spitze  des  Dreiecks  herabfällt  [um  2]:  wie  viel  beträgt  die  Länge  der  Ba- 
sis und  die  der  Höhe  ?  Die  Methode,  es  zu  erfahren  ist  die,  dass  du  verdoppeltst 
das  Flächenmaass,  und  es  wird  168  sein,  addire  das  Quadrat  des  halben  lieber- 
Schusses  der  Basis  über  die  Höhe,  d.i.  1,  macht  zusammen  160,  nimm  [ziehe] 
die  Wurzel,  d.  i.  13,  addire  den  halben  Ueberschuss  u.  s.  w.,  d.  i.  14,  und 
das  ist  die  Länge  der  Basis,  subtrahire  den  halben  Ueberschuss  u.s.w.  von 
13,  bleibt  12  und  das  ist  die  Höhe  u.  s.  w/^  Folgt  die  geometrische  Probe; 
dann  kommen  ähnliche  Fragen ;  am  Ende  der  Seite  liest  man :  „Dreieck  in 
Bezug  auf  die  Zahlen,  das  ist  zusammengesetzt  aus  Zahlen,  die  aufeinander 
folgen,  nemlich  . . .  (Lücke)  in  [von  ?]  der  Form  des  gleichseitigen  Dreiecks, 
welches  genannt  wird  in  der  römischen  Sprache  triangle  (ph^anc^kSi)  ^^ 

Es  möchte  hier  Veranlassung  gegeben  sein ,  auf  die  Bedeutung  dieser 
aämmtlichen  Schriften  für  die  Entwickelung  einer  hebräischen  Ter- 
minologie der  mathematischen  Wissenschaften,  zum  grossen  Theil  nach 
arabischen  Mustern,  einzugehen.  Allein  eine  solche  Betrachtung  würde 
XU  tief  in  das  philologische  Gebiet  eindringen.  Es  genüge  daher  die  Be- 
merkung, dass  diese  Schriften  als  die  ältesten  bekannten  in  hebräischer 
Sprache,  insofern  sie  fast  alle  Disciplinen  umfassen,  für  die  Terminologie 
sum  grossen  Theil  die  Grundlage  bilden ,  dass  aber  die  bald  darauf  fol- 
gende Periode  hebräischer  Uebersetzer  von  Profession  Manches  anders  ge- 
staltete.    Vergl.  Jennsh  Literaiure  p.  66. 

§.6. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  den  Schriften,  welche  in  anderer  als  hebräi- 
scher Sprache  vorliegen ,  und  bei  denen  die  Untersuchung  zum  Theil  eine 
mehrfache  ist;  nämlich  welcher  Abraham  der  dabei  betheiligte  sei,  welchen 
Antheil  er  als  Uebersetzer  oder  Verfasser  gehabt,  event.  in  welcher  Sprache 
das  Original  verfasst  worden.  Der  Bequemlichkeit  halber  mag  die  Ziffer 
der  aufgezählten  Schriften  hier  fortlaufen.  Was  die  Reihenfolge  betrifft, 
so  schliessen  sich  zunächst  diejenigen  an,  welche  mit  Sicherheit  oder 
grösserer  Wahrscheinlichkeit  dem  älteren  Abraham ,  also  dem  Savaaorda 
angehören. 

7.  De  horaruM  electionihus  (oder  ähnlich)  Hali  benHahamet 
Enbrani  (oder  Ebrani,  mit  Weglassung  des  Nasal  Zeichens).  Auf  dieses 
schon  von  Libri  (Hist.  II,  3dO)  erwähnte  Werk  habe  ich  bereits  in  meinem 
Catalogus  libr.  hebr,  p.  2747  hingewiesen  (vergl.  auch  D.  M.  Zeitschr.  XVIII, 
124) ,  und  so  gleichgültig  auch  der  eigentliche  astrologische  Inhalt  für  uns 
sein  mag:  so  giebt  ihm  doch  seine  bibliographische  Beachaffenheit  einige 
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Bedeatang,  namentlich  für  das  Verbältniss  zwischen  dem  Jaden  Savasorda 
tnd  dem  Christen  Plato.  Es  wird  daher  eine  genaaere  Angabe  hier  am 
Orte  sein.  Derselben  liegen  Abschriften  und  Durchzeichnungen  za  Grande , 
welche  ich  der  Liberalität  des  Fürsten  Boncompagni  and  der  Geschicklich- 
keit nnd  Genaaigkeit  des  Herrn  E.  Janin  in  Paris  verdanke. 

Der  arabische  Verfasser  ist  Ali  ben  Ahmed  el-Imrani**)  (nicht  Om- 
rani),  ein  gelehrter  Mathematiker  zn  Mossal,  Liebhaber  von  Büchern  (vgl. 
Ctsiri  I,  340),  zn  welchem  Schüler  aas  der  Ferne  zaströmten,  starb  im  Jahre 
844  H.  (954/5).  Er  verfasste  a.  A.  einen  Commentar  über  die  Algebra 
desAba  Kamil  Schndscha  ben  Eslem^^).  Es  sind  mir  bis  jetzt  mehr 
als  10  Handschriften  dieses  Werkes  bekannt,  z.  B.  Cod.  St.  Galae  319  (Ca- 
td.  Manuscriptorum  AngL  11^  2,  p.  192  n.  6153:  Hali  ben  Achmet:  de  eleclioni^ 
hti$\  Cod.  Land.  594,*  (bei  Coxe:  Caial.  Codd.Jbibl.  Bodl.  II  p.  425:  Hai y: 
deelectionibuSy  angeblich  mit  dem  Titel :  Libellus  de  inveniendo  secreiOj  and  lieber- 
ichrift :  de  inveniendo  ducem;  Anfang :  Omnis  judicanda  resul  primumnecessariam 
kabet  certissimam  ducis  inventionem) ;  Canonic,  misc.  396,*  (bei  Coxe  1.  c.  P.  III 
p.  424) ;  3  Handschriften  sind  im  Index  des  Pariser  Catalogs  p.  LVII  irrthümlich . 
QDter Haly  ben  Kodoham  (d.  i.  Ihn  K  i  d  h  w  a  n)  angegeben,  nämlich N.  7346, 7413, 
7440;  hingegen  N.7438  anter  Haly  Abenragel!  die  Handschriften  Sorbonne  979 
und  9B0  schon  von  Libri  (Hist.  II,  299)  and  Chasles  (Compies  rendus  XIII^ 
806, 509).  In  der  That  giebt  es  astrologische  Fragmente  and  Citate  anter  dem 
blosen  Namen  Ali  („Haly*'),  bei  denen  es  nicht  leicht  ist,  sich  für  einen 
der  3  astrologischen  Schriftsteller  za  entscheiden.  Wo  jedoch  von  Electiones 
die  Rede  ist,  wird  man  ehesten  an  ansern  Imrani  denken.  Hiemach  ist 
Q.  A.  aach  der  Index  aactoram  bei  Coxe  1.  c.  III  p.  893  za  berichtigen ,  wo 
jedenfalls  die  Regnlae  in  Cod.  517  za  „Haly  fil.  Achmet*'  za  ziehen  waren. 
Das  Bach  oder  Fragment  de  impressionibus*^)  kenne  ich  nicht  näher.     Eben 


40)  Abgeleitet  von  Imranijje  bei  Mossul,  Dach  Sujuti,  Nom.  relat  p.  182.  Ich  ver- 
mnthe,  dass  bei  Hagi  Chalfa  I,  199  (VII,  1034  n.  1253)  anstatt  Ali  ben  Ahmed  el- 
Hemdanizu  lesen  ist  el-Imrani. 

41)  Ueber  diesen  angeblich  ersten  arabischen  Algebraisten  s.  Nedim  (D.  M. 
Ztiischr.  XIII,  632);  el-Kifti  bei  Cusiri  I,  41 1  ;  Ibn  Chaldnn  bei  Woepcke,/{tf- 
t^chet  sur  quelques  ouorages  elc,  I  (1850)  p.  7  (vgl.  Nardacci*s  Catalogo  p.  185);  Hag^ 
Khalf»VII,lll9n.4482;Nicollu.  Pusey,  Ca/«/,  p.  601  zuCMXVIIl,  1;  Sedillot, 
Materiaux  p.  447;  Hammer,  Litgesch.  IV,  306;  vgl.  auch  Zeitschr.  für  Mathem.  X, 
403  unter  n.  6;  meinen  Catalogus  Codd.  h.  Lttgd.  p.  369,  und  den  kürzlich  erschienenen 
ni.  Band  des  Catalogs  der  Leydener  arab.  Handschrift  p.  58.  —  Die  hebräische 
Üebersetzung  der  Algebra  in  der  Münchencr  hebr.  Handschrift  225  wird  in  dem  von 
nir  bearbeiteten  Catalog  näher  beschrieben  werden. 

42)  Impressionen  entspricht  dem  arabischen  A'athar  und  Tä'athir^  kann  also  Me- 
teore (sonst  auch  operationeSf  vgl.  unten  Anm.  63)  oder  astrologische  Einflüsse 
bedeuten;  die  entsprechende  hebräische  und  arabische  Terminologie  stelle  ich  zu- 
flammen  in  einer  (noch  ungedruckten)  Abhandlung  über  Alfarabi  im  Kapitel:  Ma- 
thematische Schriften,  Anm.  6. 
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so  wird  68  wohl  richtig  sein,  wenn  die,  in  dem  unter  8  zn  erwähnenden  Cod. 
sn  Cesena  —  hinter  Alroansor  —  vorkommenden  Significaliones  Ptanetarum  und 
horarum  in  der  Tafel  des  Schrankes  einem  Alli  (sie)  zugeschrieben  werden, 
der  im  Index  bei  Maccioli  II  p.  297  fehlt. 

Ich  theile  zunächst  in  der  Anmerkung**)  den  Anfang  des  Werkes  nach 
den  3  pariser  Handschriften  N.  7346  [Ä\  Bl.  U^verso,  N.  7440  [B]  Bl.  17  und 
Sorbonne  979  [C\  Bl.  507  so  mit,  dass  ich  die  bedeutungslosen  Varianten,  und 
solche  bieten  meistens  die  beiden  erstgenannten  Handschriften,  unbeachtet 
lasse.  Nach  dem  Prolog  zerfällt  der  erste  Tractat  oder  Buch  I  in  5  „üiffe- 
rentias**  (ein  Arabismus  für  Ftisul,  Capitel).  Die  Sorbonner  Handschrift  980 
[/>]  enthält  in  der  That  nur  den  II.  Tractat  auf  Bl.  71  bis  75  v.,  obwohl  der 
Anfang  —  ähnlich  wie  in  Cod.  j4.  Bl.  157,  B.  Bl.  23,  C.  Bl.  521  —  lautet: 
Über  I  eleciionum  Explicil.  Incipil  Hb,  II  de  electionibus  particularibus  {sicut  in- 
troitus  et  exHus  ville^  für  diese,  wahrscheinlich  aus  dem  Anfange  entnomme- 
nen Worte  haben  die  andern  3  Handschriften :  habens  capUida  13).  Es  folgt 
in  der  Anmerkung^)  der  Anfang  dieses  II.  Buches  oder  Tractats.  Das  Ende 


43)  Incipit  liber  Halj  de  electionibus  horarum  laudabilinm.  In  nomine  domini 
dtzit  Haly  filiu«  arimeth  (azimeth,  ahameth)  embrani.  [Diese  einleitenden  Worte  sind 
in  Cod.  |440  umgestellt.]  Kogasti  me  carissimc,  ut  tibi  librum  de  horis  eligendis 
componerem  seeundum  rationem  astrologoram  in  omni  initio  operum.  Idioque  (Ideo 
quin)  bnne  librum  collegi  ex  melioribus  {meiiorem)  hiis  in  quibus  convenerunt  antiqai 
posuiqne  in  eos  (lies  eo?]  duos  tractatus  {rontractus!},  Tract.ilus  primus  est  in  nti- 
litatibns  horarum  electionnm  et  qaomodo  eligendum  sit  (his)  quornm  nativitates  ignote 
(hmotef  noctel)  sunt  vel  quomodo  illis  qai  faciunt  suas  interrogationes  super  his  que 
incipere  volunt  queve  (quando)  etiam  sint  höre  in  quibus  terminatur  quodcunqne  in- 
ceptum  fueriU  Tract.  stcundus  in  electionibus  particularibus  sicut  est  introitus  in 
yillas  et  exitus  ab  eis  vel  iter  incipere  et  his  similia.  Ordinaviqne  istum  (eum)  librum 
ordine  patenti  qnatinus  (sie)  cito  reperiamur  (-anttir)  quodcumque  invenire  voluerimus. 
Hie  (et)  enim  liber  secundus  (dafür  scUicet)  eleciionum  non  est  similis  libro  (*te)  nati- 
vitatum  in  quibus  differre  possnmus  donec  libros  revolvamus.  In  hac  vero  scientia 
quandoque  accidit  ut  tanta  sit  festinatio  eligendi  (eligenda)  ut  libros  respicere  non 
liceat  (ooletmt).  Et  ego  satis  credo  quod  non  (tibi  in!)  modicum  placebit  hujus  modi 
tractatus  (hie  modus  traciandi)  postqnam  tibi  patuerit  (placuerit!).  Tru  ctatus  pri- 
mus est  5  differentiarnm  quarum  prima  est  utrum  electiones  utiles  sint, secunda (^u«) 
in  electionibus  omninm  inceptionum.  Tertia  In  electionibus  hominum  quorum  nati- 
vitates note  sunt.  Quarta  in  scientia  utrum  de  quo  queritur  (utrum)  bene  vel  male 
terminatur,  et  in  eins  dictiones  post  factam  interrogationem.  Quinta  in  quibus  horis 
eonsideremus  quidem  (quod)  id  quod  in  eis  inceptum  sit  terminctur  vel  fucrit  vel  per- 
ficiatnr.  Prima  differentia  utrum  electiones  sint  utiles.  Opera  jndiciorum  astrornm 
certH  esse  a  Pthotomeo  patenti  {patenter!)  ratione  probatum  est  et  ego  quidem  addidi 
quasdam  probationes  in  libro  meo  (nostro  !)  dam  verba  Ptholomei  exponerem.  Hnius 
ergo  partem  sapientie  partem  videlicet  electionnm  utilem  (rationalem)  esse  ne- 
cesse  est  etc. 

44)  Qnoniam  premisimus  in  precedenti  capitulo  regulas  utiles  (tmiversates)  de 
electionibus  commemorare  debemus  in  sequenti  {eapiiulo)  exempla  eorum  quepremisi- 
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dcfselben  fehlt  in  ^,  in  ^  ist  das  Epigraph  sehr  knrz.  Die  letzten  Text- 
worte (bei  Coxe  III  p.  734  und  Handschrift  D)  sind :  Sed  quia  neminem  ex 
MtUiguis  reperi ^  qui  hoc  testarelur  (bei  Coxe  ieslaniur)  non  feci  [ejus?^  mentio- 
nem.  Dann  folgt  das  bei  Libri  ans  J)  (unvollständig)  nnd  bei  Coxe  mitge- 
theUte  Epigraph ,  welches  in  C  am  vollständigsten  aber  weniger  correct  zu 
lesen  ist.  Es*  handelt  sich  für  uns  hier  um  die  Person  des  Uebersetzers, 
Ort  nnd  Zeit  der  Uebersetzung.  Ersterer  heisst  bei  Coxe  blos  Abram  Ju- 
deoi Ispanns,  aber  D  setzt  hinzu:  qui  dicilur  Sauacorda,  wofür  in  C Salva- 
cerda.  Der  Ort  lißisst  in  allen  Handschriften  Barchinona  oder  Barichinona^ 
BarckHonia  (in  A)  u.  s.  w.,  also  Barcelona.  Das  Datum  ist  in  C:  y^die  lune 
rtö.  {octavo  in  D  [bei  Coxe  VII])  Kalendas  oclobris  et  8.  [XXIIIJ  in  D]  die 
mensis  iunans  qui  dictus  est  dulheida  [in  D  dulchida]  hora  3^  [12^  in  D  und 
bei  Coxe]  ascendente  aquario  anno  domini  1131  [1134  in  i>  und  bei  Coxe]  anno 
§kseandri  1555  (!)  anni  arabum  531'^  Bei  Coxe  fehlt  die  Angabe  des  ara- 
bischen Monats  und  Jahres,  so  wie  die  alexandrische  Aera,  letztere  und  das 
arabische  Jahr  fehlen  auch  in  D.  Es  stimmen  aber  auch  die  Angaben  in 
C  nicht  untereinander.  Für  1555  ist  wohl  1455  zu  lesen,  entsprechend  1134; 
aber  das  Jahr  531  H.  begann  (nach  Wüstenfeld's  Vergleichungsta- 
beUen,  Leipzig  1854)  am  29.  September  1136.  Man  kann  aber  auch  nicht 
an  DXXIX  (für  DXXXI)  denken.  Dieses  Jahr  begann  am  22.  October 
1134,  der  Monat  Dsu'l  Kada  am  13.  August  1135,  DsuTHiddscha  am  12.  Sep- 
tember 1135.  Der  Sonntagsbuchstabe  für  1135  ist  jP,  also  war  der  1.  October 
(wie  1.  Januar)  1135  ein  Dienstag,  der  23.  September  ein  Montag,  aber  zu- 


nw  Qt  leyiora  videantur  {offtdantur).  Cumque  opns  fuerit  elipfere  aliquid  nee  poteri- 
mni  omnia  {neceMne)  perscrutari  omnia  qne  prcmisimus  inveniemiis  in  eo  (hoc)  trac- 
Utnparatam  (jparata)  et  in  primis  (;7re-)diximn8  quod  electio  perfecta  in  omni  re 
quam  (aptare)  volumus  etc.  etc.  —  Die  nachfolgende  Stelle  der  Eintheilung  gebe  ich 
blofs  nach  einer  Durchzeichnang  von  Sorb.  080 : 

Et  in  hoc  libro  sunt  XII  cajiitula  in  qnibua  sunt  LXV  differentie.  Et  non  est 
mirandum  ai  commemoraverimus  in  aliquo  eorum  aliqiiid  quod  et  commemorandum 
üt  in  aliquo  etc.  Capitulum  in  initio  rernm  que  pe  (proprie  ?)  pertinent  ad  reges  et 
prindpes  secundam  maiorem  partem.  prima  [differcntia]  in  confirmatione  dignitatis, 
^inpaatione  dignit.,  tertia  in  edificatione  urbiam  et  castrorum,  quartum  («ic) in  edifi* 
eat  domorum  et  ceteroruraque  non  sunt  urbes  et  castra.  Qinntwn  in  destructione  [et] 
miniitione  inimicorum.  Sexta  in  cductione  fontium  et  fluminam.  Scptima  in  com- 
poiitione  navium  ad  expugnandos  inimicos.  Octava  in  exitu  ad  prelium  sive  ad  aliud. 
Nonim  in  reconciliatione  inimici.  decima  in  revisione.  undccima  in  vcnatione.  dno- 
decima  in  cursibus  equorum.  tertia  decima  in  ludfs.  Cap.  I.  in  initio  rerum  ad  regum 
{iic)  et  principum  [lies  principium?]  pertinentia.  In  omni  ope  regum  sive  princi- 
pinm  (sie)  aut  quod  pro  Ulis  sit  etc.  —  Das  XII.  Cap.  (Bl.  7b  verso  Col.  I)  ist  über- 
•chrieben:  de  domo  XI  et  primum  de  bis  per  qnia  optamus  adipisci  laudem  et  bonam 
famem.  Aber  es  folgt  noch  Cap.  XIII  de  domo  XII  et  primum  cum  impcdire  volucri- 
nas  quemlibet  inimicam  sive  regem  sive  quamlibet  personam.  Die  letzte  Differen- 
tia  beginnt  mit  einem  Citat  aus  Albumasar,  und  endet:  Sed  quia  neminem  etc. 
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gleich  der  11.  des  Dsn'l  ''Hiddscha,  und  schon  im  Jahre  1456  des  Alexan- 
der. Ob  die  Bestimmang  ascendente  aquario  zur  Berichtigung  diene,  weist 
ich  nicht. 

8)  Astrologische  Aphorismen  von  oder  an  Almansor,  deren 
Uebersetznng  von  Plato  ans  Tivoli  in  Barcelona  am  18  Dsu'l ''Hiddscha 
530  (17.  September  1136)  beendet  wurde,  vielleicht  unter  Mitwirkung  unserem 
Abraham,  bedürfen  einer  eingehenden  Besprechung,  da  selbst  die  wenigen 
eben  angegebenen  Daten  erst  das  unsichere  Kesultat  längerei  Nachforschung 
sind,  während  noch  Manches  der  Aufklärung  bedarf,  ^e  sie  oft  nur  ein 
glücklicher  Zufall  herbeiführt. 

Es  wird  hier  zweckmässig  sein,  einzelne  Punkte  hervorzuheben. 

a)  Ausgaben  des  Schriftchens  sind  in  keiner  mir  bekannten  Quelle 
vollständig  angegeben.  In  Grassens  Literaturgeschichte  ist  unsere  Schrift 
in  der  Zusammenstellung  arabischer  Astrologie  (Band  V,  S.  938)  gänzlich 
übergangen. 

Sie  erschien  zuerst  hinter  dem  Centiloquium  des  Hermes,  fol.  Ven. 
(Dedication  vom  Jahre  1492);  ferner  beide  hinter  dem  Quadripartitum  und 
Centiloquium  des  Ptolemäus  1493,  1519  (letztere  benutze  ich),  ausserdem  mit 
Albubather4.  Ven.  1501^).  Diese  3  (resp.  4)  Ausgeben  beschreibt  Bon- 
compagni  (Plat.  p.  24 ff.)  Ferner  erschien  es  in  dem  Sammelwerke:  Astro- 
logia  aphorisiica  ex  variis  auclor.  4.  TJlmae  1641  und  in  den  Ausgaben  des 
Julius  Firmicus  fol.  Bas.  1533  und  1551*«). 

V)  Handschriften  finden  sich  fast  in  jeder  grösseren  Bibliothek, 
sie  bieten  allerlei  beachtenswerthe  Varianten,  abgesehen  von  der  abweichen- 
den Zählung  der  Aphorismen,  z.  B.  134  in  Cod.  Coli.  Corp.  Chr.  101,4  (bei 
Coxe  p.  35),  164  in  Cod.  Mar.  Magd,  182,8  (bei  Coxe  p.  83) ,  indem  die  Zahl 


45)  Ich  kann  leider  auf  der  hiesigen  k.  Bibliothek  keine  Ausgabe  der  Astrologie 
Alhubater's  ausfindig  machen,  welcher  Autor  nach  Jnnctinns  (bei  Riccioli^  Alntag,  /. 
p.  XXIX)  um  500  ante  (I)  CAr.,  nach  L  alande  {Bihliogr.  astr,)  um  500  lebte,  also  vor 
Muhamed!  Ich  kann  daher  auch  noch  nicht  an  die  Untersnchnng  gehen,  ob  dieser 
Abn-Bekr  identisch  sei  mit  dem  bei  Boncompagni  (Plat.  p.  30)  erwähnten,  welchen 
Coxe  {Catal  Codd,  Mss,  quiin  eoUegiis  etc..  Coli.  Corp.  Chr.  p.  35  Cod.  101,  6)  ohne 
weiteres  mit  dem  berühmten  Arzte  Rhazes  identificirti  Es  könnte  auch  der  Astro- 
loge mit  dem  Verfasser  der  Geometrie,  in  der  latein.  Uebersetznng  Deus  (!)  oder 
ffeiti  genannt  (^MUchnat  ha-Middot  8.  21 ,  Anm.  10)  identisch  sein.  Ich  würde  mich 
Jedem  zu  Dank  verpflichtet  sehen,  der  mir  eine,  wenn  anch  sehr  schleunige  Benutzung 
des  Albubater  ermöglichte. 

46)  Vergl.  Catal,  Hör,  impr.  hi  tibi,  Bodleiana  I,  50  u.  II,  48.  Bei  Lalandel.  o. 
fehlt  im  Index  p.  882  das  Jahr  1551 ;  p.  51  u.  72  ist  das  Format  8vo  (nach  Maittaire) 
unrichtig;  in  der  Anmerkung  ist  yon  einer  angebl.  Ausg.  Ven.  1597  die  Rede;  ich 
yermuthe,  dass  es  1497  sein  soll,  unter  welchem  Jahre  p.  21:  Firmicus  de  natioit,  und 
Alman»ori$  Hb,mmus  angegeben  ist;  letzteres  ist  freilich  ein  gar  nicht  dahin  gehö- 
riges medizinisches  Werk  des  Rhazes ,  s.  unten  S.  28. 
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150  der  Aasgaben  und  einselner  Handschriften  wohl  als  runde  —  gewisser- 
ataien  1%  Centilaqniam^  —  vorgezogen  worden.  Die  letzte  gedruckte 
kt:  Cum  fuerü  Jupiter  {sie)  in  Ariele  directus  ,..et  regnum  in  quo  nulla  fiet  m- 
Müa.  Es  fragt  sich  jedoch ,  inwieweit  etwa  Einschaltungen  oder  Weglas- 
iBDgei^  stattgefunden  haben.  In  N.  100  heisst  es:  Hoc  quidem  capitulum 
mmvü  AlchinduSj  d.  i.  el-Kindi.  Die  Worte  In  hoc  autem  capiialo  nuUus 
ita  perfecie  locutiis  est  (N.  147,  wohl  auch  auf  146  zu  beziehen)  gehören  doch 
wohl  nicht  dem  Autor?  Sie  klingen  überhaupt  sonderbar,  wenn  man  sie 
nicht  auf  den  blosen  Ausdruck  bezieht.  N.  104  lautet:  Vita  omnium  animan- 
üamesi  secundum  gradum  solis  et  lune^  et  hoc  ah  altissimo  datum  secwidum 
üstaphatn.  Schwerlich  ist  astapham  ein  arabisches  Wort  (etwa  Islifä^  Aus- 
wlhhng),  sondern  wohl  der  arabisirte  Name  Stephan,  auch  bei  Bonatti 
Asiaphan  (s.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  193),  und  vielleicht  in  verschiedenen 
Ihnlichen  Entstellungen  bei  Ihn  Kagel  (s.  weiter  unten).  Welcher  Stephan 
gemeint  sein  könne,  will  ich  hier  nicht  untersuchen,  um  nicht  zu  weit  abzu- 
lehweifen,  es  genügt  die  Bemerkung,  dass  das  Vorkommen  dieses  Namens 
b  einer  älteren  arabischen  Schrift  nichts  Anffallendes  hätte.  Ueber  die 
Worte  koc  ab  altissimo  datum  mag  ich  mich  nicht  in  Vermuthungen  verlieren, 
niiDentlich  ohne  Beihülfe  von  Handschriften. 

c)  Der  Titel  ist  gewöhnlich  Capitula,  entsprechend  dem  arabischen 
Fusid j  welches  Aphorismen  und  Capitel  bedeutet,  für  letzteres  mitunter: 
Uferentia  bei  den  lateinischen  Uebersetzem,  wie  z.  B.  oben  im  Werke  des 
Immni,  also  Capitula  stellarum  ohlata  etc.  Die  Ausgaben  haben  die  Bezeich- 
nQDg  Judicia  seu  propositioneSy  und  noch  zu  Anfang  Aforismorum  compendio- 
hm.  Die  Handschrift  Canon,  misc,  517  (bei  Coxe  p.  829)  hat  die  Ueber- 
ichrift:  Libellus  de  signorum  dispositione,  und  so  bei  Bartolocci  aus 
«iner  Handschrift  des  Vatican  ^) :  Epistola  de  signorum  dispositione  et  astro- 
Tum  Judidis,  Diese  Bezeichung  ist  ohne  Zweifel  dem  Anfang  der  1.  Apho- 
risme  entnommen:  Signorum  dispositio  est  [falsch  et  hei  Coxe  aus  Mar.  Magd.] 
vtdicam  ab  Ariele;  so  in  den  Handschriften  Land,  und  Cesena;  in  den  Aus- 
gaben: Sign,  disposilionum,  ul  dicam  ab  Ariele  fit  inilium,  und  vorher  noch  fol- 
gendes Vorwort:  Mi  rex  pelivisli  ul  luis  salisfaciam  volis;  laborem  nequaquam 
i^e  recusavi.     Scripsi  equo  animo  accipias  queso. 

d)  Das  Datum  der  Beendigung  der  lateinischen  Uebersetzung  durch 


47)  Beiüpielo  von  Anwendung  der  Zahl  100  und  1000  s.  in  meiner  Abhandl. :  Zur 
piendepigr.  Lit.  S.  48,  Anm.  33;  vgl.  noch  1000  Erzählungen  bei  H.  Kh.H,  8;  Dscha- 
lutz  »ammelt  100  und  verfasst  1000  Sprüche;  100  Fragen  aus  100  Wissenschaften  bei 
H.  Kh.  I,  4eM$  n.  1384 ;  100  Traditionen  das.  V,  380  (Münchener  arab.  Handschr.  125, 
8.  29  des  Catalogs)  u.  dgl.  m. 

48)  Diese  Handschrift  konnte  Herr  Narducci  aus  den  Catalogen  des  Vatican 
nicht  ausfindig  machen,  wie  er  auf  meine  Anfrage  mir  mittheilte. 
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Plato  ans  Tivoli  in  Barcelona  {Bardonia,  in  Handschriften  ^aro/^'/toma  c/c] 
ist  in  den  Ausgaben  (s.  Boncompagni  p.  27,  29,  31)  18  Dnllugida  [dulgrigUt 
in  der  Handschrift  Boncomp.]  des  Jahres  1530,  was  aber  530  sein  mnss,  ood 
so  richtig  in  Boncompagni's  Cod.  312  vom  Jahre  1268  angegeben  ist  (vergl 
D.M.  Zeitschr.  XVIII,  124,  Anm.  9).  Die  HinznfÜgnng  der  Zodiakalstellaii| 
von  Sonne  nnd  Mond  erinnert  an  die  noch  weitergehende  astrologiselM 
Angabe  im  liber  Embadorum. 

e)  Den  Verfasser  des  arabischen  Originals  habe  ich  noch  nicht  nul 
Sicherheit  ermitteln  können ;  wohl  aber  glaube  ich  die  Confusion  der  Biblio- 
graphen,  welche  auch  nur  nach  der  zweideutigen  Ueberschriffc  in  den  Auf' 
gaben,  ohne  Zuziehung  von  Handschriften,  ihre  Angaben  gemacht  zuhaben 
scheinen,  einigermassen  aufklären  zu  können.  Ich  muss  bei  der  complicir' 
ten  Untersuchung  die  Nachsicht  des  Lesers  in  Anspruch  nehmen. 

Gewöhnlich  wird  Alm  ans  or  (el-Men''snr  n.  s.  w.)  selbst  als  Ver 
fasser  der  Aphorismen  betrachtet.  So  spricht  noch  die  jüngste  mir  bekannti 
Autorität,  Delambre  (p.  4)  von  den  ^^l^  proposidons  de  fastrologue  Jlmm 
sor^  adressees  au  roi  des  Sarrazins.'^  Mit  diesem  Almansor  werden  dani 
allerlei  Identificationen  oder  Unterscheidungen  vorgenommen  ohne  kri tischt 
Prüfung  der  Quellen.  So  identificirt  ihn  Muccioli  (Calal.  Cesen.  H.  p.  171 
nota  c)  mit  einem  angeblichen  medicinischen  Schriftsteller,  obwohl  er  ai 
der  bezüglichen  Stelle  (I,  p.  86)  richtig  angegeben,  dass  die  betreffendi 
Schrift  von  dem  bekannten  Arzt  Hbases  (starb  932  oder  923)  an  Almanso; 
gerichtet  sei;  freilich  versetzt  er  den  letzteren  wieder  irrthümlich  nach  Cor 
dova,  während  es  Mausur  ben  Ishak,  Beherrscher  von  Khorasan  ist  (vergl 
Wüstenfeld,  Geschichte  der  arabischen  Aerzte  S.  43).  Aehnliches  bei  La 
lande  ist  schon  oben  unter  a  (A.  46)  berichtigt  worden.  In  Delambre's  lüde: 
p.  LXXVI  unter  Arabes  sind  die  Artikel  ^Mbougiafar^  Aboulmansor^  93,  A\ 
mansor^  1,  4,  6*^  incorrect;  denn  p.  87  (aus  Ihn  Junus)  liest  man:  Aben  Man 
shour  (sff)  Jesafar  {sie)  ebn  Mohammed  al-Bashki:  p.  1  ist  vom  Khalifen  di 
Eede;  p.  6  wird  der  Astrolog  ausdrücklich  identificirt  mit  einem  angebli 
chen  Autor  des  XII.  Jahrhundert,  dessen  astronomische  Tafeln  siel 
in  einer  Bodleianischen  Handschrift  finden  sollen,  und  wovon  Del.  ein 
correcte  Ausgabe  wünscht!  Letztere  erwähnt  auch  Montucla  (I,  368  ed.  II 
ohne  Quelle.  Die  Identification  hat  auch  Lalande's  Index  p.  882,  un< 
p.  5  unter  1150  werden  Almansoris  iab,  astr.  angegeben  nach  Weidler  p.  2K 
Da  mir  Weidler's  Hist.  astr.  (Wittemberg  1741)  hier  nicht  zugänglich  wai 
so  bat  ich  den  Fürsten  Boncompagni  um  Abschrift  der  betreffenden  Stelle 
nnd  mit  seiner  gewohnten  Zuvorkommenheit  fügte  er  noch  zwei  andere  Ci 
täte  hinzu,  die  mir  um  so  willkommener  waren,  als  das  von  Cantor  (Matfa 
Beitr.  S.  377)  gerühmte  Buch  von  Vossius  auf  der  hiesigen  k.  Bibliothel 
gar  nicht  vorhanden  ist.  Um  das  Yerhältniss  der  Quellen  anschaulich  si 
machen,  gebe  ich  diese  dCitate,  nnd  ein  viertes  aus  Heilbrunner,  schon  hie 
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mllitiindig  in  der  Anmerkong  ^'),  ohne  auf  den  ganzen  Inhalt  derselben  so- 
fte! eingehen  zu  können.  Hingegen  sind  wir  bereits  in  den  Stand  gesetzt, 
fit  Qoelle  über  die  angeblichen  astronomischen  Tafeln  weiter  zu  verfolgen. 
Sie  Handschriften  des  Erbischofs  Narcissus  (Marsh)  sind  im  Catalogus 
MSS,AngUae  (^11^  2,  52)  verzeichnet,  darunter  auch  mathematische.  Der  Be- 
Btier  legirte  sie  nach  seinem  Tode  (1713)  der  Bodleiana,  wo  sie  1714  aufge- 
■ommen  wurden  (vergl.  meinen  Conspectus  Codd,  Mss.  hebr.  in  BibL  Bodl, 
ltt7,  p.  VIII).  Daselbst  (p.  54  N.  1156,  9,  und  daraus  bei  Heilbronuer 
^646  §.  402  N.  7)  wird  angegeben:  Al-Mansuri  Epistola  Aslronomica  8vo- 
Der  Index  unter  Mansurius  confundirt  wieder  diesen  Autor  mit  dem  Helden 
mer  Geschichte  und  dem  obenerwähnten  Mäcen  des  Khases.  lieber  das 
[«arollstündige)  Schriftchen  (jetzt  Marsh  N.  25)  erfährt  man  auch  aus  den 
CaUlogen  von  üri  (p.  285,  N.  77,  5)  und  Pusey  (II,  p.  018)  nicht  viel;  der 
bidex  (p.  691)  nennt  ihn  Mansuri,  ob  mit  Kecht  weiss  ich  nicht,  und  noch 
reniger,  wie  diese  Epistel  bei  Weidler  zu  astronomischen  Tafeln  gewor- 
Im!  Ein  Jude  in  Kairowan^)  verfasste  für  al-Mansur  Ismail  ben  Kaim 
[itarb  052)   ein  dreitheiliges  Werk  über  Astronomie,  dessen  zweiter  Theil 


49)  9i)  Almeon  Almansorius  Arabs,  post  Arzaelein  ann.  70.  anno  Doniini  1140.  de- 

£iiationeiii  Solis  maximam  reperit  23,  33.  (Jos,  ßlancanus,  de  mathematicoram  natura 

Im.  una  cum  claror.  mathematicor.  Chronologia,  Bonon.  1615,  p.  67). —  b)  Aliqul 

fhabitiam  vixisse  ajunt  anno  CIOCCLXX.     8cd  cum  hoc  solnm  sit  annornm  XXX  in- 

tarrmllom,  facile  ea  conciliantar.  Non  item,  quod  Josephus  Blancanus  tradit,  floraisse 

•  CIOCXL.     Nee  bene  cum  eo  convenit  quod  vixisse  refcrt  annis  L  post  Almeo- 

Almansoriam.     Nam  si  Almeon ,  ut  ipse  ait  Blancanus ,  claruit  anno  CIOCXL ; 

•OD  tAntom  L,  sed  CXXX  annorum  fuerit  interyallum.     {Ger.  Jos,  Vossii,  de  universa 

«atbeseoa  natura   etc.  subjungitur  Chronologia  mathematicorum  etc.    4.  Amst.  1650, 

fm  IM,  §.  35).    —  c)  Almansor  {*)   in  indaganda  eclipticae  obliquitatc ,  elaboravit. 

BvOiald  1.  c.  p.  15.  eamqae  23.  gr.  33.  m.  30.  s.  definivit.  10.  Blanchini  praefatio  ca- 

■oniboA  tabnlarunkpraeroissa.  novas  tafmias  astronomicas  condidit,  quarum  Codex  Ms. 

ia  Biblioilieca  Bodleiana  asservantur.  (^sic)  vid.  catalogUH  codicum  Ms.  qiios  Narcissus 

Marsh  • .  aeadem.  Oxon.  donavit.     Congessit  etiam  proposUiones  astrologicas  ad  Sara- 

caaoram Regem. —  (*)  Eum  claniisse  a.  1140 Blancanus  statuit.  vid.  Fossius  c.35,§.35, 

f.  181 .     BuHialdta  p.  15.  ponit  annum  1 150.     Reinhold  ad  Theoricas  Pcnrbachii  f.  238, 

Anachele  70  annis  iuniorem  dixit.   (H'ei<//er{,Histor.astron.yitcmb.  1741,  p.  2i6).— 

i)  Ick  füge  hierzu  noch  folgende  Stelle  aus  Heilbronner's  Ilist.  Mathes.  (4.  Lips. 

1712)  p.  428,  §.  379:  Almaeon  filius  Albumasaris,  ut  habet  Christmannus ,  vcl  Alman- 

loris,  nt  habet  Beinholdns  in  Theor.  oct.  Spherae,  observasse  dicitur  Solis  maximam 

deeliiu  A.  D.  1140  vel  alii  1500  [lies  1100],  ^r,  23.  min.  23.  sec.  20.    Vossius  confundit 

com  emn  Almamone  (§.  366) !     Allein  §.  366,  869,  380,  381  liest  man  Aimoin  u.  $.  378 

Maimon  für  Almamnn. 

50)  VergL  Zeitschr.  für  Mathem.  XI,  237,  A.  2,  und  Wocpcke,  Memoire  sur  la 
prwpag.  ete.  p.50  des  Sonderabdr.  —  Derselbe  kennt  auch  die  Knöchel-  oder  Finger- 
reehnung  (Jew,  Ut.  p  363  n.  93),  von  welcher  Cantor  (Mathem  Bcitr.  S  209) 
haadelt.  Vergl.  die  Zeitschrift  Jeschtirm  her.  von  Dr.  Kobak,  Jahrgang  V  (1866), 
8.  179. 
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j«doch  eine  Widerlegung  der  Astrologie  enthllt^^),  so  dass  derselbe  nicht 
wohl  der  Verfasser  der  Aphorismen  sein  kann.  Welches  Werk  anter  Jfojificrtf 
Asironomia  (in  einer  Handschrift  Huntington)  bei  Heilbronner  p.  615  §.  311 
N.  20  gemeint  sei ,  kann  ich  ebenfalls  noch  nicht  angeben. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Aphorismen  einem  Almansor  gewidmet  seien, 
so  wire  sunichst  an  den  bekannten  zweiten  Khalifen  ans  dem  Hause  der 
Abassiden,  AbuDscha^afer  al-Man''sur,  den  Erbauer  Bagdad*s  (792)  sa 
denken,  dessen  Vorliebe  fär  die  Astrologie  u.  A.  in  den  Droh^ersen  ausge- 
drückt  ist,  welche  er  angeblich  vor  seinem  Tode  an  die  Mauer  geschrieben 
fand"^  —  eine  Nachahmung  des  biblischen  Mene  Menel    Im  Index  des  Pa- 
riser Catalogs  der  lateinischen  Handschriften  ist  das  Schlagwort  ALmansm^ 
Astrologus  filius  Abrahae  Judaei!     Der  Titel  der  Ausgaben  lautet  nin- 
lieh:  Capiiula  oblata  regt  magno Saracenorum  ab  Almansore  astrologo:  aber  fad 
alle  Handschriften,  von  welchen  Näheres  bekannt  ist,  haben  nicht  diesei 
a6,  welches  Almansor  zum  Verfasser  macht,  manche  setzen  zu  regt  (magm] 
Saracenorum  ein  Wort,  dessen  Abkürzung  oder  Verstümmlung  vielleicht  a 
ab  geworden ,  und  zu  Almansor  noch  eine  nähere  Bestimmung.     Man  liail 
Abahacha  [was  ich  aus  Abu  Dscha'afer  ableitete  im  Catal.  p.  1678,  N.  18] 
Almansori  fil.  Abrach  in  Cod.  de  Bossi  lat.  61;   —   Alhacam  [kann  da 
Name  Hakem  sein,  oder  Hakim :  Gelehrter  heissen]  Almansor  Astrologo  Fäk 
Abialle  Jud.  (so  abbrevirt),  in  Cod.  Malatest  des  M^iQoritenkloaters  in  Ca* 
sena  P.  II  PI.  27  Cod.  3  (p.  176  bei  Mnccioli);  —  Acham,  fiL  Abrmk^mi 
Jude  Od  Cod.  Par.  7287,^;  hingegen  Aichacham  ab  Almansor  Astrologo  fik 
Abrahae  Judaei  in  Cod.  Mar.  Magd.  182,*  (bei  Coxe  p.  83).     Femer  ohBfl 
Hacham  u.  s.  w.  Almansor  i  astrologo  ^  filio  Babrahae  Judaei  in  Cod.  Laal 
MH,*'  (bei  Coxe  P.  II  fasc.  1,  p.  424);  —  cuidam  Astrologo  fil.  Abenexfi 
in  Cod.  Par.  7309,';  —  regi  AJmansori  ab  Astrologo  Ab r aha 6  Judaei  ii 
Par.  7316  A';  —  regi  magno  Sarac.  ab  Astronomo  filio  Aben  Ezrae  Jwk^ 
in  Par.  7320,  >! 

Diese  Lesarten  lassen  einen  weiten  Spielraum  für  die  Conjectur,  <ü 
noch  dazu  der  Name  Abraham  aus  Ibrahim,  Jud.  aus  Judicis  entstanden  seil 
könnte.  Den  Namen  Aben  Ezrae  in  den  beiden  Pariser  Handschrift^ 
aus  dem  XIV.  Jahrhundert  möchte  ich  am  ehesten  für  eine  falsche Deutnnj 
eines  gelehrten  Abschreibers  halten,  welcher  keinen  andern  Abraham  Ja 
däus  kannte.     Nachdem  wir  aber  gesehen,  dass  Plato  in  Barcelona  dei 


51)  Auch  ein  matbematiflches  Werk  toh  Samuel  Ibn  Abbas,  einem  jadischen  R< 
negaten  de:»  XII.  Jahrbandertfl ,  wird  in  einer  gefälschten  Ueberschrift  einem  Abt^ 
suri  beigelegt  (Poaev,  Caimi.  p.  603).     Vgl.  die  Zeitschrift  Jesckm-ym  a.  a.  O. 

b2)  Khondemir  bei  d* Herbe lot  III,  304,  dentsche  Ausg.  1780.  —  VergL  vu 
Hagi  K hat  fa  I,  81,  178  (Grändnng  Bagdad  s  nach  astrolog.  Zeitwahl) ,  III,  91 ;  m 
unten  Anm.  07. 
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SaTa^orda  als  Dolmetscher  beuutzt  hat,  liegt  es  wohl  sehr  nahe  ansuneh- 
Bieii,  daas  aach  hier  Abraham  Judäus  kein  anderer  nei,  und  könnte  man 
höchatena  an  einen  Sohn  desselben  denken,  der  freilich  bis  jetzt  nirgends 
Torgekommen.     Begiebt  man  sich  aber  auf  das  Gebiet  der  Conjecturen,  so 
konnte  man  auch  so  emendiren ,  das»  der  arabische  Astrolog  Abi  Atmansoris 
fims  heiase.     In   dem  Dienste   des  Khalifen  Alniansor   stand   ein  Perser 
(Mager),  welcher  den  arabischen  Namen  Abu  Man''sur  erhielt").    Soin  Sohn, 
Abo  Ali  Ja  hja  ben  Abi  Man''sur  trat  auf  Veranlassung  des  Khalifen  Maa- 
Biin  Bum  lalam  über,  und  wurde  dadurch  eine  Art  von  Client  {31aula),    £r 
■achte  sich  berühmt  als  Redacteur  oder  Hauptmitarbeiter  der  aus  Beobach- 
tngen  und  Messungen  hervorgegangenen  astronomischen  Tafeln,  welche 
fie  ,.probaten*'  genannt  werden.     Ob  er  identisch  sei  mit  einem  Jahja  ben 
AbiMan''8ar  „ansMossnPS  der  bei  Hagi  Khalfa  als  Verfasser  von  Schriften 
iber  Kochkunst,  Poesie,  Rhetorik  und  Musik  erscheint,  lasse  ich  dahin  ge- 
stellt.    In  Fi&gels  Index  (VlI. ,  1247  n.  9148)  und  bei  Narducci  (zu  Ristoro 
d^Aresxo  p.  3)  ist  der  Umstand  unbeachtet  geblieben,  dass  unser  Jahja  in 
iea  ftlteren   Quellen  nicht  „aus  MossuP*  heisst,  dass  Fihrist  und  el-Kifti 
Miebta  von  jenen  Schriften  wissen.    Auf  d'llerbelot  (IL,  705  deutsche  Ausg. 
im)  ist  hier  freilich  kein  Gewicht  zu  legen,  der  zuerst  Jahja  Abu  Mausur 
(m)  ala  Verfasser  der  Liedersammlung  nennt,  dann  Jahja  ben  Abi  Mansur 
ib  Aatronomen.     Dieser  Astronom  und  Astrolog  wurde  der  Stammvater 
daer  sanächst  im  Dienste  der  nachfolgenden  Khalifen  bleibenden  Familie 
tm  Gelehrten,   über  welche  ich    anderswo  genauere  Nachrichten  geben 
verde.     Delambre  (p.  4)  macht  „Yahya  ebn  Abit  [1,  Abi'l?]  Mansour"  zu 
ciieai  Bewohner  von  Mekka!    Ein  Urenkel  unseres  Jahja,  Namens  Abul 
Hasan  Ahmed  ben  Jahja  ben  (AbuM  Hasan)  Ali  ben  Jahja  schrieb   eine 
Genealogie  and  Geschichte  seiner  Familie,  deren  Auffindung  von  Interesse 
wäre*').      Derselben  Familie  gehört  wahrscheinlich   auch  ein  Astronom, 
Astrolog  nnd  Instrumentenmacher  in  Bagdad  an ,  welcher  am  9.  April  087 


53)  Quellen,  namentlich  über  Jahja,  sind:  £]-Kifti,  abgekürzt  bei  Ca siri  I, 
4I&  und  S^dillot,  Prolegomenes ,  p.  VIII;  bei  Ha  mmor  III,  262  n.  1107=-  IV,  309 
a.2414  (vergL  S.  509)1  bei  Slane  zu  Ibn  Khallikan  II,  360.  P:i-Kifti  (Handschrift 
Berlin,  BL  134)  giebt  sum  Schluss  des  Artikels,  nach  ciuem  Bericht  des  Abu  Maa- 
tehar,  eineAneedote  von  einem Pseudopropheten,  welche  „Muhammed  ben  Musa 
in  Astronom,  der  Gesellschafter,  verschieden  von  dem  Khowarczmicr,'*  von  Jahja 
|cliort  und  dem  Abn  Maaschar  mitgetheiit  hatte.  Diese  Anekdote  hat  ans  el-Kifti 
nch  Aba^l  Faraadchp.  161 ,  nnd  abjrekürzt  Hammer  lU,  202.  Hiernach  beantwortet 
nek  meine  Frage,  und  bestätigt  sich  meine  Conjectur  in  der  Zeitschr.  f.  Mathem.  X, 
4IML—  In  dem  Stammbaum  der  Familie  el-Muneddschim  hei  Hammer  IV,  509  ist 
▲bnl  Hasan  ben  Ali  n.  2689  wahrscheinlich  zu  streichen. 

54)  Ibn  Kballikan  n.  812;  Hagi  Khalfa  VII,  2035  n.  929;  Hammer  IV,  514  n. 
2800 s=  8.  180  n.  2155.  —  Weil ,  Gesch.  der  Chalifen  II,  003,  scheint  sich  das  ge- 
■ealogiaehe  YerfaSltniss  niebt  vollständig  klar  gemacht  zn  haben. 
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im  Alter  von  74  (arabischen)  Jahren  starb ,  nnd  dessen  Namen  bei  Ca! 
(I,  424,  hei  Hammer  V,  312  u.  40C0)  lautet:  Harun  hen  Ali  hen  Jahja  l 
Ahi  [so  im  arabischen  Texte ,  Casiri  lässt  Abi  weg]  Mansur  (unvollstftni 
in  Sedillot's  chronolog.  Tabelle :  Proleg.  p.  CLII  n.  56).  Wenn  das  Dat 
richtig  ist,  welches  auch  in  den  Handschriften  des  Kifti  vorkommt,  so  dttrf 
auch  in  der  Aufzählung  der  Ahnen  einige  Homonyma  übersprungen  sc 
Gewöhnlich  wird  die  Keihe  bis  zum  Stammvater  hinaufgeführt  nnd  du 
el-Moneddschim  („der  Astronom**)  hinzugesetzt,  was  wohl  auf  Jahja 
beziehen  ist;  oder  man  bleibt  bei  irgend  einem  Gliede  stehen  und  setzt  I 
el-Moneddschim,  d.  h.  Abkömmling  des  Astronomen,  eine  bekan; 
Formel  für  Familiennamen.  Durch  Weglassnng  des  „Ibn"  entsteht  dal 
sehr  leicht  die  Voraussetzung,  als  ob  die  betreffende  Person  selbst,  oder  i 
zuletzt  genannte  Ahn,  bei  welchem  die  Aufzählung  stehen  geblieben, 
Astronom  bezeichnet  werden  solle,  und  es  bedarf  darüber  stets  speciel 
Untersuchung.  Ein  wirklicher  Enkel  unseres  Jahja,  Namens  Harun  l 
Ali  —  wie  aus  Ibn  Challikau's  Biographie  hervorgeht,  sein  Beiname  isti 
Abdallah  (starb  900)  —  erscheint  im  Index  zu  Hagi  Khalfa  VII,  1082  n.  3 
schlechtweg  als  „Harun  ben  Ali";  aber  unter  dem  Schlagwort  „Hai 
(Hero  junior)**)  Astronomus"  (n.  3015)  ist  an  den  Stellen  III,  134  und ' 
509  derselbe  Gelehrte  gemeint,  also  wohl  Ibn  al-Moneddschim  zu  lesen 
Ibn  Khallikan's  784,  Hammer  IV,  493  n.  2668  =  S.  313  mit  falschem  Dato 
Daselbst  VII,  1140  n.  5285  erscheint  ein  „Abu  Man''sur  Jahja  ben  Ali"; 
der  Stelle  selbst  II,  9  n.  1622  folgt  noch  das  Wort:  Astronomus.  Aus 
Vergleichung  von  Ibn  Khallikan  n.  812  (Hammer,  Litgesch.  IV,  315 
2428  =  S.  511  n.  2088)  ergiebt  sich  aber,  ausser  einer  Berichtigung 
Textes,  dass  dieser  Jahja  der  Bruder  des  obenerwähnten  Harun  sei,  i 
Beiname  war  Abu  Ahmed  (starb  im  October  912);  also  ist  wohl  zu  le 
Ibn  Abu  Mansur,  und  Ibn  el-Moneddschim,  und  hiernach  Flügels  Art! 
in  Ersch,  und  Gruber  (S.  II,  Bd.  14,  S.  240)  und  Hammer  (V,  294, 
derselbe  Autor  zum  dritten  Mal !)  zu  berichtigen.  —  Man  verzeihe  d: 
gelegentlichen  Bemerkungen,  die  auch  unserer  Untersuchung  nicht  g 
fremd  sind,  insofern  die  mögliche  Bedeutung  des  Astrologi  filius  um  so  ni 
gerückt  wird. 

In  Bezug  auf  den  zuerst  genannten  Astronomen  Jahja  dürften  v 
folgen  de  Nach  Weisungen  nicht  überflüssig  sein.  Der  Über  dejudiciis  asirof 
von  Abu'l  Hasan  Ali  Ibn  er-Kidschal  (vulgo  Aben  Hagel),  einem  maj 
bitischen  Autor  des  XI.  Jahrhunderts^)  bietet  eine  grosse  Anzahl  von 


I 


55)  Hero  heisst  bei  den  Arabern  gewöhnlich  Iran;  s.  Zeitschr.  f.  Mathen 
463,  Anm.  22. 

56)  In  der  Zeitschrift  d.  D.  M.  Gesellsch.  XVIII,  155  habe  ich  angedeutet, 
sein  Zeitalter  sich  aus  einigen  Stellen  des  Baches  ergeben.     Es  sind  dies  solchi 
denen  der  Verf.  ans  seiner  eigenen  astrologischen  Praxis  erzühlt,  und  die  ich  eben 
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fftkroogen,  die  in  den  lateinischen  Ausgaben  leider  sebr  verstümmelt  sind, 
nnd  die  ich  anderswo  zu  erläutern  beabsichtige ,  da  sie  zum  Theil  von  hi- 
storifchem  Interesse  sind.  Der  darin  vorkommende  Abraham  Judäus 
ut  freilich  höchst  wahrscheinlich  ein  unächter  Znsatz  (Zeitschrift  der  D. 
M.  Gesellschaft  XYIII,  156,  vrgl.  Fabricius  IV,  161,  Harless),  auf  welchen 
iehiplter  snrückkomme.  Die  Stelle,  welche  nach  Cantor  (Mathem.  Beitr. 
8.00,  S73)  Ton  Kircher,  einem  höchst  unzuverlässigen  Autor,  aus  Aben 
Stiels  ^yLiber  de  iniroduciione  ad  asironomiam^^  über  indische  Ziffern  angeführt 
wird,  ist  mir  äusserst  verdächtig«  Ein  Buch  dieses  Titels  von  demsel- 
ben Verfasser  ist  nicht  bekannt|  und  in  der  Astrologie,  die  ich  flüchtig  durch- 
gesehen, kein  angemessener  Platz  für  jene  Bemerkung^^). 

Die  Stellen,  welche  hier  in  Betracht  kommen,  finden  sich  im  IV.  Buche 
Ktp.  6,  p.  155,  CoLl  und  p.  156.  An  ersterer  Stelle  heisst  es:  Joffiae  fiL 
Jben  namer  per  Aozafan  ei  per  Aziaraium  el  per  eos  gut  feceruni  librum  es- 
perimeniorum^  dicit  quod  quando  inveniebani  planeiam  in  suo  lermino  etc. 
Ich  lasse  dahingestellt,  ob  Aozafan  nicht  der  oben  erwähnte  Stephan  sei; 
aber  lib.  experimeniorum  halte  ich  für  die  „probaten'*  Tafeln ,  welche  gegen 
Ende  des  Werkes  erwähnt  scheinen  (p.  400) :  ^^secundum  tabulas  Ptolomei  sed 
jer  iabulas  DaemdiluH?)^)  ...  el  per  iabulas  Dalmohiaban^^:  letzteres 
teheint  nämlich  el-mumta'han  (vgl.  auch  Uagi  Khalfa  III,  466  mit  Bar  Hebraei 
Hift  Dynast,  p.  264  der  Uebersetz.).  P.  156  liest  man :  . . .  exemplo  mtelli- 
iSMium  sapientum  de  Nayraz  [lies  Feriz^  wie  sonst  für  Persia?],  ex  quorum 
nmero  Jahie  filius  Aben  masor  [l,  tnansor]  el  Mahomet  filius  Algek  et  Aza- 


aBden.wo  mittheilen  werde.  £r  nennt  n.  A.  den  Habns  Sohn  des  Maksin  (der  im  J. 
420  H. nach  Afrika  ging),  den  Sohn  des  Badis  und  den  Mutawekkil.  Lalande  p.  859 
fiebt  noch  die  Jahre  950  oder  1250  au;  ersteres  wahrscheinlich  nach  Riccioli 
p.XXXy,  wo  nalus  A.  956  Februarii  12.  hora  10  etc.  Ich  vermathe  jedoch  hier  eine 
Conlüsion  mit  Ali  Ibn  Ridhwan ,  dessen  Nativität  am  Ende  des  Commcnt.  zum  Qua- 
irip.  auf  das  Jahr  356  Jezdegerd's  angegeben  ist.  In  einer  Nachbemerkung  (eines 
Abschreibers  ?)  ist  das  Jahr  986  erwähnt. 

57)  In  der  Astrologie  beruft  sich  Ali  auf  zwei  andere  Schriften ;  die  betreffenden 
Stellen  laaten :  Filii  cuisdam  gentis  dicunt, ,  .  .  £go  in  meo  libro  quem  nominavi 
Uhnm  iignalium  seu  notarumy  qtda  loqtdittr  per  signa  et  noltdas ,  habet  quinque  capita  de 
Ikylech  et  alcochoden :  et  tibi  adduxi  ex  illis  quos  nominavit  Zaradest  [d.  i.  Z  o  r  o  - 
titer]  et  alii  qnos  extraxi  ex  suis  hylech  pro  yirili  cogitatione,  et  considertione 
B«a.  (lY,  Ende  Cap.  3,  f.  148,  Col.  4,  ed.  1551);  —  „sicut  distinximus  et  divisimus 
in  ttkuiit  nostris,  quas  ex  tenui  ingenio  nostro  fecimus  et  nominare  voluimus  Tabulae 
iobtenäi^nodoM  et  exponendi  adspectu*  quoniam  ibidem  ascensiones  hujusmodi  sunt  di- 
itinetae  (IV,  C.  7,  f.  157,  Col.  2).  Es  handelt  sich  in  diesem  Kapitel  um  athazir 
(f^l.  D.  M.  ZeiUchr.  XVin,  194). 

58)  Ich  weiss  für  dieses  corrumpirte  Wort  keine  naheliegende  Conjectur;  sollte 
ei  ans  ei-DMehami we-el'Sali  zusammengezogen  sein?  So  heissen  bei  Hagi  Chalfa  III, 
563  0.6942  die  Tafeln  des  Kuschjar  ben  Labban,  eines  Autors  des  X.  Jahr- 
hnoderts  (vgl*  Woepcke,  Mimoire  sur  lapropng»  etc.  p.  161  j,  von  dessen  Arithmetik 
inhebräischer  Uebersctzung  spUter  die  Rede  sein  wird. 

ZelUchrifl  f.  Mathematik  a.  i'hyhiJi.  XU,  1.  ^ 
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roni  (später  Jzaroen^  scheint  dennoch  Mahammed  fil.  Geber  Albategni,  wie 
s.  B.  p.  352,  365). 

Auch  Abraham  Ibn  Esra  nennt  unseren  Jahja  ben  Abi  Mansnr  in 
verschiedenen  Schriften ;  so  z.  B.  als  Verfasser  von  Tafeln  in  der  Vorrede 
Bur  Uebersetzung  des  Werkes  von  al-Matani  (?)  über  die  Chowaresmi'schen 
Tafeln  —  wovon  später  die  Rede  sein  wird.  Zwei  sachlich  nicht  aninteres- 
aante  Citate  in  den  astrologischen  Schriften  des  Ibn  Esra  gebe  ich  nach 
dem  hebräischen,  bisher  nnedirten  Texte  wieder,  zugleich  als  Nachweis^ 
wie  wenig  branchbar  die  edirten  lateinischen  Uebersetznngen  des  Peter  von 
Abano  und  Heinrich  Bates  seien.  Im  Bnch  der  Nativitäten ,  im  Schlnsa- 
abschnitt  über  die  „Revolationen*'  (hebr.  Tekufotj  arab.  Tahavit)  der  Jahre, 
welcher  im  Lateinischen  als  j^tractalus  secundus^*^  (Bl.  58,  falsch  LX  gezeich- 
net) bezeichnet  wird,  ist  von  den  verschiedenen  Massbestimmongen  der 
Dauer  des  Jahres  oder  Vierteljahres  die  Rede,  nämlich  nach  Ansicht  der 
Inder,  Perser,  des  Thabit  (lat.  Tabahas!)^  des  Abraham  Zarkil  oder 
Zarkala(lat.al/arci»/),desUipparch  (lat.^6e/am/)nnddesPtolemaeii8.  Dann 
heisst  es:  „Grosse  Gelehrte  nach  ihm,  wie  Jahja  bei  Abi  Mansnr  (lat 
Ychagij  fiL  david  (!)  menassour)^  el-Merwadsi  (lat.  almerudefi)^  Ibn  al-Mokaf- 
faa  (lat.  evenalmapkaye)  und  el-Battani  {Albategni)  stimmten  darin  überein, 
dass  der  fehlende  Theil  ^/^^  Tag  sei ,  so  dass  zwischen  einem  Qnatember 
und  dem  andern  86^  24'  wären.  Ibn  Esra  erklärt,  dass  nach  der  Beobachtung 
der  letzten  200  Jahre  unfehlbar  87^  (var.  86)  15'  anzunehmen  sei. 

In  dem  Buche  de  mundo  etc.  (lat.  Bl.  78,  Col.  4  bis  Blatt  70)  handelt 
Ibn  Esra  von  den  Massbestimmungen  der  Schiefe  der  Ecliptik^).  Es  ist 
wieder  die  Rede  von  Indern  (beim  Lateiner:  aniiqui  seqtientes!)^  von  Ptole- 
maeus,  Hipparch  (hebr.  Abrachos,  beim  Lat.  Abraham !^)\  die  Zahlen 
variiren),  dann  heisst  es :  „die  Weisen  Ismaels  [Araber]  bestimmten  genauer 
als  alle  [Andern] ,  und  sie  stimmten  überein ,  dass  der  Bogen  der  Neigung 
23^  35'  [lat.  23®  23'],  ausgenommen  Jahja  ben  Abi  Mansur  und  Ibrahim  ben 
Zarkai,  welche  noch  genauer  bestimmten  als  alle  [Andern]  (lat  praeter 
Yahagi  filium  eumanasaur:  et  abraham:  et  [/]  azarchel.  gut  magis  ingeniaä 
sunt)  und  23^  33'  annahmen.  Wahrscheinlich  war  dies  die  Quelle  för  Ri- 
storo  d'Arezzo  (p.  3):  e  secondo  la  considerazione  provata  da  lovanni  figli- 
uolo  delalmansore  \[^r  dAbilmansore\^  con  moUiludine  daltri  savi,  alli  die 
del  re  Mannone  \Maamun\  e  trovata  venti  e  tre  gradi  c  trcntacinque  (/)  minuH. 
Der  Zusatz  Joh,  Damasceno^  welchen  Narducci  durch  die  bei  Damascns 
stattgefundenen  Beobachtungen  motivirt,  scheint  mir  eher  eine  falsche  Con- 
jectur  eines  gelehrten  Abschreibers.     Alfergani  giebt  für  die  „probate** 


50)  Eine  ZQMmmenstellnng  der  wichtigsten  Aogaben  darüber  s.  bei  Hie  ei  oli, 
Atmay,  nov,  I,  iOl;  Tgl.  Delambre,  Hitt,,..  ato^en  dge  p.  100;  Sedillot,  Tabtes 
tair.  d'Ohug,  p.  253. 

60)  S.  oben  Anm.  2a 
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Messung,  welche  durch  Maamun  veranstaltet  wurde,  23,  35,  so  auch  in  der 
hebräischen  Uebersetzung,  und  daher  bei  Christmann  p.  26.  Letzterer  be- 
merkt in  der  Note  (p,  27):  Thebilius  et  Almehon  filius  Mhumasaris  (!)  in- 
tenit  23  grad.  33  min,  prima  ei  30  secunda.  Die  alte  lateinische  Uebersetzung 
bat  33^  wie  Christmann  und  Golius  (vgl.  Casiri  I,  443)  bemerken. 

Dies  führt  uns  schliesslich  auf  die  Variante  Almeon  für  Almansor  bei 

BoDcompagni  (Plat.  p.  24),  deren  Quelle  nicht  augegeben  ist.     Dass  der 

ebeo  erwähnte  Almehon  fil.  Albumasaris  kein  anderer  als  Jahja  ben  Abi 

Mtntar  sei ,  kann  wohl  kaum  bezweifelt  werden ,  obwohl  eine  directe  Ver- 

ittliiunelnng  von  Jahja  su  Almehon  ungewöhnlich  ist.     Vielmehr  scheint 

hier  ein  Wort  ausgefallen,  etwa  Astrologus,  und  der  Sohn  des  Abu  Man'sur 

•IsAstrolog  desKhalifen  Maamun  bezeichnet  zu  sein.    Christmann  selbst 

bemerkt,  dass  in  der  gedruckten  lateinischen  Uebersetzung  des  Fergani  (in 

mnibus  vulgaUs  editionibus)  Almehon  für  y,Almamon^^  stehe.    Die  hebräische 

Debersetsung ,  welche  Christmanns  lateinischer  zu  Grunde  liegt  (s.  D.  M. 

Ztsehr.  XVIII,  148),  hat  nämliish  yvaiühii,  ohne  Elif.    Ob  diese  Bemerkung 

ngleich  die  Tendenz  hatte,  eine  Identificirung  des  Khalifen  mit  dem  Astro* 

Domen  sn  verhüten,  ist  nicht  zu  entscheiden;  Christmann  selbst  deutet 

Nichts  derart  an.     Eine  Unterschiebung  ist  es  jedenfalls,   wenn  man  in 

Biemlfs  alph&betischem  Chronicon  (Almag,  nov.  Bonon.  1651,  p.  XXIX)  unter 

Jbnamon  (,^seu  Alamon^  seu  Maimon^'f)  liest:  yyKrislmannus  (so  schreibt  Kicc. 

8tets)  adnotaty  a  plerisque  (/)  hunc  confudi  cum  Almaeone,  de  quo  mox^\     Der 

unmittelbar  folgende  Artikel  lautet:  Almaeon  filius  Albumasaris,  ut  habet 

Kristmannus^  vel  AlmansoriSy  ut  habet  Beinholdus  in  Theorica  Octavae  Spharae*^), 

obsirpasse  dicitur  Solis  maximam  declinationem  A,  J),  1140,  vel  ut  alii^  1150,  gr, 

23,  min.  33,  sec,  30*^     Auch  bei  Bullialdus  (Astron,  philoL,  Par.  1645,  Pro!,  p. 

15)  liest  man :  Arabes  etiam  in  Hispania  (!)  hanc  scientiam  colere  non  cessant  ei 

vUer  alios  Almeon  fil,  Almansoris,  cuius  observatio  de  maxima  obliquitate  signi- 

feri  facta  ad  nospervenit;  vixit  hie  Almeon  cir.  A.  Chr,  1150.  Hier  wird  Almeon 

gar  zum  Spanier!  Eine  Quelle  kann  ich  auch  hier  nicht  finden.     Bei  Mon- 

tucla  (I,  368)  heisst  es :  Almansor ,  autrement  Almeon ,  ou  peutitre  Almeon  ftls 

^Almansor,  observa  dit  on,  au  milieu  du  douzieme  siede,  la  declinaison  de  feclip- 

tique,  etla  trouva  de  23^  33'  30'^  (in  der  Anmerkung  wird  Bulliaud  citirt,  der 

jedoch,  wie  wir  gesehen,  keine  Zahl  der  Grade  angiebt).    Nous  ne  comptons* 

pas  trop  sur  cetie  date;  car  nous  ne  connaissons  point  les  auteurs  ori- 

ginaux^  sur  lesquels  onla  fonde.  Dann  kommt  er  auf  die  astronomischen 

Tafeln  in  Oxford  (s.  oben).     Dennoch  liest  man  bei  Delambre  (p.  0):  Dans 

le  XIL  siede,  Almansor  trouva  fobliquite  23®,  33'  30";  ceci  nous  prouve  que,  si  les 

Arabes  avaient  pcu  ajouti  aux  thiories  des  Grecs,  ils  avaieni  du  moins  observS 

beaucoup  mieux  etc. 


61)  Es  sind  Reinbold's  Scholien  zu  Peurbach's  Theorica  (Witeb.  1542^  gemeint, 
.  B.  Riccioli  I,  444,  §.  2  und  sonst;  vgl.  oben  Aum.  49. 
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Almeon  hatte  einmal  in  den  chronologischen  Uehersichten  bei  Blaneantsm 
RiccioU^  VosS)  Weidler  und  wohl  noch  Andern  das  Bürgerrecht  erhalten» 
und  in  Lalande's  allgemeinem  Index  (p.  882)  sich  bereits  Tenrielfliltigt,  denm. 
ausserdem  Khalifen  Almamon  erscheinen  noch:   ,,Almaon   1140,   Alm^oii. 
830,  Almi^on,  Almanzorius  1143*^;  von  ihnen  ist  jedoch  p.  4,  5,  Nichts  tXL. 
finden.    Aber  auch  dabei  hat  es  noch  nicht  sein  Bewenden.    In  Sedillot'» 
chronologischer  Tabelle  (Prolog.  d'Oloug  Beg.  p.  CLIV  n.  88)  erscheint, 
unter  1140  neben  Almaeon  noch  in  Parenthese     .  irtt^f.  eine  mir  unbekannte 
arabische  Namensform,  durch  welche  ein,  nach  meiner  Ueberzeugung  nicht, 
existirender  Autor  das  arabische  Indigenat  erhält!  —  Ferner  YjBrmnth<> 
ich,  dass  aus  dem  vermeintlichen  Astronomen  auch  ein  Alchemiker  fa* 
bricirt  worden,   nämlich:   ,, Almeon,  a  [Pel.]  Bona  Ferrariensi  laudaius^^  in 
BorelFs  Biblioth.  Chim.  p.  9.     Dass  in  den  Verseichnissen  der  Alchemiker 
eine  Anzahl  vielfach  verstümmelter  Namen  arabischer  Aerzte,  Astronomen 
und  namentlich  Astrologen  figurire,  werde  ich  anderswo  nachweisen. 

Für  das  Datum  1140 — 50  weiss  ich  freilich  keine  andere  Entstehung 
zu  vermuthen,  als  Irrthum  und  Confusion.  Ihn  £sra,  welcher  die  Nach- 
richt von  der  Schiefe  der  Ecliptik  nach  Jahja  Ibn  Abu  Man^sur  mittheilt, 
verfasste  seine  astrologischen  Schriften  um  1148,  und  erscheint  in  den  chro- 
nologischen Tabellen  bei  Weidler  (Bibliogr.  p.  5)  und  Lalande  (p.  5)  unter 
1150,  mit  der  Bemerkung:  Sphaerae  Piolemaei  cum  Persia  ei  Indica  camparaUo^ 
was  sich  auf  die  astrologischen  Excerpte  Scaligers  zu  Manilius  bezieht*). 
Wir  haben  oben  (A.  49)  gesehen ,  dass  Reinhold ,  und  nach  ihm  Blancanus 
u.  A.  den  Almansor  70  Jahre  nach  „ArzacheP*  d.  i.  Zarkai a  leben  lassen. 
Ebenso  behauptet  Riccioli  (p.  XXXI,  vgl.  I,  157,  166),  dass  Ibn  Esra  selbst 
im  Buche  Inüium  sapienliae  (?)  den  Arzachel  70  Jahre  früher  leben  lasse. 
Das  Zeitverhältniss  an  sich  ist  hier  allerdings  richtig ,  auf  das  Quellenver- 
hiltniss  werde  ich  anderswo  eingehen.  Es  soll  sich  hier  blos  ergeben,  dass 
das  Zeitalter  des  Ibn  Esra  auf  den  von  ihm  erwähnten  Autor  übertragen 
worden;  es  konnte  dies  um  so  leichter  geschehen,  als  im  Epigraph  der 
Aphorismen  Almansor  filius  Abrahae  Judaei  und  das  Jahr  530  der  Flucht 
vorkommt. 

So  bleibt  denn  der  Autor  der  Aphorismen  noch  immer  fraglich,  und 
für  Abraham  Judäus  nach  Lage  der  Sache  keine  andere  plausible  Ver- 
muthung,  als  dass  er  der  Dolmetscher  bei  der  Uebersetzung  Plato's  ge- 


62J  Vgl.  MontucU  I,  418.  —  Ich  habe  die  Ausg.  des  Mmnilios  4.  Argent.  1655 
▼or  Angen,  wo  p.  316:  SpAarramm  Pertime  Indicae  ei  Barbancae  orius  ex  Uhro  Ahen 
Esrae  Judaeorum  dociissimi  nichts  Anderes  enthält,  als  die  phantastischen  Figuren  der 
8.  g.  Decane  (D.  M.  ZeiUchr.  XVlII,  146)  aus  dem  hehr.  Buche  ImliMm  MapteHiiae; 
vgL  auch  Ricius,  de  motu  octaeue  sphaerae  f.  42K  —  Sollte  deshalb  miBSYerst&nd- 
lieb  dem  Ibn  Esra  „die  Eintheilung  des  Zodiak  in  l2Zeichen*'  (Heilbronner,  ßiiL 
matk,  p.  456)  beigelegt  sein? 


Von  M.  Steinschneider.  87 

weseD,  und  im  Epigpraph  ursprünglich  Abr.  Judaeo  interprete  oder  dergleichen 
gestanden  hahe,  wie  im  Epigraph  des  oben  besprochenen  Werkes  von 
ImruL 

0.  Das  Datnm  530  der  Flucht  findet  sich  auch  am  Schiasse  der  latei- . 
oiiehen   Uebersetsnng    des    Commentars    zum    Centiloqniam    des 
(Paendo-)  Ptolemaeas,  nttmlich :  „17  die  mensis  Marlii,  12  die  gumadi  secundi^^, 
h  der  That  fiel  der  12.  Dschnm.  II  des  Jahres  &30  auf  den  18.  März  1186  — 
dt,  nach  Wüstenfeld's  Tabellen,  der  1.  auf  Sonnabend  den  7.  März  traf;  es 
ift  jedoch  möglich ,  dass  das  Epigraph  nach  Sonnennntergang  geschrieben 
und  daher  nach  jüdischer  Weise  bereits  der  folgende  Tag  gezählt  worden; 
•bgesehn  von  der  Differenz  durch  Ansetzung  der  Flucht  am  16.,  da  es  frag- 
lieh ist,  ob  die  Datirung  durch  Ausrechnung  geschah.     Uebrigens  ist  auch 
eine  einfache  Verwechslung  der  Ziffern  7  und  8  leicht  denkbar.     Hiemach 
ift  in  meiner  Abhandlung  in  der  Ztschr.  f.  Mathem.  Bd.  X  S.  498,  Z.  7  an- 
itatt  1116  zn  lesen  1186.     Aber  auch  am  Ende  derselben  Seite  hat  sich  ein 
fiOr  die  Antorschaftsfrage  sehr  wesentlicher  Fehler  eingeschlichen,  den  ich 
im  Catalog  der  Leydner  Handschr.  p.  370  durch  Verwechslung  einer  Ziffer 
begangen  habe.     Es  hat  mich  dieser  Irrthum  veranlasst,  den  Commentar 
tum  Centiloquinm,  der  mir  freilich  jetzt  nur  in  der  lateinischen  Uebersetzung 
Torli^,  bis  auf  Anfang  und  Ende,  die  ich  auch  aus  drei  Handschriften  der 
hebräischen  excerpirt  habe,  durchzublättern,  um  die  Frage  nach  dem  Autor 
inr  Entscheidung  zu  bringen.     Es  sei  mir  gestattet ,  hier  das  betreffende 
Material  übersichtlich  zusammenzustellen. 

Zunächst  sind  einige  Stellen  auszuscheiden,  welche  ausdrücklich  als 
Jddilio  (N.OO)  oder  Exposiiio  addiia  (64)  bezeichnet  werden,  und  es  fragt  sich, 
ob  etwa  auch  andere,  nicht  als  solche  bezeichnete  dem  Original  angehören. 
Namentliche  Anführungen  sind:  Aristoletes^  de  operibus  a//»5(100),  —  eine 
ungenaue  Uebersetzung  des  Titels  der  Meleora'^)  —  Galenus,  lib.  dierum 
ereiicorum  (42),  Dorotheus  (88),  de  i.  Dorotheus  Sidonius,  hi  qui  exposueruni 
lib.  afo  [rismo]  Hippoeratis  (60),  Zahel  in  libro  elecHonum  (6,  vgl.  meinen  Ca- 
tal.  p.  2261)  und  ohne  Angabe  des  Buches  (57),  Indi  (n.  38,  95).  —  Der  Ver- 
fasser erwähnt  auch  seine  eigenen  astrologischen  Schriften :  Et  uniuscun- 
quarum  istarum  partium proprieiatem palefecimus  jam  in  li bris  nostris  judi- 
ciorum  (n,  87),  eine  unbestimmte  Citation,  s.  unten  (aus  n.  30). 

Nicht  selten  beruft  er  sich  auf  seine  eigene  Erfahrung  (z.  B.  40,  05) 
und  nennt  auch  bestimmte  Personen,  deren  Namen  jedoch  theilweise  derart 
verstümmelt  sind ,  dass  das  Aufsuchen  derselben  in  orientalischen  Quellen 
•ehr  erschwert  ist.  Andererseits  sind  einige  Mittheilungen ,  als  die  eines 
Zeitgenossen,  von  historischem  Werthe.  Beachtenswertb  ist  es ,  dass  die- 
selben sich  vorzugsweise  auf  Aegypten  beziehen.   Eine  Mittheilung  dieser 


63)  Nämlich  für  opcrntiones :  vgl.  oben  Antn.  42, 
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Stellen  dürfte  also,  mit  Rücksicht  auf  die  Seltenheit  des  Baches,  in  mancher 
Beziehung  nützlich  sein. 

Ich  beginne  mit  der  für  nns  wichtigsten,  am  Schlüsse  des  Baches,  wo- 
von ich  auch  die  hebräische  Uebersetzung  aus  2  Bodleianischen  and  einer 
Leydener  Handschrift  copirt  habe  und  hiernach  in  den  beigesetzten  Ab- 
weichungen benutze  : 

Reminiscor  enim:  quoniam  in  nocte 
200  anni  arabum^)  diffuse  sunt  asub 
muUe.  Occupaveruntque  aerem  el*)  ex- 
tincii  sunt  hominesi  duravilque  plus 
qualuor  horis:')transaclo  non  (!)  modico 
tempore  ejusdem  anni:  immoderatam*) 
sitim  passi  sunt  hominesi  et  pervenil 
nilus  egypiä  ad  13  cubilos.  Et  minuta 
est^)  ad  incommodum  (!)  hominum  quan- 
titas  4  cubitorum ,  crevitque  pretium  an- 
nonae  et  iurbaii  sunt  populi  iurbatione 
vehementi  et  terminatum  est  regnum^) 
Ptolo  (!)  regis  egypli. 

Hier  ist  ohne  Zweifel  von  dem  Untergang  der  Dynastie  der  Tnlnniden 
in  Aegypten  die  Rede,  welche  mit  dem  Tode  Harun's  (s.  weiter  unten)  im 
Jahre  004  endete;  es  heisst  unmittelbar  darauf: 


^)  es  verbreitete  sich  die  Flamme; 
')  es  erschracken  darob; 

')  es  verging  nur  ein  kleiner  Theil; 
^)  wegen  Wassermangel  dursteten; 


^)  und  es  fehlten  von  dem  Bedürfniss; 


^)  Altoloni  in  Aegypten. 


Simililer  in  anno  300  arabum :  dif- 
fusae  sunt  in  omni  parle  aeris:  et  minu- 
tus  est  Herum  nilus:  et  ^)via  aperta  est 
super  egyplum  ab  occidenle  t.  [id  est]  a 
terra  arabum  per  heubafa  (^ic)  etpost 
kunc  per  claraamem.  Acciditque  im- 
pedimentum  magnum  repugnanlibus :  in- 
surgenlibus  cum  Ulis,  s,  egt/pliis.  Ex 
habentibus  vero  comam  ascendit  una 
Habens  crines  s,  duanebai:  *)egypti 
passi  sunt  mullum.  Et  fuit  in  angulo  ex 
angulis  conjunctionis :  in  quo  inceptum 
est  regnum  filiorum  afttff').  Obiit  ergo 
abef  aneeir*).     In  anno   vero  02*) 


^)  und  es  wurde  in  Aegypten  (Kahira?) 
geöffnet  das  Thor  der  Aegypter, 
und  es  wurde  erobert  von  Abd  or- 
Rahman,  und  erstarkte  die  An- 
sicht [Parthei]  derjenigen,  die  mit 
ihnen  in  jener  Zeit  waren,  [lieber 
«Hobascha  oder  Habasa  s.  Weil, 
Gesch.  d.  Khalifen  II,  505.] 

')  diese  Worte  egypt . . .  muüum  fin- 
den sich  nicht  und  stören  den  Zu- 
sammenhang; 

•)  Abbas; 

^)  Abu  Ahmed  an  Na'sir; 

*)  202  (nicht  303); 


quidam  ascendit  Habens  comam^)  et  du-  ^)  „Besitzer  der  Zunge**  d.  h.  gezün- 


ravit  II  noclibus:  movebalurque  omni 
nocte'')  motu  sensibili,  Intraoit  igitur 
filius  alchalig^)  post  Hoc  brevi  tem- 
pore :  et  pro  fuit  egypto  et  ejus  parlibus. 
Acciditque  tunc  in  egyplum  quicquid 
dixit  Ptolo. 


gelter ; 
')  einen  westlichen  Weg; 
^)  Alchalig  in  Cod.  Uri,  die  anderen 

beiden  AVsalig  [wahrsch.  Muha- 

med  ben  Ali    al  -  Chalendschi  bei 

Weil  n,  525]. 


Von  M.  Steinschneider.  39 

Et  mögen  nun  noch  die  übrigen  historischen  Stellen  der  Reihe  nach 
folgen,  sn  deren  erschöpfender  Behandlang  mir  theils  die  Mittel,  theils  hier 
der  Baam  fehlen  würde. 

N.  0:  Et  ego  vidi  in  temporibus  Laroorche^)  regia  christianoram 
iitellitem  qni  ad  nos  ex  romanis  venit  et  sapiens  dicebatur:  et  factns  est 
saracenns  in  Egjpto  dintins  morans:  in  geometria  peritus:  qui  faciebat 
imagines  qni  artificialiter  movebantur:  lapidum  quoque  et  herbarum  natu-* 
raiD  oognoscebat.  Quadam  autem  die  dum  cum  eo  essem  armigerum  eius 
Toeiferantem  audivimus  quem  scorpins  pepugerat:  q  statim  ex  marsupio 
ligilla  odorem  incensi  habentia  extraxit:  eique  unum  porrexit  et  eum  per* 
tarefecit:  statimque  ut  bibit  (sie)  armiger  requievit.  Tunc  ego  aspexi  illa 
aigilla:  et  in  unoquoque  vidi  yultum  scorpionis  Impressum:  iuterrogavique 
eam:  cum  quo  illa  sigillaverat.  Tunc  ipse  respondit  mihi  annulo  aureo 
cni  lapis  erat  he^ aha r^)  in  quo  scorpionis  vultus  sculptus  erat:  interrogavi 
eim  qaa  hora  lapidem  illum  sculpserat :  dixit  mihi  luna  existente  in  scorpione 
icolpsi  etc. 

N.  30:  Ego  quidem  recordor:  cum  essem  unus  de  indoctis  astrologis : 
idhoe  quidem  juvenis:  venit  quidam  servus  regis  humarogei  deferens 
nativitatem  Aaron  filii  regis:  et  interrogans  utrum  possem  intelligere  si 
natQs  iate  succederet  patri  in  regno. . .  Tuncdistuli  dare  Judicium  donec  stu- 
diosius  inquisissem:  post  modicum  vero  temporis  quesivi  a  quodam  sene: 
qaemCaleth  dicebant:  filium  alimelit  elcemini^):  perito  in  dandis 
judieiis :  qni  cum  respiceret  figuram :  interrogavit  cuius  esset  nativitas :  et 
dixi  Aaron  filii  regis :  obtinebit  inquit  locum  10  annis  fere  in  regno :  et  erit 
snbpostetate  vel  regimine  alterius:  vel  erit  ille  cui  jubetur.   (Der  Verfasser 

64)  Da  eine  Zeitbestimmung  nach  einem  christlichen  Könige  nicht  gut  denkbar 
ist,  80  hängt  offenbar  regis  Christian,  mit  sateVitem  zusammen,  nicht  mit  Lamorche,  Für 
Letsteres  weiss  ich  noch  keine  sichere  Deutung.  Schwerlich  ist  es  identisch  mit  dem 
ipiter  anter  ii.30  erwähnten  Aumoro^cru« ,  nämlich  Khumaraweih,  dem  Sohne  des 
Ahmed  ben  Tnlun  (st.  899,  s.  Ibn  Khallikan  n.  224;  englisch  bei  Slane  I,  498),  dessen 
Sohn  Harun  („Aaron**)  freilich  nicht  unmittelbar  dem  Vater  in  der  Regierung  folgte, 
sondern  dem  Bruder  DscheLsch,  der  nur  mehrere  Monate  herrschte.  Harun  starb  Ende 
December  904;  in  Bezug  auf  die  genaueren  Daten  sind  jedoch  die  Historiker  nicht 
einig,  cum  Theil  mit  sich  selbst  im  Widerspruch  (s.  W  eil  a.  a.  O.  II,  482, 523). 

05)  Wahrscheinlich  Bezoar,  über  dessen  Heilkraft  eine  Monographie  bei  Hagi 
Khilfaü,  378  n.  6012  (vgl.  VII,  896  zu  VI,  51)  erwähnt  ist;  vgl.  auch  das  pseudoaristo- 
teliflche  Lapidarium  {H^ht.  Bibliogr.  1863,  S.  94)  und  den  betreffenden  Abschnitt 
des  pseudo-aristotel.  Secretwn  secretorum,  sowie  die  Mineralogen  Taifaschi  (Kap.  10) 
und  Mnhammedbar  Mansur  (Kap.  9)  beiDietz,  Anatecta  med.  p.  13  und  bei  Ham- 
mer in  Fandgruben  des  Orients,  VI,  134 ;  Virchow's  Archiv  Bd.  37,  S.  401. 

66)  Khalid  ben  Abd  el-Melik,  der  Astronom  des  Maamun  (el-Kifti  bei 
CMiri  und  bei  Sedillot,  Proleg.  p.X;  Hagi  Khalfa  III,  466;  VII,  1121  n.  4818) 
wird  in  den  angeführten  Quellen  nicht  Eicemini  (et- Semini?)  genannt)  vgl.  auch  un- 
ten unter  No.  65  der  Aphorismen.  Diese  Anführung  lässt  auf  ein  hohes  Alter 
unseres  Commentators  schliessen. 
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bringt  es  durch  Bestechung  dahin ,  dass  der  Astrolog  ihm  das  Anzeichen 
angiebt,  das  auch  beim  Grossvater  Arons  stattgefunden.)  Et  successit  Aaron 
patri  suo  in  regno  et  regnavit  annis  novem  et  quibusdam  mensibus.  (s.  Anm. 
64).  Et  similiter  jadicavit  rahabachat  almansor  quod  ipse  obtineret 
Imperium  dum  esset  eins  hospes :  et  erat  tunc  almansor  in  paapertate  ma- 
xima:  in  diebus  benumeie^^).  Et  haec  omnia  commemoravi  in  quo- 
dam  raeo  libro^). 

N.  36.  In  hac  etiam  urbe  qnendam  vidi  quem  praeposuit  ametrillo- 
nis^)  filius  ut  fundaret  meschidam  majorem,  ^  et  (sie)  unde  iroperator 
indignatus  fecit  eum  venire  ad  se.  Cumque  venisset  quaesivit  cur  opus 
Buum  imperfectum  relinqaeret:  qni  suo  infortanio  stulte  respondens  in  iram 
regem  commovit  Qaapropter  diu  cesus :  expiravit  et  eins  ascendens  nati* 
vitas  fuerat  libra. 

N.  56:  Audivi  siqaidem  a  patre  meo:  cni  dens  parcat:  quod  cum  ipse 
fuisset  cum  bis  qui  se  absconderant  a  facie  imperatoris  almenur  (od.  al- 
roenum):  cum  Habraam  filio  Almohed^^):  et  quotidie  occnlte  visitabat 
eum  Alhacen  filius  Habrae:  Rauci  astrologus:  discipulus  Rauchil: 
qui  praecepit  ut  a£ferret  concham  maximam  aeneam:  aqua  plenam:  in  qua 
ponens  scabellum  consuluit  ei :  ut  desuper  sederet  in  majori  parte  diei.  Et 
hoc  ideo  praecepit  ut  faceret  errare  astrologos  imperatoris  in  esse  abscondi» 
torum.  Dixerunt  enim  quod  esset  in  medio  maris.  Tandem  sonns  factna 
est  qnod  aufugeret  per  mare  indicum.  * 

N.  65:  Et  vidi  Calitum  filium  Aluelit  (sie)  qui  ponebat  significa- 
torem  in  omni  interrogatione  non,aliura  praeter  dominum  «conjnnctionis  etc. 
et  hie  erat  valde  veridicns  in  dandis  judiciis. 

N.  73:  Audivi  equidem  a  quodam  qui  vocabatnr  Sevalet:  filius  ac* 
c e l e m :  filius  sortilegi  qni  Ebroamal  (sie)  vocabatur  qui  fuerat  concede (?) 
filio  Aali:  valde  animoso  in  mari  vel  in  navigando:  qui  cnm  vellet  ingredi 
tybrim  nimio  turaultuosum:  ventis  undas  exagitantibus:  cum  illum  incre- 
passet  dixit  illi:  non  timeo  mihi  mortem  in  mari.  Juppiter  enim  fnit  in 
nativitate  mea  in  domo  mortis  etc.  Et  vidi  inquit  illura  in  lecto  suo  mori. 
Accidit  etiam  ut  quidam  serviens  responderet  mihi  nativitatem  filii  domini 
sui  etc.  Cumque  pervenisset  ad  30  annum  ingressi  sunt  quidam  domum 
eius  fugientes :  eo  quod  accusati  essent  super  illum  de  dolo  quem  perat  urbi 


67)  D.  h.  der  Omajaden»  ohne  Zweifel  ist  vom  Khalifan  Aha  Dschaafer  el- 
Mansnr  die  Rede ;  vgl.  ohen  Anm.  52. 

68)  8ollte  hier  die   historische  Schrift  gemeint  sein,  welche  in  der  Zeitschrift 
f.  Math.  X,  403  n.  6  (vgl  S.  498)  erwähnt  ist  ? 

69)  Ahmed,  Sohn  des  Tnlun  (starb  884),  s.  Ibn  Khallikan  bei  SUne  I.  153; 
Weil  II,  435.     Die  nach  ihm  benannte  grosse  M^oschee  baute  er  im  Jahre  259  H. 

70)  Ibrahim,  Sohn  des  Mehdi,  versteckte  sich  im  Juni  819;  s.  Ibn  Khallikan  n. 
^5  engl,  bei  Slane  I.  S.  17;  vrgl.  d'Herbelot  II,  816;  Weil  II,  225. 
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is  e^jpto:  et  deprehensi  snnt  in  domo  illa:  et  ipse  cnm  illis  amisit  mannm 
et  pedes  etc.     Haec  omnia  indoxi  ad  perfirmanda  verba  Pto. 

Der  lateinische  Uebersetzer  dieses  Commentars  ist  bis  jetzt  unbekannt ; 
die  Art  der  Datimng  erinnert  jedoch  an  Plato  nnd  Abraham  Judaens. 
Bei  genauerer  Erforschung  der  Handschriften  findet  sich  vielleicht  auch  der 
Ntme  des  Einen  oder  Anderen. 

10.  Eine  Nativität  auf  dem  1.  Blatte  des  Cod.  Sorb.  080 ist  schon  von 
Cbailes  (Comptes  rendus  XIII,  1841,  p.  508  Note  3)  erwähnt,  welcher  den 
Verfttser  ungenau  als  Abraham  Juif  de  Beziers  bezeichnet.  Ich  besitze  eine 
Dorebzeichnung  sowohl  der  Figur  mit  den  12  Häusern  und  deren  Inschriften 
mit  sehr  kleinen  Lettern  als  auch  des  daneben  geschriebenen  Textes.  In 
der  Mitte  der  ersteren  liest  man :  Nal[mlas]  cttiusdam  pueri  anno  dorn. 
MCXXXri.  XX.  (??)  die  octbe.  die  mar.  cel.  (?)  hora  ij.  Das  Jahr  1136  und 
und  der  Monat  October  sind  sicher ,  sowie  die  ersten  beiden  XX  des  Mo- 
Bitittges;  hingegen  ist  das  3.  abgerückte  Zeichen  einem  m  ähnlich,  vielleicht 
eine  zusammengesetzte  Zahl  oder  sonst  Etwas.  Das  Jahr  1136  hat  die 
Sonntagsbuchstaben  E  D,  also  war  Dienstag  ausser  dem  20.  nur  noch  der 
27.  October.  Ich  bedaure ,  nicht  angeben  zu  können ,  nach  welchem  der 
▼enchiedenen  Systeme  diese  Nativität  berechnet  ist;  beispielsweise  be- 
merke ich ,  dass  in  den  beiden  Häusern  an  der  untern  Basis  nur  aquarius 
Villi  und  aries  XII,  in  dem  zwischen  beiden  nur  pisces  XVII  verzeichnet 
ist  Aus  dem  in  der  Anmerkung  ^^)  mitgetheilten  Texte  der  Nativität  hebe 
ieh  die  Worte:  pro  sua  lege  inquirenda  hervor,  indem  ich  daraus  schliessen 
nSehte,  dass  der  Knabe  ein  jüdischer  war,  so  dass  das  Ganze  aus  einem 
hebräischen  Texte  übersetzt  sein  könnte.     Aber  das  Jahr  1136  passt 

71)  Atpexi  hanc  natioitatem  et  inaeni  quod  pro  omnibus  parentibas  saU  erit  sa- 
pientior  et  erit  amator  Scientie  et  correctionis  et  diliget  sapientes  et  erit  mente  boni- 
Qolns  et  Hbenter  sna  erogabit  et  erit  amator  muHeram  eed  caate  et  absconse  et  niuet 
LIVUI  annis  et  erit  omnibus  diebas  uite  sne  sanus  corpore  sed  tamen  habebit  ali- 
^Uintiilum  infirmitatis  in  stomacho  ex  calore.  Et  cnm  expleaerit  XXV  annum  et  panlo 
■BpIioB  accipiet  nxorem  convenientem  de  nobili  prosapia  et  tanc  incipiet  fortuna 
•Qt  meliorari  in  omnibus  que  facere  voluerit  sed  propter  louem  diliget  mulierem  et  ali- 
quintuliim  fama  blasphemabitur  sed  ei  non  nocebit.  et  habebit  filios  et  filias ,  sed 
^plios  de  filiia.  Et  duas  uxores  babebit  de  quibus  mortem  uidebit  et  bona  illarum 
po«ridebit  et  quamdiu  uixerit  satis  diues  erit  quia  in  omnibus  Incrabitur  et  hec  fortuna 
videtar  ei  contingere  ex  quo  habebit  XX  annos  et  peraget  longa  itinera  pro  sualege 
Inqnirenda  et  quocnmque  ierit  ab  omnibus  honorabitur  et  lucrabitur  in  omni  mer- 
estnra  prout  ipse  uoluerit  et  sicut  etas  augroentabitur  ita  et  ipsa  peccunia  et  ditior 
erit  omnibus  parentibus  suis  et  morietur  in  terra  sua  ex  forti  ualitudine  stomachi  cum 
ptr..ta.«si.  anni  fortunati  sunt  eins  XVIIIIus.  XXIus.  XXV.  XXVIIl.  XXXI.  XXXVII. 
XLV.  XLIX.  LH.  LXI.  anni  infortunati  sunt  XXIII.  XXVI.  XXXV.  XXXVIII.  XLVII. 
l'*  LVIIIL  LXII.  Menses  fortunati  november,  februarius,  iulius.  Infortunati  Sep- 
tember, december.  dies  boni  dies  veneris.  mali  dies  martis.  nox  bona  quam  sequitur 
dtei  martif .  mala  quam  sequitur  dies  sabbati.  et  ilie  sit  super  omnia  benedictus  qni  de 
bac  re  aeritatem  non  ignorat.  hanc  natiuitatem  iudicauit  abraham  iudeus  biterris. 
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nicht  sehr  gut  zu  Abraham  barChijja,  den  wir  in  den  früheren  Monaten 
dieses  Jahres  in  Barcelona  gefunden,  und  dessen  Aufenthalt  in  der  Provence 
überhaupt  noch  fraglich  ist.  Ibn  Esra  war  sicher  zu  irgend  einer  Zeit 
in  Beziers,  da  er  dort  das  Buch  über  den  Gottesnamen  verfasste;  und  zwi- 
schen seinen  astrologischen  Werken  ist  eine  ähnliche  NativitÜt  eines  Kindes 
aufgenommen ,  welches  im  Herbst  1 160  geboren  worden ,  und  zwar  nach  der 
Länge  und  Breite  von  Narbonne.  Es  knüpft  sich  daran  eine  allgemeine 
Erörterung,  in  welcher  die  Ansicht  des  „Nasi"  (Abr.  bar  Chijja)  bestritten 
wird  (oben  Anmerkung  20).  Ob  aber  Ibn  Esra  schon  1136  im  Beziers  war, 
das  ist  eine  sehr  schwierige  Frage,  welche  nur  im  Zusammenhange  mit  sehr 
weitschichtigen  Untersuchungen  besprochen  werden  kann  (vgl.  vorläufig 
Hebr.  Bibliographie  1861,  S.  68,  Anm.  5,  1862,  S.  30).  Es  ist  freilich  kein 
zwingender  Grund  vorbanden,  den  Verfasser  dieser  Nativität  überhaupt  mit 
einem  der  beiden  Astronomen  zu  identificiren ;  warum  sollte  nicht  ein  an- 
derer Jude  Abraham  in  Beziers  eine  solche  gestellt  nnd  niedergeschrieben 
haben?  Und  dennoch  kommt  man  wieder  auf  jene  Celebritäten  zurück,  weil  es 
unwahrscheinlich  ist,  dass  irgend  ein  obscurer  Mensch  zu  einer,  in  damaliger 
Zeit  so  wichtigen  Angelegenheit  herangezogen,  und  die  Nativität  eines 
solchen  der  Aufzeichnung  oder  gar  Uebersetzung  gewürdigt  worden ;  viel- 
mehr möchte  in  der  Person  oder  in  der  Methode  die  Veranlassung  zu 
suchen  sein.  Merkwürdiger  Weise  bietet  aber  das  Datum  1136  ein  in  beiden 
Fällen  wichtiges  biographisches  Moment.  Ich  gestehe,  dass  ich  nur 
aus  unsicheren  Gründen  mich  eher  für  Ibn  Esra  entscheiden  würde,  eben 
so  in  Bezug  auf  das  von  Libri  (^Hist.  I,  304)  abgedruckte:  Liber  augmenli  et 
diminuiionis  ...  quem  Abraham  compilavil  ,,,y  wenn  nicht  dort  ein  Araber 
Ibrahim  gemeint  ist.  Von  Letzterem  werde  ich  also  in  einem  nachfolgenden 
zweiten  Artikel  handeln,  dessen  Gegenstand  die  Schriften  des  Ibn  Esra 
sein  werden. 


Nachtrag  (vom  December  1866). 

Auch  diesmal  sind  mir  zwischen  Absendung  und  Abdruck  der  obigen 
Abhandlung  Hilfsmittel  zur  Ergänzung  zugegangen,  welchen  ich  das  Nach- 
folgende entnehme,  einige  sehr  kurze  Bemerkungen  anfügend. 

Ueber  Almeon  (S.  35)  erhielt  ich  durch  die  unermüdliche  Freundlich- 
keit desFürsten  Boncompagni  Ende  Juli  fernere  7  Citate,  von  denen  ich 
nnr  die  beiden  ältesten  und  wichtigeren  ausführlicher  wiedergebe. 

1.  InPurbach's  Theorica planetar.  {ed.  1482,  foLh,  verso)  und  ed.  1553, 
fol.  166;  {de  mtäalione  declinationum  solis  maximarum)  liest  man:  Maiores 
namque  repertae  sunt  a  Ptolemaeo  quam  ab  Almeone,  quod  utique  cum  similibus 
VHS  et  modis  processerint  etc.  —  Ich  glaube,  dass  man  hier  nur  an  den  Kha- 
lifen  Maamun  zu  denken  brauche,  da  keine  Zeitbestimmung  angegeben  ist. 
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3.  In  dem  Scbolion  des  Erasmus  Rein  hold  zur  Stelle  (ed.  Paris  1553) 
wird  eine  Zusammenstellung  der  grössten  Declinationen  gegeben  (vergl. 
oben  S.  34 ,  Anm.  59) : 

Eratosthenes,  Hipparch  und  Ptolemäus  [um  130] 

V     beinahe  gleich 23^51'  20" 

cirtt  880  Albategnius .     23M5'     O" 

„    1070  Arzabel 23»  54'  [1.34?]  O'' 

„    1140  Almeon  Almanioris  (^c) 23^33'  30" 

„    1300  Prophatins  Judaeus 23^  32'     O" 

„    1460  Porbachius  et  Regiomontanus 23®  28'     O" 

u.  s.  w. 
Es  folgt  dann  eine  Angabe  der  Zeitdistanz  und  Jahrzahl,  welche  ich 
der  Kürze  halber  gleich  durch  Beisetzung  der  letzteren  erledigt  habe;  bei 
Almeon  heisst  eaeisi  Wernerusalüer  tradil,  Reinbold^s  Schollen  erschienen 
loerst  1542  (s.Lalande,  p.  61,  bei  welchem  p.  62  eine  Pariser  1643,  p.7ö  eine 
WittenhergerlS53,  ohne  nähere  Angaben,  vielleicht  Beides  irrthümlich;  die 
ersten  Ausgaben  scheinen  sehr  selten,  da  auch  die  Bodleiana  keine  besitzt; 
diePariser  im  Besitze  Boncompagni's  ist  apud  Carolum  Perier  in  vico  Bellovaco 
»6  Bellerophone  MDLIII  gedruckt).  —  Weiter  hinauf  weiss  ich  die  Angabe 
über  Almeon  nicht  zu  verfolgen.  Von  da  abwärts  schreibt  Einer  dem  An- 
dern nach. 

3.  Bulialdus  (s.  oben  S.  35).  —  4.  Nie.  Antonio  {Biblioth,  hisp.  ed. 
1060,  p.  230,  ed,  Bayer  1788,  p.  39l):  Almaeonem  Almanzoris  {filium  intelligo) 
etc.  Ismael  Bullialdus  eic,  —  5.  Im  Caialogus  Biblioth,  Casanatensis  T,  /,  Rom 
1761,  p.  133 :  Almansor,  Asirologus  Arabs,  aliguibus  idem  ac  Almaeon  Almanzoris 
(Um  etc.  qui  maximam  solis  declinationem  etc,  anno  1140  »<?/  1150.  — 6,  Bailly 
(Eist,  de  Castr.  T.  /,  Paris  1779,  p.  602,  §.  XXIX):  Almansor,  ou  Almeon, 
fieurit  vers  1140  ou  1150,  f7  s'occupa  de  la  recherche  de  Vobliquitd  etc.  als 
Quelle  ist  zweimal  Bullialdus  genannt,  obwohl  dieser  die  Zahl  23°  33^Ä'  nicht 
»ngiebtl  — 7.  Fossi  o  {Catal.  Cod.  saec.  XV.  impress.  qui  in  Bibl.  Magliabech.j 
r.  I  Florent.  1793,  p.  77)  bezieht  sich  zur  Ausgabe  1492  der  Judicia  Almanso- 
ris  auf  den  Catalog  der  Casanat.  (N.5)  und  Antonio  (N.4). —  Boncompagni 
lelbst  folgte  wahrscheinlich,  wie  er  mir  schreibt,  der  letzten  oder  einer  der 
letzten  4  Quellen.  — 

In  Bezug  auf  hebräische  Handschriftendes  Abraham  bar  Chijja 
der  im  ist  Frühling  d.  J.  erschienene  pariser  Catalog  (Catalogues  [so]  des 
Munuscr.  hibr.  et  samaritains  de  la  bibioth.  imperiale)  in  der  table  alphab.  des 
auleurs  p.  249  unter  Abraham  fils  de  Hayya  zu  vergleichen,  jedoch  nicht  ohne 
Vorsicht.  Die  Bezeichnung  Calendrier  für  das  Buch  Ibbur  (oben  S.  16)  ist 
QDgenau;  — die  Handschrift  Almanzi  8  hat,  nach  Lnzzatto's  Angabe,  bessere 
Lesarten  als  die  Ausgabe.  —  Die  Berechnung  der  Planetenläufe  (oben 
8.  13)  ist  in  N.  1044,  1092  vertreten ;  letztere  enthält  Einiges  von  Jacob  ben 
Uachir ,  auch  die  Tafel  von  70  Städten ,  erstere  Noten  von  Ihn   Eata^ 
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welche  angeblich  die  meisten  Handschriften  des  Baches  begleiten  I  Das 
gilt  nnr  von  den  Tafeln  und  ihren  Canones.  Die  Geometrie  ibt  in  1048 
(Orat.  100),  1061  (a.  f.  447),  nicht  in  1050  (449).  Der  Catalog  setzt  das  Wort 
attribuS  hinza,  d.  h.  von  den  Verfassern  des  Catalogs,  aber  mit  Recht;  hin- 
gegen irrthümlich  nnter  dem  astrologischen  Werke  1056,*,  welches  der 
Compilator  des  Catalogs  ohne  allen  Grand  unserem  Abraham  beilegt,  in- 
dem die  Citate  aus  Ibn  Esra  spätere  Zusätze  sein  sollen.  Vielmehr  sind 
es  offenbar  die  bekannten  4  Kapitel  des  Auszuges  aus  Ibn  Esra's  astrologi- 
schen Schriften  von  Levi  ben  Abraham  (XIII.  Jahrb.)!  —  In  demselben 
Register  p.  250  ist  Ali  als  Commentator  des  Centiloquium,  nach  der  Ueber- 
setzung  des  Jakob  ben  Elia  aus  dem  Lateinischen  in  N;  1065,  irrthümlich 
unter  Ali  (Maitre  Manuel)  gerathen  und  gehört  unter  „Ali  Ibn  Rodhwan*' 
(s.  obenS.  38)*). 

S.  8,  Anm.  11,  der  apologet.  Brief  ist  kürzlich  in  der  zu  Paris  erschei- 
nenden hebr.  Zeitschrift  Libanon  (III,  N.  20,  S.  365)  abgedruckt. 

S.  10,  A.  19,  ein  Imago  mundi  wird  dem  Isidor  Hispalensis,  Beda 
oder  Heinrich  Huntingdon  zugeschrieben  (vergl.  Coxe,  Catal.  Canon, 
p.  291  Cod.  18.»). 

S.  20,  Anm.  37.  Herr  Prof.  Haneberg  war  so  freundlich,  mir  die 
Stellen  aus  den  beiden  Münchener  Handschriften  des  Originals  A.  f.  81* 
andj9f.65^  abzuschreiben,  flautet:  „DieseRechnung  beruh  tauf  den  Grund- 
sätzen der  Wissenschaft  des  Maasses  und  die  Beweise  dafür  sind  dort  er- 
läutert, hier  brauchst  du  sie  nicht.  Ich  schliesse  diesen  Theil  u.  s.  w."  In 
B.  „  Diese  Rechnung  .  .  •  Maasses ,  wir  können  sie  hier  nicht  angeben  und 
brauchen  sie  hier  auch  nicht  so  sehr,  weil  der  Beweis  der  Wahrheit  diese 
Rechnung  ist,  nach  der  Zahl  (?),  die  ich  angegeben,  ich  schliesse  u.  s.  w." 
Man  sieht  auch  hier,  dass  die  lateinische  Uebersetzung  durchaus  keine  wort- 
getreue ist. 

S.  32:  Ibn  al-Moneddschim;  vergl.  auch  Joum.  Asiat  1853,  T.  I, 
p.  337. 

S.  34  unten:  lieber  den  Missbrauch  des  Namens  Job.  Damascenns 
8.  meine  Nachweisung  in  Virchow^s  Archiv,  B.  37,  S.  374  ff. 


1)  Ich  kann  nicht  nmhin,  hier  zn  bemerken ,  dass  die  Handschriften  1082,*  das 
arabische  Original  des  Kalenders  von  Abul  Hasan  Qarib  ben  Said  enthält,  und 
dass  bei  der  Gestalt  der  hebräischen  Buchstaben  kein  Zweifel  an  meiner  Vermathnng 
(Zeitschrift  Bd.  XI,  8.  238)  übrig  bleibt.  So  hat  denn  in  Paris  selbst  das  Werk  so 
lange  nnerkannt  gelegen,  nnd  würde  es  vielleicht  noch  bleiben ;  denn  die  hebräischen 
Bachstaben  scheinen  einen  abschreckenden  Zauber  auszuüben ! 


II. 

lieber  lemniBcatiBche  Coordinaten. 

Von 

Dr.  E.  LoMMEL, 

Lehrer  am  Qjmnasiam ,  Docent  an  der  Universität  und  am 
eidg.  Polytechnikum  in  Zürich. 


(Hierzu  Tafel  I,  Figur   1  bis  4.) 


].  Wir  stellen  uns  zunächst  folgende  Aufgabe:  Es  sollen  diejeni- 
gen krummen  Linien  bestimmt  werden,  welche  das  durch  die 
Gleichung 

»J  [(p+^)'+»'][(P-*)*+y']  =  ?* 

gegebene    System    homopolarer    Lemniscaten    rechtwinklig 
durchschneiden. 

Die  vorstehende  Gleichung  bezieht  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt aller  Lemniscaten  zusammenfällt,  und  dessen  Abscissenaxe  durch  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Pole  hindurchgebt;  p  bedeutet  die  Entfernung 
eines  jeden  Poles  vom  Mittelpunkt ,  und  q  ist  ein  Parameter,  welcher  Ton 
einer  Lemniscate  zur  andern  variirt.  Die  Gleichung  selbst  ist  d«r  unmittel- 
bare Ausdruck  der  bekannten  Eigenschaft,  dass  das  Product  der  Entfer- 
nungen eines  Curvenpunktes  von  den  beidea  Polen  für  jede  einzelne  Lem- 
niscate einer  Constanten  q*  gleich  ist. 

Die  Tangente  des  Winkels ,  welchen  die  irgend  efne  unserer  Lemnis- 
caten im  Punkte  {Xj  y)  berührende  Gerade  mit  der  Abscissenaxe  ein- 
ichliesst,  berechnet  sich  leicht  in  folgender  Gestalt: 

X    x*  +  y* — p* 

~  y'  ^+y'  +  P* 
Die  gesuchte  krumme  Linie,  welche  durch  den  betrachteten  Punkt  der 
Lemniscate  hindurchgeht,  hat  daselbst  natürlich  die  nämlichen  Coordinaten 
X  und  y,  nur  ist  die  zwischen  denselben  bestehende  Eelation,  d.  h.  die  Glei- 
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chung  der  Curve,  noch  unbekannt.   Da  aber  ihre  Beruh mngslinie  in  (x,  y)^ 

welche  mit  der  Abscissenaxe  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente   —  ist, 

dx 

senkrecht  stehen  soll  aaf  derjenigen  der  Lemniscate ,  so  hat  man  o£fenbar 

die  Differentialgleichung 

^  dx     a:(a:*+y«-p«) 

deren  Integration  zur  Lösung  des  vorgelegten  Problemes  führt. 
Man  kann  aber  diese  Gleichung  auch  so  schreiben : 

(x*+y*)  (xdy^y  dx)  =p»  (s/dx+xdy). 
Führt  man  nun  vermittelst  der  Gleichungen 

^  =  »  und  xy  =  w 
X  ^ 

zwei  neue  Veränderliche  v  und  w  ein ,  so  findet  man  leicht 

xdy—ydx^zj^dv 

xdy+ydxs=dw 

a^+y'^x'a  +  p') 

V 

Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  in  obige  Differentialgleichung  verwan- 
delt sich  dieselbe  in 

tv* 
—C\+v')dv=p*dw. 

Hier  können  die  Veränderlichen  ohne  Weiteres  getrennt  werden;  man 
erhält 

Die  Integration  liefert  sofort 

V  W 

WO  C  die  willkührliche  Constante  bezeichnet.   Führt  man  jetzt  die  urspüng- 
lichen  Veränderlichen  x  und  y  wieder  zurück,  so  stellt  sich  die  Gleichung 
der  gesuchten  Trajectorien  in  folgender  Form  dar: 
3)  x'—y^+Cxy—p*. 

Sie  lässt  auf  den  ersten  Blick  erkennen,  dass  die  verlangten  Curven 
ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  bilden,  welche  sämmtlich 
durch  die  beiden  Pole  der  Lemniscatenschaar  hindurchgehen,  und  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der  Lemniscaten  coincidirt. 

2.  Transformirt  man  diese  Gleichung  zu  einem  neuen  rechtwinkligen 
Coordinatensjstem,  welches  den  nämlichen  Anfangspunkt  hat,  dessen  Ab- 
scissenaxe aber  mit  der  ursprünglichen  den  Winkel  ß  einschlisst,  indem  man 

x=:x'  cos  ß — y  sin  ß 
ys=zx  sinß  +  y  cos  ß 
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setft,  80  erhält  man  zunächst 

(«'«— f'«)  (^cos2ß+^Csin2ß)  —  2xff'  {sin2ß—{Ccos2ß)=p\ 
Soll  die  neue  Abscissenlinie  mit  der  Hauptaxe  der  Hyperbel  zusam- 
menfallen ,  so  muss  der  Winkel  ß  der  Bedingung 
sin2ß'-\Ccos2ß=0 
genfigeo,  woraus  sich 

C  —  2tg2ß 
ergiebt.  Führt  man  daher  mittelst  dieser  Relation  in  die  obige  transformirte 
Gleichung  statt  der  willktirlichon  Constanten  C  den   ebenso  willkürlichen 
Winkel  ß  ein,  so  erlangt  die  Gleichung  der  Hyperbeln,  auf  die  Axen  bezo- 
gen,  folgende  einfache  Gestalt 

x*—y*=p^cos2ß, 
wo  jetzt  ß  den  Winkel  ausdrückt,  welchen  jedesmal  die  reelle  Axe  mit  der 
früheren  Abscissenlinie  bildet     Die  halbe  Länge  r  dieser  Axe  bestimmt 
sich  aas  der  Gleichung 

4)  r«=p«co*2/3, 

welche  uns  zeigt,  dass  ihre  Eichtung  stets  zwischen  ^= — 45®  und  /3=-f-45® 
(oder  zwischen  j?  =  180^ — 45®  und  ß  =  lb(fi+4b^)  enthalten  sein  muss,  weil 
alle  übrigen  Werthe  von  ß  imaginäre  Werthe  von  r  liefern  würden.  Man 
erhält  demnach  ^lle  Hyperbeln  des  Systems,  wenn  man  dem  Winkel  ß  alle 
itetig  aufeinanderfolgenden  Werthe  von  — 45°  bis  +45®  beilegt.  Für  die 
Grenzwinkel  ß=  —  45®  und  /J  =+45®  wird  r=0,  und  die  Hyperbeln  redu- 
eiren  sich  in  diesem  Falle  auf  ihre  Asymptoten,  nämlich  die  Cogrdinaten- 
axen  Ä'Ä'  und  FF'  (Fig.  1). 

Werden  in  der  Gleichung  4)  r  und  ß  als  Polarcoordinaten  angesehen, 
80  stellt  dieselbe  den  geometrischen  Ort  der  Scheitel  sämmtlicher  Hyper- 
peln  dar.  Der  blosse  Anblick  der  Gleichung  zeigt  uns,  dass  dieser  Ort 
eine  Lemniscate  {ACO  Fig  l)ist,  welche  sich  inFormeines  oo 
dnrch  die  beiden  Pole  und  den  Mittelpunkt  der  gegebenen 
Lemniscatenschaar  hindurchschlingt.     Sie  gehört  demnach  nicht 

XU  dieser  Schaar:  ihre  Pole  sind  vielmehr  um  die  Grösse  ^  vom  Mittel* 

j/i 

pnnkt  entfernt. 

Bezeichnet  man  mit  /  die  Entfernung  des  Brennpunktes  der  zum  Win- 
ke] ß  gehörigen  Hyperbel  vomCoordinatenanfang,so  hat  man  r''=2r*,  oder 
5)  r'»=2/>'co5  2/3. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  sämmtliche  Brennpunkte  derHy- 
perbelschaarauf  derjenigen  unserer  gegebenen  Lemniscaten 
liegen,  welche  durch  den  Coordinatenanfang  hindurchgeht 
{LMO  Fig.  1)  und  daselbst  einen  doppelten  Wendepunkt  besitzt.  Auch 
diese  Lemniscate  wird  von  sämmtlichen  Hyperbeln  unter  rechtem  Winkel 
geschnitten,  nur  der  eben  genannte  Doppelpunkt  macht  eine  Ausnahme.  Die 
beiden  in  ihm  sich  kreuzenden  Curventheile  bilden  nämlich  mit  der  positi- 
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ven  Abscissenaxe  Winkel  von  45®  und  135°,  d.  h.  sie  dnrchscbneiden  siel 
selbst  rechtwinklig,  nnd  werden  also  von  der  durch  den  Anfangspunkt  ge 
henden  Hyperbel,  nämlich  den  beiden  Coordinatenaxen,  unter  Winkein  voz 
45®  geschnitten.  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  des  Lemniscaten-  und  Hy 
perbelsystems  bietet  demnach ,  in  Hinsicht  auf  die  Eingangs  gestellte  Auf 
gäbe,  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  dar,  indem  der  rechte  Winkel 
unter  welchem  die  beiden  Curvenschaaren  sich  sonst  überall  schneiden,  da 
selbst  plötzlich  auf  einen  halben  rechten  Winkel  zurückspringt. 

3.  Da  sämmtliche  Hyperbeln  gleichseitig  sind,  so  weichen  ihre  Asymp 
toten  von  der  Richtung  ß  der  Hauptaxen  beiderseits  um  45®  ab.  Bezeichne! 
man  daher  mit  a  den  Winkel,  welchen  diejenige  Asymptote  mit  der  posi* 
tiven  X  •  Axe  bilden ,  der  man ,  von  der  positiven  x  -  Axe  gegen  die  positive 
y-Axe  fortschreitend,  zuerst  begegnet,  so  ist 

a=j5+45® 
folglich 

C=  —  2coig2a. 
Führt  man  diesen  Werth  statt C  in  die  obige  Gleichung  3)  ein,  so  liefert 
6)    ^  «* — y»  —  2xycotg^a=:p* 

alle  Hyperbeln  des  Systems ,  wenn  o  alle  Werthe  von  0®  bis  90^  durchläuft 

4.  Bestimmt  man  aus  Gleichung  6)  den  Winkel  w^  welchen  die  Berüh- 
rende an  irgend  einem  Punkte  {x^y)  einer  unserer  Hyperbeln  mit  der  o:- Axe 
einschliesst,  so  findet  man 

^^  . ^y  _xlg2a—y 

-^  ''         dx      ytg2a  +  x 

Für  jr=p  und  y=0,  d.  h.  für  den  Punkt  A  (Fig.  1),  wo  alle  Hyperbeln 
sich  schneiden ,  ergiebt  sich 

igrvQ^tg2ti 
oder 

Der  Winkel  also,  unter  welchem  eine  jede  Hyperbel  im 
Punkte  A  die  Abscissenaxe  AOA'  durchschneidet,  wird  durch 
ihre  eine  Asymptotenrichtung  halbirt,  durch  die  andere  demnach 
der  Nebenwinkel.  Berührt  daher  die  Gerade  QS  die  Hyperbel  BB'  in  A^ 
so  ist  am  Dreieck  AOS  der  Aussenwinkel  XAS  =  2aj  und  da  Winkel 
AOS^=a  ist,  so  muss  auch  ASO^=^a  sein.  Das  genannte  Dreieck  ist  also 
gleichschenklig,  und  zwar  i8t^0=:^5=p. 

Beschreibt  man  daher  vom  Punkte  A  aus  einen  Kreis  mit  dem  Halbr 
messerp,  welcher  eine  beliebige  Asymptotenrichtnng  OP  mS  schneidet,  sc 
berührt  der  Durchmesser  SAQ  des  Kreises  die  jener  Asymptotenrichtung 
zugehörige  Hyperbel  im  Punkte  i^;  wegen  der  Perpendicularität  der  Asymp- 
toten geht  selbstverständlich  die  andere  Asymptote  durch  den  Endpunkl 
Q  des  Durchmessers  SAQ.     Zu  allen  unsern  Hyperbeln  können  somit  die 
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BerQhrongsHnien  im  gemeinschaftlichen  Dnrchschnittspnnkte  Ä  mit  Hilfe 
jenes  einsigen  Kreises  construirt  werden. 

5.  Um  diejenigen  Punkte  irgend  einer  Lemniscate  zu  finden ,  welche 
am  weitesten  oder  am  wenigsten  weit  von  der  Abscissenaxe  entfernt  sind, 

d.  b.  also  die  Maxima  oder  Minima  der  Ordinate  y,  mass  man  -^  aus  61ei- 

dx 

ebug  1),  nSmlich     r^.  , — =— .—^  ^  gleich  Null  setzen;  mau  erhält  dadurch 

y  (p  +«^  +  /) 

entweder 

8)  a:»+sf'=p« 
oder 

9)  «  =  0. 

Die  erstere  Gleichnng,  welche  für  positive  Ordinaten  blos  Maxima 
giebt,  sagt  aas,  dass  dieselben  auf  einem  Kreise  liegen,  welcher  von  0  aus 
mildem  Radius  p  beschrieben  wurde,  oder  mit  anderen  Worten,  dieser 
Kreis  ist,  für  alle  Lemniscaten,  welche  er  durchschneidet,  der  geome- 
trische Ort  ihrer  Ordinatenmaxima. 

In  einem  jeden  Maximum  ist  die  Berührungslinie,  oder  das  ihr  ange- 
körende  Element  der  Curve,  mit  der  Abscissenaxe  parallel.  Da  nun  die 
Lemniscaten  von  den  Hyperbeln  senkrecht  durchschnitten  werden,  so  müs- 
sen die  Tangenten  der  Hyperbeln  da,  wo  diese  durch  die  Maximalpunkte 
der  Lemniscaten  hindurchgehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wo  sie  dem  eben- 
erwähnten Kreise  begegnen,  mit  der  Ordinatenaxe  parallel  sein,  eine  jede 
Hyperbel  kommt  daher  der  Ordinatenaxe  am  nächsten  da,  wo  sie  jenen 
Kreis  durchschneidet, s o  das3  der  nämliche  Kreis  auch  der  geome- 
trische Ort  aller  jener  Hyperbelpunkte  ist,  deren  Abscissen 
Minima  sind.  Da  jeder  dieser  Punkte  (z.  B.  Z^)  vom  Mittelpunkte  0 
eben  so  weit  entfernt  ist  wie  derPunkti4,so  muss  er  zu  diesem  symmetrisch 
liegen  in  Bezug  auf  die  Hyperbelaxe  OC,  und  seine  Tangente  DE  muss 
diese  Axe  im  nämlichen  Punkte  E  treffen,  wie  die  Tangente  AS.  Man  fin- 
det daher  den  Punkt  B  als  Durchschnittspunkt  des  Kreises  AD  mit  einer 
Geraden,  welche  durch  £  parallel  zur  Ordinatenaxe  gezogen  wird. 

Diejenigen  Lemniscaten ,  deren  absolute  Maxima  auf  dem  Kreise  (8) 
liegen,  haben  entweder  keine  absolute  Minima,  wenn  ihr  Parameter  kleiner 
tis  p  ist;  oder  sie  besitzen  solche,  entsprechend  der  Gleichung  x=sO, 
in  der  Ordinatenaxe,  wenn  ^  zwischen  p  und  p^2  liegt;  für  alle  übrigen 
Lemniscaten ,  deren  Parameter  grösser  ist  als  p  ^2  ist ,  liefert  xe=o  nur 
iCuima« 

0«  Da  die  Hyperbeln  und  Lemniscaten  sich  rechtwinklig  durchschnei- 
den, so  ist 

dy_ 1^ 

dx  igw^ 

Z«it«chiin  r.  Mathemalik  u.  Vhytik  XII,  1,  \ 
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Für  die  Maxima  und  Minima  mnsa  daher  auch verachwindeo,  d.  h. 

igw 

es  mu88 

ytg2a  +;r  =  0 
oder 

10)  y= — cölgtu.x 

sein.  Diese  Gleichnng  stellt  aber  eine  Gerade  vor,  welche  durch  den  An- 
fangspunkt geht  und  senkrecht  steht  auf  eine  andere,  die  mit  der  Absoissen* 
linie  den  Winkel  3o  bildet.  Denkt  man  sich  nun  durch  den  Maximalpunkt 
D  irgend  einer  Leroniscate,  wo  sie  von  dem  obigen  Kreise  geschnitten  wird, 
die  zugehörige  Hyperbel  gezogen,  so  bildet  ihre  Tangente  im  Punkt  Ä  mit 
der  Abscissenaxe  den  Winkel  2a;  fällt  man  auf  diese  Tangente  von  0  aus 
eine  Senkrechte,  so  trifft  diese  den  Kreis  gerade  im  Maximum  D  der  Lem- 
niscate;  diesen  Punkti^,  welcher  zugleich  dem  Abscissenminimum  demHj- 
perbel  entspricht,  kann  man  daher  für  eineHyperbel  von  gegebener  Asjmp- 
totenrichtung  a  auch  finden,  wenn  man  auf  die  nach  §.  4  construirte  Tan- 
gente ÄS  vom  Anfangspunkt  die  Senkrechte  02>  zieht  und  dieselbe  =p 
macht. 

Da  die  gerade  Linie,  welche  den  Kreis  in  D  berührt,  senkrecht  steht 
zum  Radius  OD^  %o  läuft  sie  parallel  mit  der  Geraden  A  S,  welche  die  durch 
den  nICmlichen  Punkt  D  gehende  Hyperbel  in  A  berührt.  Kine  jede 
Lemniscate  wird  daher  von  unserem  Kreise  unter  demselben 
Winkel  geschnitten,  unter  welchem  die  zugehörige  Hyperbel 
die   Abscissenaxe  schneidet. 

7.  Denken  wir  uns  in  einer  Ebene  alle  zu  den  stetig  aufein d erfolgen- 
den  Werthen  von  ^gehörigen  Lemniscaten  und  alle  zu  den  stetig  aufeinander- 
folgenden Werthen  von  a  gehörigen  Hyperbeln  verzeichnet,  so  können  wir 
jeden  Punkt  der  Ebene  als  Durchschnittspuukt  irgend  einer  Lemniscate  (p) 
mit  irgend  einer  Hyperbel  (a)  auffassen  und  q  und  a  als  seine  diesem  eigen- 
thümlichen  Systeme  angehörigen  Coordinaten  betrachten.  Analog  den 
elliptischen  Coordinaten  wollen  wir  diese  Werthe  die  lemniscatischen 
Coordinaten  des  Punktes  nennen.  Nun  liefert  aber  jede  Hyperbel  mit 
einer  beliebigen  Lemniscate  vier  Durchschnittspunkte,  von  denen  in  jedem 
Quadranten  sich  einer  findet  (ausser  für  a  =  0,  wo  die  vier  Punkte  auf  den 
Axen  ÄÄ  und  Y  Y  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  Ke> 
gen).  Um  die  hieraus  entspringende  Vieldeutigkeit  zu  heben ,  setzen  wir 
fest,  dass  der  Winkel  a  von  0  bis  360^  und  weiter  gezählt,  und  zu  jeder 
durch  den  Wcrth  von  a  angegebenen  Asymptotenricbtnng  nur  das  im  glei* 
chen  Quadranten  befindliche  Hyperbelstück  hinzugenommcn  werde,  d.  h. 
dasjenige,  welches  sich  jener  Kichtung  anschmiegt. 

So  erscheint  jeder  Punkt  der  Ebene  als  Durchschnitt  einer  Lensniseate 
mit  einem  von  A  oder  ^'ausgehenden,  im  Allgemeinen  gekrümmten  Strahle. 
Für  a=0  ist  die  Gerade  AX  dieser  Strahl,  bei  wachsendem  o  nehmen  die 
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Strahlen  eine  hyperbolische  Krümmang  en,  bis  sie  fttr  «=90^  in  die  ge« 
broohene  Linie  A0  7  übergehen.  Im  «weiten  nnd  dritten  Qaadranten  wird 
A*  SDn  AufistrahluDgspunkte;  die  Strahlen  wiederholen  sieh  im  sweiten 
Qmdranten  in  umgekehrter  Reihenfolge  vom  gebrochenen  Ä OY  \m  znm 
gradlinigen  A' X\  gehen  im  dritten  von  Ä X'  bis  zum  geknickten  Strahle 
A(iTy  woselbst  wieder  ein  Ueberspringen  znm  früheren  Strahluogspnokte 
A  itattfindet,  nnd  kehren  endlich  im  vierten  Quadranten  vom  geknickten 
Strahle  AOV  sum  geradlinigen  AX  snrück. 

Das  System  der  gewöhnlichen  Polarcoordinaten  ist  als  besonderer  Fall 
im  lemnlscatischen  enthalten.  Lässt  man  nämlich  die  beiden  Lemniscaten- 
pole  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfallen,  indem  man  J9s=:0  setzt,  so 
gehen  die  Hyperbeln  in  ihre  Asymptoten  Über,  d.  h.  jene  Strahlen  werden 
n  geraden  Linien,  welche  durch  den  Anfangspunkt  gehen  und  mit  der  Ab- 
sdssenaxe  die  Winkel  u  bilden ,  während  die  Lemniscaten  sich  in  Kreise 
Terwandeln ,  deren  Radien  die  jeweiligen  Werthe  von  ^  sind.  Die  Grösse 
p  im  Lemniscatensystem  entspricht  daher  dem  Radius  Vector,  der  Winkel 
a  der  Anomalie  des  gewöhnlichen  Polarsystems. 

8.  Wenn  wir  die  Eigenschaften  räumlicher  Gebilde  in  andern  und  wie- 
der andern  Coordinatepsystemen  ausdrücken,  so  ist  es  gleichsam,  als  ob  wir 
jeaen  Gebilden  immer  andere  Sprachen  lehrten,  in  denen  sie  mehr  oder 
weniger  vernehmlich  zu  uns  sprechen.     Unter  diesen  Sprachen  wird  aber 
offenbar  jedesmal  diejenige  für  uns  die  verständlichste  sein,  welche  sich  der 
Natnr  der  zu  untersuchenden  Gebilde  am  ungezwungensten  anpasst,  denn 
in  dieser  werden  sich  die  Eigenthümlicbkeiten  derselben  auf  die  einfachste 
nnd  darum  deutlichste  Weise  ausprägen.   Durch  geeignete  Wahl  des  Coor- 
dinatensystems  erzielt  man  eine  Eleganz  der  Formeln  und  eine  Leichtig- 
keit der  Discussion,  welche  man  bei  Anwendung  anderer  Coordinaten  ver- 
geblich erstreben  würde.     In  der  Folge  werden  sich  Beispiele  für  das  Ge- 
sagte in  genügender  Menge  ergeben.    Für  jetzt  sei  es  mir  gestattet,  auf  ein 
physikalisches  Problem  hinzuweisen,  bei  welchem  sich  die  lemniscatischen 
Coordinaten  mit  grossem  Vortheil  gebrauchen  lassen.  Ich  meine  die  Inter- 
ferenzerscheinungen,  welche  senkrecht  zur  ersten  Mittellinie  geschnittene 
sweiaxige  Krystallplatten  im  polarisirten  Lichte  zeigen.     Denkt  man  sich 
nämlich  auf  der  dem  Auge  zugewendeten  Oberfläche  des  Krystalls  um  die 
scheinbaren  Endpunkte  der  optischen  Axe  als  Pole  die  obige  Lemniscaten- 
nnd  die  zugehörige  Hyperbelschaar  verzeichnet,  so  ist  jede  Lemniscate  der 
geometrische  Ort  aller  jener  Punkte,  welche  Strahlen  gleichen  Phasenun- 
terschiedes dem  Auge  zusenden ,  während  alle  längs  einer  Hyperbel  aus- 
tretenden Strahlen  die  nämlichen  zwei,  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
parallelen,  Oscillationsrichtungen  aufweisen.     Die  lemniscatischen  Coordi- 
naten p  nnd  u  bezeichnen  alsdann  auf  der  Krystallplatte  einen  Punkt,  wel- 
chem ein  ganz  bestimmter  Phasenunterschied  und   zwei  ganz  bestimmte 
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OsciUationsrichtnngen  zukommen,  und  da  von  diesen  beiden  Elementen  di< 
Intensität  der  im  Analysenr  gesehenen  Lichterscbeinang  abhängt,  so  wirc 
man  dieselbe  als  Function  von  q  nnd  o  ausdrücken  können.  Man  erhält  8^ 
den  nämlichen  Ausdruck,  welcher  auch  für  senkrecht  zur  optischen  Ax< 
geschnittene  einaxige  Krystalle  gilt,  nur  sind  für  diese  unter  q  und  a  ge 
wohnliche  Polarcoordinaten  zu  verstehen,  während  für  die  zweiaxigen  Kry 
stalle  Q  und  er  lemniscatische  Coordinaten  bedeuten.  Sind  daher  die  Eigen 
Schäften  unseres  Hyperbel-  und  Lemniscatensystems  bekannt,  so  wird  du 
Untersuchung  dieser  Interferon zerschein nngen ,  wie  ich  andern  Orts*)  ge 
zeigt  habe ,  für  die  zweiaxigen  Krystalle  ebenso  einfach  und  leicht  durch 
führbar,  als  für  die  einaxigen. 

0.  Um  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve  in  lemniscatische  Coordi 
naten  ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  zunächst  aus  1)  und  6)  x  nnd  y  ah 
Functionen  von  q  und  er  bestimmen.  Die  Gleichung  l)  lässt  sich  aber  auel 
so  schreiben : 

Setzt  man  hierin  ans  6) 

a?*— y*=p*+2xy  co/^2a, 
so  erhält  man 

11)  (aj'+y'y— 4/>*«y  coig  2«— p*=p*. 

Subtrahirt  mau  ferner  das  Quadrat  der  6) ,  nachdem  sie  zuvor  in  der  Fora 

a^ — y* — p*=i2xy  coig  2a 
geschrieben  wurde,  von  1^),  so  findet  man 

4j:'3f*=^* — Ax^l^colg^2a 
und  daraus  • 

12)  2xyT=Q*  sin2u. 

Da  ^'  positiv  ist,  so  müssen  sin2ci  und  das  Prodnct  xy  stets  das  nämlich< 
Vorzeichen  haben;  dies  ist  wirklich  der  Fall,  wenn  wir,  nach  den  Festsetz 
ungen  des  §.  7  a  alle  vier  Quadranten  durchlaufen  lassen;  deshalb  könnt 
auch  in  12)  das  doppelte  Vorzeichen  weggelassen  werden. 

Setzt  man  den  eben  gefundenen  Werth  von  2a:y  in  11)  und  6),  so  er 
giebt  sich:  

13)  a:*+y*=//>*  +  2i>*^'  cos  2a  +  ^* 
und 

14)  ar*  —  y»  =p'+ Q*  cos  2a  y 

wo  die  Quadratwurzel  offenbar  nur  ihren  positiven  Werth  vorstellen  kam 
—  Aus  13)  und  14)  endlich  geht  hervor: 

15)  jr«=4  y  p^+2p^Q*  cos  2a +^^  +  ^  ip^  +  Q*  cos  2«) ; 

16)  y*=4/p*+2p'e'  cos  2a  +  ^*  — 4  {p^=:Q*C0S2a). 

Diese  Formeln  gelten  für  alle  Punkte  der  Ebene,  den  Punkt  0,  desse 

lemniscatische  Coordinaten  Q=p  und  »  =  -  sind,  nicht  ausgenommen. 


*)  Poggendorff's  Annalen  Bd.  CXX ,  8.  69. 
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DerZasammenhaDg  zwischen  ansern  lemniscatischeD  und  den  gewöhn« 
lieben  Polarcoordinaten  spricht  sich  ans  in  den  einfachen  Beaiehungen: 
12')  f^sin2g>=sQ*sin2a^ 

14')  f*cos2(p  =p* + p*  cos  2  «, 

welche  sich  ans  12)  nnd  14)  dnrch  Substitution  von  x=r  cos  q>  and^=r  «mg» 
ergeben. 

10.  Ans  13)  ergiebt  sich  sofort  die  Gleichung  eines  Kreises,  welcher 
Tom  Anfangspunkt  0  aus  mit  dem  Radius  R  beschrieben  ist,  für  lemnisca- 
tiscbe  Coordinaten  in  folgender  Gestalt: 

17)  Yp^  +  2p* Q*  CO*  2«  +  Q^  ==  Ä*. 

Dem  oben  in  §.  4  besprochenen  Kreise  kommt,  weil  für  ihn  R=p  ist, 
folgende  einfachere  Gleichung  zu 

18)  Q*+2p*  cos  2a=:0. 

Diene  Gleichung  wOrde,  wenn  man  unter  q  und  a  gewöhnliche  Polarcoor- 
dinaten versteht,  einer  Lemniscate  angehören,  welche  mit  der  Lemniscate 
5)  congruent,  aber  um  00®  gegen  sie  gedreht  ist,  so  dass  ihre  Pole,  um  p  vom 
Anfangspunkte  entfernt,  nicht  in  die  Abscissen-  sondern  in  die  Ordinaten- 
ixe unseres  ursprünglichen  Orthogonalcoordinatensystems  fallen.  Denkt  man 
sieb  jene  Lemniscate  18)  verzeichnet,  und  in  ihr  irgend  einen  Radius  Yec- 
tor  gezogen,  ferner  durch  die  beiden  Punkte,  welche  auf  der  Abcissenaxe 
um  p  beiderseits  vom  Anfangspunkte  abstehen,  eine  gleichseitige  Hyperbel 
eonatruirt,  welche  jenen  Radius  Vector  zur  einen  Asymptote  hat;  denkt  man 
sieb  endlich  um  dieselben  Punkte  als  Pole  eine  zweite  Lemniscate  construirt, 
deren  Parameter  q  jenem  Radius  Vector  gleich  ist,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Durchschnittspunkte  dieser  letzteren  Lem- 
niscaten  mit  den  zugehörigen  Hyperbeln  ein  mit  dem  Radius 
p  um  den  Anfangspunkt  beschriebener  Kreis. 

Aus  14)  erhalten  wir  leicht  die  lemniscatische  Gleichung  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel 

«•— y*=m 
in  folgender  Gestalt 

^'co5  2a  =  m— />'. 
Für  gewöhnliche  Polarcoordinaten    {x=r  cos  (p,  y=r  sin  g>)    würde  die 
Gleichung  der  nämlichen  Hyperbel  lauten : 

r*cos2<3p=m. 
Einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Axen  in  unsere  ursprünglich  ge- 
wühlten Coordinatenaxen  fallen,  entsprechen  daher  im  lemniscatiscben  und 
im  Polarcoordinatensystem  Gleichungen  von  derselben  Form.     Aus 
diesem  Verhalten  lässt  sich  leicht  ein  dem  vorigen  analoger  Satz  ableiten. 
Die  gleichseitige  Hyperbel 

xy  =  m, 
deren  Asymptoten  die  Coordinatenaxen  sind ,  hat  vermöge  12)  die  lemnis- 
catische  Gleichung 
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ihre  Polargleichung  ist 

r^sm2fp=s2m. 

Die  nämliche  Gleichnng  20)  aI«o  gehört  der  ehenbenamiteii 
Hjperhel  an,  gleichviel  ob  wir  unter  q  and  a  lemniicatisehe 
oder  Polar  coordinaten  verstehen. 

Aus  diesem  Ergebniss  schliessen  wir :  Zieht  man  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  welche  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  sa  Asymptoten  hat, 
vom  Anfangspunkt  aus  einen  Radins  Vector,  zieht  man  femer  durch  einen 
auf  der  Abscissen-  (oder  Ordinaten-)  Axe  beliebig  angenommenen  Punkt 
eine  zweite  gleichseitige  Hyperbel,  dei;en  eine  Asymptote  jener  Radius  Vec- 
tor ist,  und  constuirt  man  endlich  um  den  genannten  Punkt  als  den  einen 
Pol  und  den  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt  eine  Lemniscate,  deren 
Parameter  q  jenem  Radius  Vector  gleich  ist,  so  begegnen  sich  diese 
Lemniscate  und  die  letztere  Hyperbel  in  einem  Punkte  der 
ersteren  Hyperbel. 

11.  Unternehmen  wir  es,  die  Gleichung  der  Ellipse 

in  lemniscatischen  Coordinaten  auszudrücken,  indem  wir  die  Werthe  aus  15) 
und  16)  in  sie  snbstituiren ,  so  erhalten  wir  zunächst 

{€^+b*)yp*+2i^Q*  co'»2a+p*=2a«6«+  («'—*•)  (p*+^'  cos  2a). 
Qnadrirt  man  hier  beiderseits  und  ordnet  nach  Potenzen  von  ^,  so  er- 
giebt  sich 
9'  [(«'+*•)'  —  (ö'-«^)*  C05«2«]  +  2q*  cos2a  [(a«+6«)V-2««6«  (a*— ft*) 

Wählt  man  jetzt  die  Brennpunkte  der  Ellipse  zu  Polen  des  Lemnisca- 
tensystems,  indem  manp*=:a'  —  b*  setzt,  so  zieht  sich  vorstehende  Glei- 
chung auf  die  einfachere 

q'  [(o*+6»)«—  (««-  ft«)«  cos  »2«]  +  4a«6«  {(^—b^)  Q*  cos  2a— 4a*6*=0 
zurück,  welche  nach  q*  aufgelöst 

,  _  — 2a* fe'  (g»— 6«)  cos2a±2aH*  (fl'+y) 
^  —  (a«+^«)«_(a«_ft«)«co^«2a 

giebt.  Hier  kann  nur  das  obere  Zeichen  gelten,  weil  das  untere  q*  negativ 
machen  würde.     Wir  erhalten  daher: 

21)  {  oder 

, a'6« 

^       a*cos^a+b*  sin^a 
als  lemnisoatische  Gleichung  der  obigen  Ellipse.    Dieselbe  Gleichnng  stellt 
aber,   wenn  wir  unter  q  und  a  gewöhnliche  Polarcoordinaten  T^rstehen, 
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ebenfilts  eine  Ellipse  vor,  welche  mit  der  gegebenen  con- 
graent,^  aber  nn>  90^  gegen  sie  gedreht  ist. 

Ans  diesem  merkwürdigen  Verhalten  sieben  wir  folgenden  Bat^:  In 
einer  Ellipse,  deren  grosse  Axe  in  die  Ordinatenaxe  ftllt,  ziehe  man  einen 
belisbigea  Halbmesser.  Alsdann  trage  man  die  Exoentricität  der  Ellipse 
M  beiden  Seiten  ihres  Mittelpunktes  anf  die  Abscissenaxe  anf ,  nnd  lege 
^ireb  die  beiden  so  bestimmten  Punkte  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
jenen  Halbmesser  zar  einen  Asymptote  hat.  Construirt  man  endlich  nm  die 
nimliehen  Punkte  als  Pole  eine  Lemniscate ,  deren  Parameter  gleich  dem 
genannten  Halbmesser  ist,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Durch- 
schnittspunkte der  so  constrnirten  Hyperbeln  und  I/emnis- 
caten  eine  mit  der  gegebenen  congruente  Ellipse,  deren 
grsfse  Axe  aber  in  die  Abscissenlinie  fftllty  nnd  deren  Brenn* 
punkte  daher  die  Pole  der  Lemniscaten  sind. 

Transformirt  man  ebenso  die  Gleichung  der  Hyperbel 

deren  reelle  Axe  2«  in  der  Abscissenlinie  liegt,  indem  man  ihre  Brenn* 
punkte  zu  Polen,  der  Lemniscatensehaar  (d.  h.  j0'»a*-|-6*)  nimmt,  so  erhält 
msa  ihre  lemniscatische  Gleichung : 

,      2a*b^ 

22)  \  oder 

,^  g>' 

*       «•  sin  *a  —  6'  cos  'a 

Unter  q  und  a  wieder  gewöhnliche  Polurcoordinaten  verstanden,  wUrde 
diese  GleiehuTYg eine  Hyperbel  stellen,  deren  reelle  Axe  2  6  in  die  Ordinaten^ 
axe  fällt,  und  welche  mit  der  gegebenen  gemeinschaftliche  Asymptoten  hat. 
Es  wäre  ein  Leichtes,  auch  in  diesem  Falle  einen  dem  obigen  analogen 
Satz  auszusprechen. 

Von  anderen  krummen  Linien  sei  nur  noch  die  Lemniscate  4)  §.  2  er- 
wähnt, deren  Orthogonalgleichung 

(a:'+»T-P'(*'-9^=0 
ist     Ihre  lemniscatische  Gleichung  lautet 

23)  p*+p'co5  2a=?0 

und  wtirde  für  Polarcoordinaten  eine  mit  der  gegebenen  congruente  Lemnis- 
cate vorstellen,  welche  aber  um  90°  gegen  sie  gedreht  ist.  Man  sieht,  dass 
auch  diese  Gleichung  einen  dem  oben  für  die  ElKpse  aufgestellten  ähnlichen 
Satz  enthält. 

Die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Anfangspunkt  geht 
und  mit  der  positiven  Abscissenaxe  den  Winkel  g>  bildet,  ergiebt  sich  fflr 
lemniscatische  Coordinaten  in  folgender  Gestalt: 

24)  Q*  sin  2  («  —  <jp)  =  p*  *i;j  2  q>. 
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Dieselbe  würde  für  Polarcoordioaten  eine  gleichseitige  Hyperbel  dar- 
stellen ,  deren  eine  Asymptote  unsere  Gerade  selbst  ist* 

12.  Um  das  Bogenelement  dSt  einer  Lemniscate  (q)  ra  berechnen, 
schreiten  wir  längs  derselben  fort  von  dem  Punkte  (x ,  y) ,  wo  sie  von  der 
Hyperbel  (a)  getroffen  wird,  bis  an  dem  Punkte,  wo  sie  der  Hyperbel  (a+da) 
begegnet;  dabei  gehen  die  Coordinaten  x  und  y  in  x+dx  und  y+  dy  über> 
Q  aber  bleibt  constant.  Differentiirt  man  unter  dieser  Voraussetaung  die 
Gleichungen  1)  und  6),  so  liefert  die  6): 

da 

^)  {ff+xcoig2a)  rfy— (o:— jf  cotg  2a)  dx^2xy  ,    ,  ^   . 

stH  A  a 

Aus  l)  dagegen  erhält  man 

y  i^^+u'+P')  d9+x  (a:«+y«-p«)  d«=0. 

Da  aber  jede  Lemniscate  von  jeder  Hyperbel  rechtwinklig  durchschnitten 

wird ,  so  besteht  die  Beziehung 

X   g*+y*'+JP* ff+xcolg2a 

y  '^+y'+P*       x^ycoig  2a 

vermöge  welcher  die  vorhergehende  Gleichung  übergeht  in 

26)  {x — yco/flf2o)rfsf  +  (y+xco^2a)  rfx=0. 

Werden  nun  die  Gleichungen  25)  und  26)  quadrirt  und  addirt,  so  kommt 

Aa^tf  dt^ 

(rfx'+rfSf*)[(*-y^o(i72a)«  +  (y+*co/(^3«)«]  =  -Tf^ 

«171    Jtf 

oder 

(rf«»+dy')(^+»*)  =  ^^^. 

Setst  man  hierin  da^+dy^=ids^^  und  statt  xy  und  «*+y*  ihre  Werthe  aus 
12)  und  13),  so  erhält  man  das  Bogenelement  der  Lemniscate 

27)  ds,^ '^ ,. 

wobei  #1  mit  a  gleichseitig  wachsend  oder  abnehmend  gedacht  wird. 

13.  Das  zwischen  den  beiden  Hyperbeln  (a,)  und  (a,)  enthaltene 
Bogenstttck  Si  einer  Lemniscate  {q)  ist  demnach  ausgedrückt  durch  das 
Integral 

^  ^   ,/• da 

**  ^  V  (p*+2p«^«  cos  2a+Q')i 

oder,  wenn  man  eof  2o=l— »Ifth'o  setzte  durch 

«t 

28)  ,  ^        g'         I   tf« 
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Die  stets  positive  Grösse  ,  tj_  t\t  ^ ^t  ihren  grössten  Werth  1  für  ^=Py 

fSr  jeden  andern  Werth  von  q  ist  sie  kleiner  als  1,  nnd  es  giebt  immer  zwei 
Werthe  von  ^,  der  eine  <  jD,der  andere  >p,  für  welche  sie  den  nämlichen 
Werth  annimmt.  Dem  Werthe  Q=p  entspricht  die  Lemniscate  5)  in  §•  2, 
welche  sich  in  Form  eines  oo  dnrch  den  Anfangspunkt  hindnrchschlingt. 
Sie  QiDSchli esst  alle  Lemniscaten  erster  Art,  für  welche  Q<p  ist^  und 
TOD  denen  jede  in  Form  zweier  getrennter  geschlossener  Curven  die  beiden 
Pole  umgiebt;  sie  wird  dagegen  selbst  wieder  eingeschlossen  von  den 
Lemniscaten  SEweiter  Art,  für  welche  ^  >p  ist,  und  von  denen  jede 
Dur  eine  einsige  geschlossene  Curve  darstellt.  Nennen  wir  nun  die  Grösse 

^  den  Modulns  der  Lemniscate,  so  giebt  es  in  jedem  Lemniscaten- 
P  +^ 

ijttem  zwei  gleichmodelige  Lemniscaten,  von  denen  die  eine  zur  ersten, 
die  andere  cur  zweiten  Art  gehört.  ^ 

Setzt  man 

»)  F+?^''"'^ 

{f  heisse  der  Modelwinkel),  so  ist  für  die  zur  ersten  Art  gehörige  der 
beiden  gleichmodeligen  Lemniscaten 

flir  die  zur  zweiten  Art  gehörige  aber 

Qt=PC0tg\(p 
welche  Werthe  durch  Auflösung  der  Gleichung  20)  nach  q  gefunden  wer- 
den.  Daraus  folgt : 

30)  Qi9i=P\ 

d.  h.  für  je  zwei  gleichmodelige  Lemniscaten  desselben  Sy- 
stems ist  der  halbe  Polabstand  p  die  mittlere  geometrische 
Proportionale  zwischen  den  Parametern. 

Bezeichnen  wir  die  zwei  Geraden ,  welche  von  den  beiden  Polen  nach 
irgend  einem  Punkte  der  ersten  unserer  gleichmodeligen  Lemniscaten  gezo- 
gen werden,  mit  r  nnd  r\  so  ist  bekanntlich 

Für  die  zweite  gleichmodelige  Lemniscate  hat  man ,  wenn  R  nnd  B^ 
die  von  den  Polen  nach  irgend  einem  ihrer  Punkte  gezogenen  Geraden  be- 
deoten : 

Mnltiplicirt  man  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mit  einander  und 
berücksichtigt  die  30),  so  findet  man 

31)  rrRir=p\ 

d.  k.  wenn  man  von  den  beiden  Polen  nach  je  einem  Punkte 
zweier  gleichmodeligen  Lemniscaten  gerade  Linien  zieht, 
so   ist  das  Product  dieser   vier  Geraden   constant,  und  zwar 
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gleich  der  vierten  Potenz  des  halben  Polabstandes.  —  Ffir  die 
eine  Lemniscate ,  deren  Modelwinkel  ip  ist ,  hat  man 

==p  sin  l<p  tg  }^q> 


Pi 


/p'  +  P.« 


für  die  andere 


Qt 


::pcos^^cotg  \qt. 


Folglich  sind  ihre  zwischen  den  Hyperbeln  («i)  und  (og)  enthaltenen  Bo- 
genstücke,  wenn  der  Kürze  wegen 

äa 

mit  L 


J 


f/l — sin*(psin*a 


.  $1  =psin  \g>tg  \q> .  L 
, ,  Si  =^ p  cos  ^<p  cotg  \q> ,  L, 


bezeichnet  wird, 

i  für  die  erste   . , 

I  für  die  zweite  . 
Daraus  ergiebt  sich: 

5,  =5,  .cotg^\q> 
oder  auch 

33)  5| :  5,  =  Wfi  '4  <3P '  cos  'J  q>, 

d.h.  die  zwischen  den  nämlichen  beiden  Hyperbeln  enthal. 
tenen  Bogenstücke  zweier  gleichmodeliger  Lemniscaten  der 
ersten  und  zweiten  Art  verhalten  sich  zu  einander  wie  die 
dritten  Potenzen  des  Sinus  nnd  des  Cosinus  des  halben  Mo- 
delwinkels. 

Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  für  die  zwischen  den  Hyperbeln  (0) 
nnd  I  ~  )  enthaltenen  Bogenstücke,  d.  h.  für  die  VierteUlemniscaten,  and 
darum  auch  für  die  ganzen  Umfange. 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  32)  findet  man : 


nnd  durch  Subtraction 


Setzt  man  nun 


c       •       •,    gos»|y  — gfit'^y 
sm  ^<p  cos\g> 


cos^\<p  +  ^'4<r 


=  PiSin^<pig{(p 


und 


woraus 


sin  \  g>  cos  ^  tp 

C0s'^q>  +  sin^^ip 
sm^qtces^ip  *  ' 


.t0 

% 


■fr 

trs 
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P^=p{i+tg'i<p) 

Pi  :pj  =  cos^  \  <p :  sin  'J  <p 
folgt ,  80  erkennt  man ,  dass  die  Batnme  der  zwischen  den  Hyperbeln  (ofi) 
nnd  (oy)  enthaltenen  Bogen  zweier  gleichmodeliger  Lemniscaten  gleich  ist 
dem  Bogen  einer  Lemniscate  erster  Art  von  gleichem  Modul ,  aber  mit  dem 
Polabttand  Spj,  oder  gleich  dem  Bogen  einer  Lemniscate  zweiter  Art  von 
gleichem  Modnl,  aber  mit  dem  Polarabstand  2j9,,  wenn  diese  Bogen  zwi- 
schen den  durch  die  neuen  Pole  gezogenen  Hyperbeln  (aj)  und  (a,)  enthal- 
ten lind.    Die  neuen  Polabstände  verhalten  sich  ebenso  wie  die  zu  addiren- 
den  Bogen,  d.  h.  es  ist 

Pt  ••/»!  =  5t  :«i. 
Setzt  man  ferner 

eo9'|9)  — 5«rt'49' 


und 


worans 


und 


p .  — r^^ r-*—  s=po  cos  l »  coig  1  m 

p/=p(co^»i^  — 1) 


Px^Pt^=^  cos  *^  g>:sin^g> 

folgt,  so  sieht  man,  wie  auch  die  Differenz  der  zwischen  den  Hyperbeln  (aj 
und  (a,)  enthaltenen  Bogen  zweier  gleichmodeliger  Lemniscaten  ausdrückbar 
ist  entweder  durch  den  Bogen  einer  Lemniscate  erster  Art  mit  dem  Pol- 
abitand  2/?/,  oder  den  Bogen  einer  Lemniscate  zweiter  Art  mit  dem  Pol- 
abstand ^p^\  wenn  diese  neuen  Lemniscaten  den  gleichen  Modal  haben  wie 
die  gegebenen,  und  die  begrenzenden  Hyperpeln  ebenfalls  den  Werthen 
(C|)  und  («t)  entsprechen.  Auch  hier  verhalten  sich  die  neuen  Polabstände 
so,  wie  die  zu  subtrahirenden  Lemniscatenbogen. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  82)  q  und  p  mit  einander  vertauscht,  so 
erleidet  weder  der  Winkel  qt  noch  das  Integral  L  irgend  eine  Aenderung, 
nar  der  Factor  p  verwandelt  sich  bei  der  ersten  in  ^j ,  bei  der  zweiten  in 
^.     Die  so  erhaltenen  neuen  Gleichungen 

s/=Q^sin\<ptg\g>.L 
S/=  p,  cos  4 (p  cotg  \tp  *L 
«teilen  immer  noch  gleichmodelige  Lemniscatenbogen  erster  und   zweiter 
Art  vor,  welche  aber  verschiedenen  Systemen  angehören,  deren  Polabstande 
2^1  nnd  2Qt  sind.     Zwischen  diesen  neuen  Bogen  und  den  früheren  finden 
folgende  Beziehungen  statt: 
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14.  Das  Integral 

a 

wo  k  den  Model   ,  ,  ^,  vorstellt,  Iftsst  sich  darch  geeignete  Sabstitationen^) 

P  +9 
aaf  elliptische  Integrale  erster  Gattung   redaciren.     Setst  man   nämlich 

\ 1  —  I*  • 

zuerst  Kl  —  ^  ^«»  *«  =  £f  oder  5m  *o  =  — v,      »  bo  erhält  man 

co^  «r=^ ^^ l^=z=—- — ,  WO  l — Ar* = Ar'*  gesetzt  wurde,  und  das 

transformirte  Integral  ist: 

Hier  ist  die  Grösse  unter  dc^  Wurzelzeichen : 

(1  -*'•)  r  -  ^'•-{«=(1  +  kj  I*—  (Ar'  +  J*)*. 
Macht  man  jetzt  Ar'+£^=3r£i  so  hat  man  zunächst: 

i r     ^"^ 

Aus  der  zwischen  £  und  i  festgesetzten  Relation  zieht  man  aber 
also 


Um  du  erstere  dieser  beiden  Integrale  so  erhalten,  sei  (=:u*-|-^a;  dann  ist 

Da,  wie  man  sieht,  ^(l  —  ^*')'  die  Grenze  von  m*  ist,  setzen  wir  u}/  2 
=  (l  —  ^A:' )  CO«  ^ ,  und  erhalten : 

,,_    Z' d^ 1  /•  d» 

"/   /2  (1  +*')  -  (l -  /*')»  m  >  " /a  (!+*')§/  ^1— i'««'t|; 


*)  Legendre,  traiU  des  fonctions  elUpliques ,  chap.  XXV IL 


man 
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2(1+*') 
ist. 

Was  das  Bweite  Integral  L*'  betrifft,  so  setzen  wir,  ähnlich  wie  oben, 
(=9*  —  )/Ar',  und  erhalten  zunächst: 

Wird  nun  v  ^2=  (l  +}/l^)  cosx,  r«=  gH-Ly^'l   gemacht,  so  hat 
jr^_  ^ /^     _tfX  ^  ^  FH'     ^ 

Die  Model  X  und  i'  der  beiden  elliptischen  Integrale  sind  complemen- 
tär,  d.  h.  es  istX'  +  X''  =  l.  Während  der  Modul  k  der  Lemniscate  alle 
Werthe  von  0  bis  1 ,  sein  Coroplement  Ar'  demnach  alle  Werthe  von  1  bis  0 
darchläaft,  geht  k  von  0  bis  zu  seinem  Grenz werth  j/\y  folglich  l'  von  1 

bi.  y\. 

Da  oben  k  =  sin  qt  gesetzt  wurde ,  so  ist  k'=i  cos  ^,  und 

1  —  ycosq> 

2  cos  4  9>* 
Macht  man  nun 

so  wird 

l  =  sin\%  und  i'=co*4g>^. 
Die  Amplituden  ^  und  %  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 

cos^=i— ?-— -  und  cos  7= — 7 ^=:-. 

1(1-/^0         ^    1(1+/^) 

oder 

WO   {   statt  /l  —  it*  «h  *a  steht.    Für  «  =  0  ist  |  =  1,  folglich  sowohl  ^=0, 
aU  aoch  x  =  0.     Für  o  =  —oder  |  =  J^F erhält  man  ^  =  «  und  x  =  0.    Die 

Amplitude  %  verschwindet  also  für  a  =  0  und  o  =  -.    Zwischen  diesen  bei- 
den Werthen  erreicht  sie  ein  Maximum,  nämlich  wenn  $=  yic\  d.  h. 

1  U 

sin  *«  =  /,  cos  'ass— j— 7/,  cotg  *«  =  Ar'  =  cos  g>  ist.    Für  den  nämlichen 

Werth   von  a  wird  die  andere  Amplitude  ^  =  ■— . 
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EliiDinirt  man  die  Grösse  |  ans  den  beiden  obigen  Gleichongen  für 
cosif  and  eo#%,  so  erhält  man  die  einfache  Beziehung: 

fm^ l' 

d.  b.  in  den  beiden  elliptischen  Integrale ,  welche  in  den  Ausdruck  fHr  den 
Lemniscatenbogen  eingehen ,  verhalten  sich  die  AmpKtndensinus  verkefaii 
wie  die  entsprechenden  Modul. 

Um  die  Amplituden  fp  und  %  bequem  berechnen  su  können,  setzen  wir 
ksina  =  sin  tp  gin  a  =  sin  d,  woraus  ^=vos  ^;  ferner  ^^=J^co#  ip=iCos  q>'] 
dann  wird 

sin*\(p'yeosd'  '  ^  cos*^q>' j/cosT         ' 

Zur  Berechnung  der  Lemniscatenbogen  ^^  und  5|  können  wir  daher 
das  folgende  System  von  Gleichungen  anwenden : 

/      sinip^  =  i^  iq>     ls=zsiniip^    l'=:co8iq>^ 
cos  ^  =  ycos  g)  sin  ^  ==:  sin  qf  sin  a 

^e^  ^_  ^»^  *  (y  +  ^)  Wn  i  {<p'^  ^) 

sin  *i  g>'  j/cos  O  sin  ^  ^  X' 

35)  j  ^Qs ^-^^^^^ (y'+^) ^Q* j (y — '^)   ««z"~^ 

wo  die  Lemniscatenbogen  fj  und  S^,  von  a  =  0  an  gerechnet  sind.  Weil  fiir 
a=-  die  Amplitude  2  verschwindet  nnd  ^s»  wird,  so  erbalten  wir  für  die 
Lemniscatenqnadranten  a  nnd  £  die  einfaeheren  AosdrQcke : 

wo  /*'(i),  nach  Legendre*s  Bezeichnungsart,  das  vollständige  elliptische 
Integral  erster  Gattung  vorstellt. 

Wir  erkennen  ans  diesen  Formeln,  dass  die  Summe  zweier  ellip- 
tischer Integrale  erster  Gattung,  deren  Model  complementär 
sind,  und  deren  Amplitudensinus  sich  umgekehrt  verhalten 
wie  die  zugehörigen  Model,  immer  durch  den  Bogen  einer 
Lemniscate  ersteroder  zweiter  Art  dargestellt  werden  kann; 
ferner,  dass  ein  vollständiges  Integral  erster  Gattung,  des- 
sen Model  kleiner  als  yl  ist,  sich  stets  durch  den  Quadranten 
einer  Lemniscate  erster  oder  zweiter  Art  darstellen  lässt. 
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n 
15.  Die  obigen  Formeln  gelten  auch  noch ,  wenn  Ar  =  1   oder  V  =  ^ 

ift ;  alsdann  hat  man  i  =  X'  =  ^,  cos  ^=€08  j^=iycosa  oder  sin  ^  =  sin  % 
=^y2.sin  |o^  Der  Lemniscatenbogen  LM  (Fig.  1)  wird  demnach  ansge- 
drttckt  sein  durch 

37)  Si=^p.F(yi,^)^  wo  sin'^:=aj/2.sinka. 

Berechnet  man  den  Bogen  s/  der  nämlichen  Lemniscate  unter  Anwendung 
gewöhnlicher  Polarcoordinaten  aus  ihrer  Polargleichung  5)  so  findet  man: 

wo  die  letztere  Umformung  durch  die  Substitution  sin  i/;'  =  ^2 .  sin  ß  be- 
werkstelligt wurde.     Wir  erhalten  daher  für  den  Lemniscatenbogen,  wel- 
cher zwischen  dem  Scheitel  L  und  der  Geraden  liegt,  die  mit  der  Abscissen- 
axe  den  Winkel  ß  einschliesst,  folgenden  Ausdruck: 
18)  s^=p .  F  (yl,  t')»  wo  sin  ilf'=y2.  sin  ß. 

Die  Ausdrücke  37)  und  38)  werden  aber  einander  gleich,  wenn  man 
f^ia  setzt.  Daraus  ersehen  wir,  dass  die  Hyperbel  a  {AMFig,  1)  und 
die  Gerade  y=*x1§\a(0M)  die  in  Bede  stehende  Lemniscate  im  nämlichen 
Funkte  M  schneiden.  Dieser  Satz  Iftsst  sich  auch  in  folgender  Weise  aus* 
sprechen.  Nimmt  man  auf  der  Abscissenaxe  OX  einen  beliebigen  Punkt 
i4an,  und  legt  durch  denselben  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  die 
Gerade  OP zur  Asymptote  hat;  zieht  man  ferner  die  Halbirungslinie  OM 
des  Winkels  POÄ^  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Durch- 
•ehuittspunkte  der  so  construirten  Hyperbeln  mit  den  zuge- 
hörigen Halbirungslinien  eine  durch  0  gehende  Lemniscate» 
welche  den  Punkt  J  zum  Pole  hat. 

Von  der  Wahrheit  dieses  Satzes  kann  man  sich  auch  leicht  dadurch 
überzeugen ,  dass  man  aus  der  Gleichung  der  Hyperbel 

x'  —  y» — ^xffcoig  2a  =  p* 
«od  der  Gleichung  der  Geraden 

y=:x  ig  ia 
den  Winkel  a  eliminirt,  man  erhält  so  die  Orthogonalgleichung  jener  Lem- 
oiflcate. 

Am  einfachsten  aber  gestaltet  sich  der  Beweis  dieses  Satzes,  wenn 
man  die  lemniscatische  Gleichung  der  Hyperbel,  deren  eine  Asymptote  den 
Winkel  q>  mit  des  Abscissenaxe  bildet,  nämlich 

eombinirt  mit  der  leroniscatischen  Gleichung  der  Geraden,  welche  mit  der 
Abscissenlinie  den  Winkel  itp  einschliesst,  nämlich  mit  (vergl.  §.  11) 

Q*  sin  2  (a —  J  (p)=^P*  sin  <p ; 
man  erhält  sogleich 
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d.  i.  die  lemniscatifiche  Gleichung  unserer  Lemniscate. 

16.  Schreiten  wir  Iftngs  einer  Hyperbel  des  Systems  O)  fort ,  von  dem  , 
Punkte  (x,  y),  wo  sie  von  der  Lemniscate  (q)  geschnitten  wird ,  bis  zu  dem 
Punkte  i^+dx^y+dy)^  wo  sie  mit  der  Lemniscate  (p+d^)  eusammentrift, 
so  haben  wir  die  Gleichungen  1)  und  0)  unter  der  Annahme  zu  differentiiren, 
dass  a  constant  sei.     Wir  erhalten  aus  1) 

3»)  y{p^+a!'+y')dy—x{p*  —  a?'-y')dx=^Q*dQ 

und  aus  6) : 

(jy+s  cotg2a)  dy — (a; — y  cotg2a)ds=z0^ 
welche  letztere  Gleichung  aber  vermöge  der  Beziehung 
s    a*  +  y» —  P*_y  +  ar cotg 2a 
y' it^+y^  +  p*'^x — y  cotg 2tt 
in  folgende  Form 

40)  «Cp*  — a:»— y*)rfy+y(p»+a:*+y«3<'a:=0 

gebracht  werden  kann.    Addirt  man  die  Quadrate  der  Gleichungen  30)  und 
40),  so  erhält  man 

ddx'+dy')  [y'  (p«+^+y«)«+a:*(p«-^-y«)«]=^*(/^«. 
Nun  ist  aber 

yt  {p^+x'  +  y^y+x'  (pt-x'-y«)« 

Bezeichnen  wir  daher  das  Bogenelement  ydx*+dy*  der  Hyperbel  mit 
ds,,  so  erhalten  wir 

oder  mit  Berücksichtigung  von  13)    * 

9^Q 


41)  ds^  t= 


{p^  +  2p«  ^«  C05  2 o  +  ^*)  V 

Das  zwischen  zwei  beliebigen  Lemniscaten  (^j)  und  (^,)  enthaltene  Hyper- 
belstück ist  demnach  ausgedrückt  durch  das  Integral 

42)  ,,=    / g^g 

J  (p*  +  2p«^«co«2«+/)i' 

welches  leicht  auf  elliptische  Integrale  zurückgebracht  werden  kann.   Setzt 
man  nämlich 

43)  p4+2p«e«C05  2«  +  ^*=?l^^^^, 

so  erhält  man  •  ' 
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r-. ^ 

y^Z        J  cos*xif  yi  —  h  sin  *i^' 


V  '£ 

Das  letsere  Integral  läset  sich  durch  eine  bekannte  Rodiictionsformel  nm- 
formen ,  wie  folgt : 

r7j=^=^=  — y^l  -  ism*ilf.d^  +  2tg^yi  —  45mV 
Der  geflachte  Hjperbelbogen  wird  demnach  aasgedrückt  durch 

y^    

—  E(yl^  *i)]+P V'^ sin2a[ig tf;, ^1— IsinV,  —  ^Ö' *i  /l  — i  «>'>,] > 
wo  die  Grenzen  t/;^  und  tf;t  aus  43)  für  die  entsprechenden  Wertlie  von  g^ 
und  ^2  ^^  bestimmen  sind. 

Führt  man  in  dem  von  elliptischen  Integralen  freien  Gliede  statt  der 
Grenzen  ^1  nnd  i^,  ihre  in  q  und  a  ausgedrückten  Werthe  wirklich  ein,  in- 
dem man  zugleich  ^i=0  und  gt=Q  nimmt,  so  erhält  man  zunächst  aus  43), 
wenn  man   der  Kürze  wegen 

p*  +  2p*  Q*  cos  2a  +  Q*=  R* 
letzt: 


pysin2a 


cos  1/;,  — ^- 


i/ä» — p*  sin  2a 

^9%=^- 7==—, 

pysvi  2  a 


also 


/ ,    .   ,  V  Ä'+p'  sin  2  a 

/?j/2 

/ : / : — r-; —      p'c052a+p' 

p y2  sm  2a.ig%yi  —  i  sm >,=:  ^— -^ 


woraus  fUr  ^  =  0 

cos  1/;^  =  ysin  2  a 

ind  

p  ysin  2a.(gilfiyi  —  i  sin*^^  =  p  cos  2a 

hervorgeht.    Die  Länge  eines  der  Strahlen,  von  denen  §.  7  die  Kode 
war,  ist  demnach  ausgedrückt  durch 

^^,^Pj/sm2a  |.^ y^j^ ^^^ _ ^ ^^i^ ^_^-j _^  y^-;r;f^^ ^^^^^t  ^„^^ 

^„/T       ^T   .  p' COS  2o  +  d' 

— -E^(yJ.  ^d]  +  - ^-'^  -;*  C"»  2«- 
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Tl^ee 


mad  fHr  dtm  ggfrnfeitrm  ScraU  ^^rlc  =  —  ^;  ^er  entere  vt  onter  illei 
Sttntbhtm  ier  ktraote,  icr  Ictsto«  £cs  üa^afir,  wie  a»  4S)  Iciekt  nadige- 

Uli»  wir  SM  G1«fcn^  a)  wiMs,  k>t  f^*  ia  ScWüri  C  (Fig.  2)  dei 
Hjfeth^  dem  Wetik 

SwWciteirt  wn  diesem  Werth  statt  f  ia  £e  Gloekog  «),  ae  erkalt  man 

caf  i^t  =:  1 ,  abe  ^^  =  • 
«ad  wir  iadea  fir  des  Tea  Sckeitel  Caa  gereckaetee  Hyperbel 
hogen  CM  (ri^  2): 


^^_py^^tm 


fTc^m  +  f* 
"^  ß  • 

Die  geometrische  Bedentimg  des  Winkels  ip  ergiebt  sieb  leicbt  in  fo 
gender  Weise.  Nach  Gleicbmig  13)  in  §.9  ist  i?  oder  ip*+tt^^cos2a+Q^] 
nichts  anderes  als  die  Entfernung  des  Panktes  M  (x,  j)  der  Hjperbel  roi 
Coardioatenanfang,  oder  ihr  nach  H  gezogener  Halbmesser  (='A;,  wahren 
p  y$in  7  a  nach  Gleichnog  4)  §.2  ihreHalbaxe  vorstellt.  Die  Gleichang4l 
schreibt  sich  daher  aach  so: 


Beschreibt  man  daher  vom  Mittelpunkt  0  ans  mit  der  Halbaxe  0) 
(Fig.  2)  als  Radios  einen  Kreis,  nnd  über  OM=R  als  Durchmesser  eine 
Halbkreis  ONM ^  und  zieht  nach  dem  Durchschnittspunkte  A  den  Radio 
OA,  so  iiit  der  Winkel  MON  gleich  ^,  denn  man  hat 

Bco8MON=ON=zOC=pysin  2a. 

17.  Um  das  Bogenelement  ds  einer  beliebigen  Curve  zu  berechnet 
deren  Gleichung  in  lemniscatischen  Coordinatep  gegeben  ist,  uiüsste  ma 
die  Gleichungen  1)  und  6)  unter  der  Voraussetzung  differentiiren,  dass  q  nn 
a  beide  gleichzeitig  variabel  sind,  aus  den  so  erhaltenen  Differentialgle 
chnngen  99)  und  25)  dx  und  dy  bestimmen  und  die  gefundenen  Werthe  i 
die  Formel 


ds  =  l/ds?+dp 
einsetzen.     Erinnern  wir  uns  aber,  dass  jede  unserer  Lemniscaten  von  j< 
der  Hyperbel  unter  rechtem  Winkel  geschnitten  wird,  dass  sonach  ds  dl 
Hypotenuse   des   unendlich   kleinen   rechtwinkligen   Dreiecks  ist,  desse 
Katheten  e/f,  und  dSf  sind,  so  erhalten  wir  auf  kürzerem  Wege 

ds  =  yds^~+ds^, 
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lUo 


45)  _  y^dQ*+Q^da*        _ 


ds 


/W^'-" 


(JP*  +  2p' 9*  cos  2a  +  (>*)i       (p*  +  2p*  q* cos  2a  +  Q*)i' 


Obgleich  für  Q^=^p  and  aes  •— ,  d.  h.  im  Punkte  0,  der  Nenner  dieses 

Differentials  yerschwindet,  so  bleibt  dasselbe  dennoch  auch  in  diesem  Falle 
onendlich  klein,  nnd  die  Formel  45),  ebenso  wie  die  als  specielle  FHlle 
(wenn  pe=Con8t«  oder  tf=?Const.)  in  ihr  enthaltenen  27)  und 42)  behauptet  ihre 
Gehung. 

Man  erkennt  auch  leicht,  dass  die  Formel  45),  wie  es  sein  muss,  für 
^=0  in  die  entsprechende  für  gewöhnliche  Polarcoordinaten  übergeht. 

18.  Um  einige  Anwendungen  der  Gleichung  45)  zu  zeigen,  werde  zu 
luiclist  die  Länge  des  Stückes  der  Geraden 

y=ixtg(p 

gesocbt,  welches  sich  vom  Anfangspunkt,  d.  h.  von  der  Hyperbel  ~  bis  zur 

n 
Hjperbel  (a),  wo  a<  -r  ist,  erstreckt.  Aus  der  lemniscatischeu  Gleichung 

dieser  Geraden ,  nämlich 

, p*  sin  2  g> 

Sin2{a  —  g>)  ' 
io  welcher  9  <  a  zu  denken  ist,  finden  wir 

f^    VdaJ^^        5tn2(a  — fl 


(«  — 9) 


Qod 


folglich : 


(,^+2p.,'co.2«+,V=./^j-^). 


% 

2 

r  da 

s  =  psin2<p  I  - 


y  sin  2  a  .  sin  "2  (a  — ^9) 

Nun  ist  aber,  wie  wir  aus  13)  §.  9  wissen,  die  gesuchte  Länge  durch 
die  gerade  vorausgehende  Gleichung  bereits  ausgedrückt,  und  wir  erhalten 
demnach : 


,^2y  /•         '"         =.p  7/   ">"^« 

J    ysin  2  a  sin  "2  (a  —  <p)  f     sin  2  (a  —  a>) 

a 

oder: 
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2 


J   j/sin  2a.  sin '^{a  —  (p)      Sin2q,f/^  sin2(a-'<p) 
a 
ein  Integral,  welches  zwar  auch  auf  anderem  Wege  gefunden  werden 
aber  doch  auf  den  ersten  Blick  Schwierigkeiten  darzubieten  scheint. 
10.     Für  den  Kreis  18)  vom  Radius  p  findet  man  aus 
18)  Q*= — 2  p^  cos  2a 

nach  der  Reihe 

dg  •    . 

p  --^  =  2p*sin2a. 
da 


(,^:)v.'=4,-, 


\ 

I 
1 


p*  +  2p* Q*  C05  2a  +  p*  =  p* 
ds=2pda'^ 

folglich  ist  der  zwischen  den  hyperbolischen  Strahlen  (&()  und  (o,)  enthj 
tene  Kreisbogen 

«t 
47)  S=    I  2pda  =  2p(or,  — ofj). 

Nun  ist  aber  p  (er, —  «i)  der  zwischen  den  Asymptoten  der  Hyperb^ 
(a^)  und  (of,)  enthaltene  Bogen  desselben  Kreises.  Construirt  man  d 
her  durch  einen  Punkt  im  Umfange  eines  Kreises  zwei  gleick 
seitige  Hyperbeln,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  ded 
jenigen  des  Kreises  zusammen  fällt,  so  ist  der  zwischen  ihn« 
enthaltene  Kreisbogen  doppelt  so  gross  als  der  zwischflS 
ihren  Asymptoten   enthaltene. 

20.  Wir  suchen  ferner  den  zwischen  dem  Endpunkt  der  grossen  Ax 

und  der  Hyperbel  (or)  enthaltenen  Bogen  der  Ellipse,  deren  lemniscatisch 

Gleichung  nach  §.  11 

,_ 2a'^' 

^  ~  a*+  6*  +  (a«—  6«)  cos  2 a 
ist,  und  finden  nach  und  nach 

dQ_       2a*b*{a^  —  b*)sin2a 
^  di~  [a'+6'+  {a*—b*)  cos  2«]« 
/   dgW    ,  _  8  a^6^  [a*+  b*+  {a*—  b^)  cos  2a] 

ferner,  unter  Berücksichtigung,  dass  p*  =  a*  —  6*  ist: 

p*  +  2p* Q*  cos  2a+  if* 

_  4a*b*(^a*—b*)  cos  2a 4a*b*' 

--(«-     )  +  ^«^^8  +  f^a*  —  6»)  cos2d'^[a*  +  b*+{a*--'b*)  cos  2a]* 
_  a*+  b*  +  (g^  —  60  cos  2  g]' 
—  [ö«+6«+  {a^  —  b*)  cos  2aY  ' 
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folglich 


ds: 


[a«+6«+(ö«  — 6«)  cos  2a]i  =  [«•—(««  — 6«)  sin  «aj* 
6' 4» 


a(l  — 6*»i/i«a)* 
wo  — j —  =  r  gesetzt  wurde.     Nun  ist  aber 


sm  a  cos  a 


/da  _      1       /»  £«       _^ 

Der  gesuchte  Ellipsenbogen  zwischen  0  und  a  ist  demnach 
48)  aE{i,a) .  r-. 

In  Figur  3  ist  dieser  Bogen  durch  MS  vorgestellt.  Beschreiben  wir 
nun  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  aus  mit  der  grossen  Halbaxe  als  Kadins 
einen  Kreis,  und  föUen  von  dem  Punkt  ö,  wo  dieser  von  der  andern 
Asymptote  (a  —  90°)  oder  OQ  der  Hyperbel  (a)  getroffen  wird,  eine  Senk- 
rechte auf  die  Abscissenlinie,  so  ist  der  zwischen  dem  Endpunkt  N  der  klei- 
nen Axe  und  dieser  Senkrechten  enthaltene  Ellipsenbogen  NP  bekanntlich 
ausgedrückt  durch  aE{s,  a).  Der  Unterschied  der  beiden  Ellipsenbogen 
NP  und  MS  ist  daher  gleich  der  geradlinigen  Strecke 


/  = 


j/i  —  £*  sin  *« 

Um  diese  Strecke  zu  construiren,  beschreiben  wir  vom  Brennpunkt  A 
M8  mit  dem  Hadius  a  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Asymptote  Or(of)  in 
7* trifft;  parallel  mit  JT  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  Fund  fällen 
vom  Brennpunkte  A  aus  auf  0  T  die  Senkrechte  A  F,  deren  Fusspunkt  mit 
^bezeichnet  werde.     Alsdann  ist 

Oü=at  cos  a 
AU=a£Sin  a 

ÜT=  a  y\  —  ««  sin  »a 

nnd  wir  erhalten  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  0  CT  F  und  TÜA: 

Vüiascos  a=^aBSina:a  r/j g«  ^{,1 ««, 

Folglich  ist 

•^     a  «*  sin  acos  a 

Vi  —  €«  sin  «a  ~ 

die  gesuchte  Strecke. 

Die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x  und  y  des  Durchschnittspunktes  S 
<]er  Hyperbel  (a)  mit  der  Ellipse  erhält  man  aus  15)  und  16),  wenn  man 
daselbst 

p*  =^  a* — 6*  und  d*= ^^ 
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einsetzt,  nach  einigen  leichten  Umformungen,  wie  folgt: 

a*  cos  a 


j/c^  cos  *a  +  6'  sin  '« 

b*  sin  a 
y  = 

ya*  cos  'a  +  6*  sin  *a 

In  diesen  Formeln  stellt  die  Quadratwurzel  blos  ihren  positiven  Werth 
vor,  indem  durch  den  Zähler,  vermöge  der  in  §.  7  gemachten  Annahmen, 
für  das  richtige  Vorzeichen  schon  gesorgt  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  t  den  Winkel,  welchen  die  Berührungslinie 
im  Punkte  S  der  Ellipse,  wo  diese  von  dem  Hyperbelaste  (o)  getroffen  wird, 
mit  der  Abscissenlinie  bildet,  so  ist 

b*    X 

oder,  nach  Einsetzung  obiger  Werthe  von  x  und  y: 

tgx  =  —  coiga^ 
d.  h.  die  Tangente  der  Ellipse  im  Punkte  5,  wo  sie  vom  Hyperbelaste  AS 
geschnitten  wird,  steht  senkrecht  auf  der  zugehörigen  Asymptote  0  T,  und 
läuft  sonach  parallel  mit  der  anderen  Asymptote  OQ.  Im  Ganzen  sind  vier 
Schnittpunkte  vorhanden,  einer  in  jedem  Quadranten;  die  vier  Tangenten 
in  diesen  Punkten  bilden  demnach  ein  der  Ellipse  umschriebenes  llechteck. 
Wir  können  dieses  Ergebniss  auch  in  folgender  Weise  aussprechen:  Zieht 
man  durch  die  Brennpunkte  eines  Systems  confocaler  Ellip- 
sen irgend  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  in 
denjenigen  der  Ellipsen  fällt,  so  sind  dieTangenten  der  El- 
lipsen in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Hyperbel  geschnitten 
werden,  parallel  mitderenAsymptoten. 

Suchen  wir  jetzt  das  Stück  S^der  Tangente,  welches  zwischen  dem 
Berührungspunkt  S  und  dem  Fusspunkt  IF  der  vom  Centrum  auf  sie  ge- 
fällten Senkrechten  0  W  liegt,  d.  h.  die  Projection  des  Halbmessers  OS  auf 
die  Tangente,  so  finden  wir: 

(eta  —  6*)  sin  er  cos  et  a  «*  sin  a  cos  a 

S  fr^=x  sin  a  —  y  cosa^^  -r  = =  /. 

yd'  cos  *a  +  6'  sin  *a       y\  —  «*  sin  *a 

Wir  finden  also  S  fP gleich  der  oben  construirten  geradlinigen  Strecke.  Der 
obige  Satz  von  der  Differenz  der  EllipsenbogeniVP  xm^MS  kann  daher  jetzt 
folgendermassen  ausgesprochen  werden:  Zieht  man  vom  Mittelpunkt 
der  Ellipse  eine  Gerade  gleich  der  grossen  Halbaxe,  und  fällt 
aus  ihrem  Endpunkte  eine  Senkrechte  auf  die  grosse  Axe,  so 
ist  der  zwischen  dem  Perpendikel  und  dem  nächsten  End* 
punkt  der  kleinen  Axe  enthaltene  Bogen  gleich  der  Summe 
des  zwischen  dem  Endpunkt  der  grossen  Axe  und  dem  Berüh- 
rungspunkt der  mit  jeuer  Geraden  parallelen  Tangente  ent- 
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hiltenen  Bogens,  und  der  Projection  des  Berührungshalbmes« 
lersaaf  die  Tangente. 

51.  Um  den  Bogen  der  Hyperbel  zu  bestimmen ,  finden  wir  aus  ihrer 
lemDiscatischen  Gleichung 

,^ 2^ 

'^^  ^        a*^b*-'{(^  +  b*)cos2a 

znnäcbst 

dQ_  2g»6*  (tf*  +  b*)  sin  2  a 

^  da~       [a*-.6«— (««  +  6«)  co5  2a]*' 
/   ägV        ,  _  Sä'b^  [g'+V—  {a^  —  b*)  cos  2a] 
Vda)  "^  ^  [a«— 6«_(a«  +  6«)co5  2a}*     ' 

Weil  p*=  a*  +  b*  ist,  ergiebt  sich  weiter 

4^«if        «      .     4       [a'  +  b'  —  (a'  —  b')cos2aY 

Daher  ist 

2i^b*y2.da  a*b*da 


rf5: 


Setzt  man  hierin 

(ö*  +  ft*)  5m  'a  —  ^' = a*  co*  *^ 
•der 


49)  ^o'  +  b* .  C05  a = a  sin  if^, 

so  bat  man 

b*  dijj 


d5  =  - 


oder,  wenn  man    ,  .   ,,  =  «*  setzt 
a'  +  6' 


6««  rft^ 

ds= 


ö^     cos  *t^  j^^l  —  €*  sin  *i/; 
Damit  der  Durchschnittspunkt  desHjperbelaste8(a)  mit  der  gegebenen 
Hyperbel  reell  sei,  muss,  wie  man  aus  der  Gleichung  der  letzteren,  näm- 
lich aus 

ya*  sin  *a  —  6*  cos*a 
erkennt, 

«ein.  Berechnen  wir  das  zwischen  diesem  Schnittpunkt  (S  Fig.  4)  und  dem 
Scheitel  JKf  gelegene  Bogenstück,  so  ist  ein  vorstehender  Bedingung  genü- 
gender Werth  von  a  die  untere,   -  die  obere  Grenze  der  nach  a  auszufüh- 

renden  Integration;  folglich  sind  iff  und  0  die  entsprechenden  Grenzen  der 
Integration  naeh  if;.     Wir  erhalten  demnach 
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0 
oder,  nach  Anwendung  bekannter  Redactionsforraeln: 


50)        s=  —  .F{f,'ip) .  E  {i,^)  +  j/a^  +  b^  .ig  %l;  .j/l-'e^  sin^nf. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Winkels  t^  ergiebt  sich  leicht  in  fol- 
gender Weise :  Man  beschreibe  vom  Mittelpunkt  0  aus  zwei  Kreise ,  den 
einen  mit  der  reellen  Halbaxe  OM(—a)y  den  andern  mit  der  Excentricität 
OA(^=j/a^+  6')  als  Radien.  Von  dem  Punkte  Q  aus,  wo  der  letztere  von 
der  Asymptote  OT  der  Hyperbel  AS  geschnitten  wird,  fälle  man  die  Senk- 
rechte QR  auf  die  reelle  Halbaxe.  Zieht  man  nun  nach  dem  Punkte  /*, 
wo  diese  Senkrechte  den.ersteren  Kreis  trifft,  den  Radius  OF{=a)y  so  ist 

OB=j/a^+b^.cosa~asinOFR. 
Aus  dieser  Gleichung,  im  Zusammenhalte  mit  49),  erbellt,  dass 

il;=:zOFR=VOF 
ist.     Aus  dem  Dreieck  OQR  erhalten  wir  dann : 

OR  =/(a»+ft*)  —  a*  sin^'tlf  =  ya^  +  b*  ./i  -  b*  sin^ip. 
Zieht  man   daher  durch  Q  die  Parallele    ÜQV  mit  der  Axe  OM,  so  ist 
OU  =  QR  ^  und  demnach 

VV—Oütg'Hf=  /a«  +  b^Agilf.  /l  — c*  5i// V 
Hiermit  ist  also  die  in  obigem  Ausdruck  für  den  Hyperbelbogen  vorkom- 
mende geradlinige  Strecke  construirt. 

Man  erhält  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes 
S  als  Functionen  von  of,  wenn  man 

p^^a^-^^U^  und  g*=   ,  .   , ^ T 

a^stn  *a  —  ö'  cos  *a 

in  15)  und  16)  substituirt.     Es  ergiebt  sich 


y  = 


ya^  sin  *«  —  6*  cos  *a 
6*  cos a 


^a*  sin  'a  —  6*  cos  'a 

Bezeichnet  man  wieder  mit  r  den  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  S  an 

die  Hyperbel  22)  gelegte  Berührende  mit  der  Abscissenaxe  bildet ,  so  ist 

bekanntlich 

b*  X 
igt=  -,.— 
ar  y 

oder,  wenn  man  die  obigen  Werthe  von  x  und  y  einsetzt: 

igT=^tga. 

Das  heisst  also ,  die  Tangente  der  Hyperbel  22)  in  dem  Punkte ,  wo  sie  von 

dem  Hyperbelaste  (a)  getroffen  wird,  ist  mit  der  Asymptote  dieses  letzteren 
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parallel.  Dieser  Satz  von  der  TangenteDriclitung  gilt,  gleichviel  ob  der 
Srhoittpunkt  reell  oder  imaginär  sei;  denn  die  Wurzel  im  Nenner  der  Aus- 
drücke für  X  und  y,  welche  allein  imaginär  werden  kann,  hebt  sich  beim 
Einsetzen  derselben  in  die  Formel  für  tg  r  hinweg.  Wir  können  den  ge« 
fundenen  Satz  auch  in  folgender  Weise  aussprechen:  Zieht  man  durch 
dieBrennpunkte  eines  Systems  confocaler  Hyperbeln  irgend 
einemit  ihnen  concentrische  gleichseitige  Hyperbel,  so  sind 
die  Tangenten  jener  Hyperbeln  in  den  Punkten,  wo  sie  von 
dieser  geschnitten  werden,  parallel  mit  den  Asymptoten  der 
letiteren,  und  zwar  immer  mit  der  Asymptote  OJ,  welche  im  nämlichen 
Qaadranten  liegt,  wie  der  Berührungspunkt  S. 

Die  Projection  des  Halbmessers  OS  auf  die  Tangente  wird  gefunden 
wie  folgt : 

ya*  sin^  a — b*  cos*  a 
oder  wenn  man  statt  des  Winkels  a  den  Winkel  ^  einführt: 
S  W=j/a*+b*ig^}/i'-i^sm*ilf=  ü V 

Die  im  obigen  Ausdruck  für  den  Hyperpelbogen  MS  enthaltene  gerad- 
linige Strecke  ist  also  gleich  der  Projection  des  nach  dem  Punkte  S  gezo- 
genen Halbmessers  auf  die  in  S  berührende  Gerade. 

22.  Der  im  vorigen  Paragraphen  ausgesprochene  Satz  liefert,  mit  dem 
analogen  oben  für  die  Ellipse  aufgestellten  verglichen,  sogleich  folgendes 
bekannte  Theorem:  Eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  wird  von 
einer  Schaar  mit  ihnen  confocaler  Hyperbeln  überall  recht- 
winklig durchschnitten. 

Diese  beiden  Curvenschaaren  bilden  aber  die  Grundlage  des  ellip- 
tischen Coordinatensystems.  Ihre  lemniscatischen  Gleichungen 
werden  erhalten,  wenn  man  in  der  Gleichung  (21)  der  Ellipse  a^=X* 
und  6*=il* — p*,  ferner  in  der  Gleichung  (22)  der  Hyperbel  a^=zn*  und 
b^=p^ — H*  einsetzt.     Sie  lauten  alsdann: 

-._^'(^'-p') 


M) 


und  drücken  die  Beziehungen  aus  zwischen  den  lemniscatischen  Coordi- 
nateu  (^,  a)  eines  Punktes  der  Ebene  und  seinen  elliptischen  Coordinaten 
(A,  fi).  Aus  ihnen  zieht  man,  um  vom  lemniscatischen  zum  elliptischen 
System  überzugehen,  folgende  Relationen : 

Sieht  man  in  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen,  nämlich  in 
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,fi*=Q*  oder  k^=Q*+ii* 
Q  als  constant  an,  so  stellt  sie  die  elliptische  Gleichung  einer  Lem- 
niscate  vor,  deren  Pole  mit  den  gemeinschaftlichen  Brennpunkten  der 
Ellipsen  und  Hyperbeln  zusammenfallen.  Dieselbe  ist  zugleich  der  ana- 
lytische Ausdruck  folgenden  Lehrsatzes:  Constrnirt  man  eine  Hyper- 
bel mit  der  reellen  Halb  axe/t»  und  dazu  eine  mit  ihr  confocale 
Ellipse,  deren  grosse  Hall^axe  iL  gleich  der  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  dessen  Katheten  f»  and  eine  ge- 
gebene Gerade  q  sind,  so  liegen  ihre  Durchschnittspunkte  auf 
einer  Lemniscate  vom  Parameter  9,  deren  Pole  in  die  gemein- 
schaftlichen Brennpunkte  der  Ellipse  und  Hyperbel  fallen. 

Je  nachdem  man  f»  oder  X  als  constant  betrachtet,  liefert  dieselbe 
Gleichung  noch  folgende  zwei  Lehrsätze : 

Constrnirt  man  eine  Lemniscate  vom  Parameter  q  und  da- 
zu eine  Ellipse,  deren  Brennpunkte  mit  den  Polen  der  Lem- 
niscate zusammenfallen,  und  deren  grosse  Halbaxe  X  gleich 
der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  dessen 
Katheten  9  und  eine  gegebene  Linie  jt»  sind,  so  liegen  ihre 
Durchschnittspunkte  auf  einer  zu  jener  Ellipse  confocaleu 
Hyperbel  mit  der  reellen  Halbaxe  f». 

Constrnirt  man  wieder  eine  Lemniscate  vom  Parameter  ^ 
und  dazu  eine  Hyperbel  mit  den  Polen  der  Lemniscate  als 
Brennpunkten,  deren  reelle  Halbaxe  (i  gleich  der  einen  Ka- 
thete eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  welches  q  zur  andern 
Kathete  und  eine  gegebene  Linie  A  (>  ^)  zur  Hypotenuse  hat, 
80  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Curven  auf 
einer  zu  der  Hyperbel  confocalen  Ellipse  mit  der  grossen 
Halbaxe  X. 

Zum  üebergang  vom  elliptischen  in  das  lemniscatische  Coordinaten- 
System  dienen  folgende  Gleichungen: 

03)  \  X*  =  i(p'  +  if*)  +  i'/p*  +  2p'Q*cos2a  +  Q* 

\  li*  =  i(p*—Q*)  +  iyp^  +  2p'Q*cos2a  +  Q^ 
welche  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (51)  nach  iL'  und  q*  leicht  gefunden 
werden. 

Will  man  z.  B.  die  Länge  des  Lemniscatenbogens  durch  elliptische 
Coordinaten  ausdrücken,,  so  erhält  man  die  Integrale 

y^^ 

Y^   {X'-p'){X'~Q')(p'  +  Q'-k')  ' 
und 
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t^^js^^f^fsr^*^^.*^^.^ 


welche  dnrch  die  Sabstitutionen 

nnd 

wo  { die  nSmliche  Bedeutung  hat  wie  in  §  14,  ganz  ebenso  wie  dort  trans* 
fonoirt  und  weiter  behandelt  werden  können« 

23.  Dnrch  die  Leinniscaten  nnd  Hyperbeln  unseres  Coordinatensjstems 
wird  die  ganze  Ebene  in  rechteckige  Feldchen  zerschnitten;  ein  von  zwei 
njiendlich  nahen  Lemniscaten  (^  und  ^  +  ^^)  ^^^^  z^%i  unendlich  nahen 
HTperbeln  (a  und  a'\'dii)  begrenztes  Flftchenelement  wird  daher  dar- 
gestellt durch  das  Product  der  in  den  Gleichungen  (27)  und  (41)  ausge- 
wertheten  Bogenelemente,  also  durch 

Diese  Formel  gilt  nicht  mehr  für  den  Anfangspunkt  0,  weil  dort  die  Hyper- 
bel (a=    j,  d.  h.  das  dnrch  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  dargestellte 

Linienpaar,  und  die  Lemniscate  (q=p)  sich  nicht  mehr  rechtwinklig  durch- 
sebneiden.  Ist  daher  der  Punkt  0  in  der  Fläche  begriffen,  über  welche 
man  die  Integration  auszudehnen  hat,  so  müsste  man  das  Differential  dSi  dSf, 
welches  jenen  Werthen  entspricht,  weglassen,  und  dafür  den  wahren  Werth 
des  Flächenelements,  welches  den  Punkt  O  enthält,  hinzufügen.  Beide 
Elemente  aber,  das  abzuziehende  und  das  zu  addirende,  sind  unendlich 
klein  und  können  daher  gegen  das  über  die  ganze  Fläche  erstreckte  Inte- 
gral vernachlässigt  werden.  Es  ist  daher  gestattet,  die  Integration  auch 
über  den  Punkt  0  auszudehnen,  ohne  die  Kichtigkeit  des  Resultats  zu  al- 
teriren. 

Uebrigens  erkennt  man  leicht,  dass  die  Formel  (54)  sich  für  p=^o  auf 
die  für  gewöhnliche  Polarcoordinaten  zurückzieht. 

Soll  nun  der  Inhalt  eines  von  zwei  Curven,  deren  lemniscatische 
Gleichungen 

<P(p,of)  =  o  und  (p(^Q,a)=o 
gegeben  sind,  und  den  zwei  Coordinatenhyperbeln  (a,)  und  (a,)  begrenzten 
Flächenstücks  berechnet  werden,  so  hat  man  obige  Formel  zuerst  nach  q  zu 
integriren,  alsdann  die  aus  vorstehenden  Gleichungen  als  Functionen  von 
Q  und  a  sich  ergebenden  Grenzen  ^,  und  q^  einzusetzen  und  jetzt  nochmals 
nach  a  zwischen  den  Grenzen  a,  und  «2  zu  integriren. 

Die  unbestimmte  Integration  nach  g  lässt  sieh  ohne  Weiteres  ausführen- 
Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

P*  +  2p*p*co5  2a-h  Q*=R* 
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80  erhält  man 

55)  j  ^-^—\I^—\p*cos2a.log{Q*+p^co82a  +  ie), 

wo  die  willkührliche  Constante  weggelassen  wurde,  weil  sie  nach  Einfüh. 
rang  der  Grenzen  doch  verschwindet. 

Sind  die  beiden  Curven,  welche  den  Gleichungen  <P=:o  und  9=0 
entsprechen,  zwei  unserer  Lemniscaten ,  so  sind  die  Grenzen  q^  und  fi 
constant. 

Integrirt  man  daher  die  vorstehende  Formel  nach  a,  indem  man  ^  als 
constant  ansieht,  so  findet  man  zunächst : 

J^ß^^==iJE*da  —  kp^fcos2aJog{Q'+p*cos2cc  + 

Man  erhält  sodann  durch  theilweise  Integration 

lcos2alog{Q*+p*cos2a+B^')da=isin2a.log((i^  +  p^cos2a  +  R'^) 

+  p*  lsin*2a.  ^  ,  ,    ,  ^    ^ — 1   ^»n    m'^«» 
•y  (Q*+p^cos2a  +  R^).R*         ' 

während  hinwiederum  das  letztere  Integral 

p*  IsinHa..  ,  ,     /    ' — 7-^r^da=  I- 5~ da—  1  cos2ada 

J  (^*+p*C052a  +  Ä')Ä*  J  R*  J 

gefunden  wird.     Nun  ist  aber,  wenn  cos2a=l — 2«n'a  und -z-^-^  s=rA: 

gesetzt  wird: 

/y+Q*cos2a  /•         da  2  p*      P     $in*ada 

^       "  "^J  yv^k*  sin  *« ""  p'  +  qV  yr^^n^^^ii^ 

^p« — ^«/»         da  P^  +  Q*  r  

^F  J  yi  —  J^sin  *a  2p»  J  '^ 

Bringt  man  das  oben  vorkommende  ebenfalls  elliptische  Integral 


/« 


durch  Einführung  von  co;2a=l — 2m'a  und    ,  ,  ^,=:Ar  auf  die  Normal- 

p*  +  p" 
form,  so  erhält  man  schliesslich: 

+  j-5i>i2 a  [l—/o^(p«+/>« COS  2a+Ä*)] 

also  nach  Einsetzung  der  Grenzen  ^it  q^\  o^m  <^t* 

fift  pt  c^t  c^t 

/Y'£!^lfUj(p«+9,«)J/i_*,«s,„'« .d«-i(p'+p,«) //i -*,'«„»«.d« 
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L  "^  Q^*  +  p^cos2a  +  RtJa^ 

wo  A'i ,  i?i ;  Ar, ,  i?t  die  Werthe  bedeuten ,  welche  die  Grössen  k  und  R  resp. 
far  pi  und  p,  annehmen. 

Sind  die  beiden  Lemniscaten,  welche  das  zu  berechnende  Fläcnen- 
itfick  begrenzen,  gleichmodelig ,  so  vereinfacht  sich  der  vorstehende  Aus- 
druck, indem  wegen  Ar,=Ars  die  vier  ersten  Glieder  in  zwei  zusammenge- 
fasst  werden  können. 

Für  den  Flächeninhalt  der  Viertelslemniscate  erhalten  wir,  indem  wir 

^=0,  Qt=Qt  «1=0,  «2  =  -  setzen: 

n 

0  0 
Der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Hyperbeln  (aj)  und  (a^)  enthalte- 
nen gekrümmten  Sectors  der  Lemniscate  ^=p,  für  welche  Ar=l  ist,  ergiebt 
fich  wie  folgt: 

und  derjenige  des  Quadranten  der  nämlichen  Lemniscate: 

n 

0  0 
24.  Von  der  Anwendung  der  Formel  54)  möge  noch  als  letztes  Beispiel 
die  Berechnung  des  Flächeninhalts  des  gekrümmten  Sectors  einer  Ellipse 
hier  stehen,  welcher  von  zwei  durch  ihren  Brennpunkt  gehenden  gleichsei- 
tigen Hyperbeln  (ai)  und  (a,)  und  dem  zwischen  diesen  eingeschlossenen 
ElHpsenbogen  begrenzt  wird.  Man  hat  alsdann  in  55)  als  Grenzen  ^i=0 
und  aus  der  lemniscatischen  Gleichung  21)  der  Ellipse 

aby2 

einzuführen,  indem  man  noch  berücksichtigt,  dass  p*=:a*— 6*  ist,  und  den 
resultirenden  Ausdruck 

a*+b'+(a*^b*)cos2a  , 

\r  %      M^       „      I     ö'  +  ft*+(«'  — ^0  cos  2a 

zwischen  den  Grenzen  «j  und  «,  zu  intcgriren.     Man  erhält  dadurch  den 
Flächeninhalt  des  gekrümmten  Sectors  wie  folgt: 
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^  '<^'^^^^^^^^^r^^^^^^i^^>^^^^^^^^^^^^^.^^>^'i*^0S^^^'^^*'^^f^^^^S^^^^0>,^^^^^^^^^^^'^^^>^'^V^0^ 


ah\  Jh      \ 


-i(«»-6') 


1+ 


sin  2  a  log- 


(^^«y 


«t 


wo  €*  Statt  - 


6» 


steht.     Die   nämliche   Gleichung  21)  kommt   aber,   wie 


früher  gezeigt,  im  Polarcoordinatensystem  einer  Ellipse  zu,  welche  mit  der 
gegebenen  Ellipse  congruent,  aber  um  00°  gegen  sie  gedreht  ist.  Berechnen 
wir  jetzt  auch  den  von  den  beiden  Geraden  («()  und  (oj)  eingeschlossenen 
Sector  S  der  letzteren  Ellipse ,  so  finden  wir 

2=:-^\  arcig 


2  L 


c-)]: 


und  erkennen,  dass  dieser  zwischen  den  Asymptoten  der  Hyperbeln  ent- i 
haltene  Sector  der  zweiten  Ellipse  den  zwischen  den  Hyperbeln  selbst  enU> 
haltenen  Sector  der  ersten  um  das  in  der  Formel  für  a  auftretende  logarith*| 


mische  Glied  übertrifft. 

Flächeninhalt  ^abn  der  Viertelsellipse. 


Für  tti  =0  und  a,  =  —  liefern  beide  Formeln  d 
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f  L     Heber  eixiige  Sätse  ans  der  Theorie  der  d-IimotionexL     Von 

A.  Ennepeb. 

Mittelst  der  beiden  Integrale: 

I  e^**cos2pvdvs=:}/ne^v>*^      j  e"^  8in2pvdv=:0^ 

ergeben  sich  leicht  die  folgenden  Gleichungen : 

I e-''*cos2p(v+q)  dv=s]/7tcos2pq.e~P*^ 

I e^^*sin2p  {v  + q)dv=:j/nsin2pq,e-P*y 

00 
00 

je-'^cos2p{v'-q)dv^}/7tcos2pq.e-P^^ 


—  00 

00 


/- 


sin2p{v — q)dv=' — ynsin2pq »C^P  . 


—  « 
Setzt  man  in  den  beiden  ersten  der  vorstehenden  Integrale  y  +  ^=w,  in  den 
beiden  letzten  v  —  q=Uf  so  erhält  man: 

/e-«'+2«ii  cos2pudu  =  j/7tcos2pq.e-P*'^9\ 

00 

I e'"'*-^9»'  cos2pu  du  =j/ncos2pq.e-P^'^9*^ 

X 
00 

je-*'  +^9*'  sin  2pu du  =j/nsin2pq ,e^P*'^9^^ 

00 

fe-"'*-'^9>'  sm2pudu=  —  }/rtsin2pq.e-P*'^9*. 


X 


—  X 


80  Kleinere  Mittheilangen. 

Bildet  man  die  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung,  ferner  die 
Differenz  der  dritten  und  vierten  Gleichung,  so  folgt: 

4 /c-"''(e29»'+  e-^^")  cos2pudu  =  j/ncos2pq.e-P^'^9\ 

—  00 

Setzt  man  i=j/ — 1 ,  so  lassen  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  auf 
folgende  Art  darstellen : 

j e-  **^ cos2pucos2iqud  w=J^e^P  ~  ^^^^^ cos2p q^ 

-  00 

je"**  sin 2pusin2iq  udu=i f/n c  —l»'^ <•«)  sin 2p q. 


—  00 

Durch  SuhtractioQ  dieser  Gleichungen  folgt: 


/- 


oder  p  j/a ,  q  j/ä  statt  p ,  q  gesetzt : 

1)  le-'^C0S2{p  +  qt)uya.du=zj/ne-€c(^p  +  qiy, 

00 

Sei: 

+  «f  h«  I  +  ^1  ^tn  +  5i  A;„  +  . . .  +  5„  Äjj,,  } " 

oder : 

2)  Sl^'Zarl  Zri  +  S,  Kr,,  +  . . .  +  5„  Ä^rm  j'- 

TZ=.\ 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  lässt  sich  e""*^  auf  folgende  Art  durch 
ein  /i-faches  Integral  darstellen: 

3)  (/i)"«  -  Ä  =       r. . .    yg-<«'iV«'t'+  +•'«*) .  <p  rffi,  rftt,  dM„ , 

—  00     —  00 

wo: 

ro5  2  (r,  f  +  5,  Ä^j,!  + . .  +  5«  A'g,»)  w,  /«a  X 

C05  2  (r„f +  5,  Ä'n,,  +  .  .+5^  ir„,„)  w„  /er«. 
Wegen  der  Integrationsgrenzen  kann  man  in  dem  Ausdruck  für  (I>  statt 
des  Products  der  Cosinus  einfach  den  Cosinus  der  Summe  sämmtlicher  Argu- 
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mente  setzen,  indem  nnter  dem  Integralzeichen  jeder  Term,  welcher  einen 
Sinns  enthält,  verschwindet.     Man  kann  in  3)  also  setzen: 

4)  0=icos2(i£zuj/a+8i  2h  Ki}/'ä+...+Sn£u  IC^j/^), 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Trennt  man  in  0  den  reellen  und  imaginären  Theil,  so  folgt  aus  4: 

<P= C08{s^2uK^}/a+  ..,  +  Sn  ZuRnYa) 

6)  - 

+ — Sin (5j £uiri}/a+,..  +5«  Zul^n  V^)* 

In  der  Gleichung  3)  lege  man  ^j,  s^^  ...  5„,  respective  alle  ganzzahligen 
Werthe  von  —  h^  bis  Ar,,  —  Ar,  bis  Ar, ,.. .  —  Ar,  bis  A«,  bei  und  bilde  die 
Sainme  sämmtlicher  Gleichungen.     Hierdurch  folgt,  mit  Rücksicht  auf  6): 

00  ^00 


7)  0/«)"5(j-Ä=    \i\..   Ce^^^V^+e-^'^y^ 


—  00       —00  ^ 


00 


—  00         —   00 


WO : 


S)  V  — ^  ~~       "TZ.  •  •  • 

sin  EuK^ya 

sin  Zu  K^yot 
Setzt  man  —  t'n  •••  —  ^m  statt  t4|,  ...  t/«,  so  bleibt  ^ungeändert,  hieraus 
folgt: 

/qO                                                                            00  ^O 
30         00                                                                         — 00        00 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  in  7)  der  imaginäre  Theil  verschwindet  und 
sich  der  Ausdruck  für  (yn)  ^  Se  —  Sl  einfacher  auf  folgender  Weise  schrei- 
ben lässt: 

—  00     — 00 
Maltiplicirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit : 

e-  •="*'  =  c  -(«.*.•  +  •••  +  «»  »«*)> 
sabstitnirt  fQr  <P seinen  Werth  ans  8)i  so  folgt: 

Ztilsehrin  f.  Mathematik  u.  Physik.  XII,  1.  ^ 


82 


Kleinere  Mittbeilungen. 


sin{2kn+V)ZuKn}/^^ 


du^  ...  dUfg, 


sin  2u  Kn  y^ 

Statt  der  Integrationsvariabeln  u,  ...  ti„  führe  man  in  dem  /i-fachen 
Integrale  der  Gleicbnng  I)  die  Variabeln  Vj,  ...  v^  mittelst  folgender  Glei- 
chungen ein: 

Zii^i^ä=:fi,Äri,yof,+w,Ä^„ij/of,  +  ...  +  UnKn.x  ^aii=r„ 


Setzt  man : 


H) 


■'Mm 


^2'« 


=  ^, 


80  geht  die  Gleichung  0)  mittelst  der  Substitution  10)  über  in : 


12) 


(ylYi 


—  Ztttt 


Se-«j/(«, ...««. ^)= 


f-J' 


—  T  sin  (2  Ar,  +  l)  v,       gi;i  (2  A\,  +  !>„ 


^tn  v« 


SI7i  rn 


rfv,  ...  rft>„ 


—  00        —  00 


wo: 
13) 


T=^^Ur.r+^^ 


.+'-; 


r- 


Die  Function  e  ~"  ^  bleibt  für  alle  reellen  Werthe  von  r,, .  ..r«  endlich 
und  stetig,  lässt  man  nun  in  12)  A-j,  Ar^,  ...A*,!  unbegrenzt  wachsen,  so  geht 
die  linke  Seite,  nach  einem  bekannten  Theorem  von  Lejeune - Dirichlet 
über  in 

14)  Ä«Sc~-^i, 

wo 

Das  Zeichen  S  bedeutet  eine  n  -  fache  Summe  in  Beziehung  auf  die 
ßummirenden  Elemente  5|,  f,,  ...^ni  welche  unabhängig  von  einander  alle 
ganzzahligen  Werthe  von  —  oo  bis  oo  annehmen.  Lässt  man  also  in  12) 
Ari,...Ari,  unbegrenzt  zunehmen,  substituirt  für  il  seinen  Werth  aus  2),  so 
folgt,  mit  Rücksicht  auf  l4)  und  15): 


16) 


n 


WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 


gZarXr^g^-^Zar  (Xr+«i  ^r,,  +  ...+*n  Lr,«)* 
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Die  Summe: 

5g— JEar  («ri+*,  iCr,t  •♦-... +*nirr,ii)* 

bleibt  anverfinderty  wenn  z^^  $21  •••z»  gleichzeitig  respective  zunehmen  um 
•  (iTi  Äi»!  -^-9%  ^t»t  +  •  •  •  ^r9n  ^im)  7=^^99  Kt^q  > 

^o  ^19  9f'9n  beliebige  ganze,  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 
Die  Summe: 

bleibt  unverändert ,  wenn  «i ,  •  • .  z»  gleichzeitig  zunehmen  respective  um : 

9i  ^iii  "4" •  •  •''\'9n^iin  =  ^9q  ^V9 
fl^l -^liil  +  •  •  • +fl'n  ^lun  = -^fl^ff  ^>  g- 

Setzt  man  also 

so  ist  nach  den  obigen  Bemerkungen,  mit  Rücksicht  auf  17): 
19)  /  9(«n«f-n) 

20)         9(«i  +  -2:flr,z:„,  +  ...  +  z„+2:flr,z;„,g)=9(zi,...z„). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  durch  Einführung  neuer  Quantitäten  noch 
etwas  transformiren.     Sei: 

21)  2:0fr«rÄr,ji  =  ßi2iÄi,p  +  ...  +  a«««^«ip  =  Wji, 

22)  •  ^Cfrirr,j|Är,g  =  flfi^l,j|Äj,g  +  •  •  .  +  an-fi^inp  l^nyq  =«p»g> 

sodass  also  ap,^  ^=aqyp  ist. 

Nehmen  nun  z^,,..Z||  respective  zu  um  i2gqKi^qf...*2gqKnjq^sommmi 
Up  zn  um : 

t  j  gTj  üar  Kr  ,p  iTrii  +5^2  ^^r  Är,p  A^»,j+ •  •  •  +  fl'»  -^«r  Ä^np  -ÄTrm  | , 

d.  i.  nach  22) : 

*\9i  «pil  +9tOp,2  +  *'  -+9nap,n  }  =i^9q  «p»g- 
Wachsen  «i,  ...Zn  gleichzeitig  um  Zgq  Li,q...£gqLn^qy  so  nimmt  tip  nach  21) 
zn  nm : 

£ctrICr,p(£liLru+9i^ni  +  ''*  +  9n^r^n) 

d.  i.  nach  17): 

Diese  Summe  ist  einfach  gleich  ngp.     Setzt  man: 

9^  (^n  • .  •  ^n)=^  (Wp  «^2»  •  •  • "«) 
so  geht  die  Gleichung  18)  mit  Hülfe  der  Gleichungen  21)  und  22)  über  in: 

0* 
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wo  in  der  Doppelsamme  UZspS^Op^q  die  Indices  p,q  nnabbängig  von  einan- 
der alle  ganzzabligen ,  positiven  Wertlie  von  1  bis  n  annebmen,  und  allge- 
mein ap^q  =  aq^p  ist. 

An  die  Stelle  der  Gleichnngen  19)  nnd  20)  treten  die  folgenden: 

d  (ti,  + 1  £gq  fl, ,  y,  Wg  + 1  £gg  a^,g, . . .  w„ + i£gg  ««,,) = 

^  (u/ u„ . . .  ti«)  e -^  ^ '^^« "« "*-^«"«*^- •  •■^^"  ""^  ^^^^«'''^«' 

^(W|  +  5'l»»W,+öfgW,...W«4-ÖfnJr)=^(Ml,W„...W„). 

Die  letzte  der  vorstebenden  Gleichungen  folgt  aucb  anmittelbar  aus  der 
Definition  von  ^Cui^u^y^u^)* 
Setzt  man : 


A- 


vn 


UnKn 


<*n^n,n 


=  a,Cf, 


,«2« 


-^nu 


^\r 


80  ist  z/|=cri or, ...an^^*    Bildet  man  das  Product  der  beiden  Determinanten 
z/  und  z/, ,  so  folgt,  mit  Rücksiebt  auf  die  Gleichung  22) 

I    «III    «112       «1 

22)  ^z/i=of,a,...a„z^=[  ^2'«  ^^'^ 


'<2'« 


Setzt  man  also: 


23)' 

so  ist: 
24) 


»ml  »«»2 


=  />, 


Onyx 


a^a^...ttnJ^=iD. 


Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  17)  folgt: 

ZarLr.pLn,^^,£^-^^^^ 
Da  nun  z/j  =  cv, ort . . . ctu z/  so  ist  aucb: 


ryq 


2ar  Lryp  Z^,«=  - 


d/i       d/i, 


'np 


tfi  er, . . .  or„  z^  2^  d  A'r,^  d  Or^nq' 
Die  Summe  rechts  ist  gleich  dem  Factor  von  a^,^  in  z/-Ji  =  />,  d.  h.  gleich 

o  n 

.     Mittelst  der  Gleichung  24)  folgt  nun 


25) 


D  »a, 


ff.P 


Setzt  man  in  21)  p= 1,2,...«,  so  erhält  man  für  z^  folgende  Gleichung: 
oder  nach  17) : 
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Diese  Oleiehong ,  in  Verbindung  mit  25)  giebt: 

xi      dD    ,        BD    ,        ,        dD 

=7)  «•  äT-:+«»  Är-7+-+«^ 


1    «.^  3^ 


27) 
Seist  man  zur  Abkürzung: 

zo  gehen  die  Gleichungen  25),  26)  und  27)  über  in: 

,    Zar  Zr  Lr,p  =  -  (m,  «»p,l  +  W,  ^p^  +  •  •  •  +  W«  ^ji.ii) 

Transforoiirt  man  die  Gleichung  16)  mittelst  der  Gleichungen  21)  und 
22),  zo  folgt,  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  24)  und  28): 

rz  ^Z  I 

r=ig=« 


^^  —  2  f  (#j  tl, + #g  M,  +  .  .  .  + 1«  M«)  —  ^^     Z^tpSq  ap^f 


=/fs.-j2;(?-^")(«-^">* 

wo  D  and  bp^q  durch  die  Gleichungen  23)  und  28)  bestimmt  sind. 

n. 

Seien  m  und  n  summirende  Elemente,  welche  alle  rellen,  ganzzahligen 
Werthe  von  —  oo  bis  oo  annehmen.  Durch  Z^  werde  eine  doppelte 
Samme  in  Beziehung  auf  m  und  n  bezeichnet.     Setzt  man : 

«P  ,    .  ._«^-«l«'+2wJr+2nL)«-c4|u,+2«^,+2«Zj«, 
X     y^n  r....^_y«"""^"+(^"'+^^^+2nZj*~ajM,4-(2m+l)irt+2iiAJ 

^S  (tt,M,)=2ie -«l«^(2'H•l)Jr+(2ll+I)/;)«-«,^ll,^<2»^^l)if,4^2«^-l)z,J« 

so  läzst  sich  leicht  direct  für  die  Functionen  P,,  £)|,  T?,,  5|.  ein  Mnltiplica- 
tioDZtheorem  aufstellen,  welches  dem  Jacobi*schen  für  die  «&- Functionen 
analog  ist.  Die  obigen  Functionen  sind ,  bis  auf  einige  unwesentliche  Mo- 
difieationen,  dieselben,  deren  sich  Göpel  in  seiner  Abhandlung  (Cr  eile 's 
Journal,  t.  XXXV)  bedient  hat. 
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Bildet  man  das  Prodnct  der  beiden  Doppelsnmmen : 

80  folgt:  e-«(««*+"')-«i(«.*'V)P,(«',«i)^s(«'.«'i)=^-2;e-<l>, 
wo:  <P=otj(M+2mÄ'+2nZ)»+(»+2w'Jr+2n'Z)*} 

+  o,j(«,+2»ilf,+2«Z,)»+(»,+2m'Ä',+2«'I,)'}. 
Wegen  ;»'+s*=4  (P+y)*+a  Cp — ?)*  J*s8t  sich  der  vorstehende  Aus- 
druck fttr  tf  aach  schreiben : 

<1>  =  2«  j-!i±l  +  (,„+m')A'+(«+»')i   ; 


3) 


+  2«,  J!lL±£l  +  (m+».')^+. («+«') ^ij 


2 


+  2«  j-ü^+(m-m')^+(«+n')i  ;' 
+  2«,  j ?^'  +(m-m')JS',  +(n-n')I 


(' 

V 


Die  Zahlen  m-f-m',  m  —  m'  sind  gleichzeitig  gerade  nnd  ungerade,  das- 
selbe ist  der  Fall  mit  den  Zahlen  n+w'  und  n — n.  Setzt  man  den  W^rth 
von  (Z>  aus  3)  in  die  Gleichung  2),  so  unterscheide  man  die  folgenden 
vier  Fälle:  m-f-m'      gerade,     n+»' gerade; 

m  +  iw' ungerade,     n+n' gerade; 
»»+^'      gerade,     »+n' ungerade; 
m'\'ni  ungerade,     n'\'n  ungerade. 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  lässt  sich  dann  auf  folgende  Weise 
darstellen : 

/  -2«{'-^+2iiiA:+2nA|*-2Cj|'^i±^+2inir4+2iiA^ 

^  ^-2a|?~^+2ia'^4-2ii'Z.|*-2«,{"*^  +  2m'/r,-f2ii'Lj|* 

I  y  ^ --2a|^^~^(2m+l)Ä'4.2ii^}'-2fl,|^^ 
1^  g  — 2a|'^+C2i»'4-l)Ä:+2i.'Z,J*-2a,}??^+(2m'+l)Ä',4-2«^^ 

ly  ^--2aj'-^+2WÄH-(2n'+l)A}*-2a,  }!^1^^ 
f  t 

I  z  e~2«|"-Y^+(2'«+UA:4-(2»+i)>:»{*-2«j|"»^^ 

\z  e-2€f|'i=^+(2m>0A>(2n'+l)^|'-2c,|'^«+(2m'+l)^^^ 
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In  dem  yorstehenden  AusdrQck  nehmen  nun  m^n^m\  ri  unabhängig 
▼on  einander  alle  ganzsabligen  Werthe  von  — oo  bis  oo  an.  Man  bemerkt 
augenblicklich,  dass  der  in  4)  aufgestellte  Ausdruck  sich  auf  Functionen 
^s«  Q9*  -^f  ^s  i^oduciren  lässt,  in  denen  a,  a,  respective  durch  2  a,  2a^  ersetzt 
sind.  Bezeichnet  man  diese  Functionen,  in  denen  2«,  2a^  statt  a,  a^  steht 
durch  P3',  Ö3',  /?j',  Sj',  so  lässt  sich  der  in  4)  gegebene  Ausdruck  auch  auf 
folgende  Weise  darstellen: 

«    \  +p;(«-±?,"-.±^)o/C^,iizl.) 

+«.-(!l^'."4^)».'(^'.  •-=■') 
+  ^-("-f'.'-^)<-?.=^'> 

Dieser  Ausdruck  ist  gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  2).  Setzt 
man  einfach  P^  (u)  statt  P^  {u^  u^),  welche  Vereinfachung  zu  keinem 
Irrthum  veranlassen  kann,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

+«.-C-?KC-ii)+^-(TX-?). 

M+P  U  —  V  ■ 

oder    —^  =  P,      — ^  =?  gesetzt: 

^  I  +Ä,'(p)Ä,'(?)+S,'(pjS,'(?). 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  folgende  Gleichungen : 

0,0»+?)  ^,fp -?)=/>,' (p)  i'.'(?)+^.' (?)£>,' 0) 

+ä;o'js,'(?)+Ss'(p)ä»'(?). 

,     Ä,(P+?)Ä,0'-?)=/>,'(p)Ä,'(?)  +  Ä,'(p)/','(9) 
^  )  +Ö.'Ö')S,'(?)+S,'(p)(),'(y), 

f^s  werde  zur  Abkürzung  gesetzt : 

w('-i^')=»,  «^.'C^-l-'-.  <'.-('-^')-«.  ".-C-^)-^. 

j«;(^)='.  ''.-("-M---.  ".-e-?^)-^.  ^•(^)='^. 

».■("-^)=*  ?.-("4^)-^.  «.-c-?-')-^.  ^-e-^')»^- 
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Bildet  man  die  Producte  P,  (w)  P,  («)  und  JP,  (y)  P,  (z)  mnltiplicirt 
dieselben  mit  einander,  verführt  ebenso  mit  den  Functionen  Q^,  B^^  S^^  so 
erhält  man ,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8) : 

+B,{w)R,(x)R,{y)R,{z)+S,{w)S,{x)Siy)S,{z) 

=(a  a'+bb'+cc+d(r)  (A  A'+  B  B'+  CC+D  D') 

^  \  ^{ab'+ha  +  cd+dc')  {A B'+B^+CD'+D(f) 

+lac+ac+bd:+b'd)  (AC+A'C+ BD'+B'D) 

+  la(f+ad+bc'+b'c)  Ia />'+  A'D+BC+  ffC). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bleibt  unverändert,  wenn  respective 
a\  b\  c\  i  mit  A^  Ä,  C^  B  vertauscht  worden.  Die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung 9)  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  schreiben: 

Hier  findet  nun  der  Umstand  statt,  dass  jeder  der  eingeklammerten  Factoren 
in  dem  vorstehenden  Ausdruck  sich  auf  die  Functionen  P«,  ßs,  B^^  5,  redu- 
ciren  lässt.     Mit  Rücksicht  auf  8)  ist: 

.^+»+.c+«=P.-(^')p;(K=-')+(r.(«-ZU')£,..(!:=f) 

+''.-(=^>.'(^')+v(^')  ■(«?-')• 

Setzt  man  in  6)  p  =  — —  ,  ^=^^— —  ,  so  folgt,  mittelst  der  so  erhal- 
tenen  Gleichung: 

Ebenso  ist: 

12)  ^ A'^i'B'^cc'^iD'=p,i;^±^^)pj^-±^:^y 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  in  10)  die  übrigen  Factoren  redu- 
ciren.  Führt  man  anter  den  Fanctionszeicben  Pj,  0,,  A,,  S,  beide  Argu- 
mente ein,  so  ergiebt  sich  folgende  Gleichung: 

+£>»(f.«'i)ö»(*,*i)Ö8(y.»i)i>.(2,*i) 

+Ä,(w,w,)Äj(*,  «i)  Äj(y,y,)Äj  («,«,) 

-f  5s(n',Wi)S,(«,.T,)  Sj(y,y,)  S,(z,t,) 

=  P,(«.-,n»',)  P,(x'.  x'O  PjCy',  y',)  i>,(z',t\) 

+Ä,(w',  »',)  Ä,(»',  x',)  S,  (y ,  y',)  S,(i',  i\), 
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vo: 


y,=:i(wi— a?i+y— 2,), 


so  gilt  die  obige  Oleichung  auch  noch,  wenn  allgemein 

^P^  («,  w,) ,  ^ C  (tt,  tii) ,  ^ Äs  (w,  Wi) ,  ^5|  (w, «,) 
»t*tt  P,»  Öt,  Ä„  5,  gesetzt  wird,  wo  ^=e'"f""'"*""*"*'^. 


IL  TTeber  einige  Identitäten.    Von  Dr.  E.  v.  Hunyady. 

Sind  Aj  Bj  C^  D  vier  Punkte,  die  in  einer  Gerade  liegen,  so  besteht 
bekanntlich  die  folgende  Gleichung 

AB.CD—AC.BD+AD.BC=^0. 

Von  dieser  Gleichung  ausgehend  hat  Herr  Gretschel  in  Theil  45 
(p.  IM)  des  Grnnert*schen  Archives  die  Verallgemeinerung  dieser  longi- 
metrischen  Belation  auf  die  Ebene  und  Raum  mittelst  rein  geometrischer 
Betrachtungen  gegeben.  (Vergl.  die  Gleichung  19)  und  14)  a.  a.  0.)  Zu 
der  Eingangs  angegebenen,  wie  zu  den  beiden  letzterwähnten  Gleichungen 
können  wir  noch  auf  folgende  Weise  gelangen. 

Ü8  bestehen  nämlich  die  folgenden  Gleichungen : 


2) 


3) 


1 
1 
1 
1 

l*s 

1*4 

1*6 


1*1  »1 
lar,  y, 

l*j  9s 

1*5  % 

1*8  Ve 

1*7   »7 

1*.  Vs 


=  0. 


«1  1*1 

*»  1*» 
X^  1  x^ 

x^  la?4 


Vi  1^1  yi 

ys  1  ^8  Vs 
Va  ^  *4  y* 

Vs  1  arg  yj 
y«  1  ^u  Ve 
»1  lar^  y,  z^ 

«2  1  *2  y2  h 

H  1  *s  ys  ^3 

«4    1  «4   y4    ^4 
2^6    1  ^6   Vb   H 

-6  1  ^G  ye  ^6 

^7    1  ^7   y7    ^T 

*8  1  ^8  y%  h 


=  0. 


=  0. 
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Bedeuten  nun  in  der  ersten  dieser  Identitäten  die  Grössen  or^,  x^  x^,  x^ 
die  Entfernungen  der  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte  1,  2,  3,  4  von 
einem  fixen  Punkte  0,  der  sich  ebenfalls  in  derselben  Geraden  befindet, 
ferner  in  der  zweiten  Identität  die  Grössen  X{^  y,-  die  orthogonalen  Coordi- 
naten  des  Punktes  t  in  der  Ebene,  sowie  in  der  dritten  Identität  o;,*,  y,-,  z< 
die  orthogonalen  Coordinaten  des  Punktes  t  im  Räume ,  so  sind  die  Glei- 
chungen 1),  2),  3)  die  von  Herrn  Gretschel  angegebenen,  nur  müssen  wir 
noch  selbe  auf  eine  andere  Form  bringen,  damit  sie  mit  jenen  der  Form 
nach  übereinstimmen  und  einer  geometrischen  Deutung  fähig  seien. 

Zerlegen  wir  nun  zu  diesem  Zwecke  die  (in  1  vorkommende  Detesr- 
minante  in  eine  Summe  von  Producten  aus  Determinanten  zweiten  Grado^t 
die  in  2)  vorkommende  in  eine  Summe  von  Producten  aus  Determinante  ^ 
zweiten  und  dritten  Grades  und  die  in  3)  vorkommende  in  eine  Summe  vc^^ 
Producten  aus  Determinanten  vierten  Grades,  was  nach  einem  bekannte ^^ 
Determinantensatze  immer  möglich  ist  (vergl.  Baltzer,  2.  Aufl.  §.4,  4),  9^> 
erhalten  wir,  da  in  jedem  Falle  zwei  und  zwei  solche  Producte  einand^^ 
gleich  sind,  in  1)  drei,  in  2)  zehn  und  in  3)  fünf  und  dreissig  Glieder.  Führe ^^ 
wir  dann  in  1),  2),  3)  der  Reihe  nach  die  folgenden  Abkürzungen  ein : 

1  Xi      ffi      Zi 

1  ki 


Ikk 


=  (iÄ), 


l^k  Vk 


:(l^/). 


==(iit/m). 


Ixk    yk  Zk 
1  Xi     yi    Zi 

80  bedeuten,  wie  hieraus  ersichtlich,  (t/f),  [ikl)  und  {iklm)  respective  di9 
Länge  der  Strecke  t  Ar,  den  doppelten  Flächeninhalt  des  von  dem  Punkten 
<9  ^) '  gebildeten  Dreieckes  und  das  sechsfache  Volumen  des  von  den  Pnnk' 
ten  t,  Ar,  /,  m  gebildeten  Tetraeders.    Die  Identitäten  l),  2),  3)  gehen  unter 
Einführung  dieser  abgekürzten  Berechnungen  in  die  folgenden  über : 

4)  (12)  (34)  -(13)  (24)+(l4)  (23)=0. 
(123)(456)  — (124)(356)  +  (125)(346)  — (126)(345) 

5)  \    +(134)  (256)  — (135)  (246)  +  (l36)  (245)  +  (l45)  (236) 
—  (1 46)  (235)+(l  56)  (234)=:0. 

(1234)(5678)  — (1235)  (4678) +  (1236)  (4578)  — (1237)  (4568) 
+  (1238)(4567)  +  (1245)(3678)  — (1246)  (3578)+ (1247)(3568) 

—  (1248)(3567)  + (1256)  (3478) —(1257)  (3468)  +(l258)  (3467) 
+  (1267)(3458)—(1268)(3457)  +  (1278)  (3456)  — (1345)  (2678) 

6)  {   +(1346)(2578)  — (1347)  (2568)  +  (l348)  (2567)  — (1356)  (2478) 
+  (1357)(2468)  — (1358)  (2467)  — (1367)  (2458) +(1368)  (2457) 

—  (1378)(2456)  +  (1456)  (2378)  — (1457)(2368) +(1458)  (2367) 
+  (1467)(2358)  — (1468)  (2357)  + (1478)(2356)  — (1567)  (2348) 
+  (1568)(2347)  — (1573)  (2346)+ (1678)  (2345)  =  0. 

Betrachten  wir  ferner  vier  Strahlen  eines  Büschels  in  der  Ebene  und 
bezeichnen  die  Strahlen  der  Reihe  nach  mit  1,  2,  3,  4,  sowie  die  Winkel, 
welche  diese  Strahlen  mit  einem  zu  demselben  Büschel  gehörigen  fixen 
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cos  a^ 
cosa^ 
cos  (X^ 
cosa. 


=  0 


Strahl  bilden,  besiehnngsweise  mit  a^,  a,,  «3,  a^und  derjenigen  Winkel,  den 
die  Strahlen  t ,  k  mit  einander  bilden  mit  (t\  Ar),  so  erhalten  wir,  wenn  wir 
den  ersten  Theil  der  folgenden  Identität: 

sin  €C^     cos  ct^     sin  aj 

sin  Ol     cos  Ol     sin  a^ 

sin  «3     cos  a^     sin  a^ 

sin  a^     cos  a^     sin  u^ 
Dich  einem  bereits  citirten  Determinantensatze  in  eine  Summe  von  Pro- 
doctenfpartialer  Determinanten  zweiten  und  zweiten  Grades  zerlegen,  die 
folgende  identische  Gleichnng : 
7)        sin  (12)  sin  (34)— wi  (13)  sin  (24)  +  sin  (14)  m  (23)=0. 
Za  einer  Verallgemeinemng  der  vorhergehenden  Gleichnng  gelangen 
wir  dnrch  die  Betrachtung  der  folgenden  Identität : 


=  0, 


die  zwischen  sechs  Strahlen  eines  Büschels  im  Räume  stattfindet,  indem 
wir  durch  a<,  /?;,  y,-  die  Cosinusse  derjenigen  Winkeln  bezeichnen,  die  der 
Strahl  t  respective  mit  den  Axen  der  x^  y,  und  z  bildet. 

Zerlegen  wir  auch  in  der  vorliegenden  Gleichung  den  ersten  Theil  in 
eme  Summe  Producten  aus  Determinanten  dritten  und  dritten  Grades ,  und 
fähren  für  die  Determinante 

oi  ßi  y. 
«*  ßk  yk 
€11  ßi  yi 

die  gebräuchliche  Bezeichnung  sin  (ikt)  ein ,  so  geht  die  angegebene  Iden- 
tit&t  in  die  folgende  über: 

sin  (123)  «>i(456)  — 5w(l24)  sin  (3 5 6)+ «Vi  (l  25)  sin  (346) 
—  sin  (126)  sin  (345)  +  sin  (134)  sin  (256)  —  sin  (135)  5t>i(246) 
^)  \  +  sin  (136)  sin  (245)  +  sin  (145)  sin  (236)  —  sin  (146)  sin  (235) 
+  sin  (156)  sin  (234)  =  0. 


«l 

ßl 

Yi 

«1 

ßi 

Yi 

«t 

ß. 

/i 

«t 

ßt 

Yi 

«8 

ft 

Ys 

«8 

ß. 

Ya 

«« 

A 

Yi 

«4 

A 

Yt 

«6 

A 

Ys 

«6 

A 

Vi 

«6 

ße 

Yt 

«« 

A 

Ya 

HL  TTeber  die  Auflösung  des  sphärischen  Dreiecks,  wenn  die  drei 
E6hen  desselben  gegeben  sind.    Von  Dr.  £.  v.  Hunyady. 

Im  51.  Bande  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  hat  sich 
Herr  Unferdinger  mit  dem  in  der  Aufschrift  erwähnten  Problem  be- 
schäftigt, und  ist  unter  der  Voraussetzung ,  dass  a,  6,  c  die  drei  Seiten  und 
^1'  ^1  ^s»  diejenigen  drei  Höhen  das  sphärischen  Dreiecks  bedeuten,  welche 


je  <  -  sind  von  folgenden  leicht  zu  erweisenden  Gleichungen 
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2H 


sin 

Ai 

= 

mtMM. 

sina 

sin 

Ä, 

= 

2H 

sinb 

sin 

A» 

= 

2H 

ausgegangen,  in  welchen 

2)  H :=zY\{sin s sin {s — a)sin(s — b)sin{s  —  c)],  wenn  s=^i{a+b  +  c). 

Aus  den  Gleichungen  l)  ist  ersichtlich ,  dass  es  hauptsächlich  darauf 
ankommt,  die  Grösse  IT  als  Function  der  drei  Höhen  darzustellen,  was 
durch  Elimination  der  Grössen  a,  b^  c  aus  den  vier  Gleichungen  1)  und  2) 
erzielt  wird.  Diese  Elimination  mittelst  Anwendung  von  Determinanten 
zu  reproduciren,  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden  Zeilen, 

Setzt  man  man  der  Kürze  halber: 


3) 


.sins+2siniasinibsinic=^a 
sin(^s  —  a)  —  2sin  k  a  sin  i  b  sin  i  c  =  ß 
sin  (^5  —  b)  — 2m  iami6mic  =  y 
sin (5—  c)  -^251«  4 a  sin ^c  sinic==d 

so  findet  man  durch  Betrachtung  der  folgenden  Determinante : 

a  ß  y  8 
ß  aiy 
y  6  a  ß 
ö  y  ß  a 

indem  man  dieselbe  entwickelt,  die  Werthe  für  a,  /},  y,  6  einsetzt  und  dann 
noch  reducirt  nach  und  nach 


a  ß  y  ö 
ßady 
y  i  a  ß 
iyaß 


also  auch 


4) 


=(«+/^+y+«)(«+l»-y-«)(«-|J+y— «)(«— /J-y+«) 

srsjsm  s  +  sin(s-^a)+sin  {s — b)+sin  {s  —  c) 

— Asin^asin^bsin^c\. 
.  \sins  +  sin  {s — a) — sin(^s  —  b) — sin(s^c) 

+Asin\asin  \bsin^c\. 
.  \sins — sin(s — a) — sin{s  —  6) — sin(s — c) 

+Asin\asin\bsin^c\, 
.  \sins  —  sin {s  —  a) — sin(s  —  b)  +  sin (s — c) 

+Asin^asin\bsin^c\ 
=  16  Wit«  sin{s — a)  sin{s — b)  sin{s^c) 


a  ß  y  6 
ß  a  i  y 
y  d  a  ß 
ökßa 


=  16Ä«. 
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S) 


Betrachtet  man  die  folgenden  vier  Grössen 

(sin  a  +  sin  b  +  «in  c)* — 4  a* 

( —  sina  +  sin  b  +  sine)* — 4/3* 

{sin  a  —  ttn  6  +  sin  cf — 4  y* 

{sin  a-^'Sinb — sin  c)*  —  4  d* 

so  findet  man ,  indem  man  für  a,  /3,  y,  i  ans  3)  die  Werthe  setzt  und  durch- 
gehends  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  halben  Winkeln  einführt,  dass  die 
betrachteten  vier  Grössen  upter  einander  gleich  sind,  nämlich 

E=s4  {(wi  \a  cos ^fl)*  +  (n>i  \ b  cos  ^6)*  +  (sin  \c  cos  \ c)*  } 
—4 { (sin  \asin\b  sin  ^c)*  +  {sin  ^acos^b  cos  ^c)* 
-f- {cos  \a  sin^b  cos  40' H~  {cos  ^acos  ^b  sin  ^c)*] ; 
dieser  Ausdruck  iXsst  sich  noch  durch  Uebergang  zu  den  ganzen  Winkeln 
auf  folgende  Form  bringen : 

(sin  *  fl  +  sin*b  +  sin  *c)  —  2  (l  —  cosa  cos  b  cos  c) , 
indem  man  bemerkt,  dass  sich  die  Gleichheit  der  zweiten  Glieder  aus  der 
Betrachtung  der  folgenden  Identität: 

cosa  cosbcosc={cos  *4a  —  sin^^a)  {cos  ^^b — sin  *  J6)  (cos  *|c  — sin  *^c) 
ergiebt.     Der  letztgegebene  Ausdruck  lässt  sich  noch  wie  folgt  schreiben : 
1  —  cos*a  —  cos^b — cos^c  +  2cosa  cosb  cosc:=^AH^. 
Es  sind  also  die  vier  Grössen  in  5)  sämmtlich  gleich  4i7*.     Setzt  man 
noch  in  den  Ausdrücken  in  5)  für  sina  sin b  sin  c  ihre  Werthe  aus  den  Glei- 
chungen l),  80  ergeben  sich  für  a,  /?,  y,  d  die  folgenden  Werthe: 

«=+i,T/(_i^+jL+jLy_i=+^^ 

r     \smhi      smh^      stnh^J  — 

f^-±^y-sih\'^7^,'^siihj~'-±^f^ 

—      A     \stnh^       stnh^       stnh^J  -!-     #s 

indem  man  die  Wurzelgrössen  der  Reihe  nach  mit  /*,  /*, ,  /"j,  /j,  bezeichnet. 
Setzt  man  femer  die  eben  gefundenen  Werthe  von  er,  ß^  y,  dm  die  Ein- 
gangs angegebene  Determinante,  indem  man  bemerkt,  dass  /*,  da  sowohl  a, 
H  immer  positiv  sind,  nur  positiv  sein  kann,  so  ergiebt  sich 


7) 


a  ß  y  d 

ß  ad  y 

y  8  et  ß 

8  Y  ß  a 


=  H* 


f  ±fx±fi±f» 
±fi      r  ±fs±f, 

±f,±fz    f±r, 

±/"3±A±A         f 

und    durch  Vergleichuug  der  beiden  Gleichungen  4)   und    1)    erhält    man 
endlich : 


»4 
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18 

Sl     — ^ 

/'±A±A±A 

+  A±/'±A±A 

±A±A    f±fi 

±A+A±A     / 

Aus  der  vorliegenden  Gleichung  ergeben  sich  die  folgenden  acht  mög- 

lichen Fälle: 

I. 

+A    +A    +A 

II 

•      -A    -A    +A 

III 

-A    +A   -A 

IV 

+A    -A    -A 

V. 

— A    +A    +A 

IV 

+A    -A    +A 

vn 

+A    +A    -A 

vra 

•       -A    -A   -A 

j^*  erhält  aber  nur  zwei  verschiedene  Werthe,  entsprechend  den  ersten 
vier  und  letzten  vier  Fällen;  bezeichnet  man  diese  Werthe  von  ZT  mit  B^ 
und  fffi  so  erhält  man 


») 

4 

-.•=^. 

wenn  man  der  Kürze  halber 

/AAA 

-/•     A     A     A 

UUfh 

=^; 

A  -  Z'     A     A 
A     A-/'     A 

AAA/ 

A     A     U-f 

1  A  1  A 

setzt.  Aus  den  Gleichungen  9)  ergiebt  sich,  dass  -rr-^  und  — -=  die  Wurzeln 
der  folgenden  quadratischen  Gleichung  sind: 

«» -  2 1 Z'« + A* + A* + A*-  2(/«  A' + r  A* + rA* 
+AV,*+ A'A'+AV.*))*  +  ^.^,=0, 

die  durch  Einführung  der  Werthe  ftir  die  Grössen  f  und  Benutzung  der  fol- 
genden Abkürzungen 

1  1  1 


10) 


sin\ 


=  »• 


smh^ 


=  w 


in  die  folgende  übergeht 

a:«  + 1 6 }  t^  + 1;*  +  »*  —  2(u«i7*  +  tt««i«  +  »*«;* 
+  M«  +  ü*  +  IV*)  +  1 1  a:  + 1 6«ti«i;"  w«=0 , 

zu  welcher  man  direct,  von  der  Gleichung 

1  cos  c  cos  b 

4ir«  = 


12) 


ausgehend,  gelangen  kann. 


cosc  1  cosc 
cos  b  cos  a  1 

Die  folgende  quadratische  Gleichung 
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t^y«+ti«ip«+t^ip«— ^(m'  +  p'  +  w'  — 1)'      . 


:0, 


die  sieh  ebenfalls  ans  der  eben  angegebenen  ableiten  läset,  enthält  die 
Wertbe  von  4 -AT,'  und  4fff*  in  der  Form  als  Wurzeln,  wie  sich  dieselben 
aas  den  Gleichungen  334)  und  339)  von  Herrn  Junghanns  Tetraedrometrie 
(II.  Theil,  p.  116  und  1)9)  ergeben. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  da  sowohl  B^  wie  auch  ff^ 
immer  positiv  sein  müssen ,  die  Quadrate  dieser  Grössen  dieselben  immer 
eindeutig  bestimmen. 

Pesth,  den  13.  September  1800. 


IT.    TTeber   die  beiden  Sonnenfinsternisse   des  Jahres  1867.     Von 
Dr.  E.  Weiss. 

Die  erste  der  beiden  Sonnenfinsternisse  des  Jahres  1867  fällt  auf  den 
0.  März  und  ist  eine  ringförmige.  Bei  derselben  ist  Madeira  das  erste  be- 
wohnte Land,  welches  in  der  Zone  der  Ringförmigkeit  liegt.  Diese  Zone 
durchschneidet  sodann  das  nordwestliche  Afrika,  Süditalien,  Dalmatien  (wo 
Ragusa  und  Cattaro  in  derselben  liegen),  Bosnien  und  den  Südosten  Sie- 
benbürgens, dann  läuft  sie  über  Jassj  zwischen  Moskau  und  Kazan  hin- 
durch nach  Sibirien  bis  zu  den  Ufern  des  Jenisei,  wo  sie  hart  an  der 
Grenze  des  nördlichen  Polarkreises  ihr  Ende  erreicht. 

Diese  Finsterniss  hat  deshalb  ein  grösseres  Interesse,  weil  sie  die 
letzte  ringförmige  ist,  die  Oesterreich  im  Laufe  dieses  Jahrhunderts  er- 
blickt, und  überdies  die  Breite  des  Einges  in  Dalmatien  und  Siebenbürgen 
eine  sehr  geringe  ist.  Ueberhaupt  ist  diese  Finsterniss  für  ganz  Mittel- 
europa eine  so  bedeutende,  dass  ihr,  was  die  Grösse  derselben  betrifft,  in 
diesem  Jahrhunderte  nur  noch  die  beiden  Finsternisse  vom  22.  December 
1870  und  10.  August  1887  als  ebenbürtig  an  die  Seite  gestellt  werden  können. 
Was  endlich  Wien  betrifft,  wird  daselbst  die  Finsterniss  im  Ganzen  2^  51°^ 
dauern,  und  zur  Zeit  der  Mitte  um  10*^  56°^  5"  mittlere  Zeit  eine  Grösse  von 
10\  Zoll  erreichen. 

Die  zweite  Sonnenfinsterniss  am  29.  August  1867  ist  eine  totale ;  indess 
dorchsch neidet  bei  derselben  der  Kernschatten  in  Südamerika  nur  Chile  und 
einige  Länder  der  argentinischen  Conföderation,  und  verliert  sich  dann  in 
den  atlantischen  Ocean  und  das  antarktische  Meer.  Von  leichter  zugäng- 
lichen Orten  werden  daher  nur  Montevideo  und  Buenos  Ajres  die  Sonne, 
und  zwar  durch  2%  Minuten  total  verfinstert  sehen.  ('Wiener  Akad.) 


y.  TTeber  den  Sternschnnppenfall  im  Kovember  1866.  Von  Dr.  J.  F. 
Julius  Schmidt,  Director  der  Sternwarte  zu  Athen. 

Bekanntlich  wird  seit  längerer  Zeit,  besonders  seit  der  glänzenden 
Erscheinung  am  13.  November  1835  in  Nordamerika,  zumal  auf  Olber^s 
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Ansiebt  sich  berufend,  ein  Maximum  der  Häufigkeit  jener  Meteore  in 
34  Jabren  erwartet.  In  den  letzten  Jahren  war  die  Häufigkeit  al 
dings  im  Zunehmen.  Die  ausserordentliche  und  glanzvolle  Erscheint 
in  der  Nacht  des  13./14.  November  1866  zu  Athen  bestätigt  die  A 
muthung  einer  periodischen  Wiederkehr  und  stellt  das  wirkliche  Mi 
mum  auf  das  Jahr  1867  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  in  Aussi* 
Director  Schmidt  beobachtete  in  Gesellschaft  von  drei  Personen,  wel 
er  seit  Jahren,  obwohl  sie  anderen  wissenschaftlichen  Beschäftigun 
fem  stehen,  zu  dem  Zwecke  dieser  Beobachtungen  eingeübt  hatte.  Jed 
falls  war  dieses  Jahr  bestimmt  und  unzweifelhaft  die  grösste  Häufig] 
nur  in  der  Nacht  vom  13.  auf  den  14.  November,  und  nament 
nach  14  Uhr. 

Als  Herr  Schmidt  selbst  um  16  ühr  auf  die  Terrasse  kam, 
die    Menge    der    Sternschnuppen    aller    Grössen    ausserordentlich,    d 
nicht  mit  Regen-   oder  Schneefall  zu  vergleichen.     Doch  reichte  die 
wohnliche  Art  der  Beobachtung  nicht   aus.     Das  Auge  wurde   fort 
fort  auf  gewisse  Stellen  am   Himmel  angezogen,   wo  die  Meteore 
ohne  Unterbrechung  in  parallelen  Bahnen  neben  einander  hinflogen, 
mentlich  im  grossen  Hund,  im  Orion  und   in   der  Hydra.     Dann  kai 
wieder  grössere  Phänomene,   als  Boliden   oder  Feuerkugeln  bezeich 
wenn  ihr  Glanz  grösser  als  der  des  Sirius  war.    Auch  diese  flogen  oft 
drei   bis   fünf  innerhalb   weniger  Secunden   nachbarlich  neben    eiuan* 
Häufig  erglänzten  ausserdem  eigenthümliche  langsame  Lichtschimmer 
Meteoren,  die  ihrer  Lage  wegen   nicht  selbst  gesehen   werden  kenn 
Eines  liess  sich  ganz  mit  dem  Meteor  des  18.  October  1863  vergleicli 
wie  dieses  erleuchtete  es  die  ganze  Landschaft  stärker  als  der  VoUmc 

Es  genügte  eine  Minute,  um  zu  erkennen,  dass  alle  Meteorbahx 
rückwärts  verlängert  gedacht,  den  bekannten  Convergenzpunkt  im  Lö' 
trafen.  Von  16^0  bis  16^2  nahm  die  Häufigkeit  der  Meteore  rasch 
Herr  Schmidt  verfolgte  dann  einige  der  wunderbaren  Schweif  bildun 
mit  dem  Kometensucher.  Um  16^8"^  erloschen  momentan  fast  alle  Ste 
in  dem  strahlend  grünen  Lichte  eines  mächtigen  Meteors  ersten  Rauj 
und  es  erglühte  die  Stadt  nebst  der  ganzen  Landschaft  wie  im  Lic 
des  bengalischen  Feuers.  Der  blendende  gekrümmte  Schweif  ward  sc 
in  den  ersten  Secunden  an  dem  8  mal  vergrössernden  Kometensucher 
trachtet.  Erscheinung  gewöhnlich.  Nach  5  Minuten  aufgelöst  in  r< 
gelbes  Gewölk,  vielfach  getrennt  und  durchbrochen,  ähnlich  theilw< 
den  gekräuselten  und  gedrängten  Dampfmassen  an  det  Mündung  e 
abgefeuerter  Geschütze.  Dem  freien  Auge  schien  er  eine  grosse  rötlili 
vom  Monde  beleuchtete  Cumuluswolke  zwischen  den  beiden  Bären, 
langsamer  Lichtabnahme  mindestens  51  Minuten  dem  freien  Auge  si( 
bar,  bis  die  Morgendämmerung  ihn  erlöschen  liess.        (Wiener  Akad. 


m. 

Kurzer  AbrisB  einer  Theorie  der  Kugelftinctionen 
und  ültrakugelftinctionen. 

Von 

Dr.  Carl  Neumann, 

ordentlicher  Professor  a.  d.  UniversiUlt  Tübingen. 


Um  die  Lage  eines  Panktes  auf  der  Kug^l  zu  beatimmen,  können  zwei 
Miebige  Systeme  von  Kegelflächen  in  Anwendung  gebracht  werden, 
«elcba  ibren  gemeinschaftlichen  Scheitelpunkt  im  Centrum  der  Kugel  ha- 
Wb;  gleichgültig,  ob  die  Kegelflächen  des  einen  System  es  zu  denen  des 
«dem  orthogonal  sind  oder  nicht;  gleichgültig,  ob  die  Natur  dieser  Kegel- 
lichen eine  algebraische  oder  transcendente  ist.  Sind  nämlich  zwei  solche 
.  Bjateme  von  Kegelflächen  in  irgend  welcher  Weise  festgesetzt,  so  können 
l fit  Parameter  dieser  Systeme  unmittelbar  als  die  beiden  Courdinaten 
■es  Punktes  auf  der  Kugel  angesehen  werden,  also  unmittelbar  verwendet 
Imden,  nm  die  Lage  eines  solchen  Punktes  zu  bestimmen. 

Derartige  Systeme  von  Kegelflächen  können  nun,  um  auf  wohlbekannte 

1^  hinfig  vorkommende  Specialfälle  näher  einzugehen,  z.  B.  dadurch  er- 

werden,  dass  man  zwei  beliebig  gewählte  feste  Kugelradien  der 

ehtang  zu  Grande  legt.     Sind  u  und  v  die  beiden  Winkel,  unter  wel- 

lAn  irgend  ein  beweglicher  Kugelradius  gegen  jene  beiden  geneigt  ist, 

Im  werden  u  +  vs=:a  nnd  u  —  r  =  /?  die  Gleichungen  für  zwei  Systeme  von 

tischen  Kegelflächen  sein,  die  gegen  einander  orthogonal  sind  und  die 

I  festen  Badien  zu  Brennlinien  haben.  Die  hier  auftretenden  Parameter 

IsimI  ß  können  somit  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Kugel 

Ij^esehen  werden;  sie  führen  den  Namen  elliptische  Coordinaten. 

Der  Winkel ,  welchen  die  beiden  festen  Kadien  oder  Brennlinien  mit 
läsaader  einschliessen,  kann  beliebig  gewählt  werden.  Nimmt  man  diesen 
iTinkel  gleich  Null,  so  verwandelt  sich  von  jenen  beiden  Systemen  ellipti- 
lieher  KegelflSeben  das  eine  in  ein  System  von  Rotationskegcln,  das  andet^ 

Zcttaclvift  f.  MathcBiaÜk  •   Phy»ik.  XII,  2.  7 


98  Kurzer  Abriss  einer  Theorie  der  Kugel-  und  Ultrakugelfunciionen. 

in  die  diesen  Rotationskegeln  zagehörigen  Meridianebenen.  DemgemXf 
verwandeln  sich  die  Parameter  jener  beiden  Systeme  von  Kegelflächen  i 
diesem  Fall  in  die  gewöhnlichen  Coordinaten,  nämlich  in  diejenigei 
welche  man  mit  den  Namen  Breite  und  Länge  zu  bezeichnen  pflegt 

Die  elliptischen  Coordinaten  und  die  gewöhnlichen  Coordinatei 
sind  also  nnr  ganz  specielle  Fälle  der  zu  Anfang  erwähnten  allgemeinei 
Coordinaten. 

Die  Theorie  der  Kugelfunctionen  ist  bisher  immer  nur  entwickelt  wor 
den  mit  Zugrundelegung  jener  speeiellen  Coordinaten.  Legendn 
nnd  Laplace,  die  Begründer  dieser  wichtigen  Theorie,  bedienten  sich  dei 
gewöhnlichen,  Lam^   bediente  sich  der  elliptischen  Coordinaten 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  nun  an  Stelle  dieser  spe 
ciellen  Coordinaten  die  allgemeinen  Coordinaten  zu  Grande  zu  legei 
versucht.  Hierdurch  wurde  es  noth wendig,  bei  der  Entwickelnng  der  ii 
Rede  stehenden  Theorie  einen  ganz  neuen  Weg  einzuschlagen  nnd  die  bis 
her  üblichen  Methoden  zu  vertauschen  mit  gewissen  andereuMethoden,  mr 
Methoden,  die  denen  ähnlich  sind,  welche  Green  und  Gauss  bei  ibrei 
allgemeinen  Untersuchungen  über  das  Potential  in  Anwendung  gebrach 
haben. 

Meine  Arbeit  wird  zeigen,  dass  sich  in  Folge  der  so  yerändertei 
Grundlagen  und  Methoden  einige  Vortheile  ergeben  für  die  ganze  GestaL 
tung  der  in  Rede  stehenden  Theorie ;  sie  wird ,  glaube  ich ,  von  Neuem  dei 
Satz  bestätigen,  dass  das  Allgemeinere  zugleich  auch  das  Einfachere 
zu  sein  pflegt. 

§.1. 
Erinnerung  an  die  Oreen*schen  Sätze. 

Sind  ü  und  FFunctionen  von  x,  y,  ?,  und  bezeichnet// die  Operation^] 

_r     ^    ^ 

so  kann  das  über  einen  beliebigen  Raum  ausgedehnte  dreifache  IntegraJ 

JJJ{ÜJ  V—  VA  ü)  dx  dy  dz 
bekanntlich  umgewandelt  werden  in  ein  zweifaches  Integral,  nämlich  a<i 
gewandelt  werden  in  ein  Integral,  welches  sich  nicht  über  den  Inhalt 
sondern  über  die  Grenzfläche  jenes  Raumes  hin  erstreckt.     Diese  IJK 
Wandlung  wird  durch  folgende  Formel  dargestellt: 

1)      fjj\uj  V-  VA  ü)ä.  a,  äz  =JJ\  u  If  -  F|f  )  .„. 


*)  Das  rundo  ^  dient  hier  und  im  Folgenden  Immer  sur  Andeutung  der  pal 
tielJen,  das  grade  d  hingegen  zur  Andeutung  der  totalen  Differentiation. 
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Hier  reprisentirt  </»  ein  sur  Grensfläche  gehöriges  Fläcbenelement ,  und  v 
die  KVkidm  errichtete  äussere  Normale.  Zu  bemerken  ist  indessen, 
diss  diese  Formel  nur  dann  gültig  ist,  wenn  die  Functionen 
27,  V  und  ebenso  auch  ihre  ersten  Ableitungen 

dlJ_      dJl      dV^       dV^      dV_       dV_ 

aar'     dy'     dz'     dx  '     dy  '     'dl 
innerhalb  des  gegebenenRaumes  itetigsind. 

Sind  ü  und  V  zwei  Functionen,  welche  innerhalb  des  gegebenen  Rau- 
nes  nicht  nur  den  genannten  Stetigkeitsbedingungen,  sondern  ftuch  den 
Gleichungen  JÜ^O^  J  V=  0  Genüge  leisten ,  so  verwandelt  sich  die  For- 
mel 1)  in  folgende : 

Denn  die  linke  Seite  der  Formel  l)  verschwindet  in  diesem  Fall.  Nimmt 
man  femer  in  1)  an  Stelle  von  U  die  Function 

wo  0,  6,  6  die  Coordlnaten  eines  festen  Punktes  vorstellen  sollen,  der  inner- 
ktlb  des  gegebenenRaumes  liegt, und  nimmt  man  gleichzeitig  an  Stelle  von 
r wiederum  eine  Function,  welche  sowohl  den  vorhin  genannten  Stetig- 
keitsbedingungen,  als  auch  der  Gleichung  J  r=0  Genüge  leistet,  so  ver- 
wandelt sich  die  Formel  1)  in: 

Unter  F|  ist  hier  derjenige  besondere  Werth  zu  verstehen,  welchen 
die  Function  V  im  Punkte  a,  6,  c  besitzt*). 

§.2. 

Definition  der  Kngelfimotionen. 

An  Stelle  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Xj  y,  z  mögen  eingeführt 
werden  die  Polar- Coordinaten  ^,  gi,  ^.     Es  werde  nämlich  gesetzt: 

wo  <l>|,  <!>,,  <l>^    drei  Functionen  von   9,^  vorstellen  sollen,  welche  die 
Gleichung 
5)  <P».  +  <P«.  +  <»'.  =  1 


^)  In  Betreff  einer  ausführlichen  Begründang  der  Formeln  1),  2),  3)  verweile 
ich  anf  meine  Schrift:  „Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Tem- 
peratnnastaod  aines  homogenen  Körpers ,  welcher  von  irgend  iwei  ii\c\A  (^tL^^nVcv- 
leben  Kogelflllchenh^^tfiisrfryrJ."    Halle.     1862.     Seite  15— 25. 

1* 
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identisch  erfüUeu.     Unter  so  bewandten  Umständen  ergiebt  sich  aus  den 
Oleichangen  4): 

Demnach  repräsentirt  q  die  Entfernung  des  Punktes  x,  y^  z  vom  Anfangs- 
punkt. 

Aus  4)  folgt: 

Löst  man  diese  beiden  Gleichungen  auf  nach  q>  und  ^,  so  werden  sich 
Werthe  ergeben  von  folgender  Form : 

Daraus  folgt,  dass  9>=Const.  und  ^  =  Const.  die  Gleichungen  zweier 
Systeme  von  Kegelflächen  sind,  die  ihren  gemeinschaftlichen  Scheitel  im 
Anfangspunkt  haben.  Ob  diese  beiden  Systeme  von  Kegelflächen  zu  ein- 
ander orthogonal  oder  anorthogonal  sind,  wird  abhängen  von  der  Beschaffen- 
heit der  zu  Grunde  gelegten  Functionen  <2>i,  O^^  O^.  Da  wir  in  Betreff 
dieser  Functionen,  abgesehen  von  der  Gleichung  5),  keinerlei  Voraus- 
setzung machen  wollen,  so  werden  jene  Kegelflächen  im  Allgemeinen  an- 
orthogonal  sein.     Also: 

8)  Anstelle  der  rechtwinkligen  Coord  inaten  x,  y,  z 
werden  durch  die  Formeln  4)  drei  neue  Coordinaten 
Qi  9>i  ^  eingeführt,  von  welchen  q  den  Parameter 
ei  nesSyste  ms  concentrischerKugel  flächen  vors  teilt, 
während  gleichzeitig  q>  und  ^  die  Parameter  zweier 
Systeme  vonKegelflächen  vorstellen,  die  zu  einander 
anorthogonal  sind  und  ihren  gemeinschaftlichen 
Scheitel  im  Centrum  der  Kugelflächen  haben. 

Aus  den  Gleichungen  4)  folgt  durch  Differentiation: 

9)  dy==0^dQ+QM^dg>+QN^dilf, 
dz=(P^dQ  +  QM^d(p  +  QN^dilf. 

Und  hieraus  folgt  durch  Aoflösung  nach  dg,  gdtp^  Qd^jß: 
dg  =  R^dx  +  R^dy  +  R^dz, 

10)  Qdq>=P^dx  +  i>,  dy  +  P^dz, 
Qd^  =  0^dx  +  O^dy  +  O^dz. 

Sämmtliche  Grössen  0,  M,  N,  P,  £),  R  sind  hier  Functionen  von  9,  ^, 
nämlich  Functionen,  welche  unabhängig  sind  von  q, 
£s  sei 
10  F=^F(ip,^) 
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eioe  beliebig  gegebene  Fnneti^;  |^c^  ebenfalls  nur  9,  if;  enthält,  nud 

Boabhlngig  ist  von  q.  Differentiirt  inftn.ä^ie'Fiirfction  nach  o:,  so  ergiebt  sich : 

dF_dF  d^      dF'S^\  -      /     .  , 

dx      d(p  dx      difß  dx  ^        '     .*/.•.'-. 
00  •    • "       *    - 

oder,  wenn  man  flir  jr—  •   tt-  die  aas  10)  fliessenden  Werthe  siibsfiiuirt  :* 

dx     d  X  '  :    :• 

o  .  5—  =  ^—  Pi  +  5—  ßi.     Desgleichen  erhält  man : 
o  X      d<p  otjf 

dF      dF  dF 

^    dz       d<p  d^ 

Die  rechten  Seiten  in  diesen  drei  Formeln  sind  Ausdrücke,  welche, 
ebenso  wie  F  selber,  nur  abhängen  von  <p^  ^,  nämlich  nnabhängig  sind  von' 
p.  Die  Formeln  zeigen  also,  dass,  wenn  der  Ausdruck  Fnur  von  9,  '^ 
abhSngti  Gleiches  anch  gelten  muss  von  den  Ausdrücken 

dF         dF  dF 

^Tx'    ^d^'    ^Tz' 

Demgemäss  bezeichnen  wir  die  Werthe  dieser  drei  Ausdrücke  mit 

dF 

Differentiiren  wir  den  ersten  dieser  Ausdrücke  von  Neuem,   so   er- 
giebt sich: 

avF    ajp  dF ^d  F, 

^dx^'^  dx  dx~  dx  ' 
oder,  was  dasselbe  ist : 

.d^F  .  dQ     'dF         dF, 

oder,  wenn  man  für  —  den  ans  10)  fliessenden  Werth  snbstitnirt : 

,a»F  ,    „        dF        BF, 

Nach  unserer  Voraussetzung  sollte  F  (97,  iff)  oder  F  eine  nur  von  9,  ^  ab- 

dF 
bangende  Function  sein.    Aus  dieser  Voraussetzung  ergnb  sich,  dass  q  — 

0  X 

eine  Function  von  gleicher  Beschaffenheit  war.    Diese  Function  wurde  be- 

dF. 
zeichnet  mit  /\  (9,  1/;)  oder  /*,.     Demnach  wird  o  -^—    eine   Fuu^UoTi  nq^ 

cx 
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-U^^^.^l.^Lr■/v^J^>-■fL^J-.rL^^■fu-.ftr■n>vu^J^^  >->xryv%iVLAru-uvirir>. 

•«  •         •      . 

•'         '     •  " 

wiederum  gleicher  Beschaffenheit  ?|iiiH*'- Wir  bezeichnen  dieselbe  mit 
•^11  (9>9  'f')  oder  /*i|.  .Unff^re *4etäte  Gleichung  gewinnt  dann  folgendes 
Aussehen:  ,     *       "   *•.  * 

/.-•V-.     '        \d^F         dF,       ^       BF 

•       a.     •     •      •  •     • 

t>aevf  • 

14)  Q*-^^F^^^B,.F,. 

d^F 
Hieraus  folgt,  dass  ^'^—3  eine  Function  ist,  welche  nur  abhängt  von  9),  ^, 

hingegen  unabhängig  ist  von  q.    Gleiches  wird  sich  ergeben  mit  Bezug  auf 

d'^  F  d^F 

d^  j-j-  und  Q*  ^-5-;  Gleiches  also  auch  mit  Bezug  auf  q*JF.     Wir  erhalten 

,  somit  folgenden  Satz: 

15)  Versteht  man  unter  F  einen  Aasdruck,  welcher 
nur  von  9,  ^  abhängt,  von  q  hingegen  unabhängig  ist« 
so  wird  ^'z/ /"jederzeit  ein  Ausdruck  von  derselben  Be- 
schaffenheit sein*). 

Es  sei  F  nach  wie  vor  eine  nur  von  9,  ^  abhängende  Function,  und 
ff^  irgend  welche  ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  negative  Potenz 
von  Q,     Alsdann  ergiebt  sich : 

Beachtet  man,  dass  zufolge  6):    ^•=a?'-|-y'+t*,  und  dass  mithin  ~=^  - 

ox        Q 

ist,  so  verwandelt  sich  diese  Formel  in: 

Hieraus  folgt,  wenn  man  von  Neuem  nach  x  differentiirt  and  abermals  dar- 
auf achtet,  dass  -^=-  ist: 
dx       Q 


*)  Dhss  Gleiches  alsdann  auch  von  den  Ausdrücken 
dF  dF  dF 

^F^'     ^äiT'     ^Tz^ 
,a«^      ,  d^F 

gilt,  folgt  anmittelbar  aus  der  Dedaction  des  vorstehenden  Satzes,   ffUlt  aber  bei 
der  nachfolgenden  Untersuchung  nicht  weiter  ins  Gewicht. 
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Bildet  man  die  analogen  Formeln  für  die  zweiten  Differential- Quotienten 
TOD  fj^F  nach  y  und  nach  z^  und  addirt  schliesslich  alle  drei  Formeln,  so 
erhiilt  man  (mit  Benutzung  des  Operationszeichens  J) : 

Der  Ausdruck  S  besitzt  hier  folgende  Bedeutung: 

Q  dx"^  Q  dy'^  Q  dz' 

nod  Iflsst  sich  daher,  weil  -,  — ,  -  identisch   mit  :r-^i  ;r^t  ;r   sind,  auch  so 

if    Q    Q  dx    dy    dz 

darstellen: 

dFdj      d^dg      dF^dg 

'^dxdx^dydy^  dzdz' 

oder  falls  man  beachtet,  dass  Fnnr  von  9,  ^  abhängen  sollte,  auch  so : 

^  dq>\dxdw'^dy  dy'^  dz  dzj 

■*■  dilf  \dx  dx^  dydy^  dzd  z)' 
Laut  8)  sind  9>=Const.  undt^=Const.  zwei  Systeme  von  KegelflAchen, 
welche  unter  einander  anorthogonal  sind,  welche  aber  orthogonal  sind 
gegen  die  durch  ^=Con8t.  dargestellten  Kugelflächen.     Somit 
ergiebt  sich : 

dq}dQ      dtpdg  .dq>dQ__ 

dxdx^dydy'^dzdz       ' 

d^dg      d^dg      dulfdg^ 

dxdx'^dydy^  dzdz,       ' 
folglich  mit  Rückblick  auf  J7)  : 

18)  5  =  0. 

Demgemäss  gewinnt  die  Formel  16)  folgendes  Aussehen : 
J{gPF)==p{p^\)gP-''F+gVJF, 
d.   i. 

19)  ^(^P/')  =  ^P-2[p(p  +  i)F+^»zfF]. 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  ist  F  nur  von  9,  ^  abhängig.  Gleiches 
gilt  daher  laut  15)  von  g^JF^  Gleiches  also  auch  von  dem  hier  auftretenden 
Ausdruck  [  ].     Folglich  : 

20)  Versteht  man  unter  peine  beliebiggegebene  Zahl 
und  versteht  man  ferner  unter  F  irgend  eine  nur  von 
9,  t{;  abhängende  Function,  so  lässt  sich  der  Ausdruck 

Jig^F) 
jederzeit  in  zwei  Factoren  zerlegen,  von  welchen  der 
einennr  von  ^,  der  anderenur  von  9, t{;  abhängt.  Diese 
Factoren  sind: 

^P-2    und    p{p  +  l)F^^AF. 
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Ob  die  Zahl  p  ganz  oder  gebrochen,  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  bleibt  hierbei  vollkommen  gleichgültig. 
Es  mag  die  Gleichung  hingestellt  sein : 

21)  ^(pP/^  =  0, 

in  welcher  p  gegeben,  F  aber  unbekannt  ist.  Wir  legen  uns  die  Frage  vor, 
ob  unter  so  bewandten  Umständen  eine  Function  F  existiren  wird ,  welche 
der  Gleichung  Genüge  leistet,  und  welche  gleichzeitig  nur  von  9,  ^ 
abhängt. 

Da  /*  nur  von  9,  ^  abhängen  soll,  so  lässt  sich  der  linke  Theil  der 
vorgelegten  Gleichung  21)  (zufolge  des  soeben  gefundenen  Satzes)  in  zwei 
Factoren  zerlegen.  Von  diesen  beiden  Factoren  enthält  der  eine  nur  die 
Argumente  tpy  t/;,  und  lautet: 

Pip  +  1)F+Q^JF. 
Die  vorgelegte  Gleichung  wird  also  erfüllt  werden ,  wenn  man  die  Func- 
tion F  der  Art  bestimmt,  dass  dieser  Factor  verschwindet.  Enthielte  der 
eben  genannte  Factor  alle  drei  Argumente  ^,  9,  ^«  so  würde  hierzu  eine 
Function  F  erforderlich  sein,  in  welcher  ebenfalls  alle  drei  Argumente  vor- 
kommen. Da  nun  aber  in  jenem  Factor  nur  zwei  von  jenen  Argumenten, 
nämlich  nur  fp  und  i\>  enthalten  sind,  so  wird  die  unbekannte  Function  /*, 
welche  zum  Verschwinden  des  Factors  erforderlich  ist,  ebenfalls  nur  9  und 
^  enthalten.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz : 

22)  Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  gegebene, 
ganze  oder  gebrochene,  positive  oder  negative  Zahl, 
so  wird  jederzeit  eine  nur  von  9,  ^  abhängende  Func- 
tion F  existiren,  welche  der  Gleichung  zf(^P^')  =  0  Ge- 
nüge leistet. 

Zufolge  des  Satzes  20)  ist 

23)  J{QPF)=^i^r^''[p{p+\)F  +  ^^^F], 
vorausgesetzt,  dass  man  wiederum  unter  /^  eine  nur  von  9,  i\>  abhängende 
Function  versteht.     Ferner  ergiebt  sich  zufolge  desselben  Satzes,  wenn 
man  statt  der  Zahl/)  die  Zahl  —  (p  +  1)  nimmt: 

In  diesen  beiden  Formeln  23)  und  24)  sind  die  rechts  auftretenden  Factoren 
[  ]  unter  einander  identisch.     Daraus  folgt,  dass  die  Gleichungen 

J{^VF)=Q     und     ^(-^)  =  o 

beide  durch  ein  und  dasselbe  /'erfüllt  werden.     Folglich: 
25)  Versteht  man  in  den  Gleichungen 

J{_ilPF)  =  0     und     ^(-Z_)  =  o 

unter  p   eine  beliebig  gegebene,  ganze  oder  gebro- 
chene, positive  oder  negative  Zahl,  so  wird  eine  nur 
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Ton  9,  ^  abhängende  FuDctioni^,   welche   der  einen 
Gleichung  Genüge  leistet,  gleichzeitig  anch  Genüge 
leisten  der  andern  Gleichnng. 
Eine  Function  F^  welche  den  eben  hingestellten  Gleichungen  Genüge 
leistet,  mag  genannt  werden  eine  Kugel  Function.     Für  jede  gegebene 
Zahl  p  wird  dann  eine  ihr  zugehörige  Kugelfunction  existiren.   Wir  setzen 
Folgendes  fest: 
26)  Definition.  Versteht  man  unter  j9  eine  beliebig  ge- 

gebene, ganze  oder  gebrochene,  positire  oder  nega- 
tive Zahl,  so  soll  diejenige  nur  von  9,  ^abhängende 
Function  F^  welche  den  Gleichungen 

Genüge  leistet,  eine  Kngolfanction  von  der  Ordnnng 
P  oder  von  der  Ordnung  — (p+O  heissen.    Dass  eine 
•  solche  Function  jederzeit  existirt,  folgt  unmittelbar 
ans  den  Sätzen  22)  und  25). 


Entwickelnng  nach  KngelAinotionen. 
Es  sei 

eine  beliebig  gegebene  von  q,  g>,  rjß  abhängende  Function.  Wir  wollen  an- 
nehmen, diese  Function  lasse  sich  nach  Potenzen  von  q  entwickeln,  gleich- 
gfiltig  ob  diese  Potenzen  ganze  oder  gebrochene  sind,  gleichgültig  ob  sie  in 
aufsteigender  oder  absteigender  Ordnung  vorwärts  schreiten.  Wir  wollen 
tlso  annehmen ,  es  sei 

U=QViF,  +  QPtF,  +  Qf^F^  +  .... 
oder  kürzer  ausgedrückt: 

27)  ü=£qPF, 

▼0  i*, ,  /*, ,  F,  ....  Functionen  sind,  die  nur  von  9,  Tf;  abhängen,  und  wo 
^it PtiPi' '  • '  eine  Zahlenreihe  vorstellt,  die  nach  irgend  welchem  Gesetze 
fortschreitet. 

Aus  der  Formel  27)  ergiebt  sich  durch  Differentiation : 
d*U  d^QPF) 

d^U  d\^vF) 

dz*  dz'  ' 

mithin : 
28)  JÜ  =  £J{qPF). 
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Zufolge  des  Satses  20)  ist : 

29)  J(qPF)^qP'^0, 

wo  <2>  nur  von  9,  ^  abhängt.    Hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel  28)  in 

30)  JÜ^£qP''^0j 

d.  i.  in  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  von  ^.  Wir  wollen  nun  anneh- 
men, ctie  Function  l^  gentige  der  Gleichung  Jü=0,  Alsdann  wird  JU^ 
mithin  auch  die  in  30)  angegebene  Entwickelung  üqP^^O  flir  jeden  be- 
liebigen Werth  von  q  verschwinden.  Demnach  werden  in  diesem  Fall 
die  in  der  eben  genannten  Entwickelung  enthaltenen  Coef&cienten<l>  sftmmt- 
lieh  gleich  Null  sein.  Verschwinden  aber  die  ^,  so  genügen  (wie  aus  20) 
folgt)  die  in  der  Entwickelung  von  U  enthaltenen  Coefficienten  F  den 
Gleichungen 

31)  J{qPF)  =  0. 

Daraus  folgt,  dass  die  Coefficienten  F  alsdann  Kngelfunctionen  sind.  Somit 
erhalten  wir  folgenden  Satz : 

32)  Lässt  sich  irgend  eine  von  ^,  9,  ip  abhängende 
Function  U^  welche  der  Gleichung  JUs^o  Genüge 
leistet,  nach  aufsteigenden  oder  absteigenden,  gan- 
zen oder  gebrochenen  Potenzen  von  q  entwickeln,  so 
sind  die  in  dies  er  Entwickelung  auftretenden  (nur  von 
9,  t{;  abhängenden)  Coefficienten  KngelfnnctionoiL. 

Bezeichnet  man  nämlich  jene  Entwickelung  mit:. 

versteht  man  also  unter  F{q>^  tf;)  oder  F  den  der  Potenz 
qP  zugehörigen  Coefficienten,  so  wird  dieser  Coeffi- 
cient  der  Gleichung 

J(qPF)  =  0 

Genüge  leisten,  folglich  eine  Kugelfunction  p^^  Ord- 
nung sein*). 
Wir  bringen  diesen  Satz  in  Anwendung  auf  die  Entwickelung  der  re- 
ciproken  Entfernung  zweier  Punkte,  d.  i.  auf  den  Ausdruck: 

Bezeichnen  wir  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  x^y^z  mit  ^,  9,  ^, 
und  die  des  Punktes  a,  6,  c  mit  r,  o,  j3,  so  ist  laut  4) : 

a;=(».a),  (<p,  ^),  a=r.<I>,  (a,  /3), 

34)  y=^.<I>t(9.  V)>  6=r.0,  (a,  /5), 

«='^-<^8(V,  *),  c=r.<I>,  (a, /3), 

*)  Za  bemerken  ist  allerdings,  dass  dieser  Satz  keine  nnomschränkte  Gül- 
tigkeit  in  Anspruch  nehmen  darf.  Es  kann  nämlich  vorkommen,  dass  die  Entwicke- 
Inng  27)  convergeut  ist,  dass  trotzdem  aber  die  Entwickelang  28)  divergent  oder  wenig- 
stens ungültig  ist.  In  diesem  Falle  wird  dann  der  vorstehende  Satz  anzuverlässig  aein. 
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ferner  mit  Bücksicbt  auf  5): 

85)  a«  +  ft«+c«=r«, 

woeoid  mr  Abkfircnng  gesetzt  ist  für  folgenden  Ausdruck: 

wo  also  co$  «&  nur  abhängig  ist  von  den  vier  Argumenten  q>,  ^y  dy  ß. 
Aus  35)  folgt: 

Substitttirtman  in  den  Ausdruck  T  33)  die  hier  erhaltenen  Werthe  a)  und  /)), 
so  nimmt  jener  Ausdruck  nacheinander  die  Gestalten  an : 

"y(-n(-^-)' 
"•7('-;-ö(-'f'-/ 

Nnnmehr  übersieht  man ,  dass  dieser  Ausdruck  T  entweder  mit  Hülfe  der 
Formel  d)  nach  Potenzen  von  - ,  oder  mit  Hülfe  der  Formel  b)  nach  Po- 

tensen  von  -  entwickelt  werden  kann,  und  dass  diese  Entwickelungen  von 

Q 
folgender  Form  sein  werden*): 

B)  r=  i  (^e(ö)+-e<*)  + -.  »^>+ Y 

^\       ^        ^  / 

Ferner  übersieht  man,  dass  die  hier  auftretenden  Coefficienten  ©<®),  6(^), 
^^^  ...  nur  d"  enthalten  und  dass  sie  in  beiden  Entwickelungen  diesel- 
ben sind.  Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  ^  [zufolge  36)]  eine  von  9,  ^,  a^ß 
abhängende  Grösse  vorstellt,  und  dass  demnach  Gleiches  auch  gelten  wird 
von  sämmtlichen  Coefficienten  e<®>,  6<^),  6^.... 

Betrachten  wir  den  Punkt  r,  er,  ß  als  fest,  den  Punkt  (»,  tp^  tf;  hingegen 
als  variabel ,  so  können  wir  die  reciproke  Entfernung  T  als  eine  Function 
▼on  ^,  9),  ^,  und  gleichzeitig  die  Coefficienten  e^^>,  e^^),  S^^> ....  als  Fnnc- 


*)  Von  selbst  versteht  sich ,  dass  die  Entwicklang  A)  nur  güHl^  aevti  v«vtd.^ 
falls  f  <r  ist,  die  Entwwkelaag^  (S)  biugegen  nur  dann,  wenn  9  "^r  \ax.. 
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tionen  von  9,  t/;  bezeichnen.  .  Bekanntlich  leistet  T  der  Gleichnng  ^r=0 
Genüge.  Mit  Kücksicht  hieranf  ergiebt  sich  ans  dem  vorhergehenden  Satz 
32)  unmittelbar,  dass  die  in  der  Entwickelnng  von  T auftretenden  Coeffi- 
cienten  ö^,  e<^>,  S^^K  ...  Kugelfunctionen  sind. 

In  der  Entwickelnng  A)  ist  ß^P^  der  Coeflßcient  von  qP.  Zufolge  des 
eben  genannten  Satzes  wird  also  B^f^  der  Gleichung 

^)  J{QPefP))=0 

genügen.  Andererseits  tritt  B^P^  in  der  Entwickelnng  B)  als  Coel^cient  von 
^— (p+i)  auf.  Es  wird  demnach,  wenn  wir  den  genannten  Satz  abermals  in 
Anwendung  bringen,   6  (P)  gleichzeitig  auch  folgende  Gleichung  erfüllen : 

B')  J{Q-'(P-^^>e^P))  =  0. 

Dass  S^P^  gleichzeitig  zwei  Gleichungen,  sowohl  der  Gleichung  A^)  als 
auch  der  Gleichung  B')  Genüge  leistet,  hat,  falls  wir  uns  an  den  früher  ge- 
fundenen Satz  25)  erinnern,  durchaus  nichts  Befremdendes,  Mit  Bücksicht 
auf  die  in  20)  hingestellte  Definition  wird  B^P>  zu  bezeichnen  sein  als  eine 
Kugeifunction  von  der  Ordnung  p  oder  von  der  Ordnung  —  (p  +  l)-  Wir 
erhalten  somit  folgenden  Satz : 

37)  Die  reciproke  Entfernung  7  zwischen  zwei  Punk- 

ten Qy  g>f  ^  und  r,  a,  /3  kann,  je  nachdem  Q'^r  oder^^r 
ist,  durch  eine  der  beiden  Entwickelungen 

r=Ve<«)+?e<^)+?Jöw+ \ 

q\  Q  Q  J 

dargestellt  werden.     Die  hier  auftretenden  von  qo,  ^, 

a,  /5  abhängenden  Coefficienten  B^^\  e<^),  e<2), sind 

Kugelfunctionen.  Betrachtet  man  nämlich  r,  a,  j3  als 
constant  ^,  9,  Tf;  hingegen  als  variabel,  so  ist  6<1*)  als 
eineFunction  von9,^zu  bezeichnen,  welche  den  bei- 
den Gleichungen 

^(^PO(p))  =  0      und      ^(^)  =  0 

Genüge  leistet. 

Lässt  man,  während  der  Punkt  r,  er,  /?  ungeändert  bleibt,  den  Punkt 
^,  9>,  Tf;  in  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  hineinfallen,  lässt 
man  also  q  gleich  Null  werden ,  so  muss  gleichzeitig  die  reciproke  Entfer- 
nung r  übergehen  in  -.  Für  r  =  0  muss  also  7=  -  werden.  Mit  Rück- 
sicht hierauf  ergiebt  sich  aus  den  Entwickelungen  37)  unmittelbar,  dass 
ew  =  1  ist. 

Die  Coefficienten  B^P"^  enthalten  nur  ^.   Die  Grösse^  ist  aber  [zufolge 
eineFunction  von  9,  ^  a,  ^,  und  zwar  eineFunction,  welche  symme- 
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tri 8 eil  ist  in  Bezog  auf  9,  ^  einerseits  und  er,  ß  andererseits.     Dieselbe 

Symmetrie  wird  daher  in  den  Coefficienten  &P^  vorhanden  sein*).    Nun 

haben  wir  vorhin  gesehen,  dass  diese 'Coefficienten  S^f^  Kngelfanctionen 

sind,  sobald  man  ^,9, 'f'  als  variabel,  und  r,  er,  ß  als  constant  ansieht. 

Sie  werden  demnach  in  Folge  der  eben  bemerkten  Symmetrie  auch  dann 

Kogelfunctionen  sein,   wenn  man  umgekehrt  r,  a,  ß  eAs  variabel,  und 

^,  9,  if  als  constant  ansieht     Also: 

38)  Die    in   37)    auftretenden  Coefficienten    O^P)   sind 

Functionen  von  q>j  'f;,  er,  /?,  welche  aymmetriich  sind  in 

Bezug  auf  9,  ^  einerseits  und  a,  ß  andererseits. 

Sie  sind  daher  Kugelfunctionen  einerseits  in  Be- 
zug auf  9,  ^,  und  andererseits  auch  in  Bezug  auf  a,  ß. 
Betrachtet  man  (»,  9,  ^  als  variabel,  so  genügen  die 
Sip)  den  Gleichungen: 

und  betrachtet  man  andererseits  ^,  9,  ip  als  constant, 
hingegen  r,  a,  ß  als  variabel,  so  sind 

die  Oleichungen,  denen  die  6^p^  Genügt  leisten. 

§.4. 

Die  Haupteigenichaften  der  Kugelfunctionen. 

Versteht  man  unter  p  eine  beliebig  gegebene  positive  oder  negative, 
gtnze  oder  gebrochene  Zahl,  und  unter  F  eine  unbekannte,  nur  von  9,  t/; 
tbbftngende  Function,  so  sind  die  beiden  Gleichungen 

j{qPF)=^0         und         z/(a-fi»+'>F)  =  0 
Qoter  einander  identisch.     Denn  wir  haben  früher    25)  gesehen,   dass 
jede  von  9,  ^  abhängende  Function  F,  welche  der  einen  Gleichung  genügt, 
gleicbzeitig  auch  der  anderen  Genüge  leisten  wird. 
Zwei  Gleichungen  von  der  Form 
89)  J{qPF)=^0         und         J{qP'F)  =  0 

>ind  demnach  unter  einander  identisch,  sobald  zwischen  p  und />'  die  Be- 
siehnng  stattfindet: 

p+p'  =  -i. 
Solches  aber  wird  jederzeit  der  Fall  sein,  wenn  jene  Exponenten  von  fol- 
gender Form  sind: 


♦)  Diese  Symmetrie  von  d'  und  S(p)  wird  sich  dadurch  kund  geben,  dass 
J«de  dieser  Functionen  bei  einer  Vertauschung  von  9,  if  miia,  ß  VoWx^  \XTi\^^- 
indort  hleibi. 
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1   , 

.      •      1 
^  2  ' 

d.  h.  wenn  p  nnd  p  zwei  Zahlen  sind,  die  in  entgegengesetzten  Richtungen 

gleich  weit  abstehen  von  der  Zahl  —  -.    Oder  kürzer  ausgedrückt :  Z  w  e  i 

Gleichungen  von  der  Form  30)  sind  unter  einander  identisch, 
wenn  ihre  Exponenten  p  und  p   symmetrisch  liegen  in  Bezug 

auf  die  Zahl  —    • 
2 

Man  kann  daher  sämmtliche  Gleichungen,  welche  in  der  Form 

enthalten  sind,  auf  doppelte  Weise  erhalten^  entweder  dadurch,  dass  man 
den  Exponenten  p  von bis  +  <^    wachsen,  oder  dadurch,  dass  man 

denselben  von bis  — 00  abnehmen  lässt.    Eine  von  9,  ^  abhängende 

Function  F,  welche  der  Gleichung  J  (q^F)=:0  Genüge  leistet,  war  aber  von 
uns  eine  Kugelfunction  p^^^  Ordnung  genannt  worden  [vergl.  26)].  Dem- 
nach können  wir  uns  auch  so  ausdrücken : 

40)  Sämmtliche  überhaupt  vorhandenen  Kugelfunc- 

tionen  können  auf  doppelte  Weise  erhalten  werden, 
entweder  dadurch,  dass  man  ihre  Ordnungszahl  von 

— ►-  bis  +  00    wachsen,   oder  dadurch,  dass  man   die- 
2 

selbe  von — r  his — 00  abnehmen  lässt. 
2 

Um  diese  Willkür  zu  vermeiden,  setzen  wir  fest» 
dass  in  Zukunft  unter  den  Ordnungszahlen  der  KugeP 
functionen  nur  diejenigen  Zahlen  verstanden  werden 

sollen,   welche  gtöiier  als  — -,  oder  (im  Grenzfall) 


2 


gleich  —  2  sind. 


Es  seien 

41)  F==F{q>,^),  0=-G{tp,^) 

irgend   zwei  Kugelfunctionen  von  der  p**^°  und  ^**"  Ordnung;   also  zwei 
Functionen,  welche  den  Gleichungen 

42)  ^(^/')  =  0,  J(q9G):=0 

Genüge  leisten.     Unter  p  und  q  werden  demnach  zwei  beliebig  gegebene 
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positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  zu  verstehen  sein, 

welche  jedoch  grösser  als  — -,  oder  (im  Grenzfall)  gleich sind. 

2  2 

Wir  wollen  ans  ferner  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 

eine  Kugelfläche  vom  Badius  1  beschrieben  denken,   und  annehmen,  die 

gegebenen  Functionen  Fy   G  seien  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die 

Grössen 

aF    a/*    a_F 
^^  dG    dG    d^ 

^'dx'   dy'-   dz  ■' 

auf  dieser  Kugelfläche  überall  stetig  sind*). 

Gleiches  wird  alsdann  von  diesen  acht  Grössen  43)  auch  gelten  auf 
jeder  anderen  Kugelfläche,  die  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems beschrieben  ist,  mag  nun  ihr  Radius  kleiner  oder  grösser  als  1  sein. 
Solches  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  beachtet,  dass  Fnnd  G  nur 
abhängig  sind  von  tp^  ^^  also  unabhängig  sind  von  q. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Grössen 

.PP      ^^'^  ^^'^  ^^^^ 

dx  dy  dz 

^  „^      dQ^G  dQ9G  dg^G 

^'^'    -TT'       "äT'       "äT 

flberall  stetig  sein  werden  innerhalb  desjenigen  Kaumes,  welcher  von  einer 
solchen  Kugelfläche  umschlossen  wird.  Nur  ein  Punkt  innerhalb  des  ge- 
nannten Raumes  kann  in  dieser  Beziehung  eine  Ausnahme  machen,  d.  i. 
der  Mittelpunkt  der  Kugelfläche '^*).     Um  diesen  Uebelstand  zu  ver- 


*)  Man  kann  sich  die  Werthe ,  welche  F  auf  der  Kugelfläche  besitzt,  geometrisch 
dtrgestellt  denken  durch  Perpendikel,  welche  errichtet  sind  in  den  einzelnen  Punkten 
der  Fläche.  Die  Endpunkte  alP  dieser  Perpendikel  werden  dann  zusammengenom- 
men eine  gewisse  Fläche  bilden.    In  gleicher  Weise  werden  wir  eine  andere  Fläche 

constrniren  können,  durch  welche  diejenigen  Werthe  dargestellt  sind,  welche  —  in 

den  einzelnen  Punkten  der  Kugelfläche  besitzt;   sodann  eine  dritte  Fläche ,   durch 

dF 
welche  die  Werthe  Yon  —  repräsentirt  worden  u.  s.  w.  Den  acht  Grössen  43)  ent- 
sprechend erhalten  wir  im  Ganzen  acht  Flächen.  Jene  acht  Grössen  werden  dem- 
gemäss  auf  der  Kugelfläche  stetig  sein,  wenn  diese  acht  Flächen  —  mögen  sie  nun 
gekrümmt,  mit  Kanten  und  Ecken  behaftet  sein,  wie  sie  wollen  —  in  ihrem  Verlauf 
keinerlei  Unterbrechungen  darbieten.  D.  h.  jene  acht  Grössen  werden  auf 
der  Kngelfläche  stetig  zu  nennen  sein,  sobald  diese  acht  Flächen  frei  sind  von 
Kissen,  frei  sind  von  vereinzelten  Linien  und  vereinzelten  Punkten, 
mitbin  auch  frei  sind  von  unendlich  fern  gelegenen  Punkten. 

•*)  Unter  p  ist  eine  beliebige  Zahl  zu  verstehen,  welche  grösser  als  — ^  ist.  Es 
kann  demnach  p  z.  B.  gleich  —  J  sein.  Und  in  diesem  Falle  wird  qP  F  im  Mittelpunkt 
onendUcb  gross,  mithin  unstetig  sein. 
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meiden,  betracbten  wir  an  Stelle  des  ▼  ollen  Kngelranmes  denjenigen 
Raum,  welcher  sich  befindet  zwischen  zwei  concentrischen  Kugel- 
flächen. Innerhalb  dieses  Raumes  werden  dann  die  Grössen  44)  ohne 
Ausnahme  überall  stetig  sein.  Und  wir  können  demnach,  mit  Rückblick 
auf  die  Gleichungen  42),  auf  diesen  Raum  sofort  die  Oreen*sche  Formel  2) 
in  Anwendung  bringen.     Wir  erhalten  alsdann: 

Die  Integration  muss  hier  ausgedehnt  gedacht  werden  über  s&mmtliche 
Flächenelemento  da},  welche  zur  Grenze  des  genannten  Raumes  gehören. 
Das  Integral  ist  daher  in  Wirklichkeit  eine  Summe  von  zwei  Integralen, 
von  welchen  das  eine  über  die  äussere,  das  andere  Über  die  innere  Kugel- 
fläche hinerstreckt  ist.  Bezeichnet  man  daher  den  Radius  der  äusseren 
Fläche  mit  q  ,  den  der  innern  mit  e,  die  zugehörigen  Flächenelemente  da 
mit  Q^dcö  und  c*(/(J,  nnd  beachtet  man,dass  die  Richtung  v  bei  der  äusseren 
Fläche  identisch  ist  mit  ^,  bei  der  innern  Fläche  aber  entgegenge- 
setzt ist  mit  f,  so  verwandelt  sich  die  Formel  45)  in  folgende: 

Und  diese  geht,  weil  /*  und  G  unabhängig  sind  von  q  oder  £,  über  in: 

(p—g)ff(^^^^'^^FGdm=^{p'^q)ffaP^9+^FGda, 

oder,  weil  q  und  £  die  gegebenen  Radien  der  beiden  Kugelflächen  vor- 
stellen : 

46)  (p  —  9)  teP+9+*  — £'+9+i)jy^GrfflJ  =  o. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  das  Integral 

47)  ffFGda 

verschwinden  muss,  falls  nichtjo  und  q  einander  gleich  sind'^).  Die- 
ses Integral  47)  kann  als  hinerstreckt  betrachtet  werden  über  eine  Kugel- 


*)  Man  könnte  einwenden,  abgesehen  von  dem  Ausnahmefalle  p  =  qj  werde  noch 
ein  zweiter  Ausnahmefall  vorhanden  sein,  nämlich  der,  wenn  j9-(-9+  1  =0  ist;  denn 
in  diesem  Fall  verwandle  sich  der  Factor 

^9+9  +  1  — SP+9+1 

in  1  —  I,  d.i.  in  0;  und  es  werde  daher  in  diesem  Fall  die  Gleichung  46)  in  ErfUUung 
gehen,  ohne  dass  es  dazu  des  Verschwindens  des  Integrales  bedürfe. 

Unserer  Festsetzung  40)  zufolge  sind  aber  die  Ordnungszahlen  p  und  q  jederzeit 
grösser  als  —  i,  oder  (im  Grenzfalle)  gleich  —  J.  Die  Relation  />  +  y  +  I  =0  kann 
daher  nur  dann  eintreten,  wenn  p  und  ^ beide  gleich  — ^  sind,  also  nur  dann, 
wenn  p  und  q  einander  gleich  sind. 

Somit  ist  klar,  dass  der  hier  erörterte  zweite  Ausnahmefall  keiner  besonderen  Er- 
wähnung bedarf,  nämlich  schon  inbegriffen  ist  in  dem  ersten  AusnahmefaU  p  =  q^ 
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fliehe  Tom  Badius  1.     Denn  Q^dm  reprftfientirt  das  Element  einer  Kugel* 
flache  Tom  Radius  p;  demnach  wird  da  das  Element  einer  Fläche  vom  Ka* 
dioa  1  sein.     Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Kesultat: 
48)  Erste  Haupteigenschaft.  —  Versteht  man  unter 

F=^F((py  ♦)  und  C  =  C  (q>,  ^) 
irgend  zwei  Kugelfunctionen  Tersoliiedener  Ordnung, 
welche  sammt  ihren  ersten  Ableitungen  nach  o;,  y,  s 
fiberall  stetig  sind  auf  einer  KugelfUcheTomRadiusl, 
so  ist  das  über  alle  Elemente  de»  dieser  Kugelflftche 
hinerstreckte  Integral 

jederzeit  gleich  Hüll. 

Die  Ordnungszahlen  der  beiden  Kugelfunctionen 
können  hier  [vergl.  die  Festsetzung  40)]  beliebige 
ganze  oder  gebrochene  Werthe  haben,  die  gross  er  als 
—  iy  oder  gleich  — 4  sind.  Vorausgesetzt  wird  nur, 
dass  sie  unter  einander  verschieden  sind. 
Wir  wollen  wiederum  annehmen,  es  sei 
4»)  F^F(^fp,iß) 

eme  Kugelfunction  p^^'  Ordnung,   von  solcher  Beschaffenheit,   dass  die 
Grössen 
M\  dF  dF   dF 

"^  ^'    d?  äP'  Jt 

tberdl  stetig  sind  auf  einer  KagelflXche  vom  Radins  1.     Ebenso,  wie  yor- 
hin,  werden  dann  die  Grössen 

dffF     dQPF     dg'F 

fiberall  stetig  sein  innerhalb  desjenigen   Raumes,    welcher   sich   befindet 
twischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen. 

In  Bezug  auf  den  Werth  der  Ordnungszahl  p  wollen  wir  diesmal  aber 
eine  gewisse  beschrHnkende  Voraussetzung  eintreten  lassen,  nttmlich  an- 
aehmen,  dass  p  eine  positive  ganze  Zahl,  also  irgend  eine  Zahl  aus  der 
Beihe 

0,      1,     2,     3,     4,  ....  00 
ist    Alsdann  werden  die  Grössen  51)  nicht  nur  stetig  sein  innerhalb  des 
eben  genannten  Zwischenraumes,   sondern   stetig  sein  innerhalb  des 
vollen  Raumes,   der  von  irgend  einer  Kugelfläche  umschlossen  wird. 
Ausserdem  wird,  nach  wie  vor, 

leia. 

Wir  können  daher  auf  den  von  der  Kugelfläche  umschlossenen  Raum  so- 
fort die  Greeu*sche  Formel  3)  in  Anwendung  bringen,  und  erhalten  alsdann: 

Uluehiin  r.  Mathematik  «.  Physik.  XII, 2.  8 
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//o 


Die  Integration  ist  hier  ausgedehnt  zu  denken  über  alle  Elemente  da  der 
ganzen  Kugelfläcbe.  Unter  T  ist  die  reciproke  Entfernnng  swischen  einem 
solchen  Element  dn  nnd  zwischen  einem  Punkte  zu  verstehen,  der  im  In- 
nern der  KugelflXche  eine  beliebig  gewählte«  aber  feste  Lage  hat.  Be- 
zeichnen wir  also  die  Coordinaten  des  Elementes  dn  mit  p,  9^,  '^  nnd  die 
Coordinaten  des  eben  genannten  Punktes  mit  r,  «,  ßj  so  kann  der  Werth 
Ton  Tj  zufolge  37),  durch  folgende  Reihe  dargestellt  werden: 

53)      r=ifö(0)  +  -e(^)+-,  e<2)+....)=*F  ^e<»). 

Endlich  ist  in  unserer  Formel  unter  p',  F^  derjenige  besondere  Werth  zu 
verstehen,  welchen  die  Function  qPF  in  jenem  festen  Punkt  r,  or,  ß  besitzt; 
demnach  ist  ^1  =  r.  Wenn  wir  hierauf  achten ,  wenn  wir  ferner  beachten, 
dass  p,  9,  tf'  die  Coordinaten  von  dm,  mithin  g  der  Radius  der  Kugelfläcbe 
ist,  und  wenn  wir  demgemäss  g*d(a  statt  da  und  g  statt  v  setzen,  so  ver- 
wandelt sich  unsere  Formel  52)  in : 

■'-^->"'^)''-'="-"'- 

oder,  wenn  wir  für  T  die  Entwickelung  53)  substituiren,  in : 

Und  diese  Formel  verwandelt  sich,  weil  F  und  6^")  unabhängig  von  q 
sind,  in: 

"iT r^JJ ip  +  n  +  l)  gP-*Fe^^Ua  =  AjcrPF, , 

d.  i.  in : 

54)  ""£ (p  '{'n  +  l)r^gP-'*JJ FS^^yda  :=z4nri^F^. 

Nun  ist  Feine  Kugelfunction  von  der  gegebenen  Ordnung  p,  femer 
8^")  eine  Kugelfunction  von  der  Ordnung  n.  Die  hier  auütretenden  In- 
tegrale 

ffF»^)da 

werden  daher,  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  48),  sämmtlich  Null  sein 
mit  alleiniger  Ausnahme  desjenigen  Integrales,  in  welchem  n  gleich  gross 
ist  mit  der  gegebenen  Zahl  p.  In  der  Formel  54)  reducirt  sich  daher  die 
links  stehende  Summe  auf  ein  einziges  Glied,  so  dass  wir  erhalten: 

(2p  +  l)rpffF»P)  d€S=4nrPFt , 
d.  i.  f 

55)  fß^''^-=2jTi''^' 


fß 
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Die  Grösse  0^^  ist  [vergl.  37)]  eine  Function  von  9,  ^,  «,  ß\  wir  setzen  da- 
her 8^P>  =  ^'>  (9,  ^;  a,  /?).  Ferner  ist  F=F{<p,  f).  Ausserdem  stellt  i\ 
deajei^igen  Werth  vor,  welchen  die  Function  F  im  Punkt  r,  «,  /)  besitzt; 
folglieh  jP,  BS  /*(«,  /^.  Endlich  repräsentirt  dtS  ein  Element  der  mit  dem 
Badio«  1  beschriebenen  Kngelfläehe,  und  zwar  ein  Element,  dessen  Coordi-* 
naten  9,  ^  sind.  Somit  gelangen  wir  durch  die  Formel  (56)  zu  folgendem 
Satz: 
60)  Zweite  Haupteigenschaft.  —  Versteht  man  unter 

p  irgend  welche  Zahl  aus  der  Keiha 
0, 1,  2,  8,  ....  OD, 

nnd  versteht  man  ferner  unter 

eine  Kugel function  von  der  Ordnungp,  welche  sammt 
ihren  ersten  Ableitungen  nach  jt;,y,z  überall  itatig  ist 
auf  einer  mit  dem  Badius  1  beschriebenen  Kugel* 
flttche,  so  ist  jederzeit: 

fF{q>,  *)  »(P)  (9,  i^,  «,  ß)  dal  =  ^^^  F(a,  ß). 

Die  Integration  ist  hier  ausgedehnt  über  alle  Ele- 
mente dm  der  genannten  Kugel  fläche.  Ausserdem  re- 
prftsentiren 

diejenigen  Kugelfunctionen,  welche  auftreten,  wenn 
man  die  reciproee  Entfernung  zweier  Punkte  ^,  9,  if; 
und  r,  tf,  ß  naxh  Potenzen  von  (f  oder  r  entwickelt 
[vergl.  (37)]. 

Die  beiden  Haupteigen scbaften  (48)  und  (56)  können  bekanntlich  un- 
mittelbar in  Anwendung  gebracht  werden,  um  eine  beliebig  gegebene,  von 
irgend  zwei  Argumenten  9,  if;  abhängende  Function  f{q>,  ^)  nach  Kugel- 
ftinctionen  zu  entwickeln.  Handelt  es  sich  nämlich  darum,  diese  Function 
in  eine  Beihe  zu  verwandeln: 

57)  /^(<p,  if;) =/^«)  (v,  ^)  +  r')  (y,  i\>)  +  r'>  (9.  ^)  + , 

deren  einzelne  Glieder  Kugelfunctionen  resp.  von  der  0**",  1^«°,  2*«°,  u.  s.  w. 
Ordnung  sind,  so  multiplicirt  man  beide  Seiten  der  Formel  (57)  mit 

S^P^  (9?,  1/;,  «,  ß)  d(S 
wo  p  eine  beliebig  gewählte  Zahl  ai^s  der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  .  «  od  vorstellt. 
Thut  man  dies,  und  integrirt  man  sodann  über  alle  zur  Kugelfläche  gehörigen 
Elemente  <f»,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Haupteigenschaft 
sofort : 

folglieh  mit  Bücksicht  auf  die  zweite  Haupteigenschaft: 

8* 
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'^^  /P^9''*^  «"'(V,*,«.  ß)  '^»=-^^1  /*'  C«,  ß)' 

Auf  der  linken  Seite  befinden  sich  liier  nnr  bekannte  Fanctionen;  denn 
f  sollte  gegeben  sein ,  nnd  ^''^  ist  seiner  Definition  37)  zufolge  ebenfalls 
als  eine  bekannte  Function  anzusehen.  Durch  die  vorstehende  Formel  58) 
findet  demnach  das  allgemeine  Glied 

der  yerlangten  Entwickelung  seine  vollständige  Bestimmung. 

Bei  der  Herleitung  der  beiden  Haupteigenschaften  ist  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden,  dass  dieKugelfunctionen  nicht  nur  den  angegebenen 
Stetigkeitsbedingungen  Genüge  leisten,  sondern  auch,  dass  sie  auf  der 
Kugelfläche  rundum  eindeutig  sind.  Sollten,  was  namentlich  bei  ge- 
brochenen Ordnungszahlen  vielfach  vorkommen  wird,  Kagelfanctionen 
existiren,  welche  mehrdeutig  (jedoch  nicht  unendlichvieldeutig)  sind,  so 
werden  sich  jene  Eigenschaften  wahrscheinlich  auch  auf  diesen  Fall  leicht 
tibertragen  lassen,  und  zwar  dadurch,  dass  man  die  gewöhnliche  einblättrige 
Kugelfläche  in  eine  Riemanu'sche  Kugelfläche*)  verwandelt,  die  Inte- 
gration also  nicht  über  die  gewöhnliche  Kugelfläche,  sondern  über  die 
R  i  e  m  a  n  n  *  sehe  Kugelfläche  sich  hinerstrecken  lässt  Ich  will  dies  jedoch 
nur  als  eine  Yermuthung  hinstellen. 


§.5. 
Erweiterung  dar  Oreen'aehen  Sätaa. 

Die  bisher  durchgeführton  Untersuchungen  lassen  sich  Schritt  für 
Schritt  auf  den  Fall  übertragen,  dass  es  sich  nicht  um  ein  Gebiet  von  drei 
Dimensionen,  sondern  um  ein  Gebiet  von  beliebig  vielen  Dimensionen 
bandelt.  Wir  beginnen  damit,  dass  wir  zunächst  die  in  §.  1  besprochenen 
Green 'sehen  Sätze  auf  diesen  Fall  tibertragen. 

Das  hier  zu  betrachtende  Gebiet  mag  {n  + 1)  Dimensionen  besitzen. 
An  Stelle  von  x,  y,  z  sollen  demnach  n  +  l  Variable  x^  Xi,  o*,,  •  • .  s^  treten. 
Der  Gleichung 

d*u     d'ü     y^  _^ 

da^  "^  a/  ■*"  dz'  " 

wurde   genügt   darch   die   reciproke  Entfernung  zweier  Punkte,  nämlich 
durch  den  Ausdruck 

1 

Dem  analog  ergiebt  sich  leicht,  dass  der  Gleichung 


*)  Ver^l.  meine  „Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Abel* sehen  In- 
tegrale".   Leipzig  18((5.     8.  1(52—204. 


Von  Dr.  Carl  NBUHAsy.  117 

genügt  wird  durch  einen  Aasdruck  von  der  Form : 

"     -, ' 7- 

Demgemäss  mag  eine  Gleichung  von  der  Form  1)  kurzweg  mit  ^ü=0^ 
und  ein  Ausdruck  von  der  Form  2)  kurzweg  mit  T  bezeichnet  werden. 
Dieser  Ausdruck  jT,  welcher  also  der  Gleichung  JT:==  0  Genüge  leistet, 
mag  genannt  werden  die  Directrix  der  beiden  Werthsysteme 
x^  Xi,  .  •  •  x«  und  Aq,  a|,  •  .  o«. 

Es  seien  ^,  q>i,  9,9  ••  •  9«  beliebig  gegebene  Functionen  von  x^  x^^ 
^t»  •  •  •  ^«9  ^^^  Fnnctionaldeterminante  von  p)  9i,  .^ti  •  •  •  Vn  n&ch  x^  x„ 
^t>  •  •  •  ^n  mag,  was  ihren  absoluten,  also  positiven  Werth  anbelangt, be- 
zeichnet werden  mit  — • 

Wir  betrachten  dasjenige  Gebiet,  welches  durch  die  Formel 

3)  ^  <  ^  (Hauptgebiet) 

bestimmt  wird,  indem  wir  unter  C  eine  gegebene  Constante  verstehen  und 
nennen  dieses  Gebiet  das  Hauptgebiet.  Das  demselben  zugehörige 
Grenzgebiet  wird  dann  repräsentirt  werden  durch  die  Formel 

4)  Q=^C.  (Grenzgebiet.) 

Mit  anderen  Worten :  Zum  Hauptgebiet  sollen  diejenigen  Werthsjsteme  von 
^0*  ^u  ^st  ••*^n  gerechnet  werden,  welche  der  Formel  3)  genügen,  zum 
Grenzgebiet  diejenigen,  durch  welche  die  Formel  4)  erfüllt  wird.  Zugleich 
mag  vorausgesetzt  werden,  dass  innerhalb  dieser  Gebiete  keine  Werth- 
sjsteme von  Xq,  x„  X,, ...  X|,  vorkommen,  welche  unendlich  gross  sind. 

Die  Uebertragung  der  Green* scheu  Sätze  auf  diese  Gebiete  giebt 
alsdann,  wenn  wir  unter  U  und  F  zwei  Functionen  von  Xq,  a?j, ...  Xa  ver- 
stehen, die  den  Gleichungen  JÜ=OyJV=zO  Genüge  leisten,  und  die, 
ebenso  wie  ihre  ersten  Ableitungen  nach  Xq,  x^,  ...  x„,  innerhalb  des  Haupt- 
gebietes überall  stetig  sind,  folgende  Formeln: 

6)  S[ü{V,Q)—V{ü,Q)]Ddq>,dip^...dipn  =  0, 

n 

Hier  ist  unter  S  eine  Integration  zu  verstehen,  die  sich  aufdien  Variablen 
9i,  <Pi,  ...  9ii  bezieht,  und  die  sich  hinerstreckt  über  das  Grenzgebiet. 
Ferner  repräsentirt  T  den  Ausdruck  2) ;  und  gleichzeitig  repräsentiren  die 
in  diesem  Ausdruck  enthaltenen  Constanten  ^o,  a|, . . .  a«  irgend  ein  Werth- 
System  Xq,  X|,  ...  x«,  welches  innerhalb  des  Hauptgebietes  liegt.  Dem  ent- 
sprechend ist  unter  Fj  derjenige  besondere  Werth  der  Function  V  zu  ver- 
stehen, welchen  dieselbe  annimmt,  wenn  mau  ihren  Argumenten  Xo,Xi,...X|( 
die  Wci'tho  a»,  tfi,  • . .  a^  zucrtheilt. 
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Unter  (U,(f),  (r,(>)  (7,^)  sind  die  Aasdrttcke 

tTT    ^       du  dQ     ,dü    dQ     ,  ,     dU    d^  IV   \        . 

^^•*)  =  ä^.  ä^  +  ä^  ä^  +  -  +  ä^  ä^'       (r.e)=etc. 

ZU  Terstehen.     Endlich  bedeutet  N  eine  von  n  abhängende  Zahl,  zu  deren 
Darstellung,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  entweder 

die  Formel :  oder  die  Formel : 

7)  J^=  g'(g^)^  N=  2.[2nyT- 

1.3.5...  (n  +  1)  2.4.6...(n  +  l) 

erforderlich  ist. 

Für  den  Fall,  dass  die  Function  q  den  Ausdruck  hat: 

8)  p'  =  -^o  +  a:*i  +  ...  +  cr'« 

verwandeln  sich  die  Ausdrücke  (JJjifj  etc.  einfach  in -r—  etc.     In  diesem 
Fall  nehmen  daher  die  Green* scheu  Formeln  5),  6)  folgende  Gestalten  an: 

wo  nun  die  Integration  wieder  ausgedehnt  zu  denken  ist  über  das  Grenz- 
gebiet Q  =  Cy  d.  i.  über  das  Gebiet: 


§.6. 
Die  mtrakagelftuietioneii. 

Die  Grössen  p,  91,  qct»  •••  9m  mögen  in  ihrer  Abhängigkeit  von  x^  oti, 
OTf , . . .  x^  bestimmt  gedacht  werden  durch  folgende  Relationen : 

II)  J?!  =  ^  .  <I>,  ((p„  g?,, ...  9^»)==^  .  <!>„ 


a:„  =  ^  .  <!>„  (9,,  g?,, . . .  qp„)  =  (> .  <P„, 
wo  (I>o,  <2>i, ...  <Pn  beliebige  Functionen  sein  sollen,  welche  der  Gleichung 

12)  <^.  +  <I^i+...+  (P*»  =  l 

identisch  Genüge  leisten.     Alsdann  ergiebt  sich  aus  den  Relationen  11) 
nnmittelbar: 

so  dass  wir  also  hier  einen  Fall  vor  uns  haben,  auf  welchen  die  Formeln  0) 
und  10)  Anwendung  finden. 

Wir  unterscheiden  einerseits  Functionen,  die  von  den  n  +1  Argumenten 
9t  <Pi>  9tt  •••  <Pn  abhängen,  und  andererseits  Functionen,  die  nur  von  den  n 
Argumenten  9>i,  ^„  ...  9^  abhängig  sind.     Bedeutet 

F=  ^(91, 9t»  •••9«) 


Von  Dr.  Carl  Nbumann.  119 

irgend  welche  Function  der  leiseren  Art,  nnd  bedeatet  ferner  p  eine  beliebig 
gegebene,  positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahl ,  so  kann 
leicht  nachgewiesen  werden,  dass  der  Ausdrack 

in  folgender  Weise  nmgestaltet  werden  kann : 

14)  ^{9'F)^/-^yjF+p(^p  +  n-i:)F], 

nnd  ferner  nachgewiesen  werden,  dass  ^*^F  eine  Function  ist,  die  nur  von 
9i,  9?,,  ...  9a  abhängt,  von  q  aber  unabhängig  ist.  Hieraus  ergiebt  sich 
unmittelbar  folgender  Satz : 

15)  Versteht  man  unterp  eine  beliebig  gegebene.,  po- 
sitiveoder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahl,  so 
wird  jederzeit  eine  nur  von  ^i,  ^g,  ...  gin  abhängende 
Func ti on/* ex istiren,  welche  der  Gleichung 

J(^^F)  =  0 
Genüge  leistet. 

Definition.  —  Diese  Function  F  soll  hinfort  eine 
ITltrakngelfnnotion  p^^  Ordnung  genannt  werden. 
Der  Formel  14)  zufolge  bleibt  die  Gleichung  J  (^p^)=s0  im  Wesent- 
Uchen  ungeändert,   wenn   man  p  vertauscht  mit  — (p  +  ^  — l)*     Zwei 
Gleichungen  von  der  Form 

J{gPF)  =  0  und  J(qP'F)  =  0 
sind  also  unter  einander  idenüscb,  sobald 

p' — (p+«-i). 

d.  L  sobald 

/)+p=  — (n-l) 

ist.  Mit  anderen  Worten:  Die  beiden  Gleichungen  sind  unter  einander  iden- 
tisch, sobald  die  in  ihnen  enthaltenen  Exponenten  p,  p'  von  folgender  Art 

sind : 

n  —  l   . 
P  = IT"  +'^» 

n—l 
p  = tn. 

Wir  werden  demnach  sämmtliche  Gleichungen  von  der  Form  /1{qPF)=0 
auf  doppelte  Weise  erhalten  können,  entweder  dadurch,  dass  wir  den  Ex- 

•I  .     1 
ponenten  p  von bis  +  QO  wachsen,  oder  dadurch,  dass  wir  jenen 

n  ^■-  1 

Exponenten  von bis  —  oo   abnehmen  lassen.     Gleiches  gilt  na- 

tttrlich  auch  von  den  durch  jene  Gleichungen  definirten  Ultrakugelfunctio- 
nen.    Also : 

10)  Bei  einem  Gebiet  von  n  +  l  Dimensionen  können 

sämmtliche  überhaupt  vorhandenen  Ultrakugelfunc- 
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tionen  anf  doppelte  Weise  erhalten  werden,   nftmlich 
entweder  dadurch,  dass  man  ihre  Ordnungszahl  von 

n     -   1 
bis  +  00   wachsen,    oder  dadurch,    dass    man 

dieselbevon — bis  —  oo  abnehmen  lÄsst 

2 

Uro  diese  Willkür  zu  vermeiden,  setzen  wir  fest, 
dass  in  Zukunft  unter  den  Ordnungszahlen  der  ge- 
nannten Functionen  nur  diejenigen  verstanden  wer- 
densollen, welche  gröiier  als ,  oder  (im  Grenz- 

fall}  gleich  — ^^^  «ind. 
Wenn  wir  analog  mit  den  Relationen  11)  setzen: 
«•  =  '••  ^0 («11  «t,  ...ff-)» 


a,  =  r.<I>„(a,,a,,...a„), 
so  lässt  sich  die  in  2)  angegebene,  der  Gleichung  JT=-0  genügende  Di- 
rectrix  T  in  folgender  Weise  entwickeln: 

18)  ^=^(®'"'+7  ^'*  + J  »''  +  •")• 

Die  Coefficienten  .6  haben  in  beiden  Entwickelungen  gleiche  Bedeutung, 
und  hängen  nur  ab  von  q>i%  fPtt  •  -  •  fpn  und  ff|,  «t,  •  •  •  cTn*  Leicht  lässt 
sich  nachweisen,  dass  der  Coefficient 

e<i»)  =  e<^)  (^, ,  <Pti  .•  .9»»  «i,«2»  •••««) 

eine  Ultrakugelfunction  p^^^  Ordnung  ist,  und  zwar  sowohl  in  Be- 
zug auf  die  in  ihm  enthaltenen  q>^  als  auch  in  Bezug  anf  die  in  ihm  vorkom- 
menden o.  Zugleich  lässt  sich  zeigen,  dass  ein  solcher  Coefficient  keiner- 
lei Abänderung  erleidet,  wenn  man  die  97  und  a  mit  einander  vertauscht. 

Durch  Anwendung  der  Formel  9)  ergiebt  sich  nun,  in  ähnlicher  Weise, 
wie  früher  bei  den  Kugelfunctionen,  folgender  Satz : 

10)  Erste  Haupteigenschaft.  —  Versteht  man  unter 

i^=/'(^,,  q>t,...fpn)  nnd  C  =  G(ip,,  qp,,  . . .  q>n) 
irgend  zwei  Ultra  kug  elf  un  et  innen  vor  ichiedener  Ord- 
nung, welche  sammt  ihren  ersten  Ableitungen  nach 
^ot  ^11  ^t>  .  •  •  ^n  überall  stetig  sind  auf  dem  Grenzgebiet 
p  =  i,  so  ist  das  über  dieses  Grenzgebiet  hinerstreckte 
itfache  Integral 

n 

jederzeit  gleich  Hnll. 
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Die  Ordniuigssahlen  von  jPQod  G  können  [vergl.  16)]  alle  gansen  oder 

n 1 

gebrochenen  Werthe  annebmen,  die  grösser  als — ,  oder  (im  Grenz- 
fall) gleich ^^^  sind.     Vorausgesetzt  wird  nur,   dass  sie  unter  ein- 

ander  verschieden  sind.    Femer  ergiebt  sich,  wenn  wir^die  Formel  10) 
benutzen,  folgender  Satz : 
20)  Zweite  Haupteigenschaft.  —  Versteht  man  anter 

p  irgend  welche  Zahl  aus  der  Reihe 
0, 1,  2,  8,  . ..  cx>, 
und  versteht  man  ferner  unter 

J'=F(9i,  9,,  ...  qhd 
eine  Ultrakugelfunction  von  der  Ordnung^,  welche 
sammt  ihren  ersten  Ableitungen  nach  x^y  «i,  or,,  •••«» 
überall  stetig  ist  auf  dem  Grenzgebiet  (f=^ly  so  ist 
jederzeit: 

m 

_(>.'-i)iy 

Die  nfache  Integration  ist  hier  hinerstreckt  über  das 
genannte  Grenzgebiet.    Ausserdem  repräsentiren 

diejenigen  Ultrakugelfunctionen,  welche  durch  Ent- 
wickelung  der  Directrix  T  [vergl.  2),  17),  18)]  zu  Tage 
treten. 

Zu  erinnern  würde  schliesslich  noch  sein,  dass  —  die  Functionaldeter- 

minante  von  ^,  9^,  «p,,  ...  tpn  nach  ar^,  ^1 ,  x,, . . .  o?«  vorstellt,  dass  folg- 
lich I>  selber  die  Functionaldeterminante  von  ^o>  ^n  ^t»  •  •  «^n  T^^ch  ^, 
9i,  9i,  ...  9«  ist.     Und  zwar  sind  (wie  schon  in  §.ö  bemerkt  wurde)  unter 

jr  und  2>  die  absoluten,  also  positiven  Werthe  dieser  Determinanten  zu 

verstehen.  Endlich  ist  unter  dem  in  der  letzten  Haupteigenschaft  20)  auf- 
tretenden N  eine  gewisse  von  n  abhängende  Zahl  zu  verstehen,  nämlich 
die  in  7)  angegebene. 

Dass  man    mit  Hülfe  dieser  beiden  Haupteigenscbaften  19)  und  20) 
eine  beliebig  gegebene,  von  91,  9>|,  . . .  9)1,  abhängende  Function 

fi^if  ^2»  •  ••  V«) 
nach  Ultrakugelfunctionen  zu  entwickeln  im  Stande  ist,  bedarf  kaum  noch 
der  Erwähnung.     Das  dabei  einzuschlagende  Verfahren  wird  nämlich ,  wie 
man  sofort  übersieht,    vollkommen  ähnlich  sein  mit  demjenigen,    welches 
früher  in  §.4  besprochen  wurde. 
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Die  biemit  beendeteH  Untersnchungen  werden  «eigen,  wie  man  in  der 
Theorie  der  Xag^lfaactionen  und  Ultrakngelfnnctionen  mit  grosser  Leich- 
tigkeit zu  einer  allgemeinen  Uebersicht  gelangen  kann.  Es  mag  mir 
schliesslich  noch  erlaubt  sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen;  dass  die  hier  in 
Anwendung  gebrachten  Methoden  sich  wahrscheinlich  anch  dann  empfehlen 
•dirfiten,  wenn  man  tiefer  in  die  Einzelnheiten  der  Theorie  hinabzusteigen 
beabsichtigt,  als  es  hier  mein  Vorsatz  war. 

Als  Beleg  fllr  diese  meine  Ansidit  glaube  ich  an  eine  früher  von  mir 
angestellte  Untersuchung*)  erinnern  zu  dürfen,  in  welefaer  ich  die  Ent- 
wickelung  einer  Function  mit  imaginfirem  Argument  nach  den  Kugelfunc- 
tionen  der  ersten  und  zweiten  Art  besprochen  habe  und  in  welcher  ich 
namentlich  auf  eine  Überraschende  Analogie  zwischen  den  genannten  Ent- 
-wiokelnngen  einerseits  und  zwischen  den  Eniwickelungen  nach  auf-  und 
Absteigenden  Potenzen  andererseits  aufmerksam  gemacht  habe. 

Jene  Untersuchung  ist,  wie  man  bei  genauerer  Ueberlegung  leicht 
finden  wird,  mit  Hülfe  ähnlicher  Methoden,  wie  die  hier  angewandten, 
bewerkstelligt  worden  und  spricht  daher  für  die  von  mir  geäusserte  Ansicht. 


*)  Ueber  die  Entwiokelang  «iner  Ftmction  mit  imaginärem  Argument  nach  den 
Kogelfunctionen  der  ersten  uud  zweiten  Art.    Halle  1862. 

Tübingen.    April  1866. 


IV. 
Analytisch -geometrische  Untersuchungen. 

Von 

Br.  A.  Ennepeb. 


(Fortsetxnng  der  AbhandliiBg  pag.  377.  T.  IX  dieser  Zeitschrift) 


V. 
Trsiurfbruuitidiieii  Curren  doppelter  Eriimmtmg  in  ebene  Cturven. 

In  den  Y,Mömoire8  pr^sent^s  k  Tliistitat  par  divers  savan«*'  (Paris  1810, 
T.  I.  pag.420)  hat  L  an  er  et  zuerst  gezeigt,  das«  eine  Cor ve  doppelter 
Krümmung  durch  Abwickelung  der  developpabeln  Fläche  in  eine  Gerade 
ftbergeht,  welche  von  den  rectificirenden  Ebenen  der  Cnrve  gebildet  wird, 
d.  h.  den  Ebenen ,  welche  durch  die  Tangenten  der  Curve  gehen  und  auf 
den  Krümmungsradien  senkrecht  stehen.  Bestimmt  man  umgekehrt  die 
deyeloppable  Fläche,  welche  eine  Curve,  die  auf  der  Fläche  liegt,  durch 
Abwickelung  in  eine  Gerade  transformirt ,  so  ergiebt  sich  die  rectificirende 
Fläche  der  Curve.  Die  Lösung  eines  allgemeinem  Problems  bat  Möllns 
(Joum.  de  Math.  1V^°**  SMe  T.  I.  p.  SI05)  gegeben,  nämlich:  durch  eine 
Curve  eine  developpable  Fläche  so  zu  legen,  dass  die  Curve  durch  Ab- 
wickelung derselben  in  einen  Kreisbogen  übergeht,  wobei  selbstverständ- 
lich nur  vou'solchen  Theilen  der  Curve  die  Bede  sein  kann,  deren  Krüm- 
mungsradien kleiner  wie  der  Radius  des  Kreisbogens  sind.  Da  sich  durch 
eioe  Curve  unzählig  viele  developpable  Flächen  legen  lassen ,  so  kann  die 
Curve  durch  Abwickelung  derselben  in  beliebige  ebene  Cnrven  transformirt 
werden.  Im  Folgenden  ist  die  Lösung  des  Problems  gegeben :  durch  eine 
gegebene  Curve  im  Räume  eine  developpable  Fläche  so  zu  legen,  dass  die 
Curve  oder  ein  Theil  derselben  in  eine  beliebige,  gegebene,  plane  Curve 
transformirt  wird. 

§.  »• 

Die  Coordinaten  £,  17,  {;  eines  Punktes  einer  Curve  T seien  Functionen 
von  ^,  wo  ds  das  Bogenelement  der  Curve  bedeutet.     Seien: 
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«»  ßi  y; 
^j  f*»  v; 

/,  m,  «; 
die  Winkel,  welche  respective  die  Tangente,  die  Hauptnormale  und  Binor- 
male im  Punkte  (£,  179  £)  mit  den  Coordinatenaxen  bilden,  durch  q  werde 
der  Krümmungshalbmesser  und  durch  r  der  Torsionsradius  bezeichnet. 
Für  den  Punkt  ({j ,  rj^ ,  fj  einer  Curve  T^  mögen  «1 ,  /Ji ,  y^ ;  A^ ,  fii ,  Vj ;  /j ,  m^ 
iti;  ^x,  Ti,  ^^  analoge  Bedeutungen  haben,  wie  a,  j!?,  }r....  für  den  Punkt 
U>  ^9  0*  Ist  die  Curve  Ti  von  der  Curve  F  abhängig,  so  ist  auch  ^1  Func- 
tion von  s. 

Sei  {Xj  y,  z)  ein  Punkt  einer  developpabeln  Fläche ,  welcher  mit  dem 
Punkte  (£j ,  1/1 ,  (1)  auf  derselben  Geueratrix  liegt.  Bezeichnet  man  durch 
w  die  Dbtanz  der  beiden  Punkte  (a;,  y,  2)  und  (g^,  iji,  (j) ,  so  finden  die 
Gleichungen  statt: 

«  =  5, +  w.C05a,, 
1)  y=^fii+w.cosßiy 

«  =  ti  +  »  .co*yi. 

Sieht  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  tv  als  Function  von  s  an, 
so  stellen  dieselben  eine  Curve  vor,  welche  auf  der  Fläche  liegt.  Wird  die 
Fläche  auf  der  .ry*  Ebene  ausgebreitet,  so  entspricht  der  Punkt  (x^ ,  yj  der 
transformirten  Curve  dem  Punkte  («,  y,  z)  der  Curve  im  Räume  durch  die 
Gleichungen : 

a?i  =  w  cos  ffj  -f-  Jcos  tidSij 
^x  ^    y,  =  ip  sin  B^  +  fsin  f,  05,, 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  w  natürlich  dieselbe  Function 
von  5|,  wie  in  den  Gleichungen  1).  Bezeichnet  man  durch  R  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  planen  Curve  im  Punkte  (x^ ,  yj),  so  ist: 

xi    W^J^W(^Jl\(l     dx,S^_dy,3^ 
-R']\dsJ'^\dsJ\   ""05,  aV       ds.ds^ 
oder  wegen  der  Gleichungen  2) : 

Für  w  =  0  giebt  die  vorstehende  Gleichung  Ä  =  ^, ,  man  erhält  so  das 
bekannte  Resultat,  dass  der  Krümmungshalbmesser  der  Wendecurve  durch 
Abwickelung  der  Fläche  unverändert  bleibt.  Dieser  Satz  wird  von  Lau- 
eret (1.  c.  p.  420)  Fourier  zugeschrieben. 
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§2. 
SeiQ,  1?)  t)  011^  Pankt  einer  Carve  F  und  (g|,  i;i,  ii)  ein  Punkt  der 
Wendecnrve  Tj  einer  developpabeln  Fläche ,  welche  die  Carve  F  enthält. 
Es  wird  voransgesetst,  dass  die  beiden  Pankte  (£,  i;,  Q  und  (gti  i/m  St)  ^^f 
derselben  Kante  der  Fläche  liegen.  Bezeichnet  man  durch  p  die  Distanz 
der  bemerkten  Punkte,  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

Beseichnen  ^  und  q>  näher  sn  bestimmende  Functionen  von  s,  so  kann  man 
setzen: 

cosai  s=  cosa  •  co^i/r  +  ^^^^  •  ^<'*^  •  ^059  +  ^^^  ^  •  m^ .  51119, 
5)         COSßi  =C08ß  •  CO«^  +  COSfl  .  «i/f^ .  C059  +<^<>^''>  •  ^''^^  •  m^, 

co*yi  =  cosy  .  ^05^'  +  C05v  .  sintlß  .cos(p  +  cosn  ,  sin^  •  sintp. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  mit  cosa,  eo§ßj  cosy  multiplicirt  und 
addirt,  geben:  cosa .  cosa^  +  cosß  •  cosßi  +  cosy.  cosyi  =3 C05  ^;  ^  ist  also 
der  Winkel ,  welchen  die  Curve  T  mit  der  Generatrix  der  Fläche  bildet. 
Die  Curve  F  wird  als  gegeben  angesehen ,  so  dass  in  4}  und  5)  s^  Function 
Ton  9  ist.     Die  erste  Gleichung  5)  nach  s  differentiirt  giebt: 


6) 


dcosa*  (cosm   .  3t[;\ 

-ä7 ~'«'"«*(-r-*-ä7J 


+  cosX 
+  cosl 


costjß   ,  Biß.     .        .  ^  /l      dq>\ 

— -^  +  cosTff  co8q>^  +  srntp  sm^^j^^  \ 


• 


CO»^  «/I9  ^ COSfp  StWilfi —  j 

Die  erste  Gleichung  4)  nach  s  differentiirt,  giebt : 

^       /dp      dsi\  dcosat 

Sobstituirt  man  hierin  für — ^ — ^  und  cosot  ^^^  Werthe  aus  5)  und  O),  so 
folgt : 


7) 


COS« 


+ 


ipcos^    (dp   a»,\  a^ 

+  /im^W/t9r ^j|  cosA 

'^psmipcosq>l T")[  cosl=sO. 

Man  erhält  durch  Differentiation  der  Gleichungen  4)  und  5)  noch  zwei 
analoge  Gleichungen,  in  denen  a,  A,  /  durch  ß,  fi^tn  und  y,  v,  n  ersetzt 
sind.  Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  in  der  Gleichung  7)  die  Coefficienten 
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▼on  cosa^  cosl^  cosl  verschwinden  müseen.  Die  Gleichnng  7)  zerfüUt  also 
in  die  falgenden : 

——  +  [^  —  j^j8m^co8(p+pcosii,cosqi  — 

(dp      dsA    .    ,    .       ,  '         dH> 

—  psin^  ^-.  _ -?j  CO*  <3P=0. 

Mnltiplicirt  man  die  zweite  Gleichnng  mit  sin  tp^  ixe  dritte  mit  cos^  bildet 
die  Differenz  der  Prodncfe,  so  folgt: 

Setzt  man  p=^0,  so  gehen  die  Gleichungen  4)  {,  ci^g,  i^j^if,  {;i  =  (,  die 
Carven  F  nnd  Fi  sind  dann  identisch.  Dieser  Fall  ist  in  der  allgemeinen 
Gleichung : 

ftlr  ^c=o  nnd  g>s=iQ  enthalten.  Mittelst  dieser  Gleichnng  erhält  man  aus  8) : 

Findet  die  Gleichnng  0)  statt,  so  ist  durch  die  Gleichungen  4),  5),  10)  nnd 
11)  eine  beliebige  developpable  Fläche  definirt,  welche  die  gegebene  Curve 
r  enthält.  Die  Gleichungen  l)  gehen  in  4)  über  für  ir=3{,y  =  ij,2  =  t 
nnd  t;s=3 — p.  Setzt  man  in  3)  wts^  —  p,  sieht  «|  als  Function  von  s  an, 
so  folgt: 

12)  \  £fl_^ 

l         d  ds       d8 


1   dsids 
PT 


l  dj^ds    /LfZs,  _ apv    /_p  a£,Y( 

9l98  y     \\^         dsj'^\(f,d8j   ] 


Die  linke  Seite  der  Gleichung  6)  ist  gleich  cosAi—  ^;   redncirt    man 
die  rechte  Seite  mittelst  der  Gleichnng  0),  so  folgt: 
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13)      — —  —i  =  — ?.f —  cosasin^  +  coskcosfl;  cosg>  +  coslcosipsifKp), 
Diese  und  zwei  ähnliche  Gleichungen  qnadrirt  und  addirt  geben:  (~~  o-^  ) 

=  fm^y^  also,  mit  Rücksicht  auf  10) : 

!1  dSj 8in^ 
i.ds-    p    ^ 
1  d8^_cosq>      d^ 

Setzt  man  in  12)  p  —  ^  =  m^  und  nach  11)  ^  —  ^  =  co»^,  so 

Qi    ^S  "^    OS  08 

1  d^      ,  •      > 

fftlgt:^  =3 fiiiip  —  ^ ,  oder  nach  10): 

.1  C08W 

Die  Gleichung  13)  geht  wegen  14)  über  in : 

cosXx  = —  cq8ci  .sintif  +  co8l  cosipcosgt  +  co8l cos^snifp* 

Diese  Gleichung  nach  s  differentiirt,  giebt: 

co8ai  ds»  ,  coslfdsi  /diD  .  cosw\ 

Qi     ds^    ri    d8  ^\d8^    (f   / 

,     |5m^  ,  .    ,  ^*  .       /l        ^<P\I 

+  co*i.  { — ^  +  C0Ä9  Äin-^ cos^8mqi  ( t^]] 

f   ^  </^  \  r       (7*  yi 

I^tJ'                         /l        dQ>\) 
8tng>8m'^  '^  +  cos'ilf  co8q)l "^jr 

Wegen  der  Gleichungen  5),  9),  10)  und   14)  geht  die    vorstehende 
Gleichung  über  in: 

cosl  dsi        l  8inq> .      ^    ,  ^  ^ 

"5—= : — ,  {C08A8mw  —  C08l  cosq>\ 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 
cot/|   dSf        1   8in(p 


Tj      d8         g  sintif 


(C08l  8in<p  —  C08l    C08  (f)  , 


,x,\        I     C08mid8i        1  «ng?  .  ^ 

lö)       y     -_  c=3  —  - — -  fco^tt  ^mo)  —  co8m  co8wj. 

^        r^     d8        Q  8tnilf^      ^       ^  ^-^ 

C98n4  dst        1   sintp  , 

r—  =  —    -: —  \C08vstntp  —  C08n  C08w), 

r^      08        Q  8tnt\f  ^  ^-^ 

Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt,  geben :  f  —  ^ )  =;  | : —  j  ,  setzt 

man: 

1  d5|  1  8inq> 

r,  d8  Q  sintlf^ 

so  geben  die  Gleichungen  10)  mit  cosl,  cosm^  cosn  multiplicirt  und  addirt: 

cosi  •  eosli  +  cosm  •  cosiWi  +  cosn .  cosfif^^cosip^   d.  h.  9  ist  der  Winkel, 
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welchen  die  Normale  znr  Krümmnngsebene  der  Carve  F  mit  der  Normalen 
zur  deyeloppabeln  Fläche  im  Punkte  (g,  17,  ^)  bildet.  Die  Gleichungen  16) 
zeigen  unmittelbar,  dass  die  Normalebene  der  Gurre  F  die  Normale  der 
deyeloppabeln  Fläche  enthält.  Mit  Beziehung  hierauf  enthält  die  Glei- 
chung 15)  folgenden  Satz: 

Wird  der  Krümmungshalbmesser  im  Punkte  U  einer  Curve  r*,  welche 
auf  einer  developpabeln  Fläche  liegt,  vom  Punkte  17  aus  auf  der  Nor- 
malen zur  Fläche  abgeschnitten,  ferner  im  Endpunkte  dieser 
Segments  ein  Perpendikel  errichtet,  welches  die  Binormale  der 
Curve  im  Punkte  27,  trifft,  so  ist  1727,  der  Krümmungshalbmesser 
der  Gurve  nach  Abwickelung  der  Fläche. 

Nimmt  man  in  15)  9  constant,  so  folgt: 

Schneidet  die  Krümmungsebene  einer  Gurve  die  developpable 
Fläche,  welche  die  Gurve  enthält,  unter  einem  constanten  Winkel, 
so  steht  der  Krümmungshalbmesser  zum  Krümmungshalbmesser 
der  transformirten  Gurve  nach  Abwickelung  der  Fläche  in  con- 
stantem  Verhältnisse  und  umgekehrt. 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  zur  developpabeln  FlächCi 
welche  die  Gurve  T enthält,  ist: 

(«  —  {,)  CO*/,  +  (y  — i?i)  co5m, +  (z  — ti)co*ii,=0, 
oder  auch : 

(x  —  i)  cos  /j  +  (y— 1|,)  cos  mj  +  (z— fc)  co*iit=0. 
Wegen  der  Gleichungen  16)  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

{x —  Ö  {cos  k  sin  q> — cos  l  cos  ql)  +  {y  —  iy)  icos  f&  sm  tp — cos  n  cos  tp) 
'  +  (z  —  0  {cos  V  smg>  — cosn  cos  qp).=0. 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  die  developpable  Fläche 
einhüllt.  Differentiirt  man  die  vorstehende  Gleichung  zweimal  nach  1,  so 
erhält  man  für  den  Punkt  (£, ,  ij, ,  2;,)  der  Wendecurve  folgende  Gleichungen : 

sinw/ 1         dw\ 

Uli-e  co»a+(ij,-  ij)  co«/j  +  (t.-Orfo»r=— -^(;r—  jjy 

cosw  sin*w 
(li — I)  cos l  +  {fi,-f,)eosn  +  (£,  -ö  cot  v  =    — ^^,^  ^. 


18) 


üt  —  i)cosl  +  (ij,—ti)eosm  +  (^ii—Qeotn  = 


$in*tp 


\ 


9*D' 

(1 dq>\  d  sin<p 
r       "dsjTs     Q 


Die  vorhergehenden  Entwickelungen  erfordern  eine  Modification,  wenn 
die  developpable  Fläche  cylindrisch  ist,  wobei  von  einer  Wendecurve  der 
Fläche  nicht  mehr  die  fiede  sein  kann.     In  diesem  Falle  sind  «i  1  /J|  1  Yi 
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eoostant,  in  der  Gleichung  0)  müssen  die  Factoren  von  cos  a^  cos  l^  cos  l 

einzeln  verschwinden.     Hieraus  folgt: 

cosw  ,    d'üf      ^     cosi\>sinw  ^  /l       dw\ 

^  ^  ds  Q  \r        dsJ 

Finden  diese  Gleichungen  statt,  so  folgt  umgekehrt,  dass  cos a^^  cos ß^^ 

eosyi  constant  sind,  die  developpable  Fläche  also  cylindrisch  ist. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  10)9  constant,  setzt  qf=d^  so  folgt 

durch  Elimination  yon^: 

stnd  ^-^  . 

ds  Q        cosd 


i+{sind'.y        " 


9* 

Durch  diese  Gleichung  sind  die  Curven  einer  cylindrischen  Fläche 
eharakterisirt,  deren  Krümmungaebeneu  die  Fläche  unter  dem  constanten 
Winkel  d  schneiden* 


Wird  die  developpable  Fläche,  welche  die  Curve  F  enthält,  in  der 
«jf-Ebene  ausgebreitet ,  entspricht  der  Punkt  (X| ,  y^  der  transformirten 
Curve  dem  Punkte  ($,  17,  {)  von  T,  so  geben  die  Gleichungen  2)  fürit;=»p: 

Xi  =  — pcosSi+J coss^ds^^  yi= — psinsi  +  fsinBidSi^  «1  =  / — -• 
Nun  ist  nach  11)  -x-^==  cos^  +  ^,  folglich: 

OS  OS 


oder: 


fcosti  dSy  =  fcos  e,  -^  ds  =^Ccosi^  cos^  9s  +  j  ^  cos  iids 

Jcost^ds^—p  costi=  I  (cosi^  cos^+p  sin  t^  -^jds; 

Die  erste  Gleichung  14)  giobt  aber  — -^=-— = ,  hierdurch  geht 

die  vorstehende  Gleichung  über  in:   fcosi^  dsi  —  p  cos ti^^fcos (i^  —  'f)  ds. 
Die  Gleichungen  2}  werden  für  v=^ — p: 
20)  x^  ^^Jcos  («i  —  '^)  3  5,  ^1=  Jsin  (e»  —'^)ds. 

dii        dtU      cosw 
Die  zweite  Gleichung  14)  giebt  -^—  -r— = ,  also 

OS  OS  ^ 

wo  ^0  eine  beliebige  Constante  bedeutet.     Setzt  man: 

f*cosq>^ 

aljo  ff  —  ^f^O+^f^o  gehen  die  Gleichungen  20)  über  in: 
s,=^fcos(e  +  %)ds,  y^^fsinie+ifo)ds, 
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oder: 

Da  der  Winkel  ^q  sich  nur  auf  eine  Drehung  der  Coordinatenaxen  be- 
zieht, so  kann  man  i/^o^O  setzen  und  erhält  so  die  einfachem  Gleichungen: 
22)  x^=rcosBds^   y^^=:fsinBds. 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  21)  geben  die  Curve,  in  welche 
r  durch  Abwickelung  der  Fläche  übergeht;  ist  die  transformirte  Curve  ge- 
geben ,  so  erhält  man  aus  21)  und  22)  eine  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  ßj  also  auch  von  g>.  Ist  (p  bekannt,  so  bestimmen  die  Gleichungen  18] 
den  Punkt  ({, ,  ly, ,  f,)  der  Wendecurve  der  developpabeln  Fläche,  auf  deren 
Tangente  der  Punkt  (|,  17,  Q  liegt,  wodurch  die  Fläche  bestimmt  ist. 

Soll    die   transformirte  Curve   eine  Gerade  sein,  so  isti?  =  QO,  die 

7t 

Gleichung  16)    giebt  dann.  9=3-.     Die    Gleichung  17)    wird   hierdurch: 

(« — 9  C05il+(y— ij)co5^  +  (z  —  f)  cosv=:0,  was  die  Gleichung  derrectificl- 
renden  Ebene  der  Curve  F  ist.  Die  Curve  F  ist  in  diesem  Falle  eine 
kürzeste  Linie  der  developpabeln  Fläche. 

Ist  die  transformirte  Curve  ein  Kreisbogen  mit  dem  Halbmesser  Ar,  te 

hat  mau  Ä=Ar,  die  Gleichung  15)  giebt  dann  ^059?=  +  ^.      Die  Curve  T 

R 

schliesst  in  diesem  Falle  auf  der  developpabeln  Fläche  unter  allen  Cnrvetf 

von  gleicher  Länge  den  grössten  Flächenraum  ein.     Liegt  die  Curve  JTaiif 

einer  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  /r,  so  ist  ä*  =  ^*+  (r  -?  j  .     Elimi« 

nirt  man  g  zwischen  dieser  Gleichung  und  cosq)=  +  —^   so  folet:  -=3  :^*. 

—  k  r       d$ 

Die  Gleichungen  18)  geben  dann : 

(fi  —  l)  C08a+(nt—v)  cosß  +  {t^--i)  co5y=0, 

(St  — {)  cosX+{rix  —1?)  cosii  +(f, —  t)  cosv=Q, 


($1  —  1)  cosl+{rit—fi)  cosm+{ii~Qcosn^tang(p.QT=y(^^^g*)^ 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  (a:,  y,  z)  statt  g^,  171 ,  fi,  so  leitet  maoi 
aus  denselben  leicht  die  folgenden  ab : 

(^-Ö'+(y-i7)*+(^-Ö'=^, 

(a:  — i)cosa  +  (y— i/)co5/3+(2— J;)co5y=0, 
{x—i)cosk+(y  —  rj)coS(i  +  (z-^i)cosv==Q. 
Die  beiden  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen  folgen  durch  succesivei 
Differentiation  der  ersten  nach  s.     Hieraus  folgt:  ^ 

Wird  eine  Curve  F  auf  einer  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  ä 
zur  Directrix  einer  zweiten  Kugelfläche  mit  demselben  Halbmestef^ 
genommen,  so  ist  die  Wendecurve  der  einhüllenden  Fläche  gleick^ 
zeitig  Wendecurve  der  developpabeln  Fläche,  durch  deren  AW 
Wickelung  die  Curve  F  in  einen  Kreisbogen  transformirt  wird. 
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Setzt  man  in  den  Oleichnngen  19) ^=  +  X'    ®^i™iöirt  ^    und  9, 


so  folgt: 


wo  ^0  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Durch  die  vorstehende  Gleichung 
ist  die  Curve  einer  cjlindrischen  Fläche  charakterisirt,  welche  unter  allen 
Curren  von  gleicher  Länge  den  grössten  Flächeninhalt  umschliesst 

Bestimmen  die  Gleichungen  22)  die  Evolvente  eines  Kreises  mit  dem 
Halbmesser  Ar,  so  ist  ^i-^  +  yi  •^='^  oder  x^  cos6+yi  sinß^k. 

0  8  OS 

DifFerentiirt  man  diese  Gleichung  zweimal  nach  s^  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  21): 


Xi  cos  B+ffi  sin  B=^k^       x^  sin  B  —  y^  cosB  = 


-L__^ 


dB     cosip 

XiC08B  +  yiSinB=s —^ ^— 

eosq>  ds  cos  ip 

oder  X,,  y^  eliminirt  k —  r ?— =0.  Durch  Integration  folgt  hieraus: 

wo  g  eine  Constante  bedeutet. 

Die  Gleichung  4  %  (*i*+yi*)=  co/rf.arcf/i/t^^  der  logarithmischen  Spi- 

x, 

rale  nach  s  differentiirt  giebt  nach  22):   x^  sin  (<f —  B)  +yi  cos(d —  6)=0. 

Durch  Differentiation  nach  s  folgt: 

—  Xi  cos (d —  B)  +  Vi  sin  Cd—B)^=3  —  sind  — ^ , 

^  y       4^  V  j  cosqf 

!x,  sin  (d  —  B)  +  y*  cos (d  —  B))  — —+  cos d = sin  d^ —. 
^           y      ai       X           ,j     ^      .                       ^^  cosq> 

oder  einfacher  coid= — ,  folglich,  wenn  g  eine  beliebige  Constante  ist: 

0  s  cos  <p 

24)  — ^=(jf+5(roM. 

'  COSfp 

Da  nach  15)+  — ^   der  Krümmungshalbmesser   der    transformirten 
—  COS  g> 

Curve  ist,  so  geben  die  Gleichungen  23)  und  24)  Eelationen  zwischen  dem 

Krümmungshalbmesser  und  dem  Bogen  der  transformirten  Curve.     Das 

Problem,  durch  eine  gegebene  Cnrve  F  eine  developpable  Fläche  so  zu 

legen,  dass  die  Curve  nach  Abwickelung  der  Fläche  in  eine  gegebene  plane 

Curve  Ft  übergehe,  kommt  darauf  hinaus,  den  Krümmungshalbmesser  der 

Cnrve  Fg  durch  den  Bogen  auszudrücken. 

9* 
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Die  Gleichungen  einer  Cycloide  sind : 

110  f/vl«.f  _^ ,^„  ^^,    »w  .   ^     , 

OS  CS 


Xi=sk{n  —  sinn)^  fft^k  (1 — cosia\  hieraus  folgt  -—^=a2ksin^\m  .-^, 


9  .      o  p 

-^^=z2ksin\ia  co^ico^r-,  also  2Är  Wnio-^— = j;:  1.     Für  den  Krümmungs- 

dl  OS  OS 

halbmesser  R  findet  man  die  Gleichung : 

±1              Idn     ^                  ^.^  cosw           Idm  1    .         . 

^  =  —  ^  -_-    oder,  wegen  21), = —  -  r--= -7 — r-; — .  Aus 

2Är  m  jfl}  -^  =  +  1  folgt  —  C05  in  =     "7   ,  wo  ^  eine  Constante  bedeutet. 
Setzt  man  diesen  Werth  von  cosia  in  — 4Armjo),  cosq)=(f,  so  folgt: 

(7;^)  + (^±*> -(**)•• 

Für  9=0  geben  die  Gleichungen  18)  Si={,  i?i=i?,  &=ti  die  Curve  F 
ist  dann  Wendecurve  der  developpabeln  Fläche.  Setzt  man  in  den  vorher- 
gehenden Gleichungen  9=0,  so  erhält  man  Bedingungsgleichungen  zwi- 
schen dem  Krümmungshalbmesser  und  Bogen  einer  Curve,  welche  aus- 
drücken, dass  die  Curve  durch  Abwickelung  ihrer  Tangentenfläche  in  eine 
gegebene  plane  Curve  tibergeht  Nimmt  man  z.  B.  in  24)  9=0  undy=0, 
so  folgt: 

Ist  der  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  im  Räume  proportional 
dem  Bogen,  so  geht  die  Cnrve  durch  Abwickelung  ihrer  Tangenten- 
fläche in  eine  logarithmische  Spirale  über. 


V. 

Theorie  des  Anorthoskops  und  der  anorthoBkopischen 

Figuren« 

Von 

Dr.  Fe.  Webeb, 

Priyailehrer    in   Pforzheim, 


(Hierza  Tafelll,  Figur  1  bis  17.) 


Unter  den  zahlreichen  physikalischen  Apparaten,  welche  die  Andaaer 
der  Gesichtsempfindangen  und  die  dadurch  nothwendig  hervorgemfenen 
Täaschungen  auf  eine  recht  einfache  Weise  demonstriren,  nimmt  das  Pla- 
tean'sche  Anorthoskop  eine  hervorvorragende  Stelle  ein.  Dasselbe  be- 
steht in  seiner  neuesten  Einrichtung  im  Wesentlichen  ans  zwei  parallelen, 
▼ertical  stehenden  Scheiben ,  von  denen  jede  mittelst  einer  mechanischen 
Vorrichtung  um  eine  durch  ihren  Mittelpunkt  gehende  horizontale  Axe 
drehbar  ist.  Die  Drehnngsaxen  der  beiden  Scheiben  liegen  in  einer  und  der- 
selben horizontalen  Geraden;  die  mechanische  Vorrichtung  ist  so  beschaffen, 
dass  das  Verbältliiss  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben 
stets  rational  und  constant  ist  und  dass  die  Bewegungen  der  beiden  Schei- 
ben sowohl  gleichläufige,  als  auch  entgegengesetztläufige  sein  können.  Die 
beiden  Scheiben  mögen  einfach  als  vordere  und  hintere  unterschieden  wer- 
den. Die  vordere  Scheibe  ist  opak  und  besitzt  eine  Anzahl  von  gerad- 
linigen, sehr  schmalen  Spalten,  welche  von  der  Nähe  des  Mittelpunktes  aus 
in  radialer  Bichtung  bis  nahe  zum  Rande  laufen  und  so  auf  der  Scheibe 
vertheilt  sind,  dass  die  Winkel  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden 
immer  gleiche  Grössenwerthe  besitzen.  Die  hintere  Scheibe  ist  transpa- 
rent; sie  empfängt  ihre  Beleuchtung  von  irgend  einer  hinter  ihr  befind- 
lichen Lichtquelle.  Diese  hintere  Scheibe  ist  nun  Träger  irgend  einer 
ebenen  Figur.  Werden  die  beiden  Scheiben  in  eine  hinreichend  schnelle 
Umdrehung  gesetzt,  so  erblickt  das  Auge,  welches  sich  in  der  Verlängerung 
der  gemeinschaftlichen  Drehungsaxe  der  beiden  Scheiben  einige  Fuss  vom 
Instramente  befindet  und  die  vordere  Scheibe  unaufhörlich  betrachtet,  eine 
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Fignr,  die  (mit  Ansnahme  eines  einzigen,  weiter  unten  bemerkten  Falles) 
anch  nicht  im  mindesten  Aehnlichkeit  mit  der  auf  der  hinteren  Scheibe  be- 
findlichen Figur  besitzt,  welche  allgemein  als  ein  Zerrbild  der  letzteren  be* 
seichnet  werden  kann. 

Die  erste  Nachricht  über  sein  Instrument  gab  Plateau  im  Jahre  1836. 
Am  0.  Januar  1836  legte  er  dasselbe  der  Brüsseler  Akademie  vor,  begleitet 
▼on  folgenden  Notizen  (Poggendorff*s  Annal.  der  Physik  und  Chemie, 
BandXXXVII,  8.  464): 

„Das  Anorthoskop  besteht  im  Wesentlichen  aus:  1)  einer  Reihe  von 
transparenten  Scheiben  mit  unförmlichen  Figuren  darauf;  2)  einer  schwar- 
zen Pappscheibe  mit  mehreren  Spalten;  3)  einer  mechanischen  Vorrich- 
tung, enthaltend  eine  grosse  Rolle  mit  doppelter  Hohlkehle ,  die  zwei  klei- 
nere von  ungleichem  Durchmesser ,  auf  einer  gemeinschaftlichen*  Axe  be- 
findlich ,  in  Umlauf  setzt.  Beim  Gebrauche  des  Instruments  steckt  man 
die  schwarze  Scheibe  auf  die  vordere  der  kleinen  Rollen  und  eine  der  trans- 
parenten Scheiben  auf  die  hintere;  dann  beleuchtet  man  die  letztere  Scheibe 
von  der  Rückseite,  stellt  sich  einige  Fuss  vom  Instrument  entfernt,  die 
Augen  in  der  Höhe  der  kleinen  Rolle  haltend  und  lässt  einer  zweiten  Per- 
son die  Handhabe  drehen.  Obgleich  sich  dann  die  transparente  Scheibe 
mit  einer  grossen  Geschwindigkeit  bewegt,  scheint  sie  doch  still  zu  stehen, 
und  die  missgestaltete  Figur  ist  in  eine  vollkommen  regelmässige  umgewan- 
delt. Wenn  man  regelmässige  Figuren  erblicken  soll,  müssen  die  Figuren 
auf  der  transparenten  Scheibe  missgestaltet  gezeichnet  werden  nach  einem 
Gesetze,  welches  abhängt  von  dem  Geschwindigkeitsverhältniss  beider 
Scheiben  und  von  der  relativen  Richtung  ihrer  Bewegungen/* 

Bei  dem  Instrumente,  welches  Plateau,  unmittelbar  nach  seiner  Er- 
findung, in  die  Hände  des  Publikums  gegeben  hatte,  verhielten  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten der  beiden  Scheiben  wie  4:1;  die  Bewegungen  der  beiden 
Scheiben  waren  entgegengesetzt  gerichtet.  Dieses  so  eingerichtete  Instrument 
verwandelte  die  aufder  hinteren  Scheibe  befindliche  Figur  in  eine  bestimmte 
andere;  die  Grösse  der  Verzerrung  der  entstandenen  Figur  war  in  bestimm- 
ter Weise  abhängig  von  dem  Yerhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  und 
von  der  Entgegengesetztläufigkeit  der  beiden  Scheiben.  Es  fragte  sich 
jetzt,  wie  ändert  sich  die  Grösse  der  Verzerrung  der  verwandelten  Figur, 
wenn  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  4:1  in  irgend  ein  an- 
deres übergeht  oder  wenn  die  beiden  Scheiben  aus  der  Entgegengesetzt- 
läufigkeit in  die  Gleichläufigkeit  gebracht  werden?  welchen  Einflnss  auf 
die  Verwandlung  hat  eine  Vermehrung  oder  Verminderung  der  Spalten- 
zahl? Die  Lösung  dieser  Fragen  veröffentlichte  Plateau  in  einer  kleinen 
Arbeit,  betitelt:  „Zweite  Notiz  über  eine  neue,  sonderbare  Anwendung  des 
Verweileus  der  Eindrücke  auf  der  Netzhaut**  (Poggendorff's  AnnaL 
der  Phjs.  und  Chemie,  Band  155,  S.  269).  In  dem  ersten  Theile  dieser  Ar- 
beit behandelt  Plateau  das  Anorthoskop  mit  gleichläufigen  Scheiben,  in 
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dem  sweiten  das  Anorthoskop  mit  entgegengesetztlänfigen  Scheiben  nnd 
löst,  Yon  geometrischen  Betrachtungen  ausgehend,  für  jeden  dieser  beide^ 
Fälle  folgende  Fragen:  l)  In  welcher  Abhängigkeit  von  den  Geschwindig* 
keiten  der  beiden  Scheiben  steht  die  Grösse  der  Verzerrung  einer  Figur? 
2)  Wie  viel  Spalten  dürfen  in  der  vorderen,  opaken  Scheibe  angebracht 
werden? 

Mit  der  Beantwortung  dieser  Fragen  ist  aber  die  Theorie  des  Anor- 
thoskops  nicht  erschöpft;  die  Bestimmung  der  Grösse  der  Verzerrung  als 
Function  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben  ist  nur  die 
Anbahnung  des  Weges  zur  Lösung  der  Hauptaufgabe ,  welche  hier  gestellt 
werden  muss ,  nämlich  der  Aufgabe ,  aus  dem  Bildungsgesetze  der  auf  der 
transparenten  Scheibe  befindlichen  Figur  und  aus  den  nach  Grösse  und 
lUchtung  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  Scheiben  das 
Bildungsgesetz  der  im  Anorthoskop  entstehenden  Figur  zu  bestimmen,  und 
umgekehrt,  aus  dem  Bilduugsgesetze  der  im  Anorthoskop  entstehenden 
FiffOLT  und  aus  den  nach  Grösse  und  Richtung  gegebenen  Winkelgeschwin- 
digkeiten der  beiden  Scheiben  das  Bildungsgesetz  der  auf  der  transparenten 
Scheibe  liegenden  Figur  zu  finden.  Nach  der  Lösung  dieser  beiden  Auf- 
gaben wird  es  dann  auch  noch  möglich  sein,  die  Winkelgeschwindigkeiten 
der  beiden  Scheiben  nach  Grösse  und  Richtung  aus  den  Bildungsgesetzen 
der  beiden  Figuren,  der  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichneten  und  der 
im  Anorthoskop  daraus  entstandenen,  zu  bestimmen.  Diese  drei  Aufgaben 
sind  den  drei  Hauptproblemen  der  Katoptrik,  nämlich  den  Aufgaben,  bei 
gegebenem  Object  und  gegebener  Beschaffenheit  des  Spiegels  das  Spiegel- 
bild zu  bestimmen,  bei  gegebenem  Spiegelbild  und  gegebener  Beschaffen- 
heit des  Spiegels  das  Object  zu  bestimmen  und  bei  gegebenem  Object  und 
gegebenem  Spiegelbild  die  Beschaffenheit  des  Spiegels  zu  finden,  vollstän- 
dig analog.  Wir  wollen  deshalb  die  auf  der  transparenten  Scheibe  des 
Anorthoskops  befindliche  Figur  der  Kürze  wegen  als  Object  und  die  im 
Anorthoskop  hieraus  resultirende  Figur  als  anorthoskopisches  Bild 
jenes  Objects  bezeichnen.  Um  grössere  Allgemeinheit  zu  erzielen,  trennen 
wir  nicht,  wie  Plateau,  die  beiden  Fälle  der  Gleich-  und  Entgegengesetzt- 
läuiigkeit,  sondern  suchen  die  entsprechenden  Gleichungen  aus  allgemeine- 
ren Betrachtungen  für  beide  Fälle  zu  gleicher  Zeit  abzuleiten.  Zu  diesem 
Zwecke  sollen  einfache  phoronoraische  Betrachtangen  als  Ausgangspunkt 
der  folgenden  Abhandlung  dienen.  Dieselbe  wird  1,  die  allgemeine  Be- 
ziehung zwischen  dem  Objecto  nnd  dem  anorthoskopischen  Bilde;  IL  die 
Discussion  dieser  allgemeinen  Beziehung  nnd  die  Bestimmung  der  Anzahl 
der  anorthoskopischen  Bilder;  II F.  die  Bestimmung  der  grösstmöglicben 
Spaltenzahl;  IV.  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  anorthoskopischen  Fi- 
guren; V.  das  anortboskopische  Bild  der  geraden  Linie;  und  VI.  das  anor- 
thoskopische  Bild  der  Kreislinie  zu  ihrem  Gegenstande  haben. 
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V>««>^^^V^,^l/V/V^\^«^^^^^l^,^^^ 


L 
'Allgemeine  Besiehnng  iwisdhen  dem  Objecto  und  dem  anorthoBkopisohen 

Bilde. 

Zwei  parallele,  vertical  stehende,  concentrisch  hinter  einander  liegende 
Scheiben  mögen  sich  um  eine  durch  ihre  Mittelpunkte  gehende  horizontale 
Axe  drehen;  die  vordere  mag  zur  Zeit  i  die  Winkelgeschwindigkeit  v, ,  die 
hintere  zu  derselben  Zeit  die  Winkelgeschwindigkeit  v^  haben.  Beide  Ge- 
schwindigkeiten sollen  in  der  Beziehung  stehen ,  dass  in  jedem  Zeitpunkte 

die  Gleichung  ~=Ar'  gilt,  wo  k'  eine  constante,  rationale  Grösse  bedeutet. 

Der  Radius  OR'  der  vorderen  Scheibe  und  der  Radius  OB"  der  hinteren 
Scheibe  mögen  sich  in  dem  Zeitpunkte  /  =  0  in  der  Verticallage  OÄ  befin- 
den, welche  als  Anfangsrichtung  gelten  soll.  (Tafel  II,  Fig.  1.)  Die  von 
dieser  Verticallage  aus  von  den  Radien  0/2'  undi^'  nach  rechts  beschriebenen 
Winkel  sollen  als  positiv,  die  nach  links  beschriebenen  als  negativ  gelten. 
Bezeichnen  wir  die  von  den  Radien  OJR^  und  OB"'  während  der  Zeit  t  zu- 
rückgelegten Winkel  mit  w^  und  w^^  so  können  wir  allgemein  setzen: 

dv. 
«'i  =  «'i'+377  <''  +  ••• 


^t  =  vti  +  k'^^dt  +  .. 


oder,  da  —  :=  k' : 


f^f  =  k'(^v,i+l^dl+...y 

Der  Winkel  w,  welchen  die  Radien  OR'  und  OR"  zur  Zeit  /  bilden,  oder 
welchen  der  Radius  OR"  mit  dem  unmittelbar  hinter  OR'  liegenden  Radius 
0R'\  einschliesst,  besitzt  offenbar  folgende  Grösse: 

w=^Wi  —  rVf, 
Hiernach  gilt  folgende  Proportion : 

Wi  :  w=iWi  :  Wi  —  Wf  i 
oder,  wenn  auf  der  rechten  Seite  dieser  Proportion  die  obigen  Werthe  für 
IV,  und  it^t  eingesetzt  werden : 

Vm 

w.  :  w  =  l  :  l . 

Bieraus  ergiebt  sich: 

w  w 


Wt 


1_^       1— Af' 


Im  Fall  der  Gleichlänfigkeit  der  l/eiden  Scheiben  gilt   also   die 
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GleichuDg:  w^  = ==- — p;  im  Fall  der  Entgegengesetztläufig- 

. ff      *  "~^ 

keit  aber:  tv^  = 


Nach  diesen  einfachen  Betrachtungen  kehren  wir  wieder  zu  unserem 
Gegenstande,  dem  Anorthoskope  zurück.  Der  Zweck,  welchen  man  beim 
Grebrauche  des  Anorthoskops  beabsichtigt,  ist,  wie  schon  oben  erwähnt,  die 
VerwandluDg  irgend  einer  Figur  in  eine  andere.  Die  durch  das  Anorthos- 
kop  verwandelte  Figur  ist  nichts  Anderes,  als  die  Summe  der  Eindrücke, 
welche  das  durch  die  Einschnitte  der  vorderen  Scheibe  sehende  Auge  von 
der  auf  der  hinteren,  transparenten  Scheibe  gezeichneten  Figur  erhält. 
Alle  diejenigen  Punkte  dieser  letzteren  Figur,  welche  das  durch  einen  Ein- 
schnitt der  vorderen  Scheibe  hindnrchsehende  Auge  in  irgend  einem  Zeit- 
niomente  erhält,  lagern  sich,  auf  einer  geraden  Linie  angeordnet,  auf  der 
Retina,  so  dass  auf  der  letzteren  nach  einer  Keihe  von  Zeitmomenten,  wäh- 
rend deren  Verlauf  das  Auge  durch  den  Einschnitt  sah,  sich  ein  System' 
von  Punkten  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Figur  vorfin- 
det, welches  auf  einer  Beihe  von  geraden  Linien  ausgebreitet  ist,  die 
sämmtlich  von  dem  Mittelpunkt  der  Drehung  auslaufen.  Diese  Linien  wer- 
den continuirlich  neben  einander  liegen,  sobald  die  Zeit  der  einmaligen 
Umdrehung  der  vorderen  Scheibe  gerade  so  gross  oder  kleiner  ist,  a\s  die 
Zeit,  während  welcher  der  Eindruck  auf  der  Netzhaut  noch  haftet,  nachdem 
der  Gegenstand  schon  aus  dem  Gesichtskreis  entfernt  ist. 

Alle  diejenigen  Paukte  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen 
Figur  oder  des  Objects,  welche  auf  einem  und  demselben  Radius  dieser  Scheibe 
liegen,  werden  auch  in  der  resultirenden  Figur  in  einer  von  dem  Mittelpunkte 
der  vorderen  Scheibe  nach  deren  Peripherie  gezogenen  Geraden  liegen.  Die 
Lage  aber,  welche  zwei  mit  Bildpunkten  Übersähete  Radien  der  transparen- 
ten Scheibe  gegen  einander  haben,  wird  eine  andere  sein,  als  die  Lage, 
welche  die  mit  denselben  Bildpunkten  versehenen  Radien  in  der  neuen, 
durch  das  Anorthohkop  gebildeten  Figur  besitzen.  Das  anorthoskopische 
Bild  wird  also  aus  dem  Object  im  Anorthoskop  durch  Verschiebung,  Ver- 
zerrung in  der  Richtung  der  Drehung  erzeugt;  das  anorthoskopische  Bild 
ist  nichts  Anderes,  als  die  fächerförmige  ZusammenzieLung,  resp.  Ausbrei- 
tung des  Objectes.  Die  Grösse  dieser  Ausbreitung,  resp.  Zusaramenzieliung 
können  wir  nach  den  obigen  Betrachtungen  sofort  als  Function  der  beiden 
Winkelgeschwindigkeiten  r,  und  v^  und  der  Drehungsrichtung  der  beiden 
Scheiben  angeben.  Lassen  wir  nämlich  an  die  Stelle  des  Radius  01^  der 
vorderen  Scheibe  eine  feine  Spalte  treten  und  nehmen  wir  an,  es  finden 
sich  auf  den  Radien  OB"  und  Olf'i  der  hinteren  Scheibe  eine  Reibe  von 
Bildpunkten,  so  erfahren  wir  nach  der  obigen  Gleichung,  dass  der  Win- 
kel Wi ,  welchen  diejenigen  beiden  Radien  in  der  entstehenden  Figur  ein- 
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schliessen,   welche  dieselben   Reihen  von  Bildpnnkten    tragen,    mit   dem 
Winkel  w,   den   die  Radien  OJR^'  and  OIf\  bilden,    in  folgender  Relation 

steht : 

w  ro 

rv,  = = -7 

v^      1  —  k     oder: 

^1 


f»  =  Wi  U  — ^  j  =  f»,  (1  —  Af'). 


Wir  erhalten  also  folgende  zwei  SXtze : 

„Schliessen  zwei  mit  bestimmten  Bildpnnkten  versehene  Ra- 
dien der  transparenten  Scheibe  den  Winkel  w  ein ,  so  bilden  die 
mit  denselben  Bildpunkten  behafteten  Radien  in  der  entstehenden 

Figur  den  Winkel  .   ^  ,,." 

„Schliessen  zwei  mit  bestimmten  Bildpnnkten  versehene  Ra- 
dien in  der  entstehenden  Figur  den  Winkel  Wy  ein,  so  bilden  die 
mit   denselben  Bildpunkten  besetzten  Radien  der  transparenten 
Scheibe  den  Winkel  w^  (1  —  Ä:').»« 
Ehe  wir  hier   weiter  gehen,    wollen  wir  eine  Bemerkung  anreihen, 
welche  für  alles  Folgende  gilt.     Gegenstand  unserer  mathematischen  Be- 
trachtung kann  nämlich   das  wirkliche  Anorthoskop   mit    seinen  Spalten 
nicht  sein.     An   die  Stelle  der  Einschnitte  der  vorderen  Scheibe  müssen 
wir  unendlich  schmale  Einschnitte  setzen.     Jede    Spalte   mit  einer    be- 
stimmten,   endlichen    Breite    giebt   dem    entstehenden   anorthoskopischen 
Bilde    eine    ziemlich   unbestimmte    Contour    und    zwar    wächst    die  Un- 
bestimmtheit mit  der  Breite  der  Spalten. 

II. 

w 
Discnssion  der  Oleichnng:  w^  =    ,\  Bestimmung  der  Aniahl  der  ent- 
stehenden anorthoskopischen  Bilder. 

Die  Discnssion  der  genannten  Gleichung  macht  es  nothwendig,  die 
beiden  möglichen  Fälle  der  Gleich-  und  Entgegengesetztläufigkeit  der  bei- 
den Scheiben  auseinander  zu  halten  und  anzunehmen,  dass  die  vordere 
Scheibe  nur  einen  einzigen  Einschnitt  trägt.  Im  Falle  der  Entgegen- 
gesetztläufigkeit ist: 

ro     «'i  +  «'j 


f», . 


Vi 


oder:  w,  (l  +  k')=tVy  -f- w^, 

wo  Tv^  derjenige  Winkel  ist,  um  welchen  sich  die  Spalte  der  vorderen 
Scheibe  während  einer  gewissen  Zeit  aus  ihrer  Anfangslage  gedreht  hat, 
tv^  dagegen  den  Winkel  bedeutet,  welchen  derjenige  Radius  der  hinteren 
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Scheibe,  der  in  der  anfanglichen  Lage  durch  die  Spalte  zn  sehen  war,  wSh« 
rend  derselben  Zeit  beschrieben  bat.  Ist  tVi'j'Wf=^27c  geworden,  so  befin** 
det  sich  die  Spalte  abermals  vor  dem  Badios  der  hinteren  Scheibe,  welcher 
in  der  Anfangslage  hinter  ihr  lag,  dann  ist  also  das  ganze  Bild  an  der  Spalte 
vorübergegangen.  Bezeichnen  wir  den  speciellen  Werth  von  w^ ,  welcher 
die  Summe  fv^  +  w^zn2n  macht,  mit  Wq^  so  wird 

rv^  (l  +  ä')  =  2«  und  daher  «»^  =         wt 

w^  ist  also  in  diesem  Falle  immer  kleiner,  als  2». 

Nehmen  wir  an,  die  anfängliche  Lage  der  Spalte  sei  diejenige  gewesen, 

in  welcher  der  erste  Punkt  der  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen 

Figur  durch  dieselbe  sichtbar  war,  so  wird  die  ganze  Figur  an  der  Spalte 

2« 
Yorübergegangen  sein,  sobald  sich  die  Spalte  um  den  Winkel  Wo=  , 

gedreht  hat,  vorausgesetzt,  dass  die  Figur  den  Winkelraum  2n  der  trans- 
parenten  Scheibe  gerade  ausfüllt;  ist  dieser  Winkelraum  kleiner,  als  2»,  so 
ist  die  ganze  Figur  schon  früher  vor  der  Spalte  vorübergegangen.  Nach 
einer  abermaligen  Drehung  der  Spalte  um  w^  ist  wiederum  das  ganze  Bild 
an  derselben  vorübergezogen.  Und  so  fort.  Es  entstehen  also  mehrere 
Bilder,  die  sich  um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  gruppiren.  Die  Anzahl 
dieser  Bilder  ist  gleich  dem  Zahlenwerthe  des  Quotienten 

Wo  »1 

Der  Winkelraum ,  welchen  jedes  Bild  einnimmt,  ist  kleiner,  als  der 
Winkelraum,  welcher  von  dem  Objecto  auf  der  transparenten  Scheibe  um* 
fasst  wird;  die  einzelnen  entstehenden  Bilder  können  mithin  als  Zusam« 
monziehungen  des  Objectes  bezeichnet  werden.     Damit  das  Auge  diese 

Bilder  deutlich  wahrnehmen  kann,  muss  der  Quotient-^    eine   ganze   Zahl 

Vi 

sein;  ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  fallen  die  bei  den  successiven  Umdrehun* 

gen  entstehenden  Bilder  nicht  auf  einander,   sondern  greifen  in  einander 

2it 
über  und  zerstören  sich  gegenseitig.     Beträgt  der  Winkel  tv^  gerade  -      ^, 

1  +Af 

so  haben  je  zwei  auf  einander  folgende  Bilder  wenigstens  einen  Punkt  ge- 
meinsam ;  die  ganze  Erscheinung  bietet  dann  einen  ununterbrochenen  Zug 

um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  dar,  in  welchem,  falls  1  +  -^    eine  ganze 

Zahl  ist,  1  +  ~  Bilder  deutlich  zu  erkennen  sind;   besitzt  der  Winkel  rv^^ 
^^ 

aber  einen  kleineren  Werth  als  — 7—n  nnd  ist  1  +  —  eine  ganze  Zahl,   so 

\+k  v^  ^ 

entstehen  1+  -'-  Bilder,  welche  um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  symme- 
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trisch  vertheilt  sind  and  in  bestimmten  ZwischenrSamen  getrennt  von  ein- 
ander liegen. 

Im  Falle  der  GleichlSnfigkeit  der  beiden  Scheiben  gilt  nach  oben 
die  Gleichnng: 

W  Wi  — "•  w^ 

oder: 

Der  Factor  ( 1 ^J  wird  positiv,  wenn  t'j  <  »i ;  negativ,  wenn  v^^v^. 

a)  Es  sei  v^^Vi,     In  diesem  Falle  ist 

^1  —  ^2  _  ,        ^'t  _  j 

—  1  — "  —  —  A, 
IP,  Vi 

WO  l  einen  lichten  Bruch  bezeichnet  Das  anorthoskopische  Bild  ist  also  eine 
Aasbreitang  des  Objectes  auf  der  transparenten  Scheibe,  und  iwar  wächst 
die  Grösse  der  Ausbreitung  in  eben  demMaasse,  als  iL  kleiner  wird,  d.h.,alsrg 
nndt^i  sich  der  Gleichheit  nähern.  Derjenige  Werth  von  ii;^,  der  zn  dem  Werthe 

Wj — Wj=i:2  rc  gehört,  ist  Wq  =  —  =>  2  n ;  die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  muss 

also  mehr  als  eine  Umdrehung  machen,  nm  mit  demselben  Radius  der  hinteren 
Scheibe  zur  Deckung  zu  kommen.  Es  kann  hiernach  in  diesem  Falle  nur 
ein  einziges  Bild  entstehen.  Der  grösste  Winkelraum,  den  dieses  Bild  ein- 
nehmen kann,  ist  2  ik  ;  es  darf  also  der  Winkelraum  des  auf  der  transparen- 
ten Scheibe  befindlichen  Bildes  die  Grenze  2n{i ^|   nicht   überschrei- 


•(-?) 


ten.  Das  einzige  Bild,  welches  in  diesem  Falle  im  Anorthoskop  resultirt, 
kann  nur  dann  deutlich  gesehen  werden ,  wenn  die  auf  einander  folgenden 
Coincidenzen  der  Spalte  der  vorderen  Scheibe  mit  irgend  einem  Punkte 
der  hinteren  Scheibe  an  einem  und  demselben  Orte  geschehen.  Dann  muss 
die  Spalte  in  der  Zeit,  welche  von  einer  Coincidenz  bis  zur  nächstfolgenden 
verstreicht,  eine  oder  mehrere  ganze  Umdrehungen  machen.  Während 
dieser  Zeit  beschreibt  jeder  Radius  der  hinteren  Scheibe  den  Winkel  2ny 

die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  den  Winkel  Wi  = =2«.        ' 


V^  Vj 


Soll  also  ein  deutliches  Bild  entstehen,  so  muss  zwischen  v^  und  t;,  die  Be- 
dingungsgleichung stattfinden : ^ —  =  n  ,  wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl  ist. 

Aus  dieser  Bedingungsgleichung  ergiebt  sich :  Vi  = f;^.  Nachdem  sich 

die  vordere  Scheibe  einmal  herumgedreht  hat,  hat  sich  ein  Radius  der  hin- 
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teren  Scheibe  um  den  Winkel  2it  fi ^j  =2ä  .  — ,  also  gerade  um  den 

Winkel  gedreht,  welchen  die  zu  verwandelnde  Figur  einnehmen  darf.  Be- 
fand sich  also  die  Spalte  der  vorderen  Scheibe  zu  Anfang  der  Drehung  ge- 
rade vor  dem  ersten  Punkte  dieser  Figur,  so  wird  dieselbe  in  den  n  —  1 
folgenden  Umdrehungen  immer  vor  dem  leeren,  unbeschriebenen  Theile 
der  hinteren  Scheibe  vorübergehen.  Theilt  man  aber  die  hintere  Scheibe 
in  n  gleiche  Sectoren  und  bringt  in  jedem  Sector  dieselbe  Zeichnung  mit 
der  nämlichen  Lage  zum  Mittelpunkt  an ,  so  werden  Figuren  ohne  Unter- 
brechung erzeugt,  die  sich  alle  vollständig  decken,  wie  es  das  von  Plateau 
in  den  Handel  gebrachte  Anorthoskop  zeigt. 

b)  Es  sei  »,  >  Vi.    Aus  der  Gleichung  -? =1 ^  ergiebt  sich 


dann 


W|  Wg Wt  Wg 


In  diesem  Falle  ist  also  lOi  immer  negativ.  Dieser  negative  Werth  von 
IT,  sagt,  dass  alle  die  Bildpunkte,  welche  auf  der  transparenten  Scheibe  in 
Bezug  auf  irgend  einen  Radius  nach  rechts  liegen,  in  der  im  Anorthoskop 
entstehenden  Figur  in  Bezug  auf  den  entsprechenden  Radius  nach  links 
liegen  und  umgekehrt.  Fände  also  in  der  Drehungsrichtung  keine  Ver- 
zerrung statt,  so  wtirde  eine  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichnete 
linke  Hand  im  Anorthoskop  als  rechte  Hand  erscheinen.  Während  wir 
bisher  die  anorthoskopischen  Figuren  immer  aus  den  auf  der  transparenten 
Scheibe  befindlichen  durch  Zusammenziehung  oder  Ausdehnung  in  der 
Richtung  der  Drehung  hervorgehen  sahen,  finden  wir  hier  eine  zweite  Ent- 
stehungsart derselben ,  die  Entstehung  durch  Umkehrung.  Da  die  Be- 
deutung des  Vorzeichens  in  der  letzten  Gleichung  jetzt  klar  ist,  halten 
wir  uns  in  dem  Folgenden  nur  an  die  Gleichung: 

f  W»   Wq 


Der  Nenner—  — 1  in  dieser  Gleichung  kann  entweder  grösser,    als  die 

Einheit,  oder  kleiner,  als  die  Einheit  sein.     Hiernach  müssen  wir  unter- 
scheiden: 

«)  J  — l>l,d.h.  p,>2t;,; 
ß)  ^-l==l,d.h.r,  =  2r,; 
y)    ?-l<l,d.h.  r,<2r,. 
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m)   In  diesen  FaOe  wird: 

'•fö -»)='•  "''='• 

Die  im  AiiorihodDop  eatsteheBde  Figv  ist  also,  sligeselieB  tob  der  üm- 
kehrsng  eise  ZvssoiaienxiekvB^  der  mmt  der  trsesparenten 
Sekeibe  befiedlickea  Fig^er  in  der  Richtna^  der  Drekvng. 
Ksekdea  die  liiiitere  Scheibe  eise  gsnxeüoidrebn^  geoiscbt  bst«  nschdem 
also  slmmtliche  Punkte  derselben  hinter  der  Spalte  Terfiberg^^an^n  sind, 

hat  sieh  die  Tordere  Scheibe  nm  dca  Winkel eedreht;  die   letxtere 

wird  also  eine  ganse  Umdrehung  gemacht  haben,  wenn  die  erslere  ( -^  —  i  j 

UmdrehoDgen  vollendet  hat.     Ist  der  Quotient  ^  gleich  einer  ganzen  Zahl, 

•i 
so  steht  die  Spalte  der  Torderen  Scheibe  nach  einer  ganzen  Umdrehung 
genau  wieder  Tor  derselben  Stelle  der  hinteren  Scheibe,  als  zu  Anfang 

ihrer  Drehung,  so  entstehen  also  ( 1  j  Bilder ,  welche   symmetrisch  um 

den  Mittelpunkt  der  Drehung  gruppirt  sind.     Der  Winkelranm,    welchen 

eines  der  entstandenen  Bilder  ausföUt,  ist  derf-^  — 1  j    Theil   desjenigen 

Winkelraumes ,  welchen  das  auf  der  hinteren  Scheibe  befindliche  Bild  ein- 
nimmt;   erfallt  das  letztere  den  ganzen  Winkelraum  2)s,    so  resultiren 

-i  —  i)  Bilder,  welche,  ohne  einen  Zwischenraum  zwischen  sich  zu  lassen, 

symmetrisch  um  den  Mittelpunkt  der  Drehung  lagern.  Die  hier  auftretende 
Erscheinung  ist  demnach,  die  Umgekehrtheit  des  Bildes  abgerechnet,  ganz 
fthnlich  derjenigen,  welche  wir  oben  in  dem  Falle  gefunden  haben ,  in  wel- 
chem sich  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  mit  den  Geschwindigkei- 
ten «t  ^°^  *'t  ^^^^  entgegengesetzten  Richtungen  bewegten;  auch  dort  fan- 
den wir  (l  +  ~)  resultirende  Bilder,   welche  sich  symmetrisch  um   den 

Mittelpunkt  der  Drehung  legten.  Sollen  die  hier  entstehenden  Bilder,  ab- 
gesehen von  der  Umkehrung,  mit  den  dort  entstehenden,  bei  gleichem 
Bilde  auf  der  transparenten  Scheibe,  identisch  werden,  so  mass  offenbar 
zwischen  den  in  den  beiden  Fällen  stattfindenden  Winkelgeschwindigkei- 
ten «,,  «1  und  ti\  und  t>\  eine  gewisse  Relation  gelten.  Diese  Relation 
lässt  sich  auf  folgende  Weise  bestimmen :  Drehen  sich  die  beiden  Scheiben 

mit  den  Geschwindigkeiten  e,  und  «i  nach  gleichen  Richtungen  und  ist  — —  1  >  1 , 

so  gilt,  sofern  man  blos  auf  den  absoluten  Werth  von  w^  Rücksicht  nimmt, 
die  Gleichung: 


(; 
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Drehen  sieb  die  beiden  Scbeiben  mit  den  Geschwindigkeiten  v\  und  v\ 
nach  entgegengesetzten  Bichtungen,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

^«      7" 

Liegt  nun  in  beiden  Fällen  eine  und  dieselbe  Figur  anf  der  hinteren 
Scheibe,  so  werden  die  entstehenden  Bilder  in  Bezug  anf  Ausdehnung 
gleich^  wenn 

fVi=w\,  d.  h.  wenn -^ — l=l+-A 

Vi  9i 


oder  wenn 


Die  in  beiden  Fällen  entstehenden  Bilder  werden  vollkommen  identisch, 
sobald  die  transparente  Scheibe  in  dem  Fall  der  gleichen  Drehuogsrichtnng 
der  beiden  Scheiben  umgekehrt  in  den  Apparat  gebracht  wird,  d.  h.  so  in 
den  Apparat  gebracht  wird,  dass  die  früher  der  Spalte  zugekehrte  Seite 
jetzt  zu  der  von  der  Spalte  abgewendeten  wird. 

Wir  haben  somit  das  Resultat  erhalten,  dass  ans  einem  und  demselben 
Bilde  auf  der  transparenten  Scheibe  bei  ganz  verschiedenen  Geschwindig- 
keitssystemen der  beiden  Scheiben  dieselben  Bilder  erhalten  werden  können. 
Diese  Geschwindigkeitssjsteme  t>f  und  «i   und  t>\  und  v\  stehen  in  der 

Relation:  ^=2+^. 

ß)  ——1  =  1,  oder  f>,=:20|. 

In  diesem  Falle  wird-Wiss ' =  —  (W|  —  »f)= — W] 

Vi 
die  entstehende  Figur  ist  also  nichts  Anderes,  als  die  Umkehrung  der 
auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Figur.  Befindet 
sich  auf  der  trausparenten  Scheibe  eine  linke  Hand,  so  ist  die  entstehende 
Figur  eine  rechte  Hand;  sieht  ein  auf  der  transparenten  Scheibe  be- 
findliches Gesicht  von  links  nach  rechts,  so  sieht  das  im  Anorthoskop 
erzeugte  Gesieht  von  rechts  nach  links.  Dieser  Unterschied  der  er- 
zeugten und  der  zu  Grunde  gelegten  Figur  wird  aber  aufgehoben ,  sobald 
die  hintere  Scheibe  eine  Figur  trägt,  welche  durch  eine  in  die  Radialrich- 
tUDg  fallende  Gerade  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt  wird.  So  giebt 
eine  auf  der  hinteren  Scheibe  gezeichnete  Kreislinie  im  Anorthoskop  in 
diesem  Falle  genau  wieder  dieselbe  Kreislinie. 
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«>»^M»^^r^>/^^^^^^/v^^li/^^^»MWV^^^^^i^^»w^^»«^»^^w>/^»^^^^^^^<^^^^^<^^/^/^>/v<^^^ww^^l^^»^^»^^»<www»<\»»»«^v 


Auch  hier  können  wir  wieder  zn  diesem  System  der  Geschwindigkeiten 
der  gleichläufigen  Scheiben  ein  System  von  Geschwindigkeiten  der  ent- 
gegengesetztläufigen Scheiben  finden,  welches,  ganz  abgesehen  von  der 
Umkehrung  der  Bilder,  dieselben  Bilder  erzeugt.  Nennen  wir  diese  Ge- 
schwindigkeiten bei  entgegengesetztläufigen  Scheiben  wieder  v\  und  v'i,  so 
gilt  folgende  Kelation : 

?i=:2  +  i,d.h.2=2+i 

Es  mnss  also  stets  v\^=^(i  sein,  während  v\  jeden  beliebigen  Wertb,  der  von  0 
verschieden  ist,  annehmen  kann. 

y)  -—Kl,  d.h.  p,<2Pi. 

Für  diesen  Fall  kommt 

tV*  —  IPf 


w,= 


Vi 


oder  wenn  wir  von  dem  negativen  Zeichen  absehen  und  den  ächten  Bruch 


1  mit  X  bezeichnen 


Wt   —  tVm 

fVi  — 


iL 

In  diesem  Falle  umfasst  also  die  im  Anorthoskop  entstehende  Figur  einen 
grösseren  Winkelraum ,  als  die  auf  der  transparenten  Scheibe  befindliche. 
Der  grösste  Winkelraum,  den  die  entstehende  Figur  umfassen  kann,  ist 
3;r;  der  hierzu  gehörige  Winkelraum  der  auf  der  transparenten  Scheibe  be- 
findlichen Figur  ist  2nX.     Die  Anzahl  solcher  gleich  grosser  Winkelräume 

auf  der  transparenten  Scheibe  ist  -.     Soll  das  entstehende  Bild  ein  klares, 

bestimmtes  sein,  so  muss  der  reciproke  Werth  von  iL  gleich  einer  ganzen 
Zahl  sein.     Hiernach  können  in  diesem  Falle  auf  der  transparenten  Scheibe 

r-  Figuren  angebracht  werden,  von  denen  eine  jede  den  Winkelraum  2n% 

umfasst  und  mit  allen  anderen  die  gleiche  Lage  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Drehung  einnimmt. 

Dasselbe  Bild  (abgesehen  von  der  Umkehrung)  wird  aber  auch  noch 
durch  ein  zweites  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  v\  und  v\  bei  einer 
und  derselben  transparenten  Scheibe  erzeugt.  Lassen  wir  diese  Winkel- 
geschwindigkeiten v\  und  v\  für  gleichläufige  Bewegungen  gelten  und 
setzen  wir  v\  •<  v\^  so  ist  nach  Seite  140,  Fall  a: 


Wl= 7^ 

Vi 


In  dem  obigen  Falle  ist : 
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|>I^MA^^^^^^^^^^^N^k^^^^t^N^^^^^^^\^^^k#^^k^l^«i^k^i^'^h^^i^^i^^^^^^^f^^^^^^^«;^>\ 


I»,  —  w, 


^-1 


die  Relation,  welche  zwischen  diesen  beiden  Geschwindigkeitssjstcmen  be- 
stehen musft,  ist  hiernach : 


IIL 

Baitimmung  der  Anxahl  der  Spalten,  welohe  in  der  vorderen  Scheibe 
des  Anorthoskops  angebraeht  werden  können. 

In  den  bisherigen  Entwickelangen  haben  wir  immer  die  Annahme  ge- 
macht, dass  sich  in  der  vorderen  Scheibe  des  Anorthoskops  nur  eine 
Spalte  befindet ;  diese  Annahme  machten  wir  zum  Zweck  einer  einfacheren 
Bestimmung  der  Ausdehnung  und  der  Anzahl  der  anorthoskopischen  Bilder. 
Wir  lassen  jetzt  die  gemachte  Annahme  fallen  und  stellen  die  Frage:  Wie- 
viel Spalten  können  in  jedem  der  im  vorhergehenden  Abschnitt  unter- 
schiedenen Fälle  in  der  vorderen  Scheibe  angebracht  werden? 

Besitzen  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  eine  entgegen- 
gesetztlänfige  Bewegung,  so  hat  die  vordere  Scheibe,  mithin  auch  eine 

Spalte  derselben,  den  Winkel  27r  —  beschrieben,  nachdem  die  transparente 

Scheibe  eine  volle  Umdrehung  gemacht  hat.  Befindet  sich  nach  dieser 
Drehung  der  vorderen  Scheibe  eine  zweite  Spalte  vor  derjenigen  Stelle 
des  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Objectes,  welche  vor  der 
Drehung  durch  die  erste  Spalte  sichtbar  war,  so  liefert  diese  zweite  Spalte 
bei  der  nächsten  ganzen  Umdrehung  der  transparenten  Scheibe  ein  zweites 
Bild,  welches  sich  mit  dem  durch  die  erste  Spalte  entstandenen  vollständig 
deckt.     Nach  diesen  zwei  ganzen  Umdrehungen  der  hinteren  Scheibe  hat 

sich  die  vordere  um  den  Winkel  2,2n—   gedreht.       Ist   in   der    vorderen 


t 


Scheibe  eine  dritte  Spalte  vorhanden,  welche  mit  der  zweiten  den  Win- 
kel 27t -^  und  mit  der  ersten  den  Winkel  2.2n;-^  einschliesst,  so  empfängt 

das  Auge  bei  der  nächstfolgenden  ganzen  Umdrehung  der  hinteren  Scheibe 
durch  diese  dritte  Spalte  ein  Bild,  das  sich  mit  den  durch  die  erste  und 
zweite  Spalte  erhaltenen  vollständig  deckt.  Hieraus  geht  hervor,  dass 
soviele  Spalten  in  der  vorderen  Scheibe  angebracht  werden 

Zciltehrin  f.  Malhomatik  o.  Physik.  XII,  2.  10 
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«kOniion,  alt  dor  Quotient d.  b.  der  Quotient-^  Einheiten 

■  N  ii lt.     l-^  rnnsn  nach  Seite  130  einer  gansen  Zahl  gleich  sein,  j 

Dei  OleiohlJlufigkeit  der  beiden  Scheiben  haben  wir  oben  die 
baidon  Fülle  v^  ^  v^  und  r,  ^  v^  unterschieden.  Auch  hier  halten  wir 
diene  Fülle  getrennt. 

1)  1^  ^  rp     Auf  Seite  140  sind  wir  in  diesem  Falle  zu  dem  Kesultate 

gekommeni  das«  — - —  Figuren  auf  der  transparenten  Scheibe,  durch  die 

eine  Spalte  der  Torderen  Scheibe  angesehen,  eine  Figur  erzeugen.  Soll 
daaeelbe  bei  mehreren  Spalten  stattfinden,  so  muss  nach  jeder  Coincidenz 
^  einer  Spalte  mit  dem  ersten  Punkte  einer  der  auf  der  hinteren  Scheibe 
betindlichen  Figuren  die  Coincidenz  der  nfichstfolgenden  Spalte  mit  dem 
ereten  Punkte  der  nXehstfolgenden  Figur  der  hinteren  Scbeibe  an  einer 
und  dertelbeu  Stelle  des  Raumes  geschehen.  Während  der  Zdt,  welche 
T<MEi  einer  tokken  Coincideni  bis  zur  nlchstfblgenden  Terstreicki,  bat  sich 

die  kinter«  Sckeibe  nm  den  Winke)  S« -^ ^  gedreht;  die  vordore  Scheibe 

kat  wükn^nd  deneJbeii  Zeit  den  Winkel  tm— ^  VesckiiebeB.     Dieser 

lelaltM^  Winkel  i$t  al$o  dej^enige  Winkel,  welchen  je  zw^i  ke^ackbirte 
^IvalttMi  4^i«»<ckUe««ell  mi«s<eii;  die  Anzakl  der  Spaltes  eigiebl  akk  kiexmack 

d.  k.  gleick  dem   4i)«edcBtc» — - — . 


gl«ick  dem  tiw^ienleft ~ 


A«i  <i«m  Oki(^«  wissea  wkr»  da»  die  Fatüf^km^g  eiaes  Büie«  in  &tH^m 

»OW  tl^Ma««!^  da»  <ier  Qwlifftt  ~^—  eoae  nue  Zakl  Irt. 

r»— r^ 

S^n^k  :N#i^  1^»  kau  «n  iatuem  FaOe  w  iamm  eis  wtcklEc&^tfB^  tmft- 
tatkurok  ^^Nw  i££ir  Wyibkii%esickwmi%kcifce«  ^«^  Wu&ek  Sckinl^im  »  ^wi^.^ 

lütktfi^»^  «n^  Wänieft  sk&  oz  <£»  v«ci£«ceB  SckjcS^  ol  j^liw&mr  W!n^^ 

nmnjh&mn^  jii^  ohm»  nMk  w£tt  $?iaanz  Cm^i^kBi^  <&r  ftöifiwrar  Sni«n&^ 
tJNit^uaiyi  f>Mdkt  att^  ihi. wiR«^  wekdkar  ia  <far  Fi JlMfaige  <iK  Msim  :>ksm^ 
^<Mi  ifcmni  lam  $^^aA»  üidWIar  w^r.  inoBr  mdt  cobk  ;^|dhr  ooutaimmk 
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Während  aber  die  hintere  Scheiba  eine  ganze  Umdrehung  macht,  dreht  sich 

die  vordere  Scheibe  am  den  Winkel  2  9c~:    die  Anzahl  der  Spalten   wird 

^% 

2n 
also  in  diesem  Falle  durch  den  Quotienten d.   h.   durch   den    Quo- 


2«    * 

«^1 


tienten  —  bestimmt. 


ß)  ^-1=1. 

Nach  einer  ganzen  Umdrehung  der  hinteren  Scheibe  hat  die  vordere 
nur  eine  halbe  Umdrehung  vollendet  Derjenige  Punkt  der  auf  der  trans- 
parenten Scheibe  befindlichen  Figur,  welcher  vor  dieser  ganzen  Umdrehung 
mit  der  Spalte  coincidirte,  liegt  nach  der  ganzen  Umdrehung  hinter  dem^ 
jenigen  Kadius  der  vorderen  Scheibe,  der  sich  in  der  Verlängerung  der 
Spalte  befindet.  In  der  Richtung  dieses  Kadius  kann  also  eine  zweite 
Spalte  angebracht  werden.  Hiernach  ist  in  diesem  Falle  die  grösstmög- 
liche  Zahl  der  Spalten  zwei;  diese  zwei  Spalten  müssen  sich  diametral 
gegenüber  liegen. 


Nach  Seite  144  können  in  diesem  Falle  — - —  Figuren  auf  der  trans- 

©,—©1 

parenten  Scheibe  angebracht  werden,  vorausgesetzt,  dass  — - —  eine  ganze 

®t — ^1 

Zahl  ist.     Infolge  der  Bedingung  — — 1  <  1  kann  aber  — - —    nur    dann 

gleich  einer  ganzen  Zahl  sein,  wenn  v, — v^  gleich  der  Einheit  ist;  hier- 
nach können  also  Vi  Figuren  auf  der  transparenten  Scheibe  angebracht 
werden.  In  der  Anfangslage  der  beiden  Scheiben  mag  sich  eine  Spalte 
vor  dem  ersten  Punkte  irgend  einer  der  Vj  Figuren  befinden.  Der  Winkel, 
um  welchen  sich  die  hintere  Scheibe  drehen  muss,  damit  der  erste  Punkt 
der  nächstfolgenden  Figur  an   dieselbe  Stelle  des  Baumes  gelangt,  ist 

27s(  —  —  1  );   während  derselben  Zeit  dreht  sich  die  vordere  Scheibe  um 

den  Winkelbetrag  2»(  —  —  Ij  — ==2w  f -^ -j.    Je  zwei  auf  einander 

folgende  Spalten  müssen  also  den  Winkel  2»(-^ -\   einschliessen ;    die 

grösstmögliche  Anzahl  der  Spalten  beträgt  hiernach  in  diesem  Falle  ^ ^ 

d.  h.  «1,  da  die  Differenz  r^ — «^  immer  gleich  der  Einheit  sein  muss. 

10* 
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Das Ergebniss  der  obigen, nach  Flat^an  ausgeführten Untersachungen 
mag  schliesslich  in  der  folgenden  kleinen  Tafel  zusammengestellt  werden. 


. 

Zahl  der 
entstehen- 
den Bilder. 

Zahl 

der 

Spalten. 

Verwandlungsweise  der  auf  der 
transparenten  Scheibe  an- 
gebrachten Figur. 

Scheiben  entgegengesetzt 
laufend 

©1 

«^1 

Zusammenziehung. 

Scheiben  in  gleicher  Rich- 
tung laufend 

1 

«^2 

Ausbreitung. 

1)  t?t<  ^i 

r,— D, 

•      2)  ©2  >», 

«)^-l>l 

^-1 

»1 

Zuaammenziehung  mit  Um- 
kehrung. 

1 

2 

Umkehrung. 

y)J-l<l 

1 

«'t 

Ausbreitung   mit  Umkeh- 
rung. 

IV. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  anorthoskopisohen  Figuren. 

Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  eine  allgemeine  Theorie  des  Anor- 
thoskops diesem  Abschnitte  vorausgeschickt,  weil  eine  vollständige  Be- 
stimmung der  Eigenschaften  der  anorthoskopischen  Figuren  nur  dann 
möglich  ist,  wenn  die  Natur  und  Wirkungsweise  des  Anorthoskops  nach 
allen  Seiten  hin  dargelegt  ist.  Wir  sind  daselbst  zu  dem  Resultate  gekommen, 
dass  der  Winkel  n^i,  welchen  zwei  mit  bestimmten  Punkten  des  Objects 
besetzte  Kadien  der  transparenten  Scheibe  einschliessen,  und  der  Winkel  w^ 
den  die  mit  denselben  Punkten  versehenen  Eadien  im  anorthoskopischen 
Bilde  begrenzen,  so  von  einander  abhängig  sind,  wie  es  die  Gleichung 

tv 


w,  = 


Beigt,  wo  f>2  und  t>^  die  absoluten  Werthe  der  Drehungsgeschwindigkeiten 
der  hinteren  und  vorderen  Scheibe  bedeuten ;  bei  entgegengesetztläufiger 
Bewegung  der  beiden  Scheiben  hat  das  positive,  bei  gleichläufiger  Be- 
wegung der  beiden  Scheiben  das  negative  Vorzeichen  Gültigkeit.  Es  geht 
hieraus  hervor,  dass  die  Entfernungen  der  einzelnen  Punkte  vom  Mittel- 
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pankte  der  Drehung  im  anorthoskopischen  Bilde  genau  dieselben  sind,  wie 
die  Entfernungen  der  entsprechenden  Punkte  des  auf  der  transparenten 
Scheibe  befindlichen  Objects  von  demselben  Mittelpunkte  der  Drehung- 
nur  die  Lage  der  einzelnen  Punkte  im  anorthoskopischen  Bilde  gegen 
einander  ist  eine  andere,  als  die  gegenseitige  Lage  der  entsprechenden 
Punkte  in  dem  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichneten  Objecto.  Der 
Hauptpunkt  der  Ebene,  in  welcher  sich  das  anorthoskopische  Bild  aus- 
breitet, ist  also  der  Mittelpunkt  der  Drehung  der  beiden  Scheiben;  er 
muss,  wenn  die  anorthoskopischen  Bilder  einer  Betrachtung  im  Sinne  der 
analytischen  Geometrie  unterzogen  werden  sollen,  zu  einem  ausgezeich- 
neten Punkte  des  gewählten  Coordinatensjstems  gemacht  werden.  Die 
Wahl  zwischen  den  zwei  gebräuchlichsten  Coordinatensjstemen ,  dem 
Parallel-  und  Polarcoordinatensjstem,  kann  keine  zweifelhafte  sein;  die 
Art  der  Entstehung  der  anorthoskopischen  Bilder  zeigt  mit  Entschiedenheit 
darauf  hin,  dass  nur  durch  die  Anwendung  des  Polarcoordinatensjstems 
die  grösstmögliche  Einfachheit  und  Eleganz  in  der  Betrachtung  der  hierher 
gehörigen  Figuren  erzielt  werden  kann. 

Die  Aufgaben,  welche  hier  zu  behandeln  sind,  sind  im  Wesentlichen 
die  folgenden  drei: 

1)  Die  Geschwindigkeit  einer  jeden  Scheibe  des  Anorthoskops  ist 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  gegeben;  es  soll  aus  dem  auf 
der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Objecto,  dessen  Bildungs- 
gesetz ein  bekanntes  ist,  das  anorthoskopische  Bild  desselben  be- 
stimmt werden; 

2)  die  Geschwindigkeit  einer  jeden  Scheibe  des  Anorthoskops  ist 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nachgegeben;  es  soll  aus  dem  anorthos- 
kopischen Bilde,  dessen  Bildungsgesetz  bekannt  ist,  das  dazu 
gehörige,  auf  der  transparenten  Scheibe  befindliche  Object  be- 
stimmt werden; 

3)  das  auf  der  transparenten  Scheibe  befindliche  Object  und  das 
daraus  entstandene  anorthoskopische  Bild  sind  ihren  Bildungs- 
gesetzen nach  vollständig  bekannt;  es  soll  die  Geschwindigkeit 
einer  jeden  Scheibe  des  Anorthoskops  nach  Grösse  und  Richtung 
bestimmt  werden. 

Die  Lösung  dieser  Aufgaben  ist  höchst  einfach.  Das  auf  der  trans- 
parenten Scheibe  befindliche  Object  sei  gegeben.  Die  auf  ein  Polar- 
coordinatensjstem, das  seinen  Pol  im  Mittelpunkt  der  Scheibe  hat  und  die 
durch  diesen  Mittelpunkt  gehende  Verticale  zur  Anfangsrichtung  besitzt, 
bezogene  Gleichung  dieses  Objects  möge  sein: 

wo  F{q))  eine  ganz  beliebige  Function  von  <p  bedeutet.     Dann  ist  nach  der 
Relation : 
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Wi 


1  +  ^' 

oder,  wenn  wir  fÜriVj ,  tf^  nnd  für  m,  gf  setzen,  nach  der  Relation  : 

<P 

die  Gleichnng  des  zu  diesem  Object  gehörigen  anorthoskopischen  Bildes, 
bezogen  anf  dasselbe  Coordinatensjstem  mit  demselben  Pole  nnd  derselben 
Anfangsrichtung,  die  folgende : 

wo  jF  dieselbe  Function  wie  oben  bedeutet. 

Ist  umgekehrt  die  Gleichnng  des  anorthoskopischen  Bildes  gegeben, 
bezogen  anf  ein  Polarcoordinatensystem,  welches  seinen  Pol  im  Mittel- 
punkte der  Drehung  der  beiden  Scheiben  und  seine  Anfangsrichtung  in 
der  durch  diesen  Mittelpunkt  gehenden  Verticalen  hat,  nämlich : 

wo  FQilf)  eine  ganz  beliebige  Function  von  ^  darstellt,  so  ist  die  Gleichung 
des  Objects  auf  der  transparenten  Scheibe  des  Anorthoskops  in  Bezug 
auf  dasselbe  Coordinatensjstem  mit  demselben  Pol  und  derselben  Anfangs- 
richtung nach  der  Relation 

die  folgende: 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  höchst  einfache  Construction  des  anorthoskopischen 
Bildes  aus  seinem  Object  nnd  umgekehrt  des  Objects  aus  seinem  anorthos- 
kopischen Bilde  bei  gegebenen  Bewegungen  der  Scheiben  des  Anor- 
thoskops. 

Ist  in  Tafel  II,  Fig.  2  der  Curvenzug  ABC  das  auf  der  transparenten 
Scheibe  befindliche  Object,  so  wird  das  dazu  gehörige  anorthoskopische 
Bild  auf  folgende  Weise  gewonnen.  Von  dem  Mittelpunkte  der  Drehung  o 
aus  legt  man  eine  Schaar  von  concentrischen  Kreisbögen  durch  den  Curven- 
zug ABCj  welcbe  die  angenommene  Anfangsrichtung  ox  und  den  Curven- 
zug der  Reihe  nach  in  den  Punkten  M' N\  M" N",  M'" IS'"  ...  schneiden. 
Hierauf  trägt  man  von  den  Punkten  M\  M'\ . .  der  Anfangsrichtung  aus 

auf  den  einzelnen  Kreisbögen  M' If^  M^N*'...  die  Strecken^     ,     ,  •M'N'^ 

TTJTjK^' ^'\  Tj    I    wv  M'" N"\  ....  ab  und  verbindet  di?  auf  diese  Weise 

auf  den  einzelnen  Kreisbögen  erhaltenen  Punkte  durch  einen  Linienzug. 
Dieser  Linienzug  stellt  dann  das  anorthoskopische  Bild   der  Curve  ABC 

gemäss  der  Relation  tf;=  j^  ,    dar. 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  wird,  wie  leicht  erhellt,  ans  dem  anorthos- 
kopischen  Bilde  das  dazu  gehörige  Object  construirt. 

In  Tafel  II,  Fig. 3  ist  CäD'B  das anorthoskopi sehe  Bild  der  Kreislinie 
CäBB  für  den  Fall,  dass  (l  +  ArO=  4  und  o  der  Mittelpunkt  der  Drehung 
ist;  C'AD"B  ist  das  anorthosk  epische  Bild  derselben  Kreislinie  bei  demsel* 
ben  Mittelpunkte  der  Drehung  in  dem  Falle,  dass  (1  + O  ^®°  Werth  2 
annimmt. 

Sind  endlich 

Q=sF{nq>)  und  q^=F  (g>) , 
wo  n  irgend  eine  positive  oder  negative  reelle  Grösse  bedeutet,  die  auf  das  ^ 
angegebene  Polarcoordinatensystem  bezogenen  Gleichungen  des  anorthos- 
kopischen  Bildes  und  des  auf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen  Ob- 
jects,  so  mnss  nach  unserer  Relation  sein: 


also: 


n  =  l+Ä'  =  l±^, 


"»1 


Ist  (n  —  1)  positiv,  so  haben  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  ent* 
gegengesetzt  gerichtete  Bewegungen ;  fällt  dagegen  {n  —  1)  negativ  aus, 
so  drehen  sich  die  beiden  Scheiben  des  Anorthoskops  nach  gleichen  Rich- 
tungen. Der  fibsolute  Werth  von  (n  —  1)  giebt  das  Verhältniss  der  Grösse 
der  Drehungsgeschwindigkeit  der  hinteren  Scheibe  zu  der  Grösse  der 
Drehungsgeschwindigkeit  der  vorderen  Scheibe  an.  Ergiebt  sich  z.  B. 
(n  — 1)  =  5,  so  verhält  sich  die  Drehungsgeschwindigkeit  der  hinteren 
Scheibe  zu  der  der  vorderen  wie  5  :  l;  findet  sich  (n —  1)  =  4,  so  dreht 
sich  die  vordere  Scheibe  doppelt  so  schnell,  als  die  hintere. 

In  den  beiden  ersten  Aufgaben,  deren  specielle  Durchführung  an  ein- 
zelnen Beispielen  uns  in  dem  Folgenden  beschäftigen  wird,  spielt  der  Fao- 

torf  1+  —  j  oder  (1 +  Ä')  eine  ganz  ausgezeichnete  Holle ;   er  ist  für  die 

Gestalt  des  anorthoskopischen  Bildes  massgebend  und  ist  dasjenige  Mo- 
ment in  der  Bildungsweise  desselben,  aus  dem  alle  seine  Eigenthümlich- 
keiten  hervorgehen.  Es  wird  daher  wohl  gestattet  sein,  diesem  ausgezeich- 
neten Factor  einen  besonderen  Namen  und  ein  besonderes  Zeichen  beizu- 
legen, ihn  als  Modul  der  Verwandlung  zu  bezeichnen  und  durch  den 
Buchstaben  k  darzustellen.  Die  einzelnen  Zahlenwerthe,  welche  k  anneh- 
men kann,  erstrecken  sich  von  —  oo  bis  +  (X>. 

Wenn  die  Polargleichung  des  auf  der  transparenten  Scheibe  befind- 
lichen Objects  in  Bezug  auf  ein  Polarcoordinatens jstem ,  dessen  Pol  im 
Drehungsmittelpunkte  der  beiden  Scheiben  liegt  und  eine  bestimmte  An- 
fangsrichtung hat. 
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• 
und  die  auf  dasselbe  Polarcoordinatensystem  bezogene  Gleichung  des  anor- 
thoskopischen Bildes 

bt,  so  ist  in  der  ersteren  Figur 

dg  _dF((p) 
dq>  dtp     ' 

in  der  letzteren  aber: 

dg  ^dF{krli)_^^  dF^qi) 
d%lf  dtft  '     dgf    * 


Weiter  ist: 


und  allgemein: 


di^^  dtp* 


Die  Grösse  der  Fläche,  welche  auf  der  transparenten  Scheibe  von 
der  Anfangsrichtuog  der  Polarcoordinaten ,  dem  zu  dem  Argument  g>  gehö- 
rigen Radius  vector  g  und  dem  zwischen  beiden  liegenden  Curvenstück  ein- 
geschlossen wird|  ist: 

^^Y[F(q>)Yd^^ 

die  Grösse  der  Fläche  im  anorthoskopischen  Bilde,  welche  von  der  An- 

fangsricbtuDg  der  Polarcoordinaten,  dem  zu  dem  Argument  ^^  wo  ^^=^ , 

gehörigen  Radius  vector  g  und  dem  zwischen  diesen  beiden  Geraden  lie- 
genden Curvenstück  eingeschlossen  wird,  beträgt: 

r=^lf[Fikrp)J.d^=^^.jnF{q>)^.d^ 

-Lf 

Es  gilt  hiernach  folgender  interessante  Satz : 

„Die  Fläche,  welche  das  auf  der  transparenten  Scheibe  be- 
findliche Object  einscbliesst,  verhält  sich  zu  der  Fläche,  welche 
das  anorthoskopische  Bild  umfasst,  wie  die  Grösse  des  Verwand- 
lungsmoduls k  zu  der  Einheit." 

Ist  Ar  kleiner,  als  die  Einheit,  so  ist  die  Fläche  des  anorthoskopischen 
Bildes  grösser,  als  die  Fläche  des  Objectes  auf  der  transparenten  Scheibe; 
ist  k  grösser,  als  die  Einheit,  so  gilt  das  Umgekehrte;  besitzt  k  einen 
negativen  Werth,   so  ist  das  anorthoskopische  Bild  durch  Zusammen- 
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Ziehung,   resp.  Aasbreitung  mit  Umkehrung  aus  dem  Objecte  hervor- 
gegangen. 

Die  Länge  s  der  auf  der  transparenten  Scheibe  gezeichneten  Cnrve 
Q=^F(<p)  innerhalb  der  Argumentwerthe  9  =  0  und  9  =  9  ist 


.=//[n,)]Vr-^p. 


und  die  LInge  s'  des  im  Anorthoskope  aus  diesem  Curyenstück  hervor- 
gehenden Curvenstücks  beträgt: 


Hiernach  gilt  zwischen  den  correspondirenden  Längen  die  Relation: 


V. 
Das  anorthoskopisohe  Bild  der  geraden  Linie. 

Es  sei  der  Mittelpunkt  0  der  hinteren  Scheibe  des  Anorthoskops  Pol 
des  Coordinatensystems ;  als  Anfangsrichtung  der  Coordinaten  mag  der- 
jenige Radius  der  Scheibe  genommen  werden,  welcher  auf  der  geraden 
Linie  RI^  (siehe  Figur  4)  senkrecht  steht.  Die  Polargleichung  dieser  Ge- 
raden ist  dann : 

Qo 
^       cosq>^ 

wo  Qq  den  Abstand  0  B  darstellt.     Die  auf  dasselbe  Coordinatensjstem  be- 
zogene Gleichung  des  anorthoskopischen  Bildes  dieser  geraden  Linie  RI( 

ist  dann  nach  der  Relation  ^  =  -77  die  folgende : 

K 


^      coski\f 
Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Curve  wird  durch  die  Anfangs- 
richtung in  zwei  congruente  Theile  zerlegt.     Da  sich  der  absolute  Werth 
des  Nenners  coskiff  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  bewegt,  wird  der  Ra- 
dius vector  Q  zwischen  den  Grenzwerthen  ^^  und  00  variiren.    Wir  werden 
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die  Gestalt  der  darcli  p  = ? —  ausgedrückten  Curve  am  besten  tiber- 

cosk^ 

sehen  können,  wenn  wir  die  Frage  beantworten ,  für  wieviel  Werthe  der 

Yariabeln  ^  der  Radius  vector  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt^ 

oder  wie  gross  die  Anzahl  der  Asymptoten  ist,  welche  an  die  Curve  gelegt 

werden  können. 

Es  sei  zunächst  k  eine  ganze  Zahl.     Die  Werthe  der  Variabein  ^, 

für  welche  der  Radius  vector   einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt, 

sind: 

Pie  Anzahl  der  Richtungen ,  nach  denen  ein  Unendlichwerden  des  Radius 
vectors  eintritt,  ist  gleich  der  Anzahl  derjenigen  Glieder  dieser  Reihe, 
welche  zwischen  dem  ersten  und  demjenigen  Gliede  liegen,  dessen  Stellen- 
zahl m  sich  aus  der  folgenden  Gleichung  ergiebt : 

(2m-.l);^=2;r  +  ;^. 
^  '2k  2k 

Hieraus  folgt  mc=:2A:  +  l;   da  zwischen  dem  ersten  und  dem  m^'^  Glieds 

m  —  1  Glieder  liegen,  muss  die  Anzahl  der  Richtungen,  nach  denen  der 

Radius  vector  einen  unendlich  grossen  Werth  annimmt,  gleich  2k  sein. 

Nach  der  Gleichung  g  = — ^^  muss  aber  der  Radius  vector  sowohl  in  der 

®  ^      cos  kij; 

durch  ^s=(2n  —  1)  — ,  als  auch   in  der  durch  t(;e={2n  —  l)  — +  «  be- 

2  a  2n 

stimmten  Richtung  unendlich  gross  werden ;  es  fallen  demnach  je  zwei  von 
den  2k  Richtungen  einander  diametral  gegenüber.  Die  Zahl  der  Asymp- 
toten beträgt  also  in  dem  Falle,  dass  k  eine  ganze  Zahl  ist,  Ar. 

Ist  der  Verwandlungsmodul  A:  keiner  ganzen  Zahl  gleich,  so  unter- 
scheiden wir: 

1)  A:  =  — ,  wo  n  eine  gerade  Zahl,  m  eine  ungerade  Zahl; 

m 

2)  Ar  c=3  — ,  wo  n  eine  ungerade  Zahl,  m  eine  gerade  Zahl ; 

iit 

3)  A:  =  — ,  wo  n  sowohl,  als  tn  eine  ungerade  Zahl« 

m 

1)  Die  Werthe  der  Variabein  t^,  für  welche  der  Radius  vector  unend- 
lich gross  wird,  sind  der  Reihe  nach 

1^  = ,    3--.  .(2A  — 1) ,    r2a+l)]— 1  — --... 

n2'       n2'  ^  ^n2'^^*^-'  n   2 

Für  X  =  n  wird  das  («  +  1)*®  Glied  dieser  Reihe  gleich  m  tu  H — -  ,  das 
(n  +  2)*®  Glied  gleich  mn  +  Z u.  s.  w.     Die    (n  +  !)*•  Richtung,   in 
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welcher  derRadias  vector  nnendlich  gross  wird^  liegt  also  der  ersten  diame- 
tral gegenüber ,  die  (;f  +  2)^**  der  zweiten  n,  s.  w.  Die  Anzahl  der  Hieb* 
tungen,  nach  denen  der  Kadins  yector  unendlich  gross  wird,  beträgt  in  die- 
sem Falle  also  2n,  die  Anzahl  der  Asymptoten  aber  n, 

2)  Der  Radius  vector  wird  unendlich  gross,  wenn 

^        n2'       n2'  ^  ^  n   2^    ^       ^   ^        ^  n  2 

Wird  A  =  it ,  so  wird  das  (n  +  !)*•  Glied  dieser  Reihe  gleich  m» H —  — , das 

(n+2)*«»  gleich  mw  +  S- -  u.  s.  w.;  in  diesem  Falle  fällt  also  die  (n+  !)*• 

Richtung,  nach  welcher  der  Radius  vector  unendlich  gross  wird,  wieder  mit 
der  ersten  zusammen ,  die  (ji  -f  2)^  mit  der  zweiten  u.  s.  w.  Der  Radius 
vector  wird  in  diesem  Falle  nur  nach  n  Richtungen  hin  unendlich  gross. 

3)  Die  Werthe  von  i|;,  für  welche  der  Radius  vector  unendlich  gross 
wird,  sind: 

*  =  -r>      3--,  ...  (21  —  1)  --,  [2(A  +  1)  — 1]--... 
n  2  n  2  ^  n  2    ^   ^  ^  n  2 

Setzen  wir  lss2n,  so  nimmt  das  (2n+  !)*•  Glied  dieser  Reihe  den  Werth 

2  m  w  H ,  das  (2n  +  2)*«  Glied  den  Werth  2m7C  +  3  —--,...  an.    Die 

Anzahl  der  Richtungen,  nach  denen  der  Radius  vector  unendlich  gross 
wird,  beträgt  in  diesem  Falle  2n,  von  denen  je  zwei  diametral  entgegen- 
gesetzt liegen. 

Die  Untersuchung  über  die  Gestalt  der  Curve  wollen  wir  mit  der  Ant- 
wort auf  die  Frage  nach  der  Convexität  oder  Concavität  der  Curve  gegen 
den  Pol  des  Coordinatensystems  beschliessen.  Bekanntlich  ist  die  Curve 
li=zf(^rv)  gegen  den  Pol  concav  oder  convex,  je  nachdem 

A«')«ndr(n»  +  2(^^Y      ^,,  , 
'  ^  '  '  \   dw   /        ^f{rv) 

dasselbe  Zeichen  haben  oder  nicht.     In  unserem  Falle  ist  f(w)  =  — —, — 

'  ^  ^       cosk^ 

V  iüL>'  _^  =_?L_^  (,_*«);  es  geht  hieran,  her- 

vor,  dass,  wenn  der  Verwandlungsmodul  A:  <^  1 ,  die  Curve  continuirlich 
concav,  wenn  der  Verwandlungsmodul  /r>l,  die  Curve  continuirlich 
convex  gegen  den  Pol  der  Coordinaten  ist.  Die  Figuren  5  und  0  mögen 
als  Bilder  für  die  beiden  Fälle  dienen ;  in  Fig.  5  ist  A:  =  2 ,  in  Fig.  6  Ä  =  j.. 
Die  Fläche,  welche  von  der  Anfangsrichtung  des  Coordinatensystems, 
dem  zu  dem  Argument  i|;  gehörigen  Radius  vector  und  dem  zwischen  beiden 
liegenden  CurvenstUck  umschlossen  wird,  ist: 
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cos^kilß     ^      2k J    cos^e 

z=z%igB^^tgk'Hf. 
2k^         2k^     ^ 

Die  auf  der  transparenten  Scheibe  des  Anorthoskops  liegendd,  der  Fläche  F 

entsprechende  Fläche  F'  beträgt : 

Hiernach  besteht,  wie  wir  schon  oben  allgemein  gefunden  haben,  die  Bela- 
tion: 

Die  Länge  des  Curvenstücks,  welches  zwischen  den  Radien  Qq  und  q 
liegt,  beträgt: 

/l/cos  »Artl;  +  Ä*  sin  *k^    ^ 
___ — .rf^. 

Zum  Zweck  der  Integration  nnterscbeiden  wir  die  beiden  Ffille  A>  I  und 

1)   *>!. 

Setzen  wir  A:^  = 9),  so  wird 

n 

2     

* Qq   rj/sin*q>  +  k^cos*g> 

^~Ä^  sin^ip  ^ 

7t 

2 

"  K-r^ .dg,. 

Da  A:>  1,  so  ist  1  —  rj  immer  <1;  unter  Anwendung  von  Legendre*s 

Bezeichnung  können  wir  an  die  Stelle  der  letzten  Qleichung  die  folgende 
setzen : 


n 
2 


'=<(J^^^'^'^''/^-h 


Die  Form  dieser  Gleichung  sagt  uns,  dass  s  der  von  dem  Scheitel  an 
gerechnete  Bogen  einer  Hyperbel  ist,  deren  grosse  Halbaxe  a  den 
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Werlh  Qq  T/  1  —  -75  und  deren  kleine  Halbaxe  h  den  Werth  ^0  •  "T  besitzt. 

Der  Grössen  werth  dieses  Bogens  findet  sich,  nach  der  L  e  g  e  n  d  r  e'schen 
Bezeichnnngsweise  ausgedrückt,  durch  die  weitere  Entwickelung  der  letz- 
ten Gleichung  als  der  folgende : 

Daa  dem  Curvenstück  s  entsprechende  Stück  der  geraden  Linie  auf  der 
transparenten  Scheibe,  deren  Gleichung  ^s=    ^^    ,  hat  folgende  Länge 

kannten  Kelation  ^ 
wird  hieraus 


Nach  der  bekannten  Kelation  '«('=  -r  ^°^  der  obigen  Substitution  Art/;  = 9 


*i  =  ^0  'ö^ (f  —  9>)  =  9^c^^9 9>- 

Es  findet  demnach  zwischen  den  zwei  entsprechenden  Längen  s  und  s^  fol- 
gende Beziehung  statt: 

—  colg  tp  Jfp  —  j^  F{(p)  +  p  F^  +  E {q>)  -^  E^  :  cotg  q>. 

Aus  diesem  Verhalten  der  beiden  Längen  s  und  s^  kann  folgende  einfache 
geometrische  Darstellungsweise  derselben  gewonnen  werden.    Es  sei  ACB 

ein  Zweig  der  Hyperbel,  deren  grosse  Halbaxe  a  =  (»0  J/  1  —  tj  und  deren 
kleine  Halbaxe  &£=^o.  -,  deren  numerische  Excentricität  also  gleich 
ist.    (Siehe  Fig.  7.)     0  sei  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel.     Die 


V' 


'-h 


Entfernung  des  Mittelpunktes  von  dem  Brennpunkte  E  beträgt 

Die  Gerade  OF  mag  auf  der  Geraden  ^i?  senkrecht  stehen  und  mit  der  grossen 
Halbaxe  Qoy^'^Ti  *^s  Radius  mag  um  den  Mittelpunkt  0  ein  Kreis  be- 
schrieben werden.  Zieht  man  die  Gerade  OiV,  welche  mit  der  Geraden 
OY  den  Winkel  q>  einschliesst,  fällt  man  vom  Durchscbnittspunkte  dieser 
Geraden  mit  der  Kreisperipherie  ein  Perpendikel  auf  0^  und  legt  von  dem 
Fusspunkte  P  dieses  Perpendikels  aus  eine  Tangente  PQ  an  den  Hyperbel- 
ast BC^  so  erhält  man  einen  Hyperbelbogen  AC  von  der  Länge 
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£rrichtet  man  jetzt  in  dem  Brennpunkte  E  der  Hyperbel  ein  Perpendikel 
zur  Geraden  OE  and  verlängert  dasselbe  bis  zam  Dorchschnittspunkte /*, 

80  besitzt  die  Gerade  EF  die  Länge  Qq  -tgl-  —  9 )  =  ^o  ^^^9  9   ^^d  stellt 

demnach  die  Länge  «,  dar. 

2)A:<1. 

In  diesem  Falle  wird 

kj  cos^cp  ^       kj  cos^w  ' 

0  ^  0  ^ 


=  tI  -^^dq>modl/r^, 
kJ   cos^tp     ^         '     .       ' 
0  ^ 


wenn  A:t(;=  ip  gesetzt  wird. 
Da 


''-  "■'  -  *■  +(.-'-)i. 


cos^tp       C08^q>Jtp       C08*q>J(p       ^  'Afp 

so  folgt: 

k\    J    cos^q>Jg)      ^  'J    J <p)  y     C08*ipJ(p 


+  Qo — j^ -^Cv)- 

Die  Entwickelang  des  Integrales  /  ^^^,      .     giebt  endlich : 


S  =^  \ig  q,  Jtp+Fiqi)  —E (ip)].mod (/i  —  f^). 

Die  «  entsprechende  Länge  /der  aaf  der  transparenten  Scheibe  befindlichen 
Geraden  hat  den  Werth: 

es  findet  hiemach  zwischen  beiden  Längen  folgende  Beziehnng  statt: 

«  •  ''=^1^99^9  +  ^(V^  —  ^iv)]  '  i99>' 
Nachdem  wir  einige  der  geometrischen  Eigenschaften  der  Carve 
Q=^  — j- —  dargelegt  haben,  wollen  wir  noch  eine  merkwürdige  mecha- 
nische Eigenschaft  derselben  erwähnen:  die  Curve  o=  — ^r~    ^^t   näm- 

'  ^      coskiiß 
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«^^kA/\/\^I^^V^V/S^..^WWS/%A> 


lieb  eine  derjenigen  Bahnen,  welche  von  einem  Körper  durchlaufen  wer- 
den, der  von  einem  ruhenden  Gentralkörper  angezogen  wird  nach  dem 
directen  Verhältniss  der  Massen  und  nach  der  umgekehrten 
dritten  Potenzder  Entfernung. 

Wird  ein  sich  bewegender  Körper  von  einem  ruhenden  Gentralkörper 
mit  der  Kraft  F(q)  angezogen,  wo  F(q)  irgend  eine  Function  von  q  bedeu- 
tet, so  ist  die  Gleichung  der  von  dem  angezogenen  Körper  beschriebenen 
Bahn  durch  Polarcoordinaten,  welche  ihren  Pol  in  dem  Gentralkörper  haben, 
ausgedrückt,  die  folgende : 


'i 


wo  c*  die  constante  Flächengeschwindigkeit  q*  -^ «  9«  ^^^  specielle  Werth 


^j/-  c«  +  p«  j<P  (e.)  -2/F  (Q)  dff  j 

Flächengeschwindigkeit  ^'  -^ «  9«  ^^' 

des  Radius  q  ist,  welchen  derselbe  in  dem  Momente  besitzt,  in  welchem  die 
Curvengeschwindigkeit  f>  den  Werth  ^<Z>  {q^  annimmt  und  wo  endlich  die 
Richtung  q^  als  Anfangsrichtung  der  Coordinaten  gilt.     Setzen  wir  den 

speciellen  Fall  jF*(^)  =  -3,  so  erhalten  wir  als  Polargleichung  der  Bahn, 

welche  der  angezogene  Körper  um  den  Gentralkörper  beschreibt,  die  fol- 
gende Gleichung: 

9=1 /  .  — =^g» 

= /  /        — =^''- 

y,  ♦^-c'+"+»'j»(fc)-^j 

Die  fünf  verschiedenen  Fälle,  welche  hier  unterschieden  werden  können, 
sind:m  — c*  =  0;  (P  (^0)  — -^  =0;  m  —  c*>  0,  (P(eo) -— ,>0;  m-c*>0, 

(p(n) ^,<0;  m  —  c*<0,  <I>(^o) i>0.   Im  letzteren  Falle  wird : 

5i  ^-(c*-«)p'+?*j<J>(p.)-^.l 

oder: 


oder 


l/c*— m            /•                          dq 
—Zi V^  ' 
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Nehmen  wir  an,  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  derCurvengeschwindig- 
keit  f/O  (qq)  mit  der  Anfangsrichtung  bildet,  ist  gleich  einem  rechten,  so  er- 
halten wir: 

also : 


Po  Po  V^  '^  .  •      1 

Q  = ^  =  —  .^ — ,    wenn  ^ r =3  Ar  gesetzt  wird, 

cos}/(^  —  m  cosk(p  (f 


c« 


VI. 
Das  anorthoikopisohe  Bild  der  Ereiilinie. 

Auf  der  transparenten  Scheibe  des  Anorthoskops  mag  sich  in  einer 
beliebigen  Lage  zum  Drehungsmittelpnnkt  der  Scheibe  eine  Kreislinie  fin- 
den. Nennen  wir  (Fig.  8)  die  Entfernung  des  Kreismittelpnnktes  von  dem 
Drehungsmittelpunkte  2»,  setzen  wir  den  Radius  der  Kreislinie  gleich  r  und 
nehmen  wir  den  Drehungsmittelpunkt  zum  Pol  der  Goordinaten  und  die  den 
Drehungsmittelpunkt  mit  dem  Kreismittelpunkt  verbindende  Gerade  als 
Anfangsrichtung,  so  ist  die  Gleichung  der  Kreislinie  die  folgende: 

q^=zh  cos  q>  +^  j/r^ — b^  sin^q>. 
Das  anorthoskopische  Bild  dieser  Kreislinie  hat  dann  nach  der  Relation 

^==^  folgende,  auf  dasselbe  Coordinatensystem  bezogene  Gleichung: 


Q=zb  cos  k ^  +yr*  —  6'  sin  *  Ar  tf;. 
Die  Gestalt  dieser  Cnrve  wird  wesentlich  bedingt  dorch  die  Grösse  des 
Parameters  b\  wir  wollen  deswegen  auch  bei  der  Discussion  der  letzten 
Gleichung  folgende  Hanptfälle  unterscheiden : 

1)  Der  Mittelpunkt  der  Drehung  liegt  ausserhalb  der  Kreislinie, 

2)  der  Mittelpunkt  der  Drehung  liegt  auf  der  Kreislinie, 

6=r; 

3)  der  Mittelpunkt  der  Drehung  liegt  innerhalb  der  Kreislinie, 

4)  der  Mittelpunkt  der  Drehung  fällt  mit  dem  Kreismittelpunkte  zu- 
sammen, 

6  =  0. 
1)  In  diesem  Falle  sagt  die  obige  Gleichung,  dass  das  anorthoskopische 

j4tc  sift  "- 

Bild  der  Kreislinie   sich   nur  in   dem  Winkelraume  tl;  = ; — b   und 

k 
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*^^^^.^^^^^^^^^^ 


i(;=H — b  befindet,  dass  dasselbe  von  der  Anfangsricbtang  in  zwei 

congrnente  Theile  zerlegt  wird  und  dass  jedem  Werth  der  Variabein  i^, 

Are  ^f/i  *" 

mit  Ausnahme  des  ftussersten  Werthes  tl;  =  H r- — ^i   zwei  Wertbe  des 

—      k 

Radius  vector  zugehören.     Das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie   ist 

also  in  diesem  Falle  eine  einfache  geschlossene  Curve,  die  sich  in  ihrem 

Laufe  bei  sehr  kleinem  k  bedeutend,  bei  sehr  grossem  k  nur  sehr  wenig 

von  der  Anfangsrichtung  entfernt.     Die  Figuren  0  und  10  stellen  die  Curve 

bei  gegebenem  Parameter  b=zOQ  und  gegebenem  Radius  r=(^P  dar;  in 

Fig.  9  ist  der  Verwandlungsmodul  Ar= j  und  in  Fig.  10  Ar=2  gesetzt. 

2)  Nimmt  der  Parameter  b  den  speciellen  Werth  r  an,  so  geht  die 

obige  Gleichung  in  die  folgende  über: 

Q=z2r  cosk^ij}. 

Während  die  Variable  tif  von  0  an  stetig  wächst,  nimmt  der  Radius  vector 

nach  dieser  Gleichung  periodisch  abwechselnd  die  Werthe  von  2 r  bis  0  an; 

der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Curvenzug  besteht  hiernach  aus  einer 

Anzahl  von  geschlossenen  Curvenstücken,  die  sämmtlich  in  dem  Pole  des  Co- 

ordinatensystems  zusammenhängen  und  sämmtlich  con'gruentsind.  Der  ganze 

Curvenzug   trägt    ein    blattartiges    oder   sternförmiges   Aussehen. 

Jeder  Theil  dieses  blattartigen  Gebildes   oder  jedes  Blatt,    wie   wir  der 

Kürze  halber  sagen  wollen,  umfasst  den  Winkelraum  - ;  die  Anzahl  der 

Blätter  hängt  in  jedem  einzelnen  Falle  von  dem  jedesmaligen  Werthe  des 
Verwandlungsmoduls  k  ab ;  zur  Bestimmung  derselben  unterscheiden  wir 
die  beiden  Fälle: 

a)  k  ist  eine  ganze  Zahl ; 

b)  k  ist  eine  gebrochene  Zahl  von  der  Form  — ,   wo  m  und  n  be- 
liebige ganze  Zahlen  bedeuten. 

a)  Es  wird 

,  n  27t  Zjc         .n 

^=+2r,  wenni/;=0, -,  y,  y...X-.., 

Für  X=k  nimmt  ^s=5Jl^  den  Werth  i>;=»  an;  es   ist  dann   k^=ikn. 

Hieraus  folgt  für  ^  der  Werth  +2r,  wenn  k  eine  gerade  Zahl  und  der 
Werth  — 2r,  wenn  A:  eine  ungerade  Zahl  ist;  im  ersten  Falle  liegen  in 
dem  Winkelraume  von  -^=0  bis  1/;=^»  ArBlätter,  im  ganzen  Winkel- 
raume  von  ^s=0  bis  ilf=2n  also  2Ar  Blätter;  im  letzteren  Falle  befinden 
sich  dagegen  in  dem  ganzen  Winkelraume  nur  k  Blätter,  da  für 
^z=zn  der  Radius  vector  in  die  Anfangslage  zurückfällt.  Das  er- 
haltene  Resultat  ist  also:   Ist  k  eine   gerade  Zahl,  so   hat  die  Curve 
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2k  Blätter;   ist  k  eine  angerade  Zahl,  so  besitzt  die  Curve  ^  Blätter. 
In  Fig.  U  ist  Ä:= J. 
b)  Es  wird 

I  n  n  ,     n 

^  =  +  2r,  wenn  ^=0.    — »,    2  —  »...  Jl.  —  jk... 
M  fii  m 

Für  i=M  nimmt  ^=?il  — 9K  den  Werth  n»,  also  Artp  den  Werth  mn  hU] 

in  dem  Werthe  der  Yariabeln  fif=nit  gehört  also  in  diesem  Falle  der 
Werth  des  Radius  vector  ^= +  2r,  je  nachdem  die  Zahl  m  gerade  oder 
ungerade  ist.  Sind  beide  Zahlen  m  und  it  gerade,  so  fallt  nach  dem 
Wachsen  der  Yariabeln  ^  von  0  bis  n»  der  Radios  vector  wieder  mit 
seinem  anfinglichen  Werth  zusammen ;  die  Curve  besteht  dann  aus  m  Blättern. 
Stellen  m  und  it  ungerade  Zahlen  dar,  so  fftUt  ebenfalls  der  Radius  vector 
nach  dem  Wachsen  der  Variabein  ^  von  0  bis  nn  wieder  mit  seinem  An- 
fangswerth  zusammen ;  der  Curvenzug  besitzt  dann  ebenfalls  m  Blätter. 
Ist  n  eine  gerade,  m  eine  ungerade  Zahl,  so  Hlllt  der  Radius  vector  für  den 
Werth  der  Yariabeln  fp^nn  in  die  seiner  Anfangslage  entgegengesetzte 
Richtung  und  erst  bei  einer  weiteren  Zunahme  der  Yariabeln  um  n  n  wieder 
in  seine  ursprüngliche  Richtung;  während  der  Zunahme  ^=0  bb  ^=nx. 
beschreibt  der  Radius  vector  m  Blätter,  während  der  Zunahme  tf;=0  bis  ^ 
=  2fi]K  also  2m  Blätter.  Wenn  endlich  n  eine  ungerade,  m  eine  gerade 
Zahl  ist,  so  beschreibt  der  Radius  vector  innerhalb  der  Werthe  der 
Yariabeln  ^=0  bis  ^=n7K  m  Blätter;  da  nach  einem  weiteren  Wachsen 
der  Yariabeln^  um  nis  wiederum  m Blätter  vom  Radius  vector  gebildet 
werden  und  dieser  f&r  ^=2ii3c  wieder  mit  seiner  Anfangslage  zusammen- 
fällt, so  besteht  die  Curve  auch  in  diesem  Falle  ans  2  m  Blättern.  Es  er- 
giebt  sich  hiemach  folgendes  Resultat:  Sind  m  und  n  gleichartige 
Zahlen,  so  besitzt  die  Curve  m  Blätter;  sind  aber  m  und  n  nn gleich- 
artige Zahlen,  so  besteht  die  Curve  aus  2m  Blättern.  In  Fig.  12  Uik=\, 
Die  genannte  Curve  gehört,  wie  Durige  in  dem  Aufsätze:  „Ueber 
eine  besondere  Art  der  cjklischen  Curven"  dieser  Zeitschrift,  Jahrg.  9,  Heft  3 
nachgewiesen  hat,  zu  den  cyklischen  Curven.  Wird  der  Mittelpunkt  des 
festen  Kreises  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  genommen,  die  Yer- 
bindungslinie  der  beiden  Kreismittelpunkte  0  und  o  in  derjenigen  Lage 
als  positive  x-Axe  betrachtet,  in  welcher  der  beschreibende  Punkt  in  die- 
selbe und  zwar  von  0  aus  in  die  Richtung  Oo  Hillt,  wird  der  Radius  des 
festen  Kreises  R^^  der  des  beweglichen  r^  und  die  Entfernung  des  be- 
schreibenden Punktes  von  o  r  genannt,  so  sind  die  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  ausgedrückten  Gleichungen  der  Epi-,  Hypo-  und  Per i- 
cjkloide  der  Reihe  nach  die  folgenden: 

«=(Ä.  +  r,)(ro59+/co«— — ^9,  x=(Ä^-rp)  ro^gj+r'co^^^^V 


r. 


t 


,=  (Ä,+rJ*tfiy  +  r'«i.^±^y,  y=(Ä,-0  sin,p-r  sin^i^V^ 
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r  —  Ä 

x=(r^ — R^)co8q>+r^  cos— q>^ 

T  —  H 

y  =  {rg  —  R^)sinq)+rsifi-^ Sy, 

wo  fp  den  von  der  Centrallinie  Oo  und  der  positiven  jc-Axe  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet.  Wird  in  diesen  Gleichungen  /  der  Reihe  nach  gleich 
(^0  +  %)>  (Äf  -^  ''o)»  (''•  — ^o)  angenommen,  so  gehen  sie  in  die  folgenden 
über: 

To  2rp 

f  =2  (i?o— ro)xtit   ^^"7    ^^,cas^q>, 
2rQ  Zr^ 

a;  =  2(rg| — /L)  cos— ^ — -^  « . co5 —^ . ©, 
^  •        ^'^  2rp  2ro 

Dnrch  Einführung  von  Polarcoordinaten  q  und  tf;,  wo  p*=s^  +  ^  imd  ^  den 
Winkel  bedeutet,  welchen  q  mit  der  positiven  «-Axe  bildet,  entstehen 
folgende  Gleichungen: 

2r.  — -«0 

In  der  ersten  Gleichung,  in  der  Gleichung  der  Epicykloide,  ist  der  Factor 

-"— ^  immer  kleiner,  als  die  Einheit;  in  der  zweiten,  der  Gleichung 

2r,,  +  /?o 

TD 

der  Hypocykloide,  kann  der  Factor- ^— -  sowohl    positiv,    als  negativ 

sein,  muss  aber  seinem  absoluten  Werthe  nach  einen  Werth  haben,  welcher 

grösser,  als  die  Einheit  ist;  in  der  dritten  Gleichung,  der  Gleichung  der 

IL 
Pericykloide,  ist  der  Factor  - —    "»"  «henfalls  kleiner,  als  die  Einheit. 

Da  alle  drei  Gleichungen  genau  dieselbe  Form  haben ,  wie  unsere  obige 
Gleichung  ^=2rco5Ari^,  so  folgt,  dass  die  durch  dieselbe  dargestellte 
blatt-  oder  sternförmige  Curve  als  eine  besondere  Art  der  Epicykloiden, 
oder  der  Hypocykloiden  oder  der  Pericykloiden  angesehen  werden  kann ; 
als  Uypocykloide  kann  die  Curve  betrachtet  werden,  wenn  der  Verwand- 


in  welcher     /srÄ^^  +  rp,  Äj,r=ir— — ,  r^^^^^r  ■  ^  ^,  wennAr<l; 
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lungsmodul  k  grösser  als  die  Einheit  ist,  als  Epi-  und  Pericykloidc,  wenn 
der  Verwandlangsmodal  k  weniger  als  die  Einheit  beträgt.  Hiernach  ist 
die  Cnrve 

Qz:^2rcoskrlß 

eine  Epicykloide, 

2k        _    1  — Ar 

eine  Hypocykloide, 

'                   2k  k+l 

in  welcher     rsssR^  —  Tq,  -ßo='*  Z T»  ''o=''7 — 7>  wenn  k  >l 

eine  Pericykloide, 

2k  1  +^ 

in  welcher     /=rp — Ä^,»  ^0=^*  TZTifc'  ''•^^'"rZjt'  wennAr<;i. 

Die  durch  die  Constanten  B^=r- und  r^^^sr- — -  definirte  Hypo- 

•        k — 1  k — 1  ''^ 

cykloide  ist  aber  nicht  die  einzige;  die  Cnrve  Q=2r  coskifß  kann  noch  als 
eine  zweite  Hjpocykloide  angesehen  werden.  Da  nftmlich  die  Curve  bei 
negativem  Verwandlungsmodul  ganz  dieselbe  ist,  wie  bei  gleich  grossen 
positiven,  so  kann  sie  auch  als  eine  Hjrpocykloide  aufgefasst  werden,  deren 
Constanten  ans  den  Constanten  der  obigen  Hypocykloide  dadurch  her- 
geleitet werden,  dass  der  Verwandlungsmodul  in  denselben  negativ  gesetzt 
wird.  Diese  zweite  Hypocykloide  ist  also  durch  die  folgenden  Constanten 
definirt : 

2k         ;         Är—l 

^^-T+-r  '^^'k+i' 

Die  erste  Hypocykloide  ist,  da  Äo"-r0<rp,  eine  verkürzte,  die  zweite, 
bei  welcher /?'<, — r\'^r\^  eine  verlängerte.  Zwischen  den  Constanten 
dieser  beiden  Hypocykloiden  bestehen  die  Beziehungen : 

Ist  der  Werth  des  Verwandlungsmodnls  k  numerisch  kleiner,  als  die  Ein- 
heit, so  kann,  wie  schon  hervorgehoben,  die  Curve  Q=r^2r  cosk^  erstens 
als  Epicykloide  und   zweitens  als  Pericykloide   betrachtet  werden.     Die 

2k  1— Ä 

Constanten  der  Epicykloide  sind  dann  Äo='*.  ttt  ^(T^^ — — ti  c^ie  Constan- 
"^  1+Ar  l+/f 

2k  i  +  k 

ten  der  Pericykloide  Ä'o=r -,  r\==r -:  zwischen  den  vier  Constan- 

1  —  k      "         1  — Ar 

ten  Roy  Tg,  B'o  und  r^  bestehen  die  folgenden  Relationen: 
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-2.  — -2-=iI 

Ä',    Ä,     ' 


3)  In  diesem  Falle  gehört  za  jedem  beliebigen  Werthe  des  Arguments  i^ 
ein  bestimmter,  zwischen  den  Grenzen  r-{- 6  nndr— 6  liegender  Radius  vector; 
die  Curve  zieht  sich  also  rings  um  den  Pol  des  Coordinatensystems  herum 
und  liegt  innerhalb  zweier  um  den  Pol  mit  den  Radien  r+b  und  r  —  b  ge- 
zogener Kreislinien.  Drückt  der  Verwandlungsmodul  k  eine  ganze  Zahl 
aus,  so  erreicht  der  Radius  vector  während  einer  Umdrehung  um  den  Pol 
Ar  mal  den  Maximal-  und  Ar  mal  den  Minimalwerth  und  fällt  am  Ende  der- 
selben in  seinen  anfänglichen  Werth  zurück;  die  Curve  besteht  dann  aus 
einem  Blatte,  welches  sich  aus  Ar,  in  der  Entfernung  r — b  vom  Pol  zu- 
sammenhängenden, Blatttheilen  zusammensetzt.  Inder  Fig.  13  i8tA:=:3  und. in 
der  Fig. 14  Ar=4  angenommen;  Q  ist  der  Mittelpunkt  der  Kreislinie  undOPol 
des  Coordinatensystems.  Jeder  der  Ar  Blatttheile  ist  ein  anorthoskopisches 
Bild  der  als  Object  genommenen  Kreislinie.     Ist  der  Verwandlungsmodul  k 

ein  Bruch  —,  so  besteht  die  Curve  in  einem  Linienzuge,  welcher  sich  n  mal 
n 

um  den  Pol  des  Coordinatensystems  berumschlingt;  in  diesem  Linienzuge 

erreicht  der  Radius  vector  m  mal  den  Maximal-  und  m  mal  den  Minimalwerth. 

Auch  diesen  Curvenzug  wollen   wir  der  Kürze  wegen   mit  dem  Namen 

eines  Blattes  belegen  und  den  einzelnen,  zwischen  je  zwei  Maximal werthen 

des  Radius  vector  liegenden  tn  Theilen,  von  denen  ein  jeder  das  anorthos- 

kopische  Bild  der  Kreislinie  darstellt,  die  Benennung  Blatttheil  lassen. 

Beispiele  für  diesen  Fall  sind  die  Figuren  15  und  1(5;  in  der  ersteren  ist 

A=^  und  in  der  letzteren  Ar=  J  angenommen.     AC  BD  ist  die  als  Object 

dienende  Kreislinie,  Q  ihr  Mittelpunkt,  0  Pol  des  Coordinatensystems. 

4)  Die  Gleichung  Q=b  C05Ari/;  + ]f/r*  —  6*  sin  ^ki\f  reducirt  sich  in  dem 
Falle,  dass  d^sO  ist,  auf  ^sr.  Das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie 
ist  in  diesem  Falle  gleich  der  Kreislinie  selbst  und  von  dem  Verwandlungs- 
modul k  vollständig  unabhängig. 

Der  Inhalt  der  von  der  Curve  ^  =  6  co5Ar'^  + j/r* — b^sin*ki^  be- 
grenzten Fläche  beträgt  in  dem  Falle,  dass  2»^r  ist 

k       * 


•=/' 


Setzen  wir  stnkf\f=zx^  so  wird: 


„      4ft  /, 


i^jc^djc. 


166  Theorie  des  Anorthoekops  und  der  anorthoskopischen  Figuren. 


"^^yy^^^^^^^^^^^^^.^^^^^^^ 


D»  yj/a«— «»d«=  l^a»  — «»  +  i a»  ^rc  «« ^  +  C 

ist,  80  kommt: 

Ist  6<  r,  80  beträgt  die  einem  einzelnen  Blatttbeile,  welcher  das  anortbos- 
kopische  Bild  der  Kreislinie  darstellt,  zugehörige  Fläche : 

n 

F=J{b*co8*k'^+  r«— 6*  *m*^^  +  2b  coskrif  j/r*—  b*  sin  ^k^  \  ^* 

oder,  wenn  kiff  =  q>  gesetzt  wird, 
n 

F—\  I  \b^  C082(p  +  t*  +'Zb^  cosip  j/r*-^b^  sin*q>\  *^9' 

0 

Hieraus  folgt: 

Es  ergeben  sich  also  folgende  Sätze : 

„Alle  die  verschiedenen  Carven ,  welche  im  Anortboskop  bei 
demselben  Verwandlnngsmodnl  h  nnd  irgend  einem  Parameter 
6  >  r  aus  der  Kreislinie  erzeugt  werden,  scbliessen  dieselbe  Fläche 
ein,  nämlich  eine  Fläche,  welche  den  Ar*«"Theil  der  von  der 
Kreislinie  begrenzten  Fläcbe  ausmacht  Das  Anortboskop  bietet 
also  das  Mittel  dar,  eine  unendlicbe  Reibe  von  Cnrven  zu  finden, 
welcbe  alle  dieselbe  Fläcbe,  nämlich  einen  beliebigen  Tbeil  einer 
Kreisfläcbe,  einschliessen/^ 

„Das  anortboskopische  Bild   der  Kreislinie  umgrenzt  eine 

Fläcbe,  welcbe  bei  dem  Verwandlungsmodul  k  gleich  ist  dem 

/^(en  »piieile  der  von  der  Kreislinie  umscblossenen  Fläche/* 

Scbliesslich  mögen  noch  einige  bemerkenswerthe,  auf  die  Länge  bezügliche 

Eigenscbaften  unserer  Gurve  angeführt  werden,     Ist  6^  r,  so  ist  die  Länge 

der  Curve 

Are  »in  -r 

— *— * 


4t  Crn^k^^n/^-^  (1-*^)  Sin  *k^,,^, 
j/  ^y  r*-b*sin*k^ 
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Es  sei  erstens  Ar  >  1,     Setzen  wir 

so  wird: 

1 

"    y  \-.f         dy=.ArE'modyi-L 

Zweitens  sei  Ar  <  l.     Wird 

sin  *A:i;;=r-r  j  y* 
gesetzt,  so  kommt: 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

„Alle  die  unendlich  vielen  Curven,  welche  bei  demselben 
Verwandlungsmodul  k  und  irgend  einem  Parameter  6,  dessen 
Werth  grösser ,  als  r  ist,  aus  der  Kreislinie  im  An  Orthoskop  er- 
zeugt werden,  haben  die  gleiche  Länge,  nämlich  die  Länge  einer 

Ellipse,  deren  Halbaxen  r  und  ~  sind,  d,  h.  der  Ellipse,  in  welche 

das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  bei  dem  Verwandlungs- 
modul k  übergehen  würde ,  wenn  der  Parameter  h  den  Werth  oo 
annähme.'* 

„Besitzt  der  Parameter  h  den  speciellen  Werth  r,  so  hat  das 
anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  [je  ein  Blatt  der  unter  2) 
besprochenen  Curve]  bei  dem  Verwandlungsmodul  k  eine  Lange, 

welche   der  Länge   einer  Ellipse    mit    den  Halbaxen  r   nnd-r 

gleich  ist.** 

Hiernach  haben  in  der  Fig.  17  die  Curven  A(fBD\  AC'BD'\  AC"BD"\ 

zu   denen  die  Parameterwerthe  6  =  jpilf',  b=:^QM'\  h  =  QM'"  gehören 

und  die  denselben  Verwandlungsmodul  Ar  =  ^  besitzen,  gleiche  Länge  mit 

der  Ellipse  APBR,  welche  das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  ACBD 

für  den  Verwandlungsmodul  k=\  und  den  Parameter  6=ao  ist. 

r  r*jt 

Die  Ellipse  mit  den  Halbaxen  r  und  -  umschliesst  die  Fläche  — ,  also 

Ar  n 

eine  Fläche,  welche  gleich  ist  der  von  dem  anorthoskopischen  Bilde  der 

Kreislinie  begrenzten  Fläche.     Die  zwei  letzten  Sätze  müssen  also  zu  den 

folgenden  erweitert  werden : 
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„Alle  die  unendlich  vielen  Carven,  welche  bei  demselben 
Verwand lungsmodul  k  und  irgend  einem  Parameter  6,  dessen 
Werth  grösser,  wie  r  ist,  aus  der  Kreislinie  im  Anorthoskop  er- 
zengt werden,  haben  die  gleiche  Fläche  und  Länge,  nämlich  die 

Fläche  und  Länge  einer  Ellipse ,  deren  Htilbaxen  r  und  -  sind, 

d.  h*.  der  Ellipse,  in  welche  das  anorthoskopische  Bild  der  Kreis- 
linie bei  dem  Verwandlungsmodul  k  übergehen  würde ,  wenn  der 
Parameter  b  den  Werth  oo  annähme/' 

„Besitzt  der  Parameter  b  den  speciellen  Werth  r,  so  hat  das 
anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  bei  dem  Verwandlungs- 
modul k  gleiche  Fläche  und  Länge  mit  einer  Ellipse,  deren  Halb- 

axen  r  und  —  sind." 
k 


Ist  6<  r,  so  besteht  die  Curve  p==6  coskjf  +  )/r* —  6*  sin  ^k^  aus  einer 
bestimmten,  vom  Verwandlungsmodul  Ar  abhängenden  Anzahl  von  blatt- 
artigcn  Gebilden,  von  denen  ein  jedes  einzeln  das  anorthoskopische  Bild  der 
Kreislinie  darstellt.     Die  Länge  dieses  lets^teren  ist  in  diesem  Falle : 

oder,  wenn  A:^  =  y  gesetzt  wird: 

=  jf  J]j/r*— 6«(1— Ä»)5mV-^9> 
u 

* 

da  Icosq)!/ ^        / ^d(p=0  ist. 

Ist  nun  erstens  Ar  <  1 ,  so  wird : 

«       •  1 

5=y/^l-i\l--Ar«)m«9.rf9>=yy 


=  -r  E   tnod  -j/J"— jt*, 


—  jE'  tnod  -  , 
k  ri 

Die  Länge  des  anorthoskopischen  Bildes  der  Kreislinie  ist  also  gleich  dem 
Umfange  einer  Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  gleich  r-    und    deren   kleine 


'*•»/         b* 
Halbaxe  gleich  ^1/  i  —  -  (i  —  A:«)  ist. 
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In  dem  Falle  Ar  ^  1  setsen  wir  in 

h 

5  =  2j'/r«--6«(l— ^«)  m'Äi/;.  di^ 

sin  ^1^/5=1 — y*  und  erhalten: 

1 


•6»(Ä»-1)  J^- 


Das  «nortboskopiscbe  Bild  der  Kreislinie  hat  hiernach  eine  Länge,  welche 

gleich    ist    der    Länge    einer    Ellipse,     deren    grosse    Halbaze    gleich 

^  r 

1  +-J (*•—!)  und  deren  kleine  Halbaxe  gleich^  "t. 

Wir  können  also  schliesslich  folgenden  Satz  hinstellen: 

„Das  anorthoskopische  Bild  der  Kreislinie  hat  in  dem  Falle,  dass 
der  Parameter  h  kleiner,   als  r  ist,   eine  Lftnge,   welche  gleich 

kommt  dem  Umfange  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  -7    nnd 


t/i-*^o-*o." 
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VL  Surntne  von  Cnbiksahlen.  Im  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeit- 
schrift (XI,  248—251)  wurde  ilber  eine  Abhandlung  des  H.Oenocchi  be- 
richtet, welche  hauptsächlich  mit  der  cubischen  Summe  einer  Reihe  von 
Cubikzahlen  sich  beschäftigt,  beiläufig  jedoch  auch  bei  der  Gleichung 

a*  +  {x  +  ry+...  +  [x  +  {n^\)ry^y* 
yerweilt.  Inzwischen  hat  H.  Eugene  Catalan  (gegenwärtig  Professor 
in  Lüttich)  einen  specielleren  Fall  dieser  letzteren  Gleichnng,  wenn  nämlich 
r  r=  1  und  X  und  y  als  ganze  positive  Zahlen  angenommen  werden ,  zum 
Gegenstaude  eines  besonderen  Aufsatzes  gewählt ,  welcher  wieder  in  den 
Atti  deir  Accademia  Pontificia  de*  nuovi  Lincei  Vol.  XX  (Sitzung  vom 
2.  December  1860)  abgedruckt  ist.  Der  Gang  der  Untersuchung  ist  folgen- 
der. Die  in  unserem  früheren  Referate  angeführten  Summenformeln  be- 
gründen die  Identität 

oder,  indem  die  Summe  der  gegebenen  Reihe  y*  sein  soll  und  unter  An- 
wendung der  Abkürzung  2x  +  n  —  1 5=  « 

Die  Definition  von  z  ergiebt:  z^n  —  l(mod2),  so  dass  eine  der  Zahlen 
tij  z  und  damit  sicherlich  das  Product  nz  durch  2  theilbar  sein  muss;  aus 
demselben  Grunde  ist  eine  der  beiden  Quadratzahlen  n\  z*  gerade,  die  an- 
dere ungerade,  ihre  Summe  daher  von  der  Form  4k+\  und  somit  c'-^-n* — 1 
durch  4  theilbar.  Demnach  ist  y*  (was  übrigens  auch  aus  dem  Sinne  die- 
ser Zahl  als  Summe  ganzer  Zahlen  hervorgeht,  wie  H.  Catalan  einfacher 
hätte  schliessen  dürfen,  wenn  er  nicht  die  obigen  Bemerkungen  über  Theil- 
barkeit  anderweitig  brauchte]  selbst  eine  ganze  Zahl,  deren  Wurzel  wieder 
ganz  oder  irrational  sein  wird,  und  ebenso  auch  die  Wurzel  ihres  16  fachen, 
also  von 

2n2(2«  +  n«  — IX 
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NeDDen  wir  2n2  s=cr,     «•  +  «•  —  1  =  |5>     «  +  n-=tf,     z  — 11=:*,  wo- 
durch o*  =  a  +  /2+lfd*=:/3  —  a+1  sich  ergiebt,  die  Gleichnngl)  aber  in 

2)  \6f  =  <i.ß 

übergeht,  so  zeigt  sich,  dass  die  Aufgabe  darauf  hinausläuft : 

„zwei  ganze  Zahlen  a,  /}zu  finden,  deren  jede  durch  4 
theilbar  ist,  und  deren  Product  a,ß  ebenso  wie  a+ß+i 
und  ß  —  or+l  Quadratzahlen  sein  müssen/^ 
Die  gemachte  Annahme  6*  =  /J  —  «  +  1  führt  zu  /J  =  o  +  J*  —  1  und 
diese  in  Verbindung  mit  2)  zu 

64y«  =  4«^  =  4««  +  4«(««— !)  +  («•- !)•— (««-!)« 
=  (2a  +  4«-l)«-(a*-l)% 
oder: 

3)  (8y)«  +  («•  -  ly  =  (2«  +  «•  - 1)«. 

Da  aber  bekanntlich  die  allgemeine  Formel  für  pythagorische  Zahlen 

(u*  —  v'T  +  {2uvy  =  (tf  +  v'y 
heisst,  so  sind  zwei  Auflösungen  denkbar,  je  nachdem  man  von  den  beiden 
zu  addirenden  Quadratzahlen  die  eine  oder  die  andere  mit  der  ersten  und 
zweiten  Quadratzahl  der  allgemeinen  Formel  identificirt.    Also  entweder: 

4)  2«  + 4«  —  l==  «•  +  !;«,     a«  — l=u«— t;«,     8y=:2M», 
oder: 

6)  2«  +  a*  — l  =  M*  +  p*,     8y  =  ii'  — »•,     *•  — 1  =  2m&. 

Die  erste  Auflösung  giebt  durch  Vereinigung  der  beiden  ersten  Gleichun- 
gen: 

6)  a=:v*,     ß(=za+S^  —  i)  =  ^i 
die  zweite  giebt  in  ähnlicher  Weise : 

7)  2a  =  (fi  — »)*,     2ß=:{u  +  vy, 

wonach  entweder  o  und  ß  oder  das  Doppelte  jeder  dieser  Zahlen  Quadrat- 
zahlen sind. 

Gehen  wir  auf  die  früheren  Werthe  zurück ,  welche  a  und  ß  genannt 
worden  waren,  so  verwandelt  sich  6)  in : 

2n2  =  »•,     z«  +  n«  —  1  =  u\ 

Es  sei  ~  =  - )  wo  p,  g  theilerfremd  sein  sollen.     Daraus  folgt: 

wo  wegen  z  ^  n  —  1  {mod  2)  von  den  Zahlen  p ,  q  die  eine  gerade ,  die  an- 
dere angerade  sein  muss,  und  aus  demselben  Grunde  /  ungerade.  Ferner 
erweist  uns  ty*£=2n2?=2p^y',  dass  2pq  eine  Quadratzahl  sein  muss,  und 
bei  der  Theilerfremdheit  von  p  und  g,  dass  eine  dieser  Zahlen  ein 
ungerades  Quadrat,  die  andere  die  Hälfte  eines  geraden  Qua- 
drates sein  muss. 

Führt  man  überdies  die  Werthe  von  n  und  z  lu^  +  rf  —  1  =  ti*  ein, 
so  entsteht: 
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8)  (p'  +  ,»)/-««=l. 

Bei  beliebiger  Annahme  der  Zahlen  pq^  nnter  Wahmng  der  für  dieselben 
soeben  gefundenen  Bedingung,  kann  man  ans  8)  ganzzahlige  Werthe  Ton 
}f  und  ti  finden.     Alsdann  wird  schliesslich: 

Beispielsweise  sei  p  =  8,g  =  9,  so  gebt  die  8)  über  in  145  y*  —  m«==i, 
welche  die  Wurzeln  y  =  1 ,  ti  =  12  besitzt,  also  x  =  l,n  =  8,y  =  36. 

Oder:   p  =  l,    ^'  =  25.     Diesmal  heisst  die  8)  629 y*  —  ii*äI,  woraus 
y  =  313,  u  =  7850,  also  x  =  3000,  n  =  626,  y  =  6142625. 

Von  der  Auflösung  7)  ausgehend,  findet  H.  Catalan: 
Am  =  (tt  —  p)*,     2  (2«  +  n*  —  1)  =  (m  +  p)«. 
Bei  n  =  pyf  z=qy  wie  im  ersteren  Falle  wird 

4pg/  =  (w  — t;)*,  2[(?«  +  p*)y*-l]  =  (w  +  t;)*. 
Daraus  folgt  einestheils,  dass  p  und  g  theilerfremde  Quadrate  sind;  an- 
derentheils  muss  dass  Doppelte  von  (jf  +  p*)  y*  —  1  eine  ganze  Quadrat- 
zahl, also  durch  4  theilbar  sein ,  demnach  {jf  +  p')  y*  —  1  durch  2  theilbar, 
{f  +  p')  y*  ungerade  und  folglich  y  ungerade,  von  p  und  q  eines  gerade,  das 
andere  ungerade  sein.  Hier  stellt  sich  also  für  p  und  q  die  Bedingung  so, 
dass  eine  dieserZahlen  ein  gerades,  die  andere  ein  ungerades 
Quadrat  sein  muss. 

Setzt  man  {u'\'V)^=iAn^j   so  entsteht  die  der  früheren  Gleichung  8) 
entsprechende: 

10)  (p»  +  s^)y»  — 2w*  =  l, 

aus  welcher  bei  bedingungsmässiger ,  sonst  willkürlicher  Annahme  von 
p  und  q  ganzzahlige  Werthe  von  y  und  m  gefunden  werden  müssten. 
H.  Catalan  erklärt  nun,  trotz  aller  Bemühungen  damit  nicht  zu  SUnde 
gekommen  zu  sein  und  stellt  deshalb  die  Frage  auf,  ob  es  wohl  möglich  sei, 
in  der  Gleichung  10)  einen  Widerspruch  nachzuweisen,  der  ihre  Lösbarkeit 
überhaupt  verhindere?  Sollten  sich  dagegen  die  verlangten  y,  w  finden 
lassen,  so  würde  schliesslich : 

M.  Cantob. 


Vn.  lieber  den  Krftmmnngi-Scliwerpankt  algebraiteher  Corven.  Von 

Dr.  Carl  Neumann,  Prof.  in  Tübingen.  Denkt  man  sich  eine  gegebene  Cnrve 
als  eine  materielle  Linie  von  überall  gleichem  Querschnitt  und  von  einer 
Dichtigkeit,  welche  an  jeder  Stelle  dem  Krümmungs  -  Radius  umgekehrt 
proportional  ist,  so  wird  der  Schwerpunkt  dieser  materiellen  Linie  bekannt- 
lich der  Krümmungs-Schwerpunkt  der*  Curve  genannt.  (Vergl. 
Steiner,  Crelle*s  Journal  Bd.  I,  pag.  56.)  Der  hergebrachten  Gewohnheit 
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entsprechend,  mag  aosserdeni  unter  dem  Schwerpunkt  eines  Pnnkt- 
systemes  derjenige  Punkt  verstanden  werden,  welcher  zu  diesem  Namen 
berechtigt  ist,  sobald  sämmtliche  Punkte  des  gegebenen  Systems  materiell 
und  von  gleicher  Masse  gedacht  werden. 

Ist  u  eine  beliebige  ganze  rationale  Function  der  Coordinaten  or,  y, 
so  besitzt  der  Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve 

u  =  Const 
einige  Eigenschaften,  aufweiche  aufmerksam  zu  machen,  derZweck  dieser 
Note  ist     Es  gelten  nämlich  folgende  Sätze : 

Erster  Satz.  Legt  man  parallel  zu  einer  beliebig  gegebenen  Richtung 
sämmtliche  Tangenten  an  die  Curve  u  =  Consta  so  ist  der 
Schwerpunkt  der  Berührungspunkte  jederzeit  identisch  mit  dem 
Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve. 

ZweiterSatz.     Construirt  man  sämmtliche  Schnittpunkte  der  beiden 

Cnrven  -— =  0  und  ^r- =  0,    so   ist   der   Schwerpunkt   dieser 

ox  cy  '^ 

Schnittpunkte  identisch  mit  dem  Krümmungs- Schwerpunkt  der 
•    Curve  u  =  Const. 

DritterSatz.  Aendert  man  in  der  Gleichung  ti  =3  (7oit^/  die  auf  der 
rechten  Seite  stehende  Consta  so  erhält  man  ein  System  von 
Curven,  welche  sämmtlich  ein  und  denselben  Krümmungs- 
Schwerpunkt  besitzen. 

VierterSatz.  Ist  die  Function  ti,  was  denOrad  ihrer  höchsten  Terme 
anbelangt,  von  der  «*•"  Dimension,  und  ist  ferner  w^r  +  w, 
wo  V  die  Terme  «'•*"  und  (»  —  l)"**'  Dimension,  w  dagegen  alle 
übrigen  Terme  umfassen  soll,  so  kann  w  beliebig  geändert  wer- 
den, ohne  dass  dadurch  derKrümmungs-Schwerpankt  der  Curve 
u  =  Const  in  seiner  Lage  irgend  welche  Aenderung  erleidet. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  zum  The  il  schon  von  Chaslos  und  Liou- 
ville  ausgesprochen.  (Vergl.  Liouville:  Sur  quelques propositions  gSn,  de 
ge'ometrie,  Journal  de  math,  par  Liouville  T,  VI,  pag,  345.)  Schon  C h a s  1  e s 
hüt  gefunden,  dass  die  Berührungspunkte  eines  Systems  paralleler  Tangen- 
ten der  Curve  einen  Schwerpunkt  besitzen,  welcher  unabhängig  ist  von  der 
Kichtung  dieser  Tangenten.  Dass  aber  dieser  Schwerpunkt  zusammenfällt 
mit  dem  Krümmungs-Schwerpunkt  der  Curve,  ist  eine  Thatsache,  die  bis- 
her noch  nicht  bekannt  geworden  zu  sein  scheint 

Ohne  Zweifel  werden  sich  übrigens  die  hier  für  algebraische  Curven 
aufgestellten  Sätze  leicht  übertragen  lassen  auf  algebraische  Flächen. 

Tübingen,  24.  Februar  1867. 
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TUL  BoMricufiB  tter  Ü«  ngelaiHifBK  ftenrieUbeke.  Von 
Prof.  Dr.  WievBK  in  Oarknüie.  1)  In  einer  Ablwadliiii^  aber  Vielecke  tisd 
Vielflmche'3  nannte  icL  Pointot  den  Entdecker  der  rier  regelBlHig;en 
ßtemrielflache,  indem  ich  den  Angmben  Pointot 's  selbst  nnd  Bertrnnd^s 
folgte.  Ich  habe  mich  aber  unterdessen  Gberzengt,  dass  die  Entdeckung 
sweier  jener  Vielflacbe  Kepler  sngescfarieben  werden  mnss. 

Poinsot  in  seiner  Arbeit  über  die  fraglichen  Gebilde*)  eignet  sich  ihre 
Entdeckung  so,  indem  er  sagt,  dass,  so  riel  er  wisse,  bisher  Niemand  daran 
gedacht  habe,  die  neuen  Figuren  su  betrachten ,  mit  denen  er  sich  beschäf- 
tigen wolle,  dass  man  bisher  nur  5  Tollkommen  regelmässige  Körper  ge« 
kannt  habe,  dass  er  die  Vielflache  höherer  Art  nur  in  einer  geringen  An- 
zahl Ton  FlUen  habe  feststellen  können,  wobei  er  Termuthet«  dass  es  nur 
diese  rier  g^ebt  und  indem  er  jedes  einselne  der  vier  Stemvielflache  neu 
nennt.  Auffallen  muss  hiemach  ein  Citat^  Poinsot's  aus  Kepler's  Aar- 
MOHia  wumdi'^  er  ftihrt  nämDch  die  Nummer  28  des  2.  Buches  wörtlich  an, 
worin  Kepler  ron  den  Begelmlssigkeiten  niederer  Ordnung  bei  den  Kör- 
pern spricht,  während  auf  der  rorhergehenden  Seite  in  der  Kummer  26  die 
fraglichen  beiden  regelmässigen  Sternyielflache  behandelt  werden;  ronlets- 
terer  Stelle  aber  seigt  Poinsot  keine  Kenntniss.  —  Bertrand  nennt ^) 
Poinsot  den  Erfinder  der  regelmässigen  Stemvielflache. 

Unterdessen  fand  ich  bei  Gelegenheit  der  Ansicht  einer  neu  erschiene- 
nen Ausgabe  ron  KepIer^s  Werken*),  dass  dieser  in  seiner  harmonia  wnmdi 
zwei  der  fraglichen  Vielfache  in  verschiedenen  Stellungen  abgebildet  und 
als  regelmässige  erkannt  hat.  Ausserdem  erhielt  ich  Kenntniss  von  der 
Nacbweisung  der  Priorität  Kepler's  durch  Baltzer^.  Doch  halte  ich 
es  für  nicht  überflüssig,  das  Ciut  Baltzer's  aus  Kepler  hier  su  yervoll- 
ständigen,  um  Bertrand*s  Einwand  gegen  Kepler's  Rechte  sweifellos  in 
widerlegen.* 

Bertrand  sagt  nämlich^),  Kepler  habe  kein  Recht,  bei  der  Erfin- 
dung der  regelmässigen  Stemvielflache  citirt  zu  werden,  weil  er  sie  nie  als 
regelmässig  vermuthet,  sie  vielmehr  durch  00  gleichschenklige  Dreiecke, 
statt  durch  12  regelmässige  Fünfecke  gebildet  angesehen  habe. 

Diese  Aeusserang  widerspricht  aber  in  jeder  Beziehung  Kepler^s 
Worten,  von  denen  die  wesentlichsten  ans  seiner  harmonia  mundi  (liber  II, 
XXVI)  folgende  sind: 


1)  Leipzig,  B.O.Te üb n er   1864. 

2)  Memoire  $ur  ies  potygane$  et  /et  polykdre»,  Jowm.  de  VicolepolyL  eah.  10  (1810) 
pag.  1(5. 

3)  DsselbftS.  41. 

4)  Comptei  renduM  t.  46,  p.  70. 

5)  /.  Kepleri  opera  omiäa  edidil  Frisch.   Francofttrti  1864.  (Vol.  V.) 

6)  Monatsberichte  der  Akad.  der  Wistfenschafton  zu  Berlin.  1862.  S«  1046. 

7)  Comptei  rendta  U  46,  p.  117. 
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Jddi  possunt  congruenHis  perfecUssimis  regularibu$  duae  ^iam  aliae  con- 
gruenüaey  stellarum  duodecim  planarum  penlagonicarum.  Hier  nennt  er  die 
zwei  Körper  vollkommen  regelm&ssig,  von  zwölf  Sternfttnfecken  gebildet. 

Claudunl  enim  penlagonicae  solidas  figuras  aculeaias  undique ,  quarum  una 
fil  duodecim  angulorum  guinquelinearium ,  aUera  viginti  angülorum  trüinearium : 
..,  In  his  eist  forinsecus  non  apparei  reguläre  planum  ^  sed  ejus  loco  triangulum 
aequicrurum  pentagonicum,  quina  tarnen  hujusmodi  semper  in  unum  idemque  pla- 
num eompeleniia,  occuUum  sub  soliditate  quinquangulum,  veluti  corsuum  circum* 
9tant  faciuntque  cum  eo  diclam  sieUam  peniagonicam ,  seu  germanica  idiomate  pe- 
dem  Truttae,  Theophraslo  Paracelso  Signum  sanitatis,  Kepler  setzt  also  ans* 
drttcklich  die  theilweise  im  Innern  des  Körpers  befindlichen  regelmässigen 
Stemfttnfecke,  als  die  Seitenflächen  des  Körpers,  den  äasserlich  allein  siebt* 
baren  gleichschenkligen  Dreiecken ,  welche  nur  Theile  jener  Flächen  bil* 
den,  entgegen. 

£r  erläntert  dies  noch  weiter;  doch  scheint  mir  das  bisher  Aasgezogene 
vollkommen  genügend,  um  Bert  ran  d*8  Aenssernng  zu  widerlegen. 

2)  Sodann  will  ich  die  in  meiner  eben  angeführten  Abhandlung  (S.27) 
nur  kurz  erwähnte  Reciprocität  etwas  weiter  ausführen. 

Wenn  man  um  ein  regelmässiges  Vielflach  concentrisch  und  zwar,  wie 
wir  der  Einfachheit  halber  annehmen  wollen,  durch  die  Ecken,  eine  Kugel 
legt,  so  ist  einem  Rcke  die  Ebene  polar  und  reciprok,  welche  in  jenem 
Punkte  die  Kugel  berührt;  einer  Kante  des  Vielflachs,  welche  zwei  Ecken 
verbindet,  der  Durchschnitt  der  beiden  diesen  Ecken  reciproken  Ebenen, 
und  einer  Fläche  des  Vielflachs,  welche  drei  oder  mehr  Ecken  enthält,  der 
gemeinsame  Punkt  aller  Ebenen,  welche  diesen  Ecken  reciprok  sind.  Alle 
diese  Ebenen  müssen  wirklich  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  weil 
alle  jene  Ecken  auf  der  Kugel  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Dem 
ursprünglichen  Vielflache  ist  dasjenige  Vielflach  reciprok,  dessen  Flächen, 
Kanten  und  Ecken  den  Ecken,  Kanten  und  Flächen  des  ersteren  reciprok 
sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Flächen  des  einen  der  Anzahl  der 
Ecken  des  anderen  gleich  und  dass  die  Anzahl  der  Kanten  in  beiden  die* 
selbe  sein  muss. 

Weiter  ergiebt  sich,  dass  die  reciprokeForm  eines  regelmässigen  Viel- 
flachs V  wieder  ein  regelmässiges  Vielflach  v'  ist  Weil  alle  von  einem  Ecke 
des  V  ausgehenden  Kanten  gleich  lang  sind ,  liegen  ihre  zweiten  Ecken  in 
einem  Kreise,  zu  welchem  das  Ausgangseck  der  Pol  ist  und  die  reciproken 
Ebenen  dieser  Ecken  schneiden  die  dem  Ausgangsecke  reciproke  Ebene 
unter  gleichen  Flächenwinkeln  und  in  Kanten ,  welche  einem  um  das  Aus- 
gangseck beschriebenen  Kreise  umschrieben  sind.  Wegen  der  Gleichheit 
der  Kantenwinkel  in  o  bilden  letztere  Kanten  gleiche  Winkel,  fügen  sich 
daher  zu  einem  regelmässigen  Vielecke  zusammen.  Es  sind  demnach  den 
gleichen  Kanten,  Kantenwinkeln  und  Flächenwinkeln  in  v  die  gleichen 
Flächenwiukel,  Kantenwinkel  und  Kanten  in  v  reciprok.     Sodann  ergiebt 
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sich,  dass  eine  Fläche  von  v  ein  Vieleck  derselben  Art^  wie  das  Eck  in  o 
ist,  zu  dem  sie  reciprok  gebildet  wurde,  und  dass  umgekehrt  die  Art  einer 
Fläche  von  o  und  des  reciproken  £cks  von  v  dieselbe  sein  muss. 

Es  ist  noch  schliesslich  zu  zeigen,  warum  die  Art  von  o  mit  der  von  v 
übereinstimmt,  d.h.  warum  beide  Vielflache  die  Kugel  gleich  oft  bedecken. 
Verbindet  man  auf  jeder  von  einem  Ecke  des  r  ausgehenden  Fläche  den 
Mittelpunkt  mit  den  Mitten  der  beiden  in  dieser  Fläche  liegenden  and  von 
dem  fraglichen  Ecke  ausgehenden  Kanten,  so  ist  auf  jeder  Fläche  ein  Del- 
toid  abgeschnitten,  deren  so  viele  in  dem  Ecke  von  r  zusammentreffen,  als 
das  Eck  Flächen  besitzt.  Dieses  begrenzte  Gebilde  hat  aber  dieselbe  Cen- 
tralprojection  auf  die  Kugel,  als  die  dem  Ecke  des  e  reciproke  Fläche  des 
fD  in  ihrer  Begrenzung.  Denn  es  leuchtet  ein ,  dass  der  Mittelpunkt  einer 
Fläche  des  v  und  das  reciproke  Eck  des  o',  sowie  der  Mittelpunkt  einer 
Kante  des  r  und  der  reciproken  Kante  des  v  auf  demselben  Strahle  aus  dem 
Kugelmittelpunkte  liegen,  dass  also  dieser  projicirende  Strahl,  indem  er 
die  Grenzen  jener  das  Eck  von  v  bildenden  Deltoide  beschreibt,  sagleich 
die  Grenzen  der  jenem  Ecke  reciproken  Fläche  von  r' beschreibt,  dass  dem- 
nach die  Centralprojectionen  beider  Grenzen  und  dann  auch  der  ganzen 
Gebilde  sich  decken.  Jenes  begrenzte  Eckgebilde  ist  aber  der  sovielte 
Theil  der  Oberfläche  von  o,  der  wievielte  eine  Fläche  des  ^'  von  der  Ober- 
fläche von  v'  ist,  nämlich  der  sovielte,  als  die  Anzahl  der  Ecken  von  v  und 
der  Flächen  von  e  angiebt.  Demnach  decken  auch  r  und  e  gleich  vielmal 
die  Kugel. 


IX.  Elementarer  Beweit  des  Satiet,  dass  das  ¥ininmni  der  Ab- 
lenkung beim  Prisma  eintritt,  wenn  Eintritts-  und  Austrittswinkd  des 
Lichtstrahles  gleich  gross  sind.  (Hiersu  Tafel  li,  Fig.  18  bis  23.)  Herr  Gjm- 
nasialprofessor  Dr.  Bauer  ans  Pisek  in  Böhmen  machte  mich  vor  einiger 
Zeit  aufmerksam,  dass  der  Beweis,  den  Wüllner  im  ersten  Theile  seiner 
Physik  pag.682  und  683  über  obigen  Satz  giebt,  nicht  stichhaltig  sei,  indem 
er  mir  zeigte,  dass  man  mit  Anwendung  von  Wüllner's  Verfahren  auch 
nachweisen  könne ,  dass  bei  Gleichheit  von  Ein  -  und  Anstrittswinkel  ein 
Maximum  der  Ablenkung  eintrete.  A.  a.  Orten  in  Wüllner*s  Physik 
steht  (siehe  Fig.  4): 

d  =  t-|-t'  —  a 
wird  f  =  r,  so  wird  d  =  2 1  —  c  =  2  f'  —  a. 

Ist  f  von  %'  verschieden,  z.  B.  i  =  i'+/3,  so  wird  d  =  2i'+/5"*«i  ^der 
ist  i'=t-|-  /?,  so  wird  d=:2t+/^  —  ^\  die  beiden  letzten  Ausdrücke  aber, 
sagt  Wüllner,  nämlich  2i'+/J  —  a  und  2i  +  /5  —  a  sind,  wenn  /I  von  0 
verschieden  ist,  grösser,  als  2  t  —  o.  Man  sieht,  es  ist  hier  stillschweigend 
in  „den  beiden  letzten  Ausdrücken^'  t  ^T  gesetzt  worden,  während  doch 
beide  von  einander  verschieden  sind. 
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Herr  Dr.  Bauer  machte  mich  in  seinem  Briefe  auf  Folgendes  auf- 
merksam: Setzt  man  einmal 

i'=S — /J,  so  wird  i=2i —  ß  —  a, 

das  andereMal  1=1' — /J,  so  wird  ä=2i'  —  /J— a, 
und  hieraus  geht  hervor,  dass  für  i=si'  die  Totalablenkung  8  Maximum  wird. 

Der  Beweis  ist  offenbar  gar  nicht  stichhaltig,  weil  eigentlich  die 
Minimumeigenschaft  von  d=i+i'  —  af&rt=t'  nur  aus  der  besonderen 
Abhängigkeit  von  i'  von  t  abgeleitet  werden  muss;  da  diese  Abhängigkeit 
bei  Wüllner*s  Beweis  gar  nicht  in  Betracht  kommt,  so  würde  offenbar 
ganz  allgemein  der  Satz  bestehen  müssen : 

*  +  /(*) 
wird  Minimum,  wenn  x=f{x)  wird,  wobei  f  eine  beliebige  Function 
von  X  bedeutet;  ein  solcher  Satz  ist  aber  allgemein  ganz  undenkbar.  Als 
ich  mich  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  nach  einem  elementaren  Beweise 
von  dem  hier  besprochenen  Satz  umsah,  fand  ich  nur  in  der  7.  Auflage 
von  Eisenlohr*8  Physik  einen  solchen  angedeutet,  den  ich  hier  auch  am 
Ende  meines  Aufsatzes  besprochen  habe.  Als  ich  selbst  einen  elementaren 
Beweis  aufzufinden  suchte,  fand  ich  eine  Construction  der  Totalablenkung 
beim  Prisma,  aus  der  mit  Leichtigkeit  ein  Beweis  für  das  Minimum  der 
Ablenkung  folgt.  Ich  theile  in  Folgendem  meinen  Beweis  mit,  lasse  aber 
einige  geometrische  Betrachtungen  vorhergehen,  auf  die  sich  mein  Beweis 
stützt.  Man  wird  übrigens  beim  Durchlesen  des  Folgenden  bald  bemerken, 
dass  man  durchaus  nicht  unbedingt  aller  dort  angewendeten  fünf  Figuren 
bedarf,  sondern  dass  man  die  Figuren  wird  ohne  Schaden  für  die  Demon- 
stration bis  auf  zwei  reduciren  können,  auf  die  Fig.  21  und  die  etwas  zu 
modificirende  Fig.  22. 

Man  lege  eine  Gerade  M'N'  (Fig.  18}  durch  den  Mittelpunkt  C  eines 
Kreises,  0  ist  ein  ausserhalb  des  Kreises  gelegener  Punkt  der  Geraden  ilf'iV'. 
Verbindet  man  den  Punkt  jp,  der  weiter  von  3f'  N'  liegt,  als  der  Punkt  /*, 
mit  0,  so  ist  Oö  >  ö/>,  weil  PC=OC==r  gesetzt, 

OP*  =  f^+  0C^—2r  OC cos  PCO 
00«  =  r«+  0(P-'2rOCcosQCO, 
nun  ist  cos  PCO>  cos  Q  CO, 

folglich  OP<:OQ. 

Zieht  man  demnach  von  0  aus  eine  Gerade  nach  einem  zwischen  M'N' 
und  dem  Tangentialpunkte  T  gelegenen  Punkte  des  Kreises  und  liegt  der 
Punkt  auf  der  0  zugewendeten  Seite,  so  wird  die  Linie  OQj  die  mit  M'  N' 
einen  grösseren  Winkel  einschliesst,  als  OP,  auch  allemal  die  grössere 
Länge  besitzen,  weil  erstere  einen  von  M' N'  entfernteren  Punkt  Q  des 
Kreises  trifft,  als  OP,  welche  einen  näher  an  M'  N'  liegenden  Punkt  Pdes 
Kreises  mit  0  verbindet. 

Lässt  man  in  Fig.  19,  deren  Anfang  ebenfalls  in  einer  Geraden  M'  N' 
besteht,  einen  Winkel  GOF,  dessen  Scheitel  auf  M' N'  liegt,  sich  so  um 
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eine  in  0  auf  der  Ebene  der  Zeichnung  senkrechte  Axe  drehen ,  dass  er, 
sich  von  M' N'  entfernend,  in  die  Lage  JOB  übergeht,  so  ist: 

ON>OL 
OM>OK 
LNOM  =  LLOX, 
folglich  Sehne  nnd  Bogen  MN>  KL^  daher  gilt  fttr  die  Centriwinkel: 

L  MCN  >  L  KCL. 
Welches  ist  nun  bei  einem  solchen  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ver- 
schiedene Lagen  einnehmenden,  dabei  aber  mit  seinem  Scheitel  in  O 
bleibenden  Winkel  diejenige  Lage,  bei  welcher  der  entsprechende  Centri- 
winkel in  C  Minimum  wird?  Es  ist  die  Lage,  wobei  MN iden  rotirenden 
Winkel  halbirt. 

Wird  der  Winkel  JOB  (/C  =  CJ5r)(Fig.20)  bis  in  die  Lage  GOF  ver- 
schoben, so  rückt  der  Centriwinkel  NCM  nach  nnten  and  verändert  sich 
in  den  Winkel  LCK, 

LCJf=NCM—NCL  +  MCK   MCK  >NCL, 
folglich: 

LCK>NCM. 

Die  Anwendung  dieser  bis  jetzt  gegebenen  Sätze  zu  dem  Beweis,  dass 
beim  Prisma  das  Minimum  der  Ablenkung  eintritt,  wenn  Eintritts-  und 
Austrittswinkel  der  Lichtstrahlen  gleich  sind,  geschieht  nun  mit  Hilfe  einer 
einfachen  Construction,  welche  an  Pig.  22  gezeigt  werden  wird ,  nachdem 
durch  Fig.  21  die  gewöhnliche  Figur  noch  einmal  in  Erinnerung  gebracht 
worden  ist,  durch  welche  der  Weg  eines  Strahles  im  Prisma  -  Durchschnitt 
gezeigt  zu  werden  pflegt. 

In  Fig.  21  werden  die  Einfallslothe  durch  punktirte  Linien  dargestellt, 
die  Linien  aus  Punkten  und  Strichen  zusammengesetzt,  sind  die  Verlänge- 
rungen des  eintretenden  und  aus  dem  Prisma  austretenden  Lichtstrahles, 
sie  schliessen  mit  einander  den  Winkel  6  ein  (die  Totalablenkung  des  durch 
das  Prisma  gebrochenen  Lichtstrahles).  Wie  bekannt,  gelten,  wenn  n  der 
Brechungsindex  beim  Eintritt  aus  Luft  in  Glas  ist,  folgende  Beziehungen: 

sini  =  nsinr 

sin  i'^nsinr 

ö^i+i'^a. 
Für  welche  Werthe  von  i  und  t'  die  ToUlablenkung  i  Minimum  wird, 
erkennt  man  leicht,  wenn  man  i,  i'und  f  aus  r  und  r  so  construirt,  wie  an 
Fig.  22  gezeigt  wird:  Man  gebe  der  Linie  OC  die  Länge  OC=sn,  trage 
an  0(7  die  Winkel  r  und/  zu  beiden  Seiten  an;  die  auf  den  äussereu 
Schenkeln  von  r  und  /  gezogenen  Perpendikel  CF  und  CG  sind  dann: 

CF=n  sinr 

CG=nsmr\ 
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Wenn  miiD  nun  von  C  aas  einen  Kreis  mit  dem  Radius  =  1  zieht,  welcher 
die  Linien  OF  und  OGmH  und  K  schneidet,  so  ist: 

LFHC  =  i 
LGKC=i'', 
denn  es  ist: 

sinFffC=n  smr 
sin  GKC^=^n  sinr. 
Wenn   man   dann  die   übrigen  Winkel  in   der  Figur  bestimmt,   so 
findet  man: 

LffCO:=:i—r 

demnach :  LHCK=ii  +  t—{r  +  r  )  =i  + 1"  —  «=«. 

Bewegt  man  nun  den  Winkel  FOG  =  a=:r  +  r  in  der  Ebene  der 
Zeichnung  nach  oben  oder  unten,  während  sein  Scheitel  in  0  festbleibt, 
•o  verändern  sich  r  und  r,  sowie  A,  der  LHCK=8  nimmt  aber  den 
früheren  geometrischen  Erörterungen  gemäss  den  kleinsten  Werth  an, 
wenn  die  Gerade  OC  den  L  FOG  =  a  halbirt,  also  wenn  r  ==  r=:  ^a  ist. 

In  der  7.  Auflage  des  geschätzten  Lehrbuches  der  Physik  von 
Eisenlohr  wird  die  Totalablenkung  beim  Prisma  mit  Hilfe  eines  dort 
nicht  bewiesenen  Satzes  demonstrirt,  welchen  letzteren  wir  leicht  aus 
Fig.  23  ableiten  können,  in  der  wiedemm  OC=sn  und  der  Radius  des  von 
C  aus  gezogenen  Kreises  =  1  ist  Nimmt  der  Winkel  r  in  Fig.  23  um  Ar 
zu,  so  geht  t  über  in  t  +  A<>  die  Zunahme  KCH  des  Winkels  HCO  möge 
durch  ^z  bezeichnet  sein.     Addirt  man  zur  Gleichung: 

BCF=  KCG  +  Ar  +  A  « 
auf  beiden  Seiten  t  +  At>  so  erhält  man: 

(J7C#'+0  + Ai  =  (Ar^C  +  i  +  A0  +  Ar  +  A5, 
oder: 

Ä  +  At=Ä+Ar+Ar, 
oder: 

At==Ar  +  A«. 
Da  nun,  wenn  ein  von  Haus  aus  grösseres  r  um  Ar  zunimmt,  das  ent- 
sprechende A2;  grösser  sein  muss,   als  bei  kleinerem  r,  so  wird  At  bei 
wachsendem  r  und  t  immer  grösser  werden  müssen. 

Darauf  gründet  nun  Eisenlohr  seinen  Beweis,  wie  folgt: 

Fürs  Minimum  der  Ablenkung  ist,  wie  schon  aus  den  Versuchen  ge- 
schlossen werden  muss,  r  =  /  =  4a,  der  entsprechende  Werth  vom  Ein- 
und  Austrittswinkel  sei  tc=r  =  a,  nimmt  r=i\u  um  Ar  zu,  so  wird 
r  =  ^a  —  Ar,  I  möge  übergehen  in  1  -|-  A«  und  i'  in  i' — A«'.  Es  gelten 
jedenfalls  folgende  Gleichungen,  die  den  Werth  des  Brechungsindex  n  auf 
dreierlei  verschiedene  Weise  ausdrücken : 

sin  (a  -f-  A  0         sin  a   ^    sin  (a  —  A« ') 
«in (4 «  HTA r) ~^  sin  4 «  ~  sin  (Ja — Ar)' 
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Dft  Af  dem  Winkel  \tt  +  A,r  zngebdrt,  und  Af'  dem  kleineren  Win- 
kel 4«^ —  Ar,  10  ma69  Ai  >  A»'  «ein.  Wenn  aber  r=  Ja  inr=4o+Ar 
fibergellt,  wird  an«:  ö=2a^a  der  Winkel  i =2 a+ (A  i  —  A«')  —  o» 
d.  i.  ein  grösserer  Winkel,  weil: 

Ai  —  At '  positiv  ist 
nnd  damit  ist  bewiesen,  dass  i  Minimum  wird,  wenn  r=ir'=\a  wird. 

Dr.  Kahl. 


X.  Entgegnung  anf  die  Antwort  des  Herrn  Claniini  auf  S.  455 
des  XL  Bandes  dieser  Zeitschrift.     In  meinem  letaton  Aufsatze:    „Ueber 

das  Integral /-^''  (s.  diese  Zeitschrift  Bd.  XI,  S.  15?)  habe  ich  zunächst 

nachgewiesen,  dass,  entgegengesetzt  der  Behauptung  des  Herrn  Claus  ins 
(in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Bestimmung  der  Energie  und  Entropie 
eines  Körpers^S  d.  Zeitschr.  Bd.  X[,  S.  31)  in  der  That  der  von  mir  ent- 
wickelte Werth  jenes  Integrals  (s.  d.  Zeitschr.  Bd.  X,  S.  100)  für  irgend 
welche  ZnstandsXnderungen  eines  Körpers  einen  allgemeineren  Sats  ent- 
halte, als  der,  bis  zur  VeröfTentlichung  der  zuletzt  citirten  Abhandlung  be* 
kannt  gewordene  Satz  der  Aequivalenz  der  Verwandinngen  für  Kreispro- 
cesse  des  Herrn  Clausius.  Ich  habe  dann  weiter  nachgewiesen,  dass  in 
dem  Falle  des  Ueberströmens  von  Gasen  oder  Dämpfen  aus  einem  Räume 
in  einen  anderen,  wo  ein  geringerer  Druck  herrscht,  speciell  in  dem  Falle 
dos  Einströmens  des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  einer  Dampf- 
maschine, mein  Werth  für  jenes  Integral,  ausgedehnt  auf  den  Kreisprocess, 
welcher  durch  Ergänzung  jenes  Vorgangs  erhalten  wird.  Null  ist;  dass 
dieser  Vorgang  somit  in  meinem  Sinne  „umkehrbar**  sei,  während  Herr 
Clausius  in  seiner  Theorie  der  Dampfmaschinen  einen  endlichen  Werth 
dafür  findet,  indem  er  den  behandelten  Vorgang  als  „nicht  umkehrbar'*  be- 
trachtet. Ich  habe  dann  ferner  gezeigt^^ass  Herr  Clausius  deshalb  einen 
Werth  für  das  in  Rede  stehende  Integral  findet,  weil  er  bei  seiner  Ent- 
wickelung  die  Wärme  unberücksichtigt  lässt,  welche  aus  der  lebendigen 
Potenz  entsteht,  die  dem  einströmenden  Dampfe  von  dem  sich  ausdehnen- 
den, im  Kessel  zurückbleibenden  ertheilt  wird.     Und  da  der  Clausius- 

-=r  gerade  dieser  Wärme  der  Grösse  nach  entspricht, 

dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  ist,  so  geben  beide  zusammen 
Null;  es  ist  also  auch  im  Claus ius*schen  Sinn  der  Process  ein  „umkehr- 
barer**. Gegen  die  letzteren  Ausführungen  wendet  sich  nun  Herr  Clau- 
sius in  seiner  neuesten  Kundgebung  („Ueber  umkehrbare  und  nicht  um- 
kehrbare Vorgänge**  etc.,  d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  455),  indem  er  zunächst 
nochmals  eine  Erklärung  von  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  giebt,  wieder- 
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holt  Beispiele  von  solchen  anführt,  und  endlich  anf  den  Fall  des  Üeber- 
strömens  eines  Gases  ans  einem  Ranme  in  einen  anderen,  wo  ein  geringerer 
Drnck  herrscht,  speciell  in  einen  luftleeren,  nfiher  eingeht  Ich  habe  die- 
sen Fall  in  meiner  ersten  Abhandlung  über  mechanische  Wärmetheorie 
(„Theorie  desAusströmens  yollkommenerOase*^  etc.,  s.d.Zeitschr.Bd.Vni, 
S.  81)  ausführlich  behandelt  und  zwar  lediglich  durch  Anwendung  von  For- 
meln für  umkehrbare  Processe,  und  ich  bin  dabei  auf  Resultate  gekommen, 
die  durch  ältere  Versuche  bestUti<^t  sind  und  meines  Wissens  bisher  noch 
nicht,  auch  Ton  Herrn  Clausins  nicht,  angefochten  wurden.  Es  besteht 
auch  durchaus  gar  kein  principieller  Unterschied  zwischen  dem  Fall ,  wo 
ein  sich  ausdehnendes  Gas  stets  einen  seiner  Spannkraft  gleichen  Wider- 
stand zu  überwinden  hat,  und  zwischen  dem,  wo  dieser  Widerstand  kleiner 
oder  gar  Null  ist.  Stets  leistet  das  Gas  die  aus  seiner  Abspannung  fol- 
gende Arbeit  und  verliert  deshalb  (ein  vollkommenes  Gas  vorausgesetzt) 
zunächst  eine,  dieser  Arbeit  äquivalente  Wärmemenge. 

In  dem  ersten  Falle  wird  diese  Arbeit  gänzlich  zur  Ueberwindung 
eines  äusseren  Widerstandes,  etwa  zur  Zusammendrückung  einer  Feder 
▼erbraucht,  in  den  letzteren  Fällen  wird  sie  theilweise  oder  ganz  zur  Ueber- 
windung der  Trägheit  der  Gastheilchen,  also  zur  Erzeugung  von  lebendiger 
Potenz  in  denselben  verwendet.  Diese  lebendige  Potenz  setzt  sich  freilich 
tum  Theil  schon  während  des  Vorgangs  und  danyi  schliesslich  ganz  in 
Wärme  um ,  aber  dies  kann ,  wie  ich  in  meiner  oben  citirten  Abhandlung 
gezeigt  habe,  als  ein  gesonderter  Akt  betrachtet  werden,  der  ungefähr 
gleichbedeutend  ist  mit  dem ,  wo  dem  Hahn  im  ersteren  Falle  von  aussen 
Wärme  zugeführt  wird.  Es  ist  doch  gewiss  denkbar,  dass  jene  lebendige 
Potenz,  anstatt  sofort  iu  Wärme  umgewandelt  zu  werden,  in  Form  von  Ar- 
beit (etwa  gleichfalls  zur  Zusammendrückung  einer  Feder  verwendet)  auf- 
gesammelt werde,  und  dann  verschwindet  jeder  principielle  Unterschied 
zwischen  beiden  Fällen.  Diese  ist  die  einzig  richtige,  dem  heutigen  Stand- 
punkte der  Mechanik  entsprechende  Betrachtungsweise  des  Vorgangs;  jede 
andere  läuft  Gefahr,  die  nun  hoffentlich  ganz  abgethane  „Theorie  derStoss- 
kräfte**  wieder  zu  Hülfe  nehmen  zu  müssen. 

Indem  dann  Herr  Gl  aus  ins  speciell  auf  den  Fall  des  Ueberströmens 
des  Dampfes  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  einer  Dampfmaschine  über- 
geht, behauptet  er,  dass  die  aus  den  Strömungsbewegungen  des  über- 
geströmten Dampfes  entstandene  Wärme  inneren  Ursprungs  und  deshalb 

/•  j /% 
bei  der  Bildung  des  Integrals  j  —-  nicht  mitzurechnen  sei,  und   er   sucht 

dies  durch  Anwendung  des  einfachen  Falls,  wo  sich  ein  Gas  aus  einem 
Raum  A  in  einen  anderen  luftleeren  B  stürzt,  auf  jenen  näher  zu  erläutern. 
Aber  er  vergisst  dabei,  dass  er  dort,  bei  der  Dampfmaschine,  immer  nur 
die  übergeströmte  Dampfmasse  in  Rechnung  bringt,  in  dem  angezoge- 
nen Beispiel  aber  die  ganze,  vorher  iui  Räume  A  und  dann  im  Räume 
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A+B  enthaltene  Lnftmasse,  welche  zugleich  gearbeitet  und  diese  Arbeit 
in  Gestalt  von  WArme  wieder  aufgenommen  hat.  In  diesem  letzteren  Falle 
ist  allerdings  der  Ursprung  der  in  Rede  stehenden  Wärme  ein  innerer,  aber 
in  jenem  kann  es  ja  gar  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  über- 
geströmte Dampfmasse  von  der  sich  ausdehnenden  im  Kessel  Arbeit  auf- 
nimmt in  Gestalt  von  lebendiger  Potenz ,  die  sich  dann  in  Wärme  umsetzt 
und  dass  somit  diese  Wärme  der  übergeströmten  Dampfmasse  von  aussen 
zukommt.  Ebenso  ist  es  doch  ganz  zweifellos,  dass  die  im  Verfolg  des 
Kreisprocesses  in  den  Kessel  zurückgepresste  Wassermasse  nicht  blos  Ar- 
beit aufnimmt,  sondern  auch  den  Widerstand  des  sich  diesem  Hineinpressen 
in  den  Kessel  widersetzenden  Kesseldampfes  überwindet,  also  Arbeit  nach 
aussen  abgiebt,  wie  es  auch  ebenso  klar  ist,  dass  diese  Wassermasse  die 
Wärme ,  welche  sie  im  Kessel  bei  ihrer  Verwandlung  in  Dampf  aufnimmti 
von  aussen,  hier  sogar  vom  Feuerheerde  her,  zugeführt  erhält. 

Schliesslich'  will  ich  noch  hervorheben,  dassHerr  Clausius  die  Rich- 
tigkeit des  allgemeinen  Werthes  fttr  das  Integral  /-^>  den  ich  (Formel  25, 

8.  117  meiner  Abhandlung:  „Entwickelung  eines  Satzes**  etc.  d.  Zeitschr. 
Bd.  X)  mittheilte,  nicht  nur  nicht  bestritten ,  sondern  denselben  in  seiner 
späteren  Abhandlung  („Ueber  die  Bestimmung  der  Energie  und  Entropie 
eines  Körpers*^,  s.  d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  45}  sogar  selbst  zum  Theil  wieder 
abgeleitet  hat.  Bei  Anwendung  dieser  Formel  hat  man  auf  die  Vorgänge 
während  eines  Processes,  seien  dies  innere  oder  äussere,  gar  keine  Rück- 
sicht zu  nehmen,  sondern  lediglich  auf  den  Anfangs-  und  Endzustand  des 
betrachteten  Körpers.  Nun,  diese  Formel  giebt,  wie  ich  am  Schlüsse  mei- 
ner Abhandlung  über  das  Integral  /  —  (d.  Zeitschr.  Bd.  XI,  S.  Iftl)  ge- 
zeigt habe,  für  den  in  Rede  stehenden  Process  den  Werth  Null  und  muss 
ihn  geben ,  da  sie  eben  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  an- 
nimmt, wenn  die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  im  Verlauf  des  Pro- 
cesses ihre  Form  ändern. 

Ich  halte  damit  diese  im  Grunde  sehr  einfache  Sache  für  abgethan, 
und  zwar  um  so  lieber ,  als  ich  nach  einigen  Stellen  in  der  letzten  Antwort 
des  Herrn  Clausius  befürchten  muss,  dass  von  seiner  Seite  die Discnssion 
nicht  in  der  Weise  fortgeführt  werden  dürfte,  wie  es  einem  Wissenschaft- 
liehen  Streite  angemessen  ist. 

München,  den  12.  November  1860. 

J.  Bauschinger, 
Professor  am  K.  Realgymnasium  in  München. 
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XL  Heber  die  Cnrve,  welehe  ant  einem  Binge  mit  kreisfBrmigem 
ftnertehnitte  dnreh  eine  Doppeltangentialebene  anflgeioluiitten  wird.  Ein 
bereits  seit  längerer  Zeit  bekannter  Satz  besagt,  dass  die  Oberfläcbe, 
welche  durch  Umdrehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende, 
nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Axe  entsteht,  durch  eine  Doppel- 
tangentialebene in  zwei  Kreisen  geschnitten  wird.  Der  folgende  einfache 
Beweis  dieses  bemerkenswerthen  Satzes,  sowie  eine  Verallgemeinerung 
desselben  dürften  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein« 

Aus  der  Entstebungsweise  der  Ringfläche  geht  hervor,  dass  der  imagi- 
näre unendlich  ferne  Kreis ,  in  welchem  sich  alle  Kugeln  schneiden ,  eine 
Doppellinie  derselben  ist.  Wird  daher  die  Fläche  durch  irgend  eine  Ebene 
geschnitten ,  so  hat  die  Schnittcurve  die  beiden  in  dieser  Ebene  liegenden 
imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten.  Ferner  ist 
bekannt,  dass  die  Curve,  welche  aus  einer  Oberfläche  durch  eine  Doppel- 
tangentialebene ausgeschnitten  wird,  die  beiden  Berührungspunkte  zu  Dop- 
pelpunkten hat.  Daher  besitzt  die  Durchschnittslinie  der  Kreisringfläche 
mit  einer  doppelt  berührenden  Ebene,  also  eine  Curve  vierten  Grades,  vier 
Doppelpunkte  und  unter  diesen  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte. Eine  wirkliche  Curve  vierten  Grades  kann  aber  aus  bekannten 
Gründen  höchstens  drei  Doppelpunkte  besitzen ;  es  muss  daher  jene  Curve 
in  zwei  andere  von  niedrigerem  Grade  zerfallen  und  zwar  in  zwei  Curven 
zweiten  Grades,  welche  durch  jene  vier  mehrerwähnten  Punkte  gehen. 
Diese  müssen  Kreise  sein,  da  durch  die  imaginären  unendlich  femenKreis- 
punkte  keine  anderen  Curven  zweiten  Grades  gehen. 

Der  hier  erwiesene  Satz  ist  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren, 
welcher  auf  ganz  dieselbe  Art  bewiesen  wird,  und  lautet: 

„Die  Curve,  welche  aus  einer  durch  Umdrehung 
einesKegelschnittesum  eineinseinerEbeneliegende 
Axe  erzeugten  Fläche   durch  eine  Doppeltangential- 
ebene ausgeschnitten   wird,    zerfällt  in  zwei  Kegel- 
schnitte." 
Man  erkennt  hieraus ,  dass  ausser  den  Meridiancurven  auf  der  so  er- 
zeugten Oberfläche  noch  unendlich  viele  Kegelschnitte  liegen,  durch  deren 
Umdrehung  um  jene  Axe  man  die  Fläche  ebenfalls  entstehen  lassen  kann. 
Durch  Umdrehung   einer  Curve   m^®°  Grades   mit   i  Doppelpunkten   und 
k  Spitzen  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  wird  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  2m^^'^  Grades  erzeugt.     Die  aus  derselben  durch  irgend  eine  nicht 
berührende  Ebene  ausgeschnittene  Curve  hat  m{m  —  l)  +2d  Doppelpunkte 
und  2 Ar  Spitzen.     Ist  die  Ebene  eine  Tangentialebene,  so  wird  die  Anzahl 
der  Doppelpunkte  um  1,  ist  sie  eine  Doppeltangentialebene,  um  2  vermehrt. 
Der  Grad  der  Umdrehungsfläche  vermindert  sich  auf  m,  wenn  die  Dreh- 
axe  eine  Sjmmetrieaxe  der  Meridiancurve  ist. 

Chemnitz.  F.  E.  Eckardt. 
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BnAMtar  te  XI.  JakrgiDf : 
Pa^.    05,  Zeile  17  ▼.  o.  statt:  a^b^  —  «i  Af  Ve«e  man:  ir,  A|  —  a^h^, 

W,  It.  o.       -     Z-,«-^  -  A,»-sf,  -      -       t\^j§t^ft^^f 

IIW,     .        7  T.  u,  i 

-  1«,      -       8  T.  n.  l  ^^y^  _  ^ 
.     103,     .        Ö  T.  n.  l 
.     103,     -      10  T.  u.  I 

9  d 

-  356,     -      10  T.  o.  statt:  ?  lese  man:    -. 

•  9 

-  356,     -        3  T.  n.       -      -t  +  tH 1 lese  man :  r- +- H- —-+ —-. 

k       l       n       9  **■     A«     f*«     fr« 

-  360,     -      10  T.  o.       -      ^  lese  man:  §(Parac^apb). 

DraekfsUtr  tai  1.  HsfU  des  XIL  Jalngaags: 
Pag.    80,  Zeile  13  ▼•  o.  statt:  Gerade  lese  man:  Geraden. 

-  90,      -     19t.  o.      .      II*'  I  leseman:  IJ" 

nnd  in  der  dritten  Zeile  der  dritten  Determinante  kommen  statt  den  Indlees  t  die 
Indices  /. 
Pag.    90,  Zeile  20  t.  u.  statt :  dem  lese  man :  den. 

Berechnungen  lese  man :  Bezeichnnngen. 
derjenigen  les^  man:  denjenigen. 
cos«|  lese  man:  eo$  a^, 
das  lese  man:  des. 

Anwendungen  lese  man :  Anwendung. 
07,  in  der  Tierten  Zeile  der  vorletzten  Determinante  ist«  mit^  zu  vertauschen. 
92,  Zeile    1  v.  u.  statt :  X  lese  man:  y. 

^^'      -     12  v.u.      .      ^+-^  +  -^^-  lese  man: 


93,     -     11  T.  n. 


93,      -       7  V.  n.  ist  am  Anfang  der  Zeile  „als**  weggeblieben. 

93,  -       2  y.  u.  statt:  Vergleichuug  lese  man:  Vergleichung. 

94,  -     21  V.  o.  sind  die  beiden  Determinanten  beziehungsweise  =  d^ ,  und = ^t 

zu  setzen. 
04,      -       2  V.  u.  statt:  co$u  lese  man:  coBa. 


90,  Zeile  20  v.  u. 

90,      . 

.     17  V.  u. 

91, 

1  y.  0. 

«1, 

7  y.  ©• 

»l, 

2  y«  u« 

92,      . 

9  y.  0. 

1 
$in  h^ 

1 

sm  hl 

■*'«iiV 

1 

1 

'^sinH 

lese 

man 

1 

"*"#iiiA, 

1 

smht 
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Oeometrische  Deutung  der  Kettenbrüclie. 

Von 

Johann  Lieblein, 

ausserordentlicher  Professor  am  Polytechnikum  zu  Prag. 

Der  Gedauke,  die  Eigenschaften  der  Näberungsbrtiche  von  Ketten- 
brüchen durch  geometrische  Constructionen  abzuleiten,  ist  zwar  nicht  neu 
—  ich  erinnere  nur  an  Sylvester  und  Betti,  von  welch  Letzterem  ein 
geometrischer  Beweis  des  bekannten  Lag  ränge 'sehen  Theorems  in 
Nov  i's  Algebra  superiore  zu  finden  ist  —  ;  gleicbwohl  ist  mir  nicht  bekannt, 
das8  die  geometrische  Deutung  eines  Kettenbruches  von  allgemeinster  Form 
bereits  geliefert  worden  wäre.  Da  dieser  Gegenstand  immerhin  einiges 
Interesse  zu  bieten  vermag,  so  erlaube  ich  mir,  denselben  in  Folgendem 
kurz  zu  erörtern. 

Bezeichnet  man  die  Näherungsbrüche  des  Kettenbruches 
6. 


der  Reihe  nach  mit 


80  ist  bekanntlich 

und  die  Werthe  aller  folgenden  p  und  q  ergeben  sich  aus  den  recurrirenden 
Formeln 

Pr  =flr  Pr-l  +  K  Pr^2  «»d  qr'^Or  gr-i  +  K  S'r-?« 

Umgekehrt  kann  man  aber  auch  für  gegebene  Werthe  der  Näherungs- 
brüche die  Glieder  des  Kettenbruches  berechnen,  denn  die  vorhergehenden 
Gleichungen  liefern: 

*i=/'ii     ^t= > 

Pl 

Pl 

Z^tMhrm  r.  MAthemaUk  n.  Physik.  XJl,  3.  13 


a, +  6, 

«.  +  ... 

+    ft»-i 

«t,_i 

Pl   Pt 
9i'9t' 

P»-t 

•'-9n-i' 
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und  allgemein: 


Pr-l  qr  —  ^r-l  Pr         ^  Pr  gr^2 ^r  Pr-2 


Pr-l  9r-2  —  ^r-1  Pr-2  Pr— 1  ^r-2  —  Qr- 1  Pr— 2 

für  alle  Index,  welche  gleich  oder  grösser  sind,  als  3. 

Demnach  wird  der  Kettenbruch,  welcher  der  Reihe  nach  die  Nähe- 
rungsbrüche—,    — ,    ^^^  besitzt — wenn  man  abktirzungsweise  die  Deter- 

^  9i      9t      ^»-1 

minante  p,  9t''^9§Pi  durch  {Ps9i)  bezeichnet,  —  lauten: 

^N  Pn-i__Pi 


9n-\       9\  +  (P\  9^  'Pt 

s)'(Ptyi) 
i)'{Pt9i)  +  •  • 

+  CPn— 2^11— l)  :  (Pfi-2^ir-3) 


Pt  .  (Ptys)'(Ptyi) 

qt  iP99i)'{Pt9l)  + 


{PH^l9n--z)  :  (Pn-2?fi-3)" 

Aus  l)  findet  man  nach  einfacher  Rechnung 

.    (Pn-ig2)  :  (P29\)  _  QP29z)  :  (P2gl) 

^    CPi^i«-i)-(P2^i)       Cp3  gl)  :  (P2gi)  +  (P3y4)  :  (P3y2) 

(^4^2)  '{PZ92)+'* 

+  (jPn^29n-\)'{Pn--29n^ 
(P1.-iy.-3)  :  (Pn-29ii-s)  ' 

und  in  diesem  Kettenbruche  sind,  was  in  1)  nicht  der  Fall  ist,  sämmtliche 
Glieder  nach  einem  übereinstimmenden  Gesetze  gebildet. 

Man  lasse  nun  die  9  undp  rechtwinkelige  Coordinaten  von  Punkten  der 
Ebene  bedeuten,  dann  ist  bekanntlich  {Pr9s)  der  Ausdruck  für  die  doppelte 
Fläche  eines  durch  den  Ursprung  0  und  die  beiden  Punkte  M,  und  Mr  be- 
stimmten Dreiecks,  wenn  man  diese  Fläche  positiv  oder  negativ  nimmt,  je 
nachdem  die  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  0,  M,^  Mr  bestimmte  Dreh- 
ung mit  jener,  durch  welche  positive  Winkel  erzeugt  werden,  tibereinstimmt 
oder  entgegengesetzten  Sinnes  ist.  Demgemäss  kann  man  2)  auch  schreiben : 

OMtMn-.\iOM,M^OM^M^^x_  OM^M^  lOM^M^ 
^^   OMn-iM^iOM^M^^OM^^xM^''  0 M^M^\OM^M^  +  OM^M^\OM^M^ 

OMj,M^:OM^M^+.. 

+  0Mn^\Mn-.2  :  Qi»/n-3^/n-> 

und  hat  so  eine  Relation  gewonnen ,  aus  welcher  ohne  Mühe  mehrere  — 
übrigens  bereits  bekannte  —  Sätze  der  neueren  Geometrie  gefolgert  werden 
können. 

Der  rechte  Theil  in  3)  enthält  2«— 6  von  einander  unabhängige  In- 
halte jener  Dreiecke,  welche  entstehen,  wenn  man  in  einem  Systeme  von 
fi  Punkten  einer  Ebene  je  zwei  der  Punkte  mit  einander  geradlinig  ver- 
bindet. Diese  2n — 5  Flächen  als  gegeben  angenommen,  findet  man, 
fi  nach  nnd  nach  =5,  6, ...  n  setzend,  aus  der  obigen  Relation  die  Inhalte 
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von  weiteren  2it  —  0  Dreiecken,  nnd  kann  nun  ans  3)  durch  zweckmäasige 
Vertanscbang  der  Punkte  die  Flächen  aller  noch  übrigen  Dreiecke  des 
Sjstemes  ableiten,  welche  wie  die  bereits  vorhandenen,  den  Scheitel  0 
gemeinschaftlich  besitzen. 

So  würde  man  beispielsweise  für  ein  System  von  8  Punkten  ans  11 
gegebenen  Dreiecken  zunächst  7  Dreiecke  aus  3)  finden,  und  hätte,  um  die 
noch  fehlenden  Dreiecke  OM^M^^  OM^M^OM^M^  zu  erhalten,  in  der  ge- 
nannten Gleichung  nur  M^  und  itf,  mit  M^  und  M^  zu  vertauschen. 

Da  aber  bekanntlich  die  Fläche  eines  beliebigen,  den  Scheitel  0  nicht 
enthaltenden  Dreiecks  durch  die  Inhalte  von  Dreiecken  mit  dem  Scheitel  0 
ausgedrückt  werden  kann,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden  der  Satz: 

„Wenn  man  bei  einem  Systeme  vonn  Punkten  in  einer 
Ebeneje  zwei  derselben  durch  Gerade  verbindet  und 
von  den  so  entstehenden  Dreiecken  irgend  2it — 5  von 
einander  unabhängige  ihrem  Inhalte  nach  als  ge- 
geben annimmt,  so  kann  man  daraus  den  Inhalt  jedes 
der  übrigen  finden.*^ 
Der  specielle  Fall  ;ic=5  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden; 
denn  man  findet  für  denselben 

4)  OM^M^.  OM^  M^  =  OM^  M^  .  OM^  M^+  OM,  M^ .  OMj^M^, 
eine  Gleichung,  welcheMöbius  in  seinem  barycentrischen  Calcul  abgeleitet 
hat.  Der  entsprechende  geometrische  Satz  wurde  übrigens  bereits  1800 
von  Monge  aufgestellt,  und  die  entsprechende  Determinantenrelation  — 
ein  specieller  Fall  eines  von  Abel  bekannt  gemachten  Theorems  —  schon 
1764  von  Fontaine  angegeben. 

Mob  ins  bemerkt,  dass  mittelst  der  Gleichung  4)  allein  alle  Aufgaben, 
wo  bei  einem  Systeme  von  n Punkten  in  einer  Ebene  aus  den  Inhalten  von 
2« — 5  Dreiecken  (allgemeiner  Figuren)  eine  (2n  —  4)**  gefunden  werden 
soll,  ohne  Weiteres  gelöst  werden  können.  Auch  dies  zeigt  der  Ketten- 
bruch 3),  wenn  man  sich  zur  Bestimmung  der  Zähler  und  Nenner  seiner 
Näherungsbrtiche  des  recurrirenden  Verfahrens  bedient.  So  z.  B.  findet 
man  zur  Berechnung  der  Dreiecksfiäche  OMr  M^  die  Kelation 

aus  welcher 

OMf  Mr—\  •  OMr— 2 ^r  ^=^OMf  Mr—2  •  0  Mf^i  Mr  '\'0M^  Mr  .  0 Mr~-.2 ^r-^  t 

d.  h.  die  Gleichung  4)  angewendet  auf  das  System  der  Punkte  0,  if,,  ilfr-2, 
Mr^x,  Mr  folgt. 

Aus  3)  folgt  sogleich  ein  zweiter  Satz ,  wenn  man  statt  der  Dreiecks- 
flächen die  2  n— 6  Verhältnisse  derselben,  welche  der  Kettenbruch  enthält, 
als  gegeben  annimmt*  Es  lassen  sich  nämlich  sodann  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  alle  noch  übrigen  Verhältnisse  zwischen  den  Flächen  d«t  Y^x«v- 
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/^^^WW^^^^^^^^h^^A^^^^^ 


ecke,  welche  die  Spitze  0  geneioschaltlich  habeo,  ermittefai.  Da  nun 
dfts  VerbiltoiM  zwischen  den  Flächen  zweier  beliebiger  Dreiecke  den 
Systems  immer  dnrch  Verhältnisve  zwischen  Dreiecken  mit  dem  Scheitel  0 
aosgedriickt  werden  kann,  so  hat  man  den  Satz: 

,, Sind  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  in  einer  Ebene 

von   den   gegenseitigen   Terhältnissen  zwischen   den 

Flächen  der  Dreiecke,  welche  durch  geradlinige  Ver« 

bindnng  je   zweier  Punkte    des    Systems    entstehen, 

irgend  2n — 6  von  einander  unabhängige  gegeben,   so 

kann  man  daraus    alle    übrigen  Verhältnisse  dieser 

Art  finden." 

Je  zwei  der  Dreiecke,  welche  in  der  wiederholt  erwähnten  Relation  3) 

zu  einem  Verhältnisse  verbunden  sind,  besitzen    eine   gemeinschaftliche 

Basis;  daher  ist  das  Verhältniss  ihrer  Flächen  jenem  Verhältnisse  gleich, 

nach  welchem  die  die  Scheitel  verbindende  Strecke  von  der  Basis  getheilt 

wird  —  vorausgesetzt,  dass  man  auch  die  Strecken  in  der  allgemeineren  von 

Möbius  angegebenen  Weise  auffasst.  Bezeichnet  also  Z>(o,)  den  Durch- 
sehnittspunkt  der  Geraden  OM,  mit  MrMt^  so  ist  allgemein 

0  Mr  Mg       Mf  D{Ot) 

OM,Mt~  rS'O        ' 

und  die  Gleichung  d)  übergeht  in 


d 


T)*^"""*^!/  .n^^""^^!/     ""*//><**'  "^ 

X/(01)        -/wn-i  .  1/(01)         Mt         i»!  1^(01«— 1) 

=  ^8^02)  •  Ml  Z>(02) 


Ao  1) M^  :  Dff) i) M^  +  M^  D^oz) :  Mf  D^oz) 

//(02)  ^4 . 1/(0  2)  ^3  + . . 
n<*-5'"-*>.  »f  («-3.«-!) 

(«-2.n-li  .  i)<»-^»»-*>Mr  * 

l'(üJi-S).         ^«-1  •  -^(On— 3)  ^«—2 

Aus   dieser  Formel   erhält  man  für  n=4  und  n=5  die   beiden  be- 
merkeuswcrthon  Gleichungen 

fC\  ^'  ^«>3)  ^  ^tAoi)      Mj^D^o2)  _  ,  „„ , 

-^(03)  ^t       -*^(01)^8       l'(02)  ^1 

X/(02)^8      -*^(02)^4        X/(02)^i 

von  welchen  die  erstere  eine  bekannte  Beziehung  zwischen  den 
Verhältnissen  ausdrückt,  nach  welchen  die  Seiten  eines 
Dreiecks  von  den  die  Ecken  mit  einem  beliebigen  vierten 
Punkt  der  Ebene  verbindenden  Geraden  geschnitten  werden. 
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während  die  letztere  eine  ebenfalls  bekannte  Eigenschaft  jener  Ver- 
hältnisse liefert,  nach  welchen  die  Seiten  des  Dreiecks  von 
einer  beliebigen  Transversale  geth eilt  werden. 

Es  seien  nun  in  dem  vollständigen  Vierecke  OM^  M^M^  die  beiden  von 
einander  unabhängigen  Verhältnisse     '^3^^^^^  und  — *23p^   gegeben.      Aus 

der  Gleichung  6)  findet  man  zunächst  das  dritte  Verhältniss  -'u,^  ^^^^ 

indem  man  7)  auf  das  Dreieck  M^M^D^oi)  mit  OD^oz)  als  Transversale  an- 

M  0 
wendet,  erhält  man  ferner  — hiz\*     Um  noch  die  zwei  letzten  unbekannteir 

Ö2>(üi) 
Verhältnisse  — ^^jjj  und  — ^^  zu  finden,  hat  man  dieselbe  Beziehung  7) 

O/>(02)  Ö/>(03) 

(13)  (12)  (23) 

aaf  die  Dreiecke  M^M^D^^^)  nnd  M^M^D(os)  niit  der  Schneidenden  OD(oi) 
anzuwenden.  Es  sind  also  in  einem  vollständigen  Vierecke  alle  Verhält- 
nisse, nach  welchen  sich  die  Seiten  gegenseitig  durchschneiden,  bestimmt, 
sobald  von  denselben  zwei  von  einander  unabhängige  gegeben  sind. 

Man  betrachte  nun  das  vollständige  Fünfeck  OMiMtM^M^  und  setze 

in  demselben  die  vier  von  einander  unabhängigen  Verhältnisse  —^3^ — , 

i>(02)^l 

^;§oi),    ^^^^   ^^^  als   bekannt   voraus.     Die  Relaüon  5)  liefert 

Ao  1)  ^9       Ao  3)  ^f      -^(0  2)  ^8 

(14)  n^^*^  W 

(«=5  gesetzt)    sofort    zwei    weitere  Verhältnisse      *    ^  ^  und   — jj^j — -j 

^1^(02)  AoD^f 

und  diese  sechs  reichen  nach  dem  Vorhergehenden  hiq,  um  alle  weiteren 
Verhältnisse  berechnen  zu  können,  welche  sich  auf  die  Vierecke  OM^M^M^^ 
OJUfM^M^  und  OM^M^M^  beziehen.      Aus  der  Gleichung   5)  lassen  sich 

femer  4  neue  Verhältnisse  ^^^,    ^^\   ^,l\  und  ^^  ableiten, 

-^1^(03)       ^{0i)9lt       ^t^(13)  -^(12) -^8 

wenn  man  in  derselben  einmal  die  Stellenzeiger  2  und  3,  ein  zweitem  Mal 
0  und  Mt  mit  einander  vertauscht.  Durch  das  erste  Paar  dieser  Verhält- 
nisse sind  alle  Verhältnisse,  welche  sich  auf  das  Viereck  OM^MiM^  beziehen 
und  durch  das  zweite  Paar  alle  auf  M^  JKf,  M^  M^  bezügliche  Verhältnisse  be- 
stimmt. Also  reichen  4  von  einander  unabhängige  Verhältnisse  hin,  um 
alle  übrigen  zu  finden,  nach  welchen  sich  die  Seiten  eines  vollständigen 
Fünfeekfl  gegenseitig  theilen.     Und  allgemein : 
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„Wenn  in  einem  vollständigen  n-Ecke  von  den  Ver- 
bältnissen^  nach  welchen  je  eine  Seite  von  den  jedes 
Mal  übrigen  geschnitten  wird,  2n  —  6  von  einander 
unabhängige  gegeben  sind,  so  können  hieraus  alle 
Verhältnisse  zwischen  den  Abschnitten  einer  jeden 
Geraden  des  Systems  gefunden  werden." 

Die  Gleichung  5)  führt  noch  zu  einem  zweiten  Satze,  wenn  man  die 
einfachen  Verhältnisse  in  Doppelverhältnisse  für  Strahlenbüschel  ver- 
wandelt. Zu  diesem  Zwecke  ziehe  man  zu  allen  Geraden,  welche  durch 
Verbindung  von  je  zwei  der  n  — 1  Punkte  M^  iffi  •••  ^«— i  entstehen, 
parallele  Strahlen  durch  0;  dann  ist  das  Doppel verhältniss  zwischen  vier 
Strahlen  wie  OM^   OMi^OM^  und  OMrt  (Parallelstrahl   zn  MfMt)  dem 

M  D^^^     M 
Doppelverhältnisse     %i)^'^  •     ^  j^    nnd  dieses  dem  einfachen  Verhältnisse 


^    l^^l  gleich.   Bezeichnet  man  das  Doppelverhältniss  des  obigen  Strahlen- 

bflschels  kurz  durch  0{  r,  f,  5,  rf },  so  kann  5)  auch  in  folgender  Form  ge- 
schrieben werden: 

0{w  — 1,  2,  1  «— 1,2| 

0  {3  1  2  3l} 

0  {32  1    32}  +0  {42342} 

0  {43243}  H 

+  0  {w— 1  n  — 3  n— 2  n— In— 3} 

0  {/i  — 1  «— 2  w— 3  n— In— 2} 
und  liefert  nun  den  Satz: 

„Wenn  von  den  möglichen  Doppelverhältnissen  eines 
Büschels,  dessen  Strahlen  deu  Seiten  eines  vollstän- 
digen n-Eckes  parallel  sind,  2n — 6  von  einander  un- 
abhängige gegeben  sind,  so  sind  hierdurch  alle 
übrigen  Doppelverhältnisse  bestimmt." 

So  reichen  beispielsweise  für  das  durch  das  System  der  vier  Punkte 
bestimmte  Büschel  die  beiden  Doppelverhältnisse  0  {3  1  2  31 }  und  0  {3  2  1  32} 
hin,  alle  übrigen  zu  bestimmen.  Denn  aus  der  Gleichung  8),  welche  sich 
in  diesem  Falle  vereinfacht  in 

«)  _0l2132-r)=«-lül3. 

0(3  2132} 

erhält  man  zunächst  das  dritte  Doppelverhältniss  0  {2  1  3  21 },  und  kann  nun 
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ans  diesen  drei  DoppelverhäUnissen  die  noch  übrigen  zwölf  unbekannten 
dnrcb  Elimination  gemeinschaftlicher  Elemente  ableiten. 
Die  Gleichung  0)  kann  geschrieben  werden : 

0  jl  831  82}  =  0{32  2I2I}, 
oder  auch 

A k A 

sin  1  21     sin  2  32     sin  3  31 

"TU = zr'  =  ~^ 

sin  21  2     sin  32  3     ^m  31  1 
and  liefert  demnach  folgenden  Satz : 

„Sechs  Strahlen,  deren  drei  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  mit  den  Ecken  eines  Dreiecks  verbinden, 
während  die  drei  übrigen  parallel  laufen  zu  den  Sei- 
ten  diesesDreiecks,  bilden  ein  involutoriscfaesStrali- 
lenbüschel.*' 

Ebenso  leicht  tiberzeugt  man  sich,  dass  für  ein  durch  ein  vollständiges 
Fünfeck  bestimmtes  Büschel  die  Annahme  von  vier  von  einander  unab- 
htngigen  Doppelverhältnissen  zur  Bestimmung  aller  übrigen  hinreicht. 
Denn  sind  die  Doppelverhältnisse  ot  3  1  2  sli,  0  l3 2  1  32i,  0  i4  2 3  42}  und 
0  {4  3  2  43}  gegeben,  so  findet  man  aus  der  Gleichung  8)  zunächst  0  14 1  2  41  i 
und  0  i4  2 1  42I  und  —  indem  man  2  und  1  mit  einander  vertauscht  —  femer 
0  { 4  1  3  4ll  und  0  {4  3  1  43}  und  durch  Vertauschung  der  Punkte  0  und  M^ 
endlich 

Jlfj4  2  3  42}==0il4  12  13  42t  undJf,  {4  3  2  43i=0{Ti  13  I2  Üi- 
Durch  das  erste  Paar  dieser  Doppel  Verhältnisse  ist  das  Strahlenbüschel 
des  Vierecks  OM^MiM^  vollständig  bestimmt;  ebenso  bestimmen  die  vier 
folgenden  Paare  die  Büschel  der  Vierecke  OM^  M^  M^^OM^  Mf  M^^  OM^  M^  M^ 
und  M^M^M^M^y  und  folglich  ist  das  Büschel  des  Fünfecks  OM^M^M^M^ 
selbst  bestimmt. 

Der  Kettenbruch  3)  ist  noch  einer  bemerkenswerthen  Umgestaltung 
fähig.     Bringt  man  ihn  nämlich  auf  die  Form 


l  +  «f 


1+... 

1  +  <ln-3» 

SO  besitzen  die  Grössen  a,,  a,,  ..  «n-s,  wie  man  leicht  findet,  folgende 
Werthe: 

und  allgemein: 

0Mr+2Mr+i  OMr-.\Mr  /«  «    T)(r  r+l  )  /)(r  r4-l)\ 
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Schafft  man  a^  in  den  linken  Theil  und  drückt  sodann 
OMn^jMt      OM,M^_  1 

ebenfalls  durch  ein  Doppelverhältniss  aus,  so  erhält  man   folgende  nene 
Relation : 

10)  (if.  MrK'ucH  -(«.^!;  4^;) 


i-(^^^j>z,«i:) 


1— . 


1— (^a-2>  »ü-S»  -1^(0  »-!)        ^(0  11—4)        ' 

aus  welcher  für  w=5 

folgt,  d.  h.:   Ein  vier  strahl  ig  es  Büschel  schneidet  jedeTrans- 
V  ersale  nach  demselben  Doppelv erhältnisse. 

Die  Doppelverhilltnisse  zwischen  Punkten  verwandle  man  in  solche 
für  Strahlen  mit  dem  Mittelpunkte  0;  dann  fallen  zwei  Strahlen  wie  Olfr 
und  OD^or)  zusammen.  Dieses  n  —  1  strahlige  Büschel  schneide  man  durch 
eine  Transversale  und  bezeichne    mit  M\  den  entsprechenden  Punkt  der 

beiden  Punkte  Mr  und  />(or);    die  vorige  Gleichung  übergeht  sodann  in 

11)         {M\M\M'n^,M\)^i  —  {M\M\M\M\)  ^ 

1  —  {9I\M\M  ^M  , 
l  — .. 


l  —  (M\^iM'n-z9l'm-\  M'n  —4). 

Im  rechten  Theile  von  11)  kommen  n  — 4  von  jenen  DoppelverhÄlt- 
nissen  vor,  welche  sich  zwischen  je  vier  der  n  —  1  Punkte  einer  Geraden 
aufstellen  lassen,  und  man  überzeugt  sich,  wie  in  den  vorhergehenden 
Fällen,  leicht,  dass  dieselben  hinreichen,  um  aus  ihnen  alle  übrigen  der 
noch  möglichen  Doppelverhältnisse  ableiten  zu  können.  Die  Relation  11) 
auf  n Punkte  einer  Geraden  anwendend,  erhält  man  also  folgenden  Satz: 
„Wenn  bei  einem  Systeme  von  nPunkten  in  einer  Geraden 
von  den  dadurch  sich  bildenden  Doppelverhältnissen  irgend 
n  —  3  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so  lassen  sich 
daraus  alle  übrigen  finden.*^ 

Die  Gleichung  10)  lässt  sich  noch  in  anderer  Weise  zur  Gewinnung 
eines  Satzes  benutzen.     Man  bemerke  zunächst,  dass  durch  dieselbe  die 
Aufgabe  gelöst  werden  kann,  sämmtliche  Doppelverhältnisse  zu  finden, 
^^ch  welchen  die  von  einem    beliebigen   Eckpunkte  —  hier  0  —  aus- 
enden n  —  1  Seiten  eines  vollständigen  it- Eckes  alle  übrigen  Seiten  der 


Von  Johann  Lieblein.  193 

Figur  theilen,  wenn  von  diesen  Doppelverhältnissenn — 4  von  einander 
nnabhängige  gegeben  sind.  Man  hat  zu  diesem  Behnfe  nur  die  Stellen- 
zeiger in  10}  auf  zweckmässige  Weise  unter  einander  zu  vertauschen,  um 
alle  zur  Berechnung  der  unbekannten  Doppelverhältnisse  nSthigen  Re- 
lationen zu  erhalten.     So  z.  B.  würden  für  das  vollständige  Sechseck  die 

beiden  Doppelverhältnisse  (üfs^t  2>o4  ^oij  uud\M^M^DobDoi)  zur  Ermitte- 
lang der  vorerwähnten  übrigen  genügen.  Man  würde  aus  10),  n  suceessive 
gleich   5  und  gleich  6  setzend,    sogleich  die   beiden  Doppelverhältnisse 

\MiMfDo4  Doz)  und  \M^MtDoiiDos)  finden,  und  diese  reichen  nach  dem 
letzten  Satze  hin  zur  Bestimmung  aller  Doppelverhältnisse,  welche  sich 
für  die  5  Durchschnittspunkte  der  durch  0  gehenden  Sechseckseiten  mit 
Mf  M^  bilden  lassen.  Durch  Permutation  der  Stellenzeiger  3,  4  und  5  findet 
man  ferner  je  zwei  Doppelverhältuisse  für  die  Seiten  M^M^  und  M^M^  und 

/  45      45\        /  35      S5\  /  23      2S\ 

überdies  \M^JU^Do,i  D02J,  V.^5^i^04  ^02/  and  yM^M^Do^Doi)^  Yf eich  letz- 
teres   im    Vereine    mit    dem    ursprünglich  gegebenen  Doppelverhältnisse 

/  23      23\ 

[M^MfDoiDoij  die  Doppelverhältnissein  ^t^s  bestimmt.  Wenn  man  in 
den  durch  die  angegebene  Permutation  erhaltenen  Gleichungen  überdies 
die  Index  1  und  2  mit  einander  vertauscht,  so  findet  man  Doppelverhält- 
uisse, welche  ausreichen  zur  Bestimmung  jener  für  MiM^^  ^i^s«  ^3^41 

/  13      13\ 

.Vjlf^  und  M^M^^  und  nebst  dem  noch  v^slf|/>04  ^02)*  Endlich  vertausche 
man  in  10)  JKf,  und  M^  mit  einander,  setze  it=ö  und  berechne  (^iJK^s^05^0  2}, 
so  sind  auch  die  Doppelverhältnisse  in  der  letzten  noch  unbekannten  Seite 
lfi  Jf,  bestimmt.  Es  mögen  nun  an  die  Stelle  des  Punktes  0  der  Reihe  nach  die 
übrigen  n  —  1  Eckpunkte  des  it- Eckes  treten;  aus  der  Gleichung  10)  ent- 
stehen sodann  n  —  1  neue  Gleichungen^  deren  rechte  Theile  je  n — 4  unter 
einander  unabhängige  Doppelverhälinisse  enthalten,  welche  bekannt  sein 
müssen,  um  alle  Übrigen  Doppelverhältnisse  berechnen  zu  können,  nach 
welchen  jedes  der  n — 1  Büschel  die  jeweilig  übrigen  »•  Eckseiten  theilen. 
Es  scheint  somit,  als  ob  n{n  —  4)  Doppelverhältnisse  gegeben  sein  müssten, 
um  alle  übrigen  Doppel  Verhältnisse  berechnen  zu  können,  nach  welchen 
die  Seiten,  welche  je  einen  der  Eckpunkte  des  vollständigen  n- Eckes 
gemein  haben,  die  jeweilig  übrigen  Seiten  theilen;  allein  man  Überzeugt 
sich  leicht,  dass  unter  den  n{n — 4)  Doppelverhältnissen  blos  2«  —  8  von 
einander  unabhängige  sind,  aus  welchen  die  übrigen  berechnet  werden 
können.  Denn  es  seien  die  2(n  —  4)  Doppelverhältnisse  gegeben,  welche 
in  den  rechten  Theilen  von  10)  und  jener  Gleichung  vorkommen,  welche 
aus  10)  durch  die  Vertauschung  von  0  mit  if,  hervorgeht,  so  sind  hierdurch 
alle  Doppelverhältnisse  bestimmt,   welche  in   einer    der  beiden   Formen 

(iri.jr,J9ot />ol)  and  {Mt^sDW'D'u)  enthalten  sind.  Für  r  =  1,  ^  =  0  und 
tf=t<'  besitzen  diese    beiden  Doppel  Verhältnisse  drei    gemeinschaftliche 
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Punkte;   den   dritten   derselben   eliminirend,   findet   man  {MrM^D^u^iu) 

=  (jfrJf«2>«o^«iJ9  d.  h.  ein  Doppelyerhftltniss  jener  Gleichung,  welche 
ans  10)  durch  Vertauscfaung  von  0  mit  M^  hervorgeht  Indem  man  den 
Stellenzeigem  r  und  s  n  —  A  zweckmässig  gewählte  Werthe  beilegt  und 
snccessive  ti=2,  S,...ft  —  1  setzt,  erhält  man  alle  Doppelyerhältnisse, 
welche  fUr  die  noch  nicht  benutzten  n — 2  Gleichungen  erfordert  werden. 
Bedenkt  man  noch|  dass     ans     den  Doppelverhältnissen  von   der  Form 

(MrMgDp^DptJ  durch  Elimination  gemeinschaftlicher  Elemente  alle  jene 
abgeleitet  werden  können,  welche  in 

oder  in 

enthalten  sind,  so  ist  man  also  berechtigt,  folgenden  Satz  auszusprechen : 
„Wenn  von  den  Doppelverhältnissen,  welche  in  den 
Seiten  eines  vollständigen  n-Eckes  von  den  gegen- 
seitigen Durchschnitten  derselben  gebildet  werden, 
irgend  211—8  von  einander  unabhängige  gegeben  sind, 
so  lassen  sich  daraus  alle  übrigen  finden/^ 
Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  man  den  Kettenbruch 

in  3)  auf  bekannte  Weise  in  eine  Reihe  zu  verwandeln  hat ,  um  nach  ein* 

facher  Reduction  die  Flächenrelation 

0  M^Mn^^i        OM^M^  OM^M^         ^ 

OS!^S!n^i.OM,M~OM^M^.OMiM^'^OM^M^.OMtM^^'" 

+  •  •• 


zu  erhalten,  welche  bekanntlich  von  Oscar  Werner  in  den  Bulletins  der 
St  Petersburger  Akademie  veröffentlicht  wurde* 


VIL 

Penpectivische  Daxstellang  der  ebenen  Schnitte  von 
Kegel-  nnd  Cylinderflächen. 

Von 

Emil  Koutny, 

AsBisienten  am  k.  k.  technischen  Institute  zu  Briinn. 


(Hierzu  Tafel  lU,  Figur  1—14.) 


A.  Kegelfläohen. 

§.1. 

Die  Constrnction  der  Schnitte  von  Kegeln  der  zweiten  Ordnung  mit 
Ebenen  bietet  in  der  Perspective  schon  ans  dem  Grunde  ein  grösseres  In* 
teresse,  als  in  der  orthogonalen  Projection,  weil,  abgesehen  von  den  inter* 
essanten  Eigenthümlichkeiten  der  Centralprojection ,  die  Perspective  einer 
jeden  Kegelschnittslinie,  je  nach  ihrer  Lage  im  Räume,  wieder  eine  jede  der 
Kegelschnittslinien  sein  kann,  was  in  der  orthogonalen  Projection  nicht  der 
Fall  ist.  Wird  z.  B.  ein  Kegel  durch  eine  Ebene  in  einer  Ellipse  geschnit* 
ten,  so  muss  sich  diese  orthogonal  wieder  als  Ellipse  (ausnahmsweise  als 
Kreis  oder  gerade  Linie)  projeciren,  während  die  Perspective  dieser  Schnitt- 
curve  sich  als  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstellen  kann.  Man  wird 
daher  in  vielen  Fällen  nicht  in  der  Lage  sein,  aus  der  Perspective,  ohne  in 
die  Construction  näher  einzugehen,  zu  erkennen,  nach  welcher  Curve  im 
Räume  der  Kegel  von  der  Ebene  geschnitten  wurde.  Wir  wollen  im  Nach- 
folgenden die  Construction  der  Schnitte  von  Kegeln  der  zweiten  Ordnung 
mit  Ebenen  in  allen  interessanteren  Fällen  durchführen,  und  die  Bestim* 
mungsstücke  der  sich  ergebenden  perspectivischen  Bilder  auffinden,  sowie 
untersuchen,  auf  welche  Weise  die  Lage  der  schneidenden  Ebene  fixirt 
werden  könne,  wenn  bei  einer  gegebenen  Kegelfläche  ein  bestimmtes,  in 
vornherein  angenommenes  Resultat  sich  ergeben  soll. 

Wenn  wir  von  der  Annahme,  dass  die  Perspective  der  Schnittcurve 
eine  gerade  Linie  sei  —  welcher  Fall  stets  eintritt ,  wenn  die  schneidende 
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Ebene  darch  das  Auge  geht,  also  deren  Verschwindnngslinie  mit  der  Bild- 
flächtrace  zasammenfKllt —  und  von  dem  Kreise,  den  wir  als  speciellen 
Fall  der  Ellipse  betrachten,  absehen,  so  bleiben  von  den  Carven  der  zwei- 
ten Ordnung  die  Ellipse,  die  Hyperbel  und  die  Parabel,  welche  Linien  ein- 
mal als  Schnittcurve  im  Räume,  das  andere  Mal  als  Perspective  der  letzte- 
ren gewählt,  neun  Combinationen  gestatten,  daher  auch  neun  verschiedene 
'Auflösungsfälle  zu  betrachten  sein  werden.  Ehe  wir  jedoch  zur  Construc- 
tion  selbst  schreiten,  muss  Folgendes  vorangeschickt  werden. 

§2. 

Es  sei  P£)(Fig.  I)  die  Bildfläche,  0  das  Auge,  JP'Ö' die  durch  das 
Auge  parallel  zur  Bildfläche  geführte  Ebene,  SBC  ein  Kegel  ÜT,  dessen 
Basis  BC  in  der  Ebene  iTliegt,  und  welcher  von  der  Ebene  E  in  der  Carve 
FG  geschnitten  wird;  endlich  /  eine  durch  die  Kegelspitze  gehende  Gerade, 
durch  welche  die  Kegelspitze  fixirt  ist.  Es  ist  sodann  sz  die  Perspective 
des  Kegels,  12  jene  der  Schnittfigur  FG^  E^  die  Bildflächtrace  und  E^  die 
Yerschwindungslinie  der  schneidenden  Ebene  E^  H^  und  H^  die  gleich- 
namigen Bestimmungsstücke  der  Basisebene  ^,  v  derVerschwindungspunkt 
der  Geraden  /,  und  d  der  Durchstosspunkt  derselben  mit  der  Bildebene; 
ferner  ist  MN  die  Yerschwindungslinie  oder  Flucht  des  Kegels  A",  welche 
durch  die  Verschwindungspnnkte  sämmtlicher  Erzeugenden  des  Kegels  ge- 
bildet wird. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Perspective  sz  auch  durch  unendlich  viele 
andere  Kegel  entsteht,  welche  erhalten  werden,  wenn  man  den  gegebenen 
Kegel  iT  parallel  zu  sich  selbst  so  fortbewegt,  dass  seine  Spitze  stets  in  dem 
zugehörigen  Sehstrahl  SO  verbleibt.  Hieraus  folgt,  dass  die  in  derselben 
Sehstrahlenebene  liegenden  Erzeugenden  dieser  Kcgelflächen  zu  einander 
parallel  sind,  und  dass  somit  diese  Kegelflächen  sämmtlich  eine  und  die- 
selbe Fluchtlinie  besitzen. 

Betrachten  wir  unter  allen  diesen  Kegeln  jenen  A:,  dessen  Spitze  s  in 
der  Bildebene  liegt,  so  muss,  dem  Vorigen  zufolge,  bc  seine  Basis,  daher 
A^,  Hv  die  Bestimmungsstücke  der  Basisebene  A,  und  e,  parallel  zu  E^  die 
neue  Schnittebene,  somit  e^  deren  Bildflächtrace  und  E^  deren  Yerschwin- 
dungslinie ,  sowie  fg  die  neue  Schnittfigur  sein.  Wir  werden  stets  diesen 
Kegel  A:,  welcher  dasselbe  perspectivische  Bild  wie  jener  K  liefert,  als 
Grundlage  der  Construction  benützen,  daher  vor  Allem  zu  untersuchen 
nothwendig  haben,  in  welchem  Verhältnisse  die  Bestimmungsstücke  der 
neuen  Fläche  k  zu  jenen  der  gegebenen  K  stehen,  und  wie  erstere  aus  den 
letzteren  ermittelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  die  Spitze 
S  eine  zur  Bildfläche  parallele  Ebene  SH  und  bestimmen  die  Schnitte  der- 
selben mit  den  Ebenen  E  und  iT,  so  ist  ersichtlich ,  dass  e^  und  hh  als  Per- 
spectiven der  Tracen  E  und  H  angesehen  werden  können.  Bezeichnen 
wir  zur  besseren  Unterscheidung  von  der  Bildflächtrace  £*»,  jene  e»  der  ver- 
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Behobenen  Ebene  xnit  dem  Namen  Nebentrace,  so  folgt  der  Satz:  dass  die 
Nebentrace  einer  Ebene  erhalten  wird,  wenn  man  diese  Ebene 
mit  einer  durch  die  Kegelspitzo  zur  Bildfläche  parallel  ge- 
führten Ebene  schneidet  und  die  Perspective  der  Schnitt- 
linre  sucht. 

Die  Nebentrace  wollen  wir  ähnlich  wie  die  Bildflächtrace  E^^  mit  dem 
der  Ebenol  zukommenden  Buchstaben  bezeichnen,  und  denselben  mit  dem 
Index  p  versehen.  Dass  auch  für  die  verschobene  Ebene  die  Verschwin- 
duugslinie  E^  constant  bleibt,  ist  von  selbst  verständlich. 

Führt  man  durch  s  eine  Gerade  s6  parallel  zu  /,  so  dient  erstere  zur 
Fixirung  der  Kegelspitze  9  in  derselben  Weise,  wie  /  zur  Fixirung  der  Ke- 
gelspitze 5.  Nachdem  jedoch  der  Durchstosspunkt  der  Geraden  so  mit  der 
Bildebene  in  den  Punkt  s  fällt,  und  der  Verschwindungspunkt  o  für  beide 
Gerade  /  und  s6  derselbe  bleibt,  so  ist  zur  Bestimmung  der  Geraden  sS 
das  Nöthige  bereits  vorhanden.  Ebenso  wird  jede  andere  Gerade  entspre* 
ebend  dem  Kegel  verschoben ,  wenn  man  deren  Verschwindungspunkt  un- 
geändert  lässt  und  als  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  jenen  Punkt  an- 
sieht, welcher  als  Perspective  des  Durchschnittspunktes  dieser  Geraden 
mit  der  durch  die  Kegelspitze  zur  Bildfläche  parallel  gelegten  Ebene  er-^ 
halten  wird.  Dieser  sei  kurzweg  der  Nebendurchstosspunkt  der  Geraden 
genannt. 

Wird  der  Kegel  k  so  weit  verlängert ,  bis  er  die  durch  das  Auge 
parallel  zur  Bildfläche  gehende  Ebene  P'jß\  die  Distanz  ebene,  schneidet, 
so  erhält  man  eineCurve,diewirDistanztrace  des  Kegels  heissen  wollen; 
analog  diesem  sei  die  orthogonale  Projection  dieser  Curve  auf  der  Bild- 
fläche ,  die  Distanztrace-Projection  genannt.  Aus  gleichem  Grunde 
ist  sodann  e  die  Distanztrace  der  schneidenden  Ebene. 

In  derselben  Weise  bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  i  einer 
Geraden  sS  mit  der  Distanzebene  mit  dem  Namen  Distanzpunkt  die- 
ser Geraden,  sowie  dessen  orthogonale  Projection  auf  der  Bildfläche  mit 
Distanzpunkt-Projection. 

Betrachten  wir  die  Kegelfläche  k  und  jene  OMN^  welche  durch  die 
den  einzelnen  Kegelerzeugenden  entsprechenden  Parallelstrahlen  ent- 
steht, 80  ist  einleuchtend,  dass  beide  Flächen  congruent  sind,  jedoch 
eine  entgegengesetzte  Richtung  haben,  woraus  folgt,  dass  die  Distanz- 
trace, also  auch  die  Distanztrace-Projection  eines  Kegels, 
dessen  Sp itze  in  der  Bildfläch e  liegt*),  der  Verschwindungs- 


*)  Wenn  wir  das  Bild  eines  Kegels  K  auch  so  fixirt  darstellen ,  dass  seine  Spitze 
nicht  in  der  Bildebene  liegt,  so  werden  wir  in  der  Folge  doch  die Schnittcnrve  mn  des 
bezüglichen  Hilfskcgels  k  auf  der  Distanzebene  F^ Q'  mit  dem  Namen  ,, Distanztrace 
des  gegebenen  Kegels"  bezeichnen  und  uns  dieselbe  durch  jenen  k  entstanden  den- 
ken. Dasselbe  gilt  auch  bezüglich  sämmtlicher  Ebenen,  deren  Distanztracen  erst 
durch  eine  dem  Kegel  entsprechende  Verschiebung  (£!  nach  e)  eul^l^V^iv, 
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Die  ProjectioD  ¥"  des  Distanzpnnktes  /'einer  Geraden  L 
kann  daher  auf  mehrfache  Weise  gefunden  werden;  entweder  indem 
nan  die  Bildflächprojection  dF"  dieser  Geraden  mit  einer 
inrch  den  Angpnnkt  A  gesogenen,  zur  Perspective  /  der  Ge- 
raden geometrisch  Parallelen  ^F'' snm  Durchschnitt  bringt, 
>der  indem  man  aufder  Bildflächprojection,  vom  Durchstoss- 
pnnkte  <f  mit  der  Bildebene  ans,  ein  Stttck  <fi^"  aufträgt,  das 
1er  Entfernungdes  Ver  seh  wind  ungsp  unkte  SP  vom  Au  g  punkte 
gleich  ist,  oder  endlich,  indem  man  durch  denAugpunkt^ 
dine  geometrische  Parallele  AF^'  zur  Perspective  /  der  gege- 
benen Geraden  zieht,  und  auf  derselben,  vom  Augpunkte  aus, 
ein  Stück  vd  gleich  der  wahren  Länge  der  Perspective  /zwi- 
schen dem  Verschwindungspunkte  und  Durchstosspunkte  mit 
der  Bildfläche  aufträgt. 

Werden  derart  die  Projectionen  der  Distanzpunkte  sämmtlicher  Er- 
sengenden  eines  Kegels  (dessen  Spitze  in  der  Bildfläche  liegend  angenom- 
men wird)  gesucht,  so  erhält  man  eine  zur  Verschwindungslinie  des  Kegels 
congruente  Curve  als  Distanztrace-Projection  des  Kegels.  Berücksichtigt 
man  weiter,  dass  der  Punkt  F"  gegen  A  oder  d  eine  solche  Lage,  wie  der 
Punkt  V  gegen  d  beziehungsweise  A  hat,  so  ist  ersichtlich,  dass  auch  die 
Distanztrace-Projection  des  Kegels  gegen  den  Angpunkt  oder  gegen  die 
Kegelspitze  eine  gleiche  Lage ,  wie  die  Verschwindungslinie  des  Kegels 
gegen  die  Kegelspitze,  beziehungsweise  gegen  den  Augpunkt  hat. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  man  die  Kegelspitze  <f  in  Verbindung 
mit  der  Distanztrace-Projection  parallel  fortgeschoben  denkt,  bis  erstere  in 
den  Augpnnkt  gelangt,  und  hierauf  das  Ganze  um  den  Augpunkt,  als  Mit- 
telpnnkt,  um  180*  dreht,  die  Distanztrace •  Projection  mit  der  Verschwin- 
dungslinie des  Kegels  zusammenfällt;  ein  Gleiches  gilt,  wenn  man  den 
Angpunkt  in  Verbindung  mit  der  Distanztrace-Projection  so  weit  verschiebt, 
bis  erstere  in  die  Kegelspitze  gelangt  und  hierauf  das  Ganze  um  180^  ver- 
wendet. 

§.4. 
Aus  dem  im  §.  1  Gesagten  ist  schon  ersichtlich ,  dass  man  in  der  Per- 
spective, bei  der  Constrnction  des  ebenen  Schnittes  eines  Kegels  der  zwei- 
ten Ordnung,  in  Bezug  auf  die  als  Resultat  sich  ergebende  Curve  eine 
doppelte  Untersuchung  vorzunehmen,  und  zwar  nachzusehen  hat: 

a)  in  welcher  Curve  der  Kegel  von  der  Ebene  geschnitten  wird, 
und 

fr)  welches  die  Perspective  dieser  Kegelschnittslinie  sein  wird. 
a)  Was  den  ersten  Punkt  anbefangt,  so  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Ebene 
parallel  zu  einer,  zu  mehreren  oder  zu  gar  keiner  Erzeugenden  der  Fläche 
ist.     Zn   diesem  Behuf e  wird  man  die  gegebene  Ebene  parallel  zu  sich 
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selbftt  CO  hmgt  TcnckidbcB,  Vit  ne  dmnh  die  Kcgdtpitse  gcii^  «■ 
die  Traee  denelben  aof  der  Baftiaebeae  ssckea;  je  Banden  «üh*  Gcrmde 
die  Leitlnie  des  Ke^^cl»  sielit  schnekiel,  berökrt  oder  sekacidct^  wird  die 
Schnittriirfe  ia  Basne  eise  EUipAe,  Parabel  oder  HjpcrWi  iciB. 

Sehr  einfach  gestaltet  cick  die  üatersackn^.  weaa  diir  FIitrhtHaör  drr 
Kegelfiicbe  ge^bea  ist;  akdana  wird  aack  die  Versekwiadaa^sfiBift  der 
darck  die  KegeUpitse  gelegte«  Ekeae  an  tacken  teia,  wekk''  entere  jrdirk, 
da  die  Ricktaag  der  Ebene  nngeindert  bleibt,  lait  der  YersckmindaB^afiaie 
der  gegebenen  Ebene  zataButenf^Ut.  Man  bat  deaaack  Uoe  an  ackeny  ob 
die  Vcrtckfrindangtünie  dea  Kegels  Ton  jener  der  tckneidcndea  Ebene 
nickt  getroffen,  kerftkrt  oder  getcknitten  wird,  am  wie  firaker  die  Art  der 
Sckaittcarre  za  erkalten« 

b)  Was  die  Per^^ectiTe  der  Sckaittcarre  ketrü^,  so  gestaltet  tick  die 
Untertacbang  etwas  nrnttandiicher,  kann  Jedock  ganz  anabkangig  Ton  Obi- 
gem  und  in  iknlicker  Weise  darckgef^krt  werden ,  wenn  man  bcräcL*ick* 
tigt,  dass  die  PerspectiTe  der  Scknittcnrre  nickts  Anderes^  als  der  Darck- 
scknitt  einer  Kegelfiicke,  die  das  Ange  aar  Spitze  and  die  Scknxttignr  im 
ffit— ^  znr  Leitlinie  kat,  mit  der  Bikiebene  ist.  Man  wird  mitbin  anck  kier 
die  sckneidende  Ebene,  d.  L  die  Bildebene,  so  lange  rersckieben,  bis  me 
dnrck  die  Spitze  des  Straklenkegels  gekt,  also  mit  der  Distaazebene  zn- 
aammenlallt,  and  nackseken,  ob  sie  einzelne  Punkte  der  Scknittcarre  in  sack 
cntkilt  oder  nickt ,  oder  ob  sie  letztere  berakrt.  Im  ersten  Falle  wird  die 
Perspectire  der  Scknittfignr  eine  üjperbel,  im  zweiten  eine  Ellipse »  im 
dritten  endlich  eine  Parabel  sein. 

Um  die  in  der  Distanzebene  liegenden  Pankte  der  Schnittfignr  zn  er- 
kalten, bt  sowokl  der  Sckaitt  der  KegeUUcke,  als  jener  der  tckneidenden 
Ebene  mit  obiger  Ebene  zn  tacben,  daher  behnft  der  Beatimmang  der  Pet^ 
^ectire  der  Scknittfignr  folgende  Segel  anfgestellt  werden  kaan: 

Man    sacke    die    Distanztrace-Projectionen     deB 
Kegels  nnd  der  sckneidenden  Ebene,  und  seke,  ob  sie 
sich  ber&hren  oder  schneiden,  oder  ob  siekeinePnnk- 
te  gemein  haben;  im  ersten  Falle  erhilt  man  eine  Pa- 
rabel, im  zweiten  eine  Hyperbel,  im  dritten  eine  £1> 
lipse  als  Perspectire  der  Schnittfignr. 
Da,  wie  früher  gezeigt  wnrde ,  die  Distanztrace-Projection  des  Kegels 
seiner  Verschwindaogslinie  congment  iit  and  aof  die  dortselbst  angegebene 
Weise  in  letztere  rersetzt  werden  kann,  so  ist  einlenchtend,  dats  die  Ver- 
zeichnnng  der  Distanztrace-Projection  des  Kegels  nicht  nothweadig,  son- 
dern blot  zn  bestimmen  tein  wird ,  wohin  die  Diitanztrace  -  Projection  der 
tchneidenden  Ebene  gelangt,  wenn  dieselbe,   in  Verbindang  mit  jener  der 
KegeiÜache,  in  die  Yerschwindangslinie  des  Kegels  versetzt  wird. 

Ist  9  (Fig.  2)  der  Mittelpunkt  der  Flacktlinie  des  Kegels,  demnack  F^ 
der  Mittelpunkt  dex  Distanztrace  •  Projection  desselben,  nnd  Ä**,  jene  der 
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schneidenden  Ebene,  ferner  d  die  in  der  Bildfläcbe  angenommene  Kegel- 
spitze (mithin  Et  die  Nebentrace  der  Ebene  i?),  und  wird  A  in  Verbindung 
mit  den  Distanztrace-Projectionen  des  Kegels  und  der  Ebene  E  nach  (/ver- 
setzt, so  gelangt  R"  nach  M  {R"M  \\  Ad)^  daher  nach  der  Drehung  um  180® 
nach  N^  wobei  d3l='dNiat.  Durch  den  so  erhaltenen  Punkt  ist  nun  die 
verschobene  Trace  £'p  (die  hier  mit  Ep  aus  dem  Grunde  zusammen- 
flllt,  weil  die  Kegelspitze  in  der  Trace  E^  liegt)  parallel  mit  E„  zu  ziehen. 

Nun  ist  jedoch 

AR''=OR  =  rGy 
mithin  anch 

dN=eG, 
d.h. 

die  Entfernung  der  verschobenen  Trace  JS^'p  von  der 
Kegelspitze  ist  gleich    der    Entfernung    der    Neben- 
trace   von    der   Verschwindungslinie   der   gegebenen 
*      Ebene, 

oder,  wie  aus  diesem  folgt: 

der  Abstand  der  verschobenen  Trace  von  der  Flucht- 
linie  der  schneidenden  Ebene  ist  gleich  der  Entfer* 
nung    der  Kegelspitze    von    der   Nebentrace    dieser 
Ebene. 
Betrachtet  man  ferner  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Verschiebung 
geschah,  so  wird  ersichtlich,  dass  die  Verschwindungspunkte  jener  Erzeu- 
genden^ welche  durch  die  in  der  Distanzebcue  gelegenen  Punkte  der  Scbnitt- 
cnrve  gehen,  sowohl  in  der  Verschwindungslinie  des  Kegels,  als  in  der  ver- 
schobenen Trace,  folglich  im  Durchschnitte  beider  liegen  müssen,  dass  da- 
her die  verschobene  Trace  zugleich  aieVerschwindungslinie 
derjenigen   Ebene  ist,   welche    die    genannten  Erzeugenden 
enthält.     Die  Nebentrace  Sp  dieser  Ebene  geht  durch  die  Kegelspitze. 

Ist  Ep  (Fig.  3)  die  Nebentrace,  Ep  die  Verschwindungslinie  der  Schnitt- 
ebene und  sind  Sp  und  E'p  die  gleichen  Stücke  der  die  genannten  Erzeu- 
genden bestimmenden  Ebene;  ferner  Fp^  Fp  dieselben  Bestimmungsstücke 
der  Basisebene  des  Kegels,  so  sind  f>d  und  ei  die  Basistracen  der  beiden 
ersteren  Ebenen.  Da  nun,  wie  eben  bewiesen  wurde,  der  Abstand  der 
Verschwindungslinien  Ep^  E'p  gleich  jenem  der  Nebentracen  Ep  und  Sp  ist, 
und  die  Geraden  FpVLuiFpZVx  einander  parallel  sind,  so  müssen  die  Stücke  vv 
and  <f<f' einander  gleich,  und  dieGeradenodundo'(/'zueinander  parallel  sein. 
Hieraas  folgt  der  Satz ,  dass  dieTracen  der  schneidenden  Ebene 
und  der  durch  die  obigen  Erzeugenden  gehenden  Ebene  auf 
irgend  einer  dritten,  folglich  auch  auf  der  Basisebenc  des 
Kegels  sa  einander  geometrisch  parallel  sind. 

ZeiUcbHn  f.  mihemalik  u.  Phytik.  XII,  3.  \\ 
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§.5. 

Die  Verzeichnung  des  Schnittes  eines  Kegels  mit  einer  Ebene  kann 
derart  vorgenommen  werden,  dass  man  entweder  einzelne  Punkte  der 
Schnittcurve  aufsucht  und  diese  entsprechend  durch  eine  Curve  verbindet, 
oder  die  Bestimmungsstäcke  derselben,  d.s.  zwei  conjugirte  Axen ,  eine 
Axe  und  die  Asymptoten  und  dergl.  sucht,  und  über  diesen  die  Schnittcurve 
construirt.  Die  Verzeichnung  einzelner  Punkte  soll  hier  weiter  nicht  be- 
rührt werden. 

Was  die  Bestimmung  von  conjugirten  Durchmessern  der  Perspective 
der  Schnittcurve  betrifft,  so  ist  hierbei  der  Grundsatz  festzuhalten,  dass  ein 
Durchmesser  die  Berührungspunkte  zweier  zu  einander  paralleler  Tangen- 
ten der  Curve  verbindet,  welche  Tangenten  als  Durchschnitte  der  an  die 
betreffenden  Punkte  der  Fläche  geführten  Berührungsebenen  mit  der  schnei- 
denden Ebene  resultireu.  Da  jedoch  die  Perspectiven  von  zwei  beliebigen, 
im  Kaume  zu  einander  parallelen  Tangenten  (mit  Ausnahme  der  zut  Bild- 
fläche selbst  parallelen  Tangenten)  couvergiren,  so  werden  wir  unser  Augen- 
merk insbesondere  auf  die  Construction  jenes  Axenpaares  richten,  von  wel- 
chem die  eine  Axe  den  zur  Bildfläche  parallelen  Sehnen  der  Schnittfigar 
conjugirt  ist,  während  die  andere  zur  Bildfläche,  daher  auch  zur  Bildfläch- 
trace  der  schneidenden  Ebene  parallel  läuft. 

Die  zur  Auffindung  der  ersteren  Axe  an  die  Kegelfläche  zu  führenden 
Tangirungsebenen  müssen  demzufolge  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die 
Bildflächtracen  und  Verschwiudnngslinien  derselben  zur  Verschwindungs- 
linie  der  schneidenden  Ebene  parallel  seien,  und  werden  auf  Grund  dieser 
Voraussetzung  vorerst  zu  suchen  sein. 

Ist  die  Perspective  der  Schnittcurve  eine  Hyperbel ,  so  wird  es  sich 
vorzugsweise  um  die  Bestimmung  der  Asymptoten  handeln.  Das  zu  glei- 
chem Zwecke  in  der  orthogonalen  Projectiou  angewendete  Verfahren  führt 
in  der  Perspective  nicht  zu  dem  gewünschten  Resultate ,  indem  es  auf  dem 
Grundsatze  fusst,  dass  die  Asymptoten  Tangenten  an  unendlich  weit  ent- 
fernte Punkte  der  Schnittcurve  sind.  Während  wohl  in  der  orthogonalen 
Projectiou  die  Projectionen  der  besagten  Punkte  gleichfalls  in  unendlicher 
Entfernung  liegen,  fallen  die  Perspectiven  derselben  in  die  Flucht  der  Ke- 
gelfläche ,  daher  dieses  Verfahren  in  der  Perspective  blos  die  Tangenten 
an  diejenigen  Punkte  des  Bildes  giebt,  in  welchen  dieses  von  der  Ver- 
schwindungslinie  der  schneidenden  Ebene  getroffen  wird. 

Behufs  Verzeichnung  der  Asymptoten  des  Bildes  der  Schnittcurve 
müssen  vorher  die  unendlich  weit  entfernten  Punkte  desselben,  sowie  die  die- 
sen Punkten  entsprechenden  Erzeugenden  des  Kegels  aufgesucht  werden. 
Die  Perspective  eines  Punktes  fallt  jedoch  in  unendliche  Entfernung,  wenn 
der  betreffende  .Sehstrahl  parallel  zur  Bildebene  wird,  d.  h.  wenn  der  Punkt 
in  der  Di^tanzebene  liegt.     Die  zu  suchenden  Punkte  der  Schnittflgur  er- 
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geben  sich  daher  im  Durchschnitte  der  Distanztracen  der  Kegelfläche  and 
der  schneidenden  Ebene,  mithin  die  Yerschwindungspunkte  der  diesen 
Punkten  zugehörigen  Erzeugenden  im  Durchschnitte  der  Fluchtlinie  des 
Kegels  mit  der  verschobenen  Trace  der  schneidenden  Ebene,  wie  in  §.  4  ge- 
zeigt wurde. 

Nachdem  die  unendlich  weit  entfernten  Punkte  der  Perspective  fixirt 
sind,  kann  der  obige  Satz  zur  Auffindung  der  Asymptoten  in  Anwendung 
gebracht  werden,  d.h.  man  wird  durch  die  eben  gefundenen  Erzeugenden  die 
Tangirungsebenen  der  Kegelfläche  legen  (indem  man  deren  Verschwin- 
dungslinien  durch  die  Yerschwindungspunkte  der  Erzeugenden  taugen- 
tiell  an  die  Flucht  des  Kegels,  die  Nebentracen  durch  die  Kegelspitze  pa- 
rallel zu  den  bezüglichen  Verschwindungslinien,  die  Basistracen  durch  die 
Fusspunkte  der  Erzeugenden  tangentiell  an  die  Leitlinie  des  Kegels  zieht) 
und  die  Schnitte  derselben  mit  der  schneidenden  Ebene  bestimmen.  Die 
80  erhaltenen  Geraden  werden  die  verlangten  Asymptoten  geben. 

Indem  die  beiden  Erzeugenden  so  gesucht  wurden ,  dass  die  Perspec- 
tiven ihrer  Durchschnitte  mit  der  schneidenden  Ebene  in  unendliche  Ent- 
fernung fallen,  so  müssen  diese  Erzeugenden  selbst,  als  auf  unendlich  weit 
entfernte  Punkte  der  Curve  zugehend,  die  Richtungen  der  Asymptoten  be- 
stimmen, daher  zu  den  gefundenen  Asymptoten  parallel  sein,  welcher  Um- 
stand eine  Controle  für  die  Richtigkeit  und  Genauigkeit  der  Arbeit  bietet. 

Die  Asymptoten  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  des  Bildes,  während 
die  Perspectiven  der  Asymptoten  der  Schnittfigur  sich  in  der  Perspective 
des  Mittelpunktes  der  letzteren  begegnen. 

Die  reelle  Axe  der  Perspective  ergiebt  sich  ihrer  Lage  nach  durch 
Halbiren  des  Asymptotenwinkels.  Da  diese  Gerade  in  der  schneidenden 
Ebene  liegt,  so  wird  ihr  Durchstosspunkt  mit  der  Bildebene  und  ihr  Ver- 
schwinduugspunkt  im  Durchschnitte  der  Axe  mit  der  Bildflächtrace  und 
Verschwindungslinie  dieser  Ebene  erhalten.  Um  die  Endpunkte  der  Axe 
zu  bestimmen,  hat  man  einfach  den  Durchschnitt  der  eben  gezogenen  Ge- 
raden mit  der  Kegelfläche  zu  construiren ,  was  bekanntlich  in  der  Weise 
geschieht,  dass  man  durch  die  Gerade  und  die  Kegelspitze  eine  Ebene  legt 
und  die  in  derselben  liegenden  Erzeugenden  sucht.  Die  fraglichen  End- 
punkte ergeben  sich  sodann  im  Durchschnitte  der  Geraden  mit  diesen  Er- 
zeugenden. 

Die  imaginäre  Axe  und  die  Brennpunkte  der  Perspective  folgen  aus 
den  bereits  gefundenen  Bestimmuugsstücken. 

Ist  die  Verschwindungslinie  eines  Kegels  nicht  bekannt,  sondern  blos 
dessen  Trace  auf  einer  beliebigen  Ebene  und  die  durch  eine  Gerade  fixirte 
Kegelspitze  gegeben,  so  kann  derart  vorgegangen  werden,  dass  man,  wie 
früher,  die  verschobene  Trace  E'p  als  Verschwindungslinie  der  durch  die 
fraglichen  Erzeugenden  gehenden  Ebene  sucht ,  die  Nebentrace  durch  die 
Kegelspitze  zieht,  und  den  Durchschnitt  dieser  Ebene  mW.  di^x  l^^^\ä^\^^\^& 
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des  Kegels  verzeichnet.  Die  so  erhaltene  Trace  schneidet  die  Basis  in  den 
Fnsspnnkten  der  zn  suchenden  Erzeugenden.  Mit  Berücksichtigung  des 
zum  Schlüsse  des  vorhergegangenen  Paragraphen  aufgestellten  Satzes  er- 
giebt  sich  daher  für  diesen  Fall  folgende  Regel  zur  Bestimmung  der  zu  den 
Asymptoten  parallelen  Erzeugenden : 

Man  suche  die  Basistrace  der  schneidenden  Ebene, 
sowie     den     Durchschnitt     einer    durch     die    Kegel- 
spitze zur  Bild  fläch  trace  dieser  Ebene  parallel  gezo- 
genen Geraden   mit  der  Basisebene,  und  führe  durch 
diesen  Durchschnittspunkt  eine  Gerade  geometrisch 
parallel  zur  erstgefundenen  Basistrace.     Die  so  gezo- 
gene Gerade  schneidet  die  Leitlinie  des  Kegels  in  den 
Fusspunkten  der  zu  suchenden  Erzeugenden, 
lieber  diesen  Gegenstand  sei  noch  bemerkt,  dass  man  durch  das  an- 
gegebene Verfahren  in  der  Lage  ist,  die  Asymptoten  des  Bildes  der  Schnitt- 
fignr  einer  jeden  Kegelfläche  mit  beliebiger  Leitlinie ,  wenn  dieselbe  auch 
keinem  geometrischen  Gesetze  Folge  leistet,  zu  bestimmen,   ohne  dass  es 
nöthig   wäre,   vorerst  die  Flucht   dieser  Fläche  oder   irgend   eine  andere 
Curve  aufzusuchen. 

Berührt  die  verschobene  Trace  der  schneidenden  Ebene  die  Verschwin- 
dungslinie  des  Kegels ,  oder  berührt  die  dieser  Trace  als  Verschwindungs- 
linie  einer  Berührungsebene  des  Kegels  zukommende  Basistrace  die  Leit- 
linie desselben,  so  ist  die  Perspective  der  Schnittcurve  eine  Parabel,  deren 
Axenricbtung  durch  die  Erzeugende,  in  welcher  die  Berührung  erfolgte, 
gegeben  ist.  Man  hat  sodann  blos  zwei  Punkte  der  Schnittfigur  zu  suchen, 
die  Verbindungslinie  derselben,  als  Sehne  der  Parabel,  zu  halbiren,  durch 
den  Halbirungspunkt  eine  zur  Axenricbtung  parallele  Gerade  zu  ziehen, 
und  den  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kegelfläche,  welcher  den  der 
Sehne  entsprechenden  Scheitel  der  Parabel  liefert,  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  nun  das  Gesagte  zur  Lösung  der  in  §.  1  angedeuteten  Fälle 
anwenden,  und  die  einzelnen  Constructionen  besprechen. 

§.6. 

Aufgabe.  Es  ist  eine  Kegelfläche  durch  eine  Ebene  nach  einer  El- 
lipse so  zu  schneiden,  dass  die  Perspective  der  Schnittfigur  gleichfalls  eine 
Ellipse  wird,  und  sind  zwei  conjugirte  Axen  der  letzteren  zu  bestimmen. 

Lösung.  Es  sei  ^  der  Augpunkt,  HH  die  Horizontslinie,  FF  die 
Verticallinie  des  Bildes,  GG  (Fig.  4)  die  Bildflächtrace  einer  Horizontal- 
ebene, welche  den  Kreis  ^im^p  als  die  Leitlinie  der  Kegelfläche  enthält,  und 
S  die  durch  ihre  orthogonale  Projection  S'  auf  der  Basisebene  fixirte  Spitze 
des  Kegels ;  endlich  sei  Et  die  Bildflächtrace.  und  Ef,  die  Verscbwindungs- 
linie  der  schneidenden  Ebene. 
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Um  ein  Paar  conjagirter  Axen  des  Schnittes  zn  erhalten,  hahen  wir, 
nach  §.5,  zwei  Beriihrangsebenen  des  Kegels  derart  zu  suchen,  dass  die 
Bildflächtracen  derselben  parallel  zarBildflächtrace  der  schneidenden  Ebene 
sind.  Diese  Berührungsebenen  müssen  sich  demzufolge  in  einer  durch  die 
Kegelspitze  gehenden,  zu  E^  parallelen  Geraden  SW  schneiden,  daher 
durch  S  W  berührend  an  die  Kegelfläche  gelegt  werden.  Sucht  man  den 
Durchschnitt  W  dieser  Geraden  mit  der  Basisebene,  wozu  am  zweckmässig- 
sten  eine  zur  Bildflftche  parallele  Hilfsebene  zu  benützen  ist,  welche  die 
Basisebene  in  der  durch  S'  parallel  zm  GG  gehenden  Geraden  S'^"  schnei- 
det, und  zieht  durch  W  die  beiden  Tangenten  fVm  und  Wn  an  die  Leitlinie 
des  Kegels,  so  sind  dies  die  Grundflächtracen  der  fraglichen  Berührungs- 
ebenen, deren  Bildflächtracen  und  Verschwind ungslinien  durch  die  Durch- 
stosspunkte  der  Grundflächtracen  mit  GG^  resp.  HH^  parallel  zu  E^  zu  zie- 
hen wären. 

Um  die  Erzeugenden,  in  welchen  die  Berührung  erfolgt,  mit  hinreichen- 
der Schärfe  zu  erhalten,  müssen  die  Berührungspunkte  m  und  n  der  Leit- 
linie genau  angegeben  werden.  Zu  diesem  Behufe  wurde  die  Basisebene 
sammt  deip  Funkte  IV  und  der  Leitlinie  um  den  zur  Bildfläche  parallelen 
Durchmesser  aoh  der  letzteren  in  eine  zur  Bildfläche  parallele  Lage  ge- 
dreht. Daselbst  wird  die  Leitlinie  als  ein  über  dem  Durchmesser  ah  be- 
schriebener Kreis  K  erscheinen ,  während ,  um  den  gedrehten  Punkt  W  zu 
erhalten ,  vorerst  sein  Drehungsmittelpunkt  d  im  Durchschnitte  der  Dre- 
hungsaxe  mit  der  durch  ^geführten  bildflächprojecirenden  Geraden  A  W^ 
and  seine  Entfernung  von  der  Drehungsaxe,  in  einem  dem  Abstände  der 
letzteren  von  der  Bildebene  entsprechenden  Maasstabe  verjüngt,  bestimmt 

werden  muss.  Ist  A  —  die  halbe  Augdistanz,  so  wird  blos  — •  mit  ^zu  ver- 
binden sein,  wodurch  auf  ah  das  Stück  cd  gleich  der  halben  Länge  TVd  ab- 
geschnitten wird,  welches  auf  dem  in  d  errichteten  Perpendikel  von  d  aus 
zweimal  aufgetragen,  in  ^  den  Punkt  W  nach  der  Drehung  giebt.  Die  Be- 
rührungspunkte «,  ß  der  aus  ^  an  den  Kreis  ÜT  gezogenen  Tangenten  kön- 
nen nun  mit  der  nöthigen  Schärfe  ermittelt  und  in  die  Horizontalebene  nach 
m  und  n  zurückgeführt  werden. 

Nachdem  diese  Berührungsebenen  von  der  Ebene  Ej,  Ep  in  zu  Ey  pa- 
rallelen Geraden  geschnitten  werden,  so  ist  zur  Bestimmung  der  Schnitt- 
linien blos  je  ein  Punkt  derselben  nothwendig.  Dieser  ergiebt  sich  im 
Durchschnitte  der  betreffenden  Grundflächtracen.  Die  Trace  Eg  der  schnei- 
denden Ebene  schneidet  nämlich  die  beiden  Basistracen  Wm  und  Wn  der 
Tangirungsebenen  in  denFusspunkten  1  und  2  obiger  Tangenten  71  und  772 
der  Schnittcurve ,  welche  die  bezüglichen  durch  n  und  m  gehenden  Erzeu- 
genden des  Kegels  in  den  Punkten  7  und  77  der  Schnittcurve  treffen,  daher 
777  ein  Durchmesser  und  der  Halbirungspunkt  0  desselben  der  Mittelpunkt 
der  Ellipse  ist. 
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Der  zu  /  //  conjugirte  Durchmesser  geht  durch  0  pi^rallel  zu  F^^  und 
schneidet  die  Grundflächtrace  Eg  im  Halbirungspankte  a>  der  Länge  12. 
Wird  durch  diesen  Durchmesser  und  die  Kegelspitze  eine  Ebene  gelegt,  so 
ist  die  Verbindungslinie  IFp  der  Punkte  W  und  m  die  Grundflächtrace  der- 
selben, und  schneidet  die  Basis  des  Kegels  in  den  Punkten/?  und  g^  welche, 
mit  5  verbunden,  die  beiden  in  dieser  Ebene  gelegenen  Erzeugenden  p  <S» 
und  qS  bestimmen.  Diese  Erzeugenden  begegnen  der  Axenrichtnng  «0 
in  den  gesuchten  Endpunkten  III  und  IV  des  zweiten  Durchmessers. 

Wenn  sich  die  Punkte  p  und  q  durch  zu  schiefe  Schnitte  ergeben ,  so 
ist  ähnlich  wie  bei  der  Bestimmung  der  Berührungspunkte  m  und  n  vorzu- 
gehen. Man  wird  nämlich  den  der  Grundflächtrace  E^  entsprechenden 
Parallelstrahl  um  HH  in  die  Bildfläche  umlegen,  und  die  um  ab  in  eine  zur 
Bildfläche  parallele  Lage  gedrehte  Grundflächtrace  durch  den  Durch- 
schnittspunkt der  Geraden  Eg  und  a  h  parallel  zu  dem  umgelegten  Parallel- 
strahl führen;  die  so  gefundene  Gerade  trifft  die  beiden  Tangenten  ^a  und 
Jß  in  zwei  Punkten ,  welche  das  der  Perspective  12  zugehörige  Längen- 
stück begrenzen,  weshalb  dieses  nun  in  zwei  Theile  so  zu  theilen  ist,  dass 
die  Perspective  des  in  die  Grundebene  zurückversetzten  Theilpunktes  die 
Länge  12  geometrisch  halbirt*),  also  mit  oi  zusammenfällt.     Die  Verbin- 


*}  Das  Theilverhältniss  dieser  Geraden  kann  einfach  gefunden  werden. 

Es  sei  MN  (Fig.  5)  eine  begrenzte  Gerade,  welche  die  Bildebene  B  in  8  schnei- 
det, 0  das  Auge,  mithin  Ov  der  zugehörige  Parallelstrahl,  v  derVerschwindungspunkt 
undwn  die  Perspective  der  Geraden;  ferner  sei  r  der  Halbirungspunkt  der  Länge 
»in,  und/?  der  dieser  Perspectiver  entsprechende  Punkt  der  Geraden  M  N,  Zieht  man 
durch  r  eine  Parallele  FG  z\i  MN,  so  schneidet  diese  die  Sehstrahlen  MO  und  NO  in 
den  Punkten  F  und  (r,  und  man  erhält  mehrere  Paare  von  ähnlichen  Dreiecken, 
nämlich : 

AFrmf^AvOm,   AnsN(^AnvOy  ArFQc^AMRO  und 

ArGOc^  Arno. 

Aus  dem  ersten  Paare  ergiebt  sich  die  Proportion: 
1)*  Fr:rm  =  Oü:vm, 

Aus  dem  z^^iten  Paare : 

2)  rG  :rn=zvO:vn, 
Aus  dem  dritten  und  vierten  Paare  endlich : 

3)  Fr:rG  =  MR:  NR, 
Wird  1)  durch  2)  dividirt,  so  folgt: 

Fr  ^  rm ^  vm 

Gr  '  rn  *  vn 

und  hieraus  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 3) und  des  Umstandes,  dass  mr=nr 

MR      ,__,.»"« 

ist!  m»  o      •     ^   * —  *    •  f 

NR  vn 

oder: 

MR  :  NR  =  vn:  vm. 
Die  in  Rede  stehende  Gerade  (Fig.  3)  müsste  demnach  derart  getheilt  werden  ,  dass 
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daogslinie  dieses  Theilpnnktes  mit  J  schneidet  den  Kreis  K  in  zwei  Punk- 
ten, welche  in  die  Grundebenc  gedreht,  die  Punkte  p  und  g  der  Trace  Wm 
geben. 

§.7. 

Aufgabe.  Es  ist  die  Perspective  einer  Geraden,  als  Axe  eines  Ko- 
tationskegels ,  dessen  Erzeugende  durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Axe 
gehen  und  mit  derselben  den  Winkel  g?  einschliessen ,  gegeben;  man  soll 
die  Bildflächtrace  und  die  Fluchtlinie  des  Kegels  bestimmen  und  denselben 
durch  eine  Ebene  derart  schneiden,  dass  die  Schnittcurve  im  Eaumo  eine 
Hyperbel  sei  und  sich  perspectivisch  wieder  als  Hyperbel  darstelle. 

Lösung.  Es  sei  /  (Fig.  6)  die  Perspective  der  gegebenen  Geraden, 
f  deren  Verschwindungspunkt  und  d  deren  Dnrchstosspunkt  mit  der  Bild- 
ebene, und  S  die  Kegelspitze.  Um  die  Fluchtlinie  des  Kegels  zu  bestim- 
men, berücksichtige  man ,  dass  die  Parallelstrahlen  sämmtlicher  Erzeugen- 
den einen  Kegel  bilden,  welcher  dem  gegebenen  Kegel  congruent  ist  und 
das  Auge  zur  Spitze  hat;  und  dessen  Schnitt  mit  der  Bildebene  die  zu  su- 
chende Fluchtlinie  bildet  Die  grosse  Axe  derselben  wird  sonach  in  der 
durch  den  Parallelstrahl  der  Kegelaxe  senkrecht  auf  die  Bildfläche  geführ- 
ten Ebene  liegen,  und  ihre  Richtung  in  der  Bildflächtrace  dieser  Ebene, 
d.  \,\xiÄv  erhalten. 

Zur  Bestimmung  der  Endpunkte  dieser  Axe  lege  man  die  in  Kede  ste- 
hende Ebene  um  ^t?  in  die  Bildfläche  um,  wobei  das  Auge  nach  0(^0  senk- 
recht auf  ^t^  und  gleich  der  Augdistanz)  gelangt,  daher  Ov  der  umgelegte 
Parallelstrahl  der  Kegelaxe  ist.  Die  beiden  Erzengenden  Oa  und  OA,  in 
welchen  der  Parallelkegel  von  der  Ebene  geschnitten  wird,  und  welche 
durch  0  unter  dem  Winkel  <p  gegen  Or>  geneigt  zu  verzeichnen  sind,  schnei- 
den die  Gerade  ^  t;  in  den  Endpunkten  a  und  h  der  grossen  Axe.  Behufs 
der  Bestimmung  der  kleinen  Axe,  welche  durch  den  Halbirungspunkt  ro  der 
Axe  ah  senkrecht  auf  ^9  zu  ziehen  ist,  schneiden  wir  den  umgelegten  Pa- 
rallelkegel durch  eine  auf  die  Kegelaxe  Or>  senkrechte  und  durch  oo  gehende 
Ebene  a^  nach  einem  Kreise  ay^  vom  Durchmesser  ajS,  dessen  der  Ab^ 
scisse  00  a  entsprechende  Ordinate  tay  die  Länge  der  kleinen  Halbaxe  giebt, 
daher  diese  Länge  bloss  mittelst  des  aus  dem  Mittelpunkt  oo  beschriebenen 
Bogens  yce  nach  oc  und  oe  zu  übertragen  ist.*) 


die  beiden  Stücke  in  dem  Verhältnisse  vi  :  »2  zu  einander  stehen  (wenn  v  den  Ver- 
schwindungspunkt der  Grnndflächtrace  Eg  bezeichnet),  und  zwar  rauss  das  in  der  Ho- 
lizontalebene  rückwärts  liegende  Stück  die  grössere  Länge  erhalten. 

*)  Wäre  zufällig  9  =  90°  —  \vOA^  so  würde  sich  eine  Parabel,  für 
^^90  —  \i90A  hingegen  eine  Hyperbel  als  Fluchtlinie  ergeben.  Die  Asymptoten 
der  letzteren  wären  sodann  zu  den  beiden  zur  Bildfläche  parallelen  Erzeugenden  des 
KegeU  parallel. 
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Die  aus  S  an  die  Fluchtlinie  des  Kegels  gezogenen  Tangenten  bilden 
die  äussersten  Erzeugenden  des  Bildes,  mithin  auch  den  sichtbaren  Uniriss 
des  Kegels. 

Um  die  Axen  der  Bildflächtrace  des  Kegels  zu  erhalten ,  hat  man  blos 
durch  d  eine  zu  Av  parallele  Gerade  adb'  bis  znra  Darchschnitte  a  und  h' 
mit  den  durch  a  und  b  gehenden  Erzeugenden  aSy  bS  zu  ziehen.  Die  im 
Halbirungspunkte  a>'  der  Axe  ab*  auf  dieselbe  errichtete  Senkrechte  ce 
wird  von  den  durch  c  und  e  gehenden  Erzengenden  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  Axe  ce  der  sich  als  Ellipse  darstellenden  Bildflächtrace  getroffen. 
Dass  diese  der  Flnchtlinie  ähnlich  sein  muss,  ist  selbstverständlich;  es 
könnten  daher  für  den  Fall ,  als  die  Erzeugenden  cS  und  eS  die  Richtung 
ce  unter  sehr  spitzem  Winkel  treffen  würden ,  die  Endpunkte  c  und  e'  der 
kleinen  Axe  auch  in  der  Art  gefunden  werden ,  dass  man  die  Geraden  nc 
und  b'e  parallel  zu  «^,  oder  oV  und  b*c  parallel  zu  ac  zieht. 

Weiter  wurde  noch  in  der  Figur  die  der  Ellipse  abce  congruente 
Distanztrace-Projection  ab"c'e'  der  Kegelfläche,  nach  §.  3,  aus  ihren  Axen 
bestimmt.  Dieselbe  ist,  wie  schon  in  §.  4  gezeigt  wurde,  zur  Construction 
nicht  erforderlich ,  wurde  jedoch  zur  besseren  Veranschaulichung  des  dort 
Gesagten  angegeben. 

Zunächst  wird  es  sich  nun  darum  handeln ,  der  Aufgabe  gemäss  die 
Annahme  der  Bestimmungsstücke  der  schneidenden  Ebene  vorzunehmen, 
und  zwar  muss  (nach  §.  4  a),  damit  die  Kegelfläche  nach  einer  Hjperbel 
geschnitten  werde,  die  Verschwiudungslinie  E^  der  Ebene  zwei  Punkte  der 
Flucht  des  Kegels  in  sich  enthalten,  und  da  sich  diese  Hjperbel  wieder  als 
Hyperbel  perspectivisch  darstellen  soll,  (nach  §.  4  6)  die  Distanztrace-Pro- 
jection E'\  der  Ebene  jene  a'b'c'e'  schneidend  gewählt,  oder  die  verscho- 
bene Trace  iTp  parallel  zu  E^  so  gezogen  werden,  dass  sie  die  Verschwin- 
dungslinie  des  Kegels  in  zwei  Punkten  trifft.  Wie  seinerzeit  nachgewiesen 
wurde,  ist  die  Entfernung  der  Trace  E" ^  vom  Augpnnkte  A  gleich  dem 
Abstände  der  Geraden  l! ^  von  der  Kegelspitze  5. 

Durch  die  so  gewählten  Stücke  E^  und  ^j,  ist  die  Lage  der  schnei- 
denden Ebene  vollkommen  bestimmt,  und  es  kann  mit  Hilfe  derselben  die 
Bildflächtrace  leicht  ermittelt  werden.  In  §.  4  wurde  bewiesen,  dass  die 
Entfernung  der  verschobenen  Trace  E^^  von  der  Verschwiudungslinie  E^ 
gleich  dem  Abstände  der  Nebentrace  E^  von  der  Kegelspitze  S  ist;  man 
hat  daher  blos  den  Abstand  der  beiden  Geraden  E^  und  l! ^  in  den  Zirkel 
zu  nehmen,  aus  dem  Mittelpunkte  S  mit  diesem  Radius  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben und  die  Nebentrace  der  zu  suchenden  Ebene  parallel  zu  E^  nach 
der  Seite  von  S  tangentiell  an  den  Kreis  zu  ziehen,  nach  welcher  E^  von  Ef^ 
gelegen  ist. 

Um  endlich  die  Bildflächtrace  Ei^  der  schneidenden  Ebene  zu  erhalten, 
hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  bereits  die  Verschwindungslinie  und  eine 
in  der  Ebene  gelegene  Gerade  E^  gegeben  ist,  welch'  letztere  sich  zugleich 
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in  einer  durch  5  gehenden,  znr  BildflHche  parallelen  Ebene  befindet.  Zieht 
man  in  der  Ebene  irgend  eine  Gerade /FA',  deren  Verschwindungspnnkt /F 
im  Durchschnitte  von^i,  mit  der  Flucbt  des  Kegels  liegt,  und  verlängert  die 
Erzeugende  IF  S  des  Kegels  bis  zum  Durchschnitte  4'  mit  seiner  Bildfläch- 
trace  ab'ce\  so  bestimmen  die  Geraden  IV  k  und  IV  Si  eine  Ebene,  deren 
Nebentrace  offenbar  kS  ist,  und  deren  Bildflächtrace  durch  i  parallel  zu  Ar^ 
läuft.  Letztere  Gerade  bestimmt  im  Durchschnitte  mit  IV  k  den  Durch- 
stosspunkt  4  dieser  Geraden  mit  der  Bildebene  und  somit  auch  einen  Punkt 
der  zu  suchenden  Bildflächtrace  E^, 

Die  Verschwindnngslinie  E^  schneidet  die  Flucht  des  Kegels  in  den 
Punkten  ///und  /F,  welche,  sowie  die  Durchschnittspunkte  V  und  F/ der 
Bildflächtracen  E},  und  ab'ce\  der  Perspective  der  Schnittcurve  angehören. 

Wie  in  §.5  nachgewiesen  wurde,  sind  die  Asymptoten  des  Bildes  zn 
jenen  Erzengenden  I5l',  2 52' parallel,  deren  Verschwindungspunkte  1  und  2 
im  Durchschnitte  der  verschobenen  Trace  E'^  mit  der  Fluchtlinie  des  Ke- 
gels liegen.  Die  Asymptoten  selbst  ergeben  sich  im  Durchschnitte  der 
durch  diese  Erzeugenden  an  die  Kegelfläche  gelegten  Berührungsebenen 
mit  der  Ebene  E^E^.  Werden  daher  in  den  Punkten  1  und  2  der  Ellipse 
ab  cd  die  Tangenten  l/i,  2  m  als  Verschwindungslinien  der  Tangirungsebe- 
nen  bis  zum  Schnitte  m  und  n  mit  £*„,  sowie  deren  Bildflächtracen  iV,  2'm 
parallel  zu  den  betreffenden  Verschwindungslinien  bis  zum  Durchschnitte 
tn  und  n  mit  E^^  femer  in  gleicher  Richtung  die  Nebentracen  Sf  und  Sh 
durch  S  bis  zum  Durchschnitte  f  und  h  mit  Ep  gezogen ,  so  gehören  die 
Punkte  m,  /*,  m\  beziehungsweise  n,  A,  n  den  Schnittlinien  an,  werden 
demnach  in  den  Geraden  mtn  und  nn\  die  parallel  zu  l5l',  252'  sein  müs- 
sen und  die  verlangten  Asymptoten  darstellen,  liegen. 

Die  Asymptoten  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  0  des  Bildes,  dessen 
reelle  Axe  vd'  ihrer  Lage  und  Eichtung  nach  durch  Halbiren  des  Asymp- 
totenwinkels gefunden  wird.  Legt  man  durch  vd'  und  die  Kegelspitze  S 
eine  Ebene  ^  so  schneidet  diese  die  Kegelfläche  nach  zwei  Erzeugenden, 
welche  der  Axenrichtung  vd'xn  den  beiden  Endpunkten  /und  //der  reellen 
Axe  begegnen. 

Wäre  die  Verschwindungslinie  des  Kegels  nicht  gegeben,  sondern  der- 
selbe blos  durch  seine  Bildflächtrace  und  durch  die  Kegelspitze  fixirt ,  so 
würde  zur  Bestimmung  der  zu  den  Asymptoten  parallelen  Erzeugenden 
die  Construction  der  Verschwindungslinie  des  Kegels  vorzunehmen  nicht 
nothwendig  sein.  Man  müsste  sodann  auch  von  der  Annahme  der  verscho- 
benen Trace  E'p  absehen,  und  sogleich  die  Bildflächtrace  der  durch  die  ob- 
genannten  Erzeugenden  gelegten  Ebene  so  wählen ,  dass  sie  die  Bildfläch- 
trace des  Kegels  in  zwei  Punkten  schneidet  und  zur  Bildflächtrace  der 
schneidenden  Ebene  parallel  ist.  Nachdem  die  Verschwindungslinien  bei- 
der Ebenen ,  sowie  deren  Nebentracen  gleich  weit  von  einander  entfernt 
sind,  so  müssen  auch  die  Bildflächtracen  in  demselben  Abstände  von  ^m^M- 
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der  gelegen  sein,  woraus  folgt,  dass  man  bei  obiger  Annabme  die  Neben- 
trace  der  schneidenden  Ebene  in  einem  Abstände  von  der  Kegelspitze  za 
ziehen  hat,  welcher  dem  Abstände  der  beiden  angenommenen  Bildflächtracen 
gleichkommt.  Mit  Hilfe  der  Nebentrace  ntid  der  Bildflächtrace  der  schnei- 
denden Ebene  ist  die  Verschwindungslinie  oder  jede  andere  Trace  dieser 
Ebene  leicht  gefunden. 

Dass  die  Geraden  l"A  und  2^A  der  Distanz  -  Projection  gleichfalls  sa 
den  Asymptoten  parallel  sind,  ist  leicht  einzusehen. 

§.8. 

Aufgabe.  Es  ist  die  Perspective  einer  Kegelfläche  durch  deren 
Bildflächtrace  T^  (Fig.  7)  und  Verschwindungslinie  Tp  gegeben*);  man  soll 
eine  Ebene  so  wählen,  dass  sie  die  gegebene  Kegelfläche  nach  einer  Ellipse 
schneidet,  welche  sich  im  Bilde  als  Parabel  darstellt.  Von  der  letzteren 
soll  die  Axenrichtung ,  eine  Sehne  und  der  dieser  Sehne  entsprechende 
Scheitel  gesucht  werden. 

Lösung.  Zur  Vereinfachung  der  Construction  wählen  wir  eine  Grund- 
ebene, deren  Bildflächtrace  (Grundlinie)  G  G  sei. 

Da  die  Perspective  der  Ellipse  eine  Parabel  werden  soll,  so  muss  die 
verschobene  Trace  E'p  als  Tangente  der  Verschwindungslinie  des  Kegels 
angenommen  werden ,  während  die  Verschwindungslinie  Ep  der  schneiden- 
den Ebene  keinen  Punkt  der  Fluchtlinie  7V  in  sich  enthält.  Sind  die  bei- 
den Stücke  Ep  und  E'p  gewählt,  so  ergiebt  sich  die  Nebentrace  Ep  der 
Schnittebene  in  einem  der  Entfernung  der  Geraden  Ep  und  E'p  gleichen 
Abstände  von  S. 

Um  die  Bildflächtrace  E^  der  schneidenden  Ebene  zu  finden,  ziehen 
wir  die  der  Geraden  E'p  als  Verschwindungslinie  einer  Berührungsebene 
des  Kegels  zukommende  Bildflächtrace  F^  tangentiell  an  T^  und  führen  die 
zu  suchende  Bildflächtrace  E^  ebenfalls  in  einem  der  Entfernung  der  Gera- 
den Ep  und  E'p  gleichen  Abstände  von  F^  parallel  zu  Ep. 

Die  beiden  Bildflächtracen  7^  und  E^  gemeinschaftlichen  Punkte  /  und 
JJ  gehören  der  Schnittcurve  an,  daher  /ii  eine  Sehne  der  zu  bestimmenden 
Parabel  ist.  Die  zu  dieser  Sehne  parallele  Tangirungsebene  E'p^  F^  ent- 
hält die  Erzeugende  aa^  welche  der  Annahme  zufolge  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  Perspective  ihres  Durchstosspunktes  mit  der  Ebene  E^Ep  in 
unendliche  Entfernung  fällt,  weshalb  diese  Erzeugende  zugleich  die  Rich- 
tung der  Parabelaxe  angiebt. 

Um  schliesslich  den  der  Sehne  III  entsprechenden  Scheitel  der  Para- 
bel zu  erhalten ,  benützen  wir  die  zweite  zu  Ep  parallele  Tangirungsebene 


*)  Betreffs  der  Annahme  dieser  beiden  Stücke  ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Axon 
derselben  zu  einander  parallel  sind  und  «in  gleiches  Verhältniss  haben. 
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H^H^y  welche  die  Kegelfläcbe  in  der  Erzeagenden  hb'  berührt.  Die  Grnnd- 
flächtrace  Hg  dieser  Ebene  trifft  die  Gnmdflächtrace  Eg  der  schneidenden 
Ebene  im  Punkte  9,  daher  pq^  parallel  za  E^^  die  Schnittlinie  dieser  beiden 
Ebenen  ist,  die  Erzeugende  hh'  in  dem  Punkte  0  der  Schnittcurve  begegnet 
und  zugleich  die  Tangente  der  letzteren  in  diesem  Punkte  bildet«  Die  Axe 
der  Parabel  ist  somit  durch  0  parallel  zu  aa  zu  ziehen  und  wird,  wenn  die 
Construction  mit  hinreichender  Genauigkeit  durchgeführt  wurde,  die  Sehne 
III  im  Punkte  1  halbiren. 

§.9. 

Aufgabe.  In  der  Horizontalebene  GG^  JJJ?  (Fig.  8)  ist  die  Ellipse 
ahce  als  Leitlinie  einer  Kegelfläche,  deren  Spitze  5 durch  ihre  Grundfläch- 
projection  S'  fixirt  ist,  gegeben;  man  soll  die  Verschwindungslinie  dieses 
Kegels  durch  ein  Paar  conjugirter  Axen  bestimmen,  und  denselben  durch 
eine  Ebene  nach  einer  Parabel  so  schneiden,  dass  sich  diese  perspectivisch 
als  Hyperbel  darstellt. 

Lösung.  Suchen  wir  vorerst  die  Perspective  jenes  Paares  conjugir- 
ter Axen  der  Leitlinie,  von  welchen  die  eine  Axe  ab  eine  zur  Bildfläche 
parallele  Lage  hat,  so  ist  diese  durch  die  Perspective  co  des  Mittelpunktes 
parallel  zu  GG  zu  ziehen,  während  die  andere  Axe  ce  die  Berührungspunkte 
c  und  e  der  beiden  zu  G  G  parallelen  Tangenten  der  Ellipse  verbindet.  Die 
Gerade  ce  schneidet  verlängert  die  Horizontslinie  im  Augpunkte,  weshalb 
ab  und  ce  zugleich  die  Perspectiven  der  senkrechten  Axen  der  Ellipse  sind. 

Werden  auf  bekannte  Weise  die  Verschwindungspunkte  C  und  E  der 
beiden  durch  c  und  e  gehenden  Erzeugenden  gesucht,  so  erhält  man  eine 
Axe  Cj&^  der  Fluchtlinie,  weil  die  Verschwindungslinien  der  durch  c5  und 
tS  gelegten  Berührungsebenen  der  Kegelfläche  parallel  zu  HH  smd  und  die 
Fluchtlinie  derselben  berühren.  Dass  die  Gerade  CE  gleichfalls  auf  den 
Verschwindungspunkt  A  der  Geraden  ce  zugehen  muss,  ist  klar. 

Ans  gleichem  Grunde  wird  die  zu  CJ^  conjugirte  Axe  BF  durch  den 
Ilalbirungspnnkt  D  von  CE  parallel  zu  ffH  gehen.  Die  Endpunkte  dersel- 
ben können  erhalten  werden,  wenn  man  den  dem  Punkte  D  entsprechenden 
Punkt  des  Durchmessers  ce  sucht,  durch  denselben  eine  zu  ifif  Parallele 
bis  zum  Durchschnitte  mit  der  Leitlinie  zieht,  und  die  diesen  Durchschnitts- 
punkten zugehörigen  Erzeugenden  so  weit  verlängert,  bis  sie  die  Gerade  BF 
in  den  Endpunkten  B  und  F  der  zweiten  Axe  schneiden.  Direct  werden 
diese  Punkte  gefunden,  wenn  man  von  dem  Gesichtspunkte  ausgeht,  dass 
die  Tangenten  in  den  Endpunkten  B  und  F  der  Axe  zu  CEA  parallel  und 
Verschwindungslinien  von  zwei  Berührungsebenen  des  Kegels  sind ,  welch* 
letztere  demnach  auch  parallel  zur  Richtung  BA  sein  müssen.  Führt  man 
daher  durch  S  eine  zu  BA  parallele  Gerade  SW  und  sucht  den  Durch- 
schnitt fV  derselben  mit  der  Grundebene  (in  der  durch  S'  gezogenen  Hori- 
zontalen S'fV)^  so  geben  die  durch  ^an  die  Leitlinie  gezogenen  Twi^^-a- 
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ten  Wa^  Wß  die  Grundflüchtracen  der  obbezeicbneten  Tangirungsebenen 
und  schneiden  die  Horizontslinie  in  den  Punkten  a  und  /?,  darch  welche  die 
gewünschten  Tangenten  der  Fluchtlinie  parallel  zu  ^/>  gezogen,  auf  der 
Axenrichtung  FF  die  Endpunkte  der  zweiten  Axe  bestimmen. 

Uebergehend  zur  Construction  der  Schnittfignr,  ist  vor  Allem  die  Wahl 
der  schneidenden  Ebene  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  vorzuneh- 
men. Da  der  Schnitt  nach  einer  Parabel  erfolgen  soll,  so  muss  die  Ver- 
schwindungslinie  Ep  der  schneidenden  Ebene  tangirend  an  die  Verschwin- 
dungslinie  des  Kegels  gelegt,  oder  falls  letztere  nicht  verzeichnet  wäre,  in 
der  Weise  bestimmt  werden,  dass  man  die  Grundflächtrace  einer  Berüh- 
rungsebene tangentiell  an  die  Leitlinie  des  Kegels  zieht,  und  durch  diese 
Basistrace  und  die  Kegelspitze  eine  Ebene  legt.  Da  ferner  die  Perspective 
eine  Hyperbel  werden  soll,  so  ist  die  verschobene  Trace  E'p  die  Flucht- 
linie des  Kegels  schneidend  zu  wählen.  Die  Schnittpunkte  1  und  2  sind 
sodann  die  Verschwindungspunkte  jener  zu  den  Asymptoten  der  Perspec- 
tive parallelen  Erzeugenden  lSi\  2-S2'*). 

Legt  man  durch  diese  Erzeugenden  die  Berührungsebenen  an  die  Ke- 
gelfläche, so  sind  In,  2m  die  Verschwindungslinien ,  iV,  2'rn  die  Grund- 
flächtracen  und  fS^  hS  die  Nebentracen  derselben.  Diese  Tracen  schnei- 
den sich  mit  den  gleichnamigen  Bestimm angsstücken  der  Ebene  E^Ep  be- 
ziehungsweise in  den  Punkten  m,  n,  m',  n\  /*,  h  der  Asymptoten  mhm  und 
nfn  der  Perspective,  deren  Mittelpunkt  in  0  erhalten  wird. 

Die  Punkte ///und  IF,  in  welchen  die  Basis  des  Kegels  von  der 
Grundflächtrace  der  schneidenden  Ebene  getrofifen  wird,  gehören  gleich- 
falls der  Schnittcurve  an. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  zweckmässiger,  anstatt  der  senkrechten 
Axen  jenen  Durchmesser  der  Hyperbel  zu  bestimmen,  welcher  den  zu  E^ 


*)  Die  Dorchschnittspankte  i  und  2  können  auch  mit  Benütinng  der  Axen  B  F 
and  CE,  ohne  dass  die  Fluchtlinie  zu  verzeichnen  nöthig  wäre,  auf  folgende  Weise 
gefunden  werden. 

Beschreibt  man  über  der  einen  Axe  CE  als  Durchmesser  einen  Kreis  if,  so 
kann  bekanntlich  die  Ellipse  als  die  schiefe  Projection  dieses  Kreises  angesehen 
werden,  wenn  man  sich  denselben  am  CE  in  eine  bestimmte  Lage  gedreht  denkt. 
£s  entspricht  sodann  die  zweite  Axe  B  F  dem.  &nf  CE  senkrechten  Dorchmesser« 9 
des  Kreises,  weshalb  die  Verbindangslinie  q>  F  zweier  zasammengehöriger  End- 
punkte dieser  Durchmesser  gleichsam  die  Richtung  der  projecirenden  Geraden  be- 
stimmt. Der  Punkt  p  der  Geraden  E'p^  in  welchem  diese  den  gemeinschaftlichen 
Durchmesser  einschneidet,  ist  gleichzeitig  seine  eigene  Projection,  während  der 
Durchschnittspunkt  q  derselben  Geraden  mit  der  zweiten  Axe  B  F,  auf  den  bezüg- 
lichen Durchmesser  nq>  des  Kreises  projecirt,  nach  n  fällt.  Es  ist  mithin  np  die 
Projection  der  Geraden  E'p  auf  der  Kreisebene,  und  schneidet  den  Kreis  K  in  den 
Punkten  y  und  d,  welche  schliesslich  parallel  zu  9  F  in  die  Gerade  E'p  zurück  zu 
projeciren  sind,  um  die  fraglichen  Durchschnittspunkte  I  und  2  dieser  Geraden 
mit  der  Fluchtlinie  des  Kegels  zu  erhalten. 
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paraHelen  Sehnen  conjugirt  ist«  Für  diesen  Durchmesser  ist  in  /,  d.  i.  in 
dem  Berührungspunkte  der  Verschwindungslinien  des  Kegels  und  der 
schneidenden  Ebene  ein  Endpunkt,  daher  in  10  die  Richtung  desselben  und 
ingleich  seine  halbe  J^änge  gefunden;  denn  geht  man  bei  der  Bestimmung 
dieses  Durchmessers  von  dem  in  §.  5  aufgestellten  allgemeinen  Grundsatze 
ans ,  so  hat  man  an  die  Fluchtlinie  des  Kegels  parallel  zu  E^  die  beiden 
Tangenten  E^  und  F^  als  Verschwindungslinien  zweier  Berührungsebenen 
zu  legen  und  den  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Ebene  E^E^  zu  bestimmen. 
Nachdem  jedoch  die  Flucht  E^  der  schneidenden  Ebene  zugleich  Verschwin- 
dungslinio  der  einen  Berührungsebene  ist,  so  sind  beide  Ebenen  parallel, 
nnd  es  ist  die  gemeinschaftliche  Gerade  Ep  selbst  ihr  Schnitt,  also  auch  die 
gesuchte  Tangente  der  Schnittcurve.  Die  zweite  Berührungsebene  schnei- 
det sich  mit  der  Ebene  E^E,,  in  der  Geraden  II T^  welche  die  Erzeugende 
gSg'  in  dem  zweiten  Endpunkte  II  des  Durchmessers  trifft  und  in  diesem 
Punkte  die  Schnittcurve  berührt*).  Es  ist  klar,  dass  bei  richtiger  Con- 
Btruction  die  Punkte  /,  0  und  77  in  einer  Geraden  liegen,  und  01=^01!  wird. 

Würde  es  sich  nicht  um  die  Bestimmung  der  Fluchtlinie  des  Kegels, 
sondern  blos  um  die  Verzeichnung  der  Schnittcurve  handeln,  so  wäre  auch 
die  schneidende  Ebene  nicht  durch  ihre  Verschwindungslinie  und  verscho- 
bene Trace  zu  fixiren.  In  diesem  Falle  wäre  am  zweckmässigsten,  folgend 
vorzugehen. 

Man  wähle  einen  Funkt  der  Verschwindungslinie  der  Basisebene,  ziehe 
durch  denselben  die  Grundflächtrace  Fg  einer  Berührungsebene  tangentiell 
an  die  Leitlinie  des  Kegels  und  eine  zweite  Gerade  Eg  als  Grundflächtrace 
der  schneidenden  Ebene,  welche  zur  obigen  Tangirungsebene  parallel  ist. 
Die  Hichtung  der  Bildflächtracen  dieser  Ebenen  kann  auf  verschiedene  Weise 
ermittelt  werden.  Hier  wurde  der  Durchstosspunkt  d  der  in  der  Berüh- 
rangsebene  gelegenen  Erzeugenden  iS  mit  der  Bildebene  gesucht  und  mit 
dem  in  der  Grandlinie  GG  gelegenen  Punkte  d  der  Grundflächtrace i^^  ver- 
bunden, wodurch  sich  die  Bildflächtrace  F^  der  Berührungsebene  ergab. 
Die  Grundflächprojection  S'i  der  Erzeugenden  trifft  nämlich  die  Grundlinie 
in  d\  weshalb  blos  in  d'  diß  Vertikale  d'd  zu  errichten  und  bis  zum  Durch- 
schnitte d  mit  der  Erzeugenden  ^^  zu  ziehen  ist,  um  den  Durchstosspunkt  d 
der  letzteren  mit  der  Bildebene  zu  erhalten.     Da  sich  hier  dieser  Punkt 


*)  Zur  Bestimmung  der  Schnittlinie  II T  der  beiden  Ebenen  £v  Ep Eb  nnd  TvS 
(die  Nebentrace  der  Berührungsebenen  gebt  nämlicb  durch  .S  parallel  zu  Tv)  wäre 
es  bei  unserer  Annahme  am  zweckmässigsten,  eine  Hilfsebene  derart  zu  legen,  dass 
die  Nebentrace  derselben  durch  S  geht  und  Ep  unter  einem  ziemlich  spitzen  Winkel 
schneidet  (wie  hier  z.B.  hS)^  und  deren  Verschwindungslinie  in  beliebiger  Eutfcr- 
nnng,  jedoch  so  gelegen  ist,  dass  sie  beide  Verschwindungslinien  £v  und  Tv  inner- 
halb der  Zeichnnngsfläche  schneidet;  die  üilfsschnitte  dieser  Ebene  mit  obigen  Ebe- 
nen begegnen  sich  sodann  in  einem  Punkte  der  Tangente  TU  unter  einem  nicht  sehr 
•ptUen  Winkel 
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darch  einen  sehr  schiefen  Schnitt  ergab,  so  wurde  behufs  dessen  genauer 
Bestimmung  durch  /  eine  beliebige  Gerade  kl  gezogen,  ein  Punkt  k  dersel- 
ben gewählt  und  mit  S  und  S'  verbunden;  hierauf  aus  d'  eine  zu  kS'  Paral- 
lele d'l  und  ans  dem  Durchschnittspunkte  /  derselben  mit  kl  eine  zu  Ar 5  Pa- 
rallele Id  geführt,  welche  die  Erzeugende  iS  gleichfalls  in  dem  zu  suchen- 
den Punkte  d  schneidet.  Die  Richtigkeit  der  Construction  folgt  aus  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke : 

SS'trodd'i,     kSUc^td'l  und  kStc^tld. 
Die  Bildflächtrace  E^  der  schneidenden  Ebene  ist  nun  durch  J'  parallel  zu 
F^  zu  ziehen. 

Schliesslich  hat  man  die  Basistrace  S^  der  Ebene  der  beiden  zu  den 
Asymptoten  parallelen  Erzengenden  geometrisch  parallel  zu  E^  und  die 
Leitlinie  schneidend,  sonst  jedoch  beliebig  zu  wählen,  die  Bildflächtrace  S^ 
dieser  Ebene  durch  </,  parallel  zu  E^  zu  ziehen,  und  die  Asymptotenbestim- 
mung  wie  früher  vorzunehmen.  Diesfalls  ist  es  am  zweckmässigsten,  vor- 
erst die  Nebentrace  Ep  der  schneidenden  Ebene  in  der  bekannten  Entfer- 
nung von  der  Kegelspitze  zu  ziehen  und  die  Orundfläch-  und  Nebentracen 
der  vorkommenden  Ebenen  zu  benützen. 

Würden  E^  und  F^  ausser  die  Zeichnungsfläche  fallen,  so  könnte  Ep 
auch  derart  bestimmt  werden,  dass  man  eine  Gerade  Sh  durch  5,  als  auch 
eine  zweite  Gerade  a;z,  welche  beide  Tracen  Eg  und  Sg  schneidet,  parallel 
zu  GG  führt,  das  durch  die  genannten  Tracen  begrenzte  Stück  xz  der  letz- 
teren Geraden  auf  die  erstere  nach  Sh  überträgt,  und  Ep  durch  h  parallel 
zu  Fl,  zieht. 

Ueber  den  in  diesem  Paragraphen  behandelten  Fall  sei  noch  bemerkt, 
dass  der  untere  Ast  der  Hyperbel  die  Perspective  jenes  Theiles  der  Parabel 
giebt,  welcher  sich  vor  der  Distanzebene  befindet,  während  der  obere  Ast 
nichts  Anderes ,  als  die  Centralprojection  des  hinter  der  Distanzebene  lie- 
genden Parabelstückes  ist. 

§.10. 

Aufgabe.  Es  ist  ein  Kegel  durch  seine  Verschwindungslinie  K 
(Fig.  9)  und  durch  die  Kegelspitze  gegeben;  man  soll  eine  Ebene  derart 
annehmen,  dass  sie  den  Kegel  nach  einer  Hyperbel,  deren  Perspective  eine 
Ellipse  wird,  schneidet,  und  zwei  conjugirte  Durchmesser  dieser  Perspective 
bestimmen. 

Lösung.  Da  in  der  Aufgabe  die  Kegelspitze  weiter  nicht  bestimmt 
ist,  so  werden  wir  blos  die  Nebentracen  der  vorkommenden  Ebenen  zu  be- 
nützen haben.  Nehmen  wir  jedoch  an,  dass  die  Kegelspitze  in  der  Bild** 
fläche  liegt,  so  fallen  die  Nebentracen  mit  den  Bildflächtracen  zusammen. 

Den  Bedingungen  der  Aufgabe  zufolge  muss  die  Verschwindungs- 
linie Ep  der  schneidenden  Ebene  zwei  Punkte  der  Fluchtlinie  des  Kegels 
in  sich   enthalten,    während    die    verschobene   Trace  E'p    letztere    nicht 
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schneidet.  Um  die  Nehentrace  der  schneidenden  Ebene  zn  erhalten,  hat 
man  den  Abstand  der  Geraden  E„  und  II^  von  S  gegen  Ep  aufzutragen, 
weil  afp  zwischen  S  und  E^  angenommen  wurde. 

Zur  Vereinfachung  der  Construction  sei  eine  Horizontalebene  GG^HH 
als  Grundebene  angewendet. 

Da  wir  jenes  Paar  conjugirter  Durchmesser  aufsuchen,  wobei  die  eine 
Axe  zu  Ep  parallel  ist,  so  haben  wir  die  Fluchtlinien  F^  und  F\  der  be- 
züglichen Berührungsebenen  parallel  zu  Ep  als  Tangenten  an  die  Flucht- 
linie K  zn  führen.  Die  Bildflächtracen  dieser  Ebenen  fallen  in  eine  durch 
S  gehende,  zn  i?,,  parallele  Gerade  Ft,  Bestimmt  man  die  Grundfläch- 
tracen  v^d^  und  v\d^  der  Bertihrnngsebenen,  sowie  jene  t>rf  der  schneiden- 
den Ebene  Ei,E„y  so  begegnen  sich  diese  drei  Geraden  in  den  Punkten 
/'  //',  durch  welche  die  zu  J?„  parallelen  Tangenten  der  Schnittfigur  hin- 
durchgehen. Letztere  schneiden  die  zugehörigen  Berührungs-Erzeugenden 
gS  und  fS  in  den  Endpunkten  I  und  II  eines  Durchmessers  1 11  der  Per- 
»pective,  welcher  in  o  halbirt  den  Mittelpunkt  derselben  liefert. 

Um  den  zu  ///  conjugirten  Durchmesser  zu  finden,  ziehe  man  in  o  die 
zu  El,  parallele  Richtung  111 IV  desselben  und  halbire  die  Länge  VW  im 
Punkte  o\  welcher  in  der  verlängerten  Axe  III IV  liegen  muss.  Die  End- 
punkte dieses  Durchmessers  ergeben  sich  offenbarem  Durchschnitte  der 
Geraden  111 IV  mit  der  Kegelfläche,  Legt  man  durch  III IV  und  S  eine 
Ebene,  so  ist  dfO'Cf  die  Grundflächtrace  und  die  durch  Vf  par&Hel  zu  ^v  ge- 
zogene Gerade  F'\  die  Verschwindungslinie  derselben.  Diese  Ebene 
schneidet  daher  den  Kegel  in  den  Erzeugenden  bS  und  aS,  welche  auf 
der  Axenrichtung  III IV  den  zn  suchenden  Diamater  begrenzen. 

Die  Fluchtlinie  des  Kegels  wird  von  jener  der  schneidenden  Ebene 
in  den  Punkten  1  und  2  der  Schnittcurve  getroffen^  und  es  muss  die  Länge  12, 
als  eine  zu  ///  IV  parallele  Sehne,  vom  Durchmesser  /  //  im  Punkte  w 
halbirt  werden.  Weil  jedoch  12  zugleich  eine  Sehne  der  Fluchtlinie  K  ist, 
so  muss  auch  die  Verbindungslinie  fg  der  Berührungspunkte  f  und  g  durch 
den  Punkt  w  hindurchgehen. 

Die  in  der  Verschwindungslinie  gelegenen  Punkte  1  und  2  sind  offen- 
bar die  Perspectiven  der  unendlich  weit  entfernten  Punkte  der  Hyperbel 
im  Räume;  es  müssen  deshalb  die  Perspectiven  der  Asymptoten  dieser 
Hyperbel  sich  als  Taugenten  an  die  obigen  Punkte  der  Ellipse  ergeben. 
Behufs  der  Verzeichnung  dieser  Perspectiven  hat  man  bekanntlich  die  den 
Erzengenden  1^  und  25  zukommenden  BerUhrungsebenen  mit  der  Ebene 
E^  Ep  zum  Durchschnitt  zu  bringen.  Die  Verschwindungslinien  der  Be- 
rUhrungsebenen sind  die  in  den  Punkten  1  und  2  an  die  Fluchtlinie  K  ge- 
zogenen Tangenten  ri  und  r2,  welche  sich  in  einem  Punkte  des  Durch- 
messers fg  schneiden,  und  die  bezüglichen  Bildflächtracen  Sm  und  Sn 
gehen  durch  S  parallel  zu  den  genannten  Verschwindungslinien.  Nach- 
dem die  letztgezogenen  Geraden  die  Bildflächtrace  £5  det  t&^\m^\^^\A^\^^ 
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Ebene  in  m  und  n  treffen,  so  sind  ml  and  n2  die  verlangten  Perspectiven 
der  Asymptoten.  Ihr  Darchschnittspnnkt  f,  d.  i.  die  Perspective  des 
llittelpnnktes  der  Schnittfigar,  fallt  in  die  Axe  /  //. 

Dass  das  Stück  1/2  der  Ellipse  die  Centralprojection  des  hinter  der 
Distanzebene  befindlichen  Hyperbelastes  darstellt,  ist  bekannt. 

§.n.. 

Aufgabe.  Ein  durch  die  Verschwindungslinie  ü' und  durch  die  in 
der  Bildfläche  liegende  Spitze  S  (Fig.  10)  bestimmter  Kegel  soll  nach  einer 
Parabel,  die  sich  perspectivisch  als  Ellipse  darstellt,  geschnitten  werden. 
Es  ist  die  Perspective  der  Schnittcurve  durch  ein  Paar  coojngirter  Durch- 
messer derselben  zu  bestimmen. 

Lösung.  Die  Durchführung  dieses  Falles  wird  in  ähnlicher  Weise, 
wie  im  vorigen  Paragraphen,  vorzunehmen  sein.  Den  Bedingungen  der 
Aufgabe  zufolge  ist  die  Verschwindungslinie  E^  der  schneidenden  Ebene 
tangentiell  an  die  Verschwindungslinie  A^  des  Kegels,  und  die  Nebentrace^p 
letztere  nicht  schneidend  zu  wählen.  Die  Bildflächtrace  E^  ÜLlli  rechts 
von  der  Spitze  S,  weil  Ep  zwischen  S  und  E^p  gelegen  ist 

Die  Construction  wurde  mit  Hilfe  einer  Ebene  If^B^  durchgeführt, 
welche  durch  die  Kegelspitze  geht,  sonst  jedoch  eine  beliebige  Lage  hat. 
Die  Bestimmung  des  Diameters  ///  wurde  vermittelst  der  beiden  zu  Ep 
parallelen  Berübrungsebenen  EpS  und  FpSy  deren  Grundflächtracen  vS 
und  r,  5  jene  vd  der  Ebene  E^  Ep  in  den  Punkten  t>  und  /'  trefifen ,  und 
welche  die  Erzeagenden  fS  und  gS  enthalten,  vorgenommen.  Ebenso  er- 
gaben sich  die  Endpunkte  ///  und  IV  des  zweiten  Diameters  in  den  Er- 
zeugenden a^und  bS,  welche  als  Schnitt  der  Kegelfläche  mit  einer  durch 
diese  Axe  geführten  Ebene  Sd^  F"p  resultiren.  Der  Punkt  /  fallt  mit  f  zu- 
sammen, wie  dies  bei  jedem  Parabelschnitte  der  Fall  ist;  es  besitzen  näm- 
lich die  Verschwindungslinie  des  Kegels  und  die  Perspective  der  Schnitt- 
figur in  diesem  Punkte  die  Verschwindungslinie  der  schneidenden  Ebene 
zur  gemeinschaftlichen  Tangente. 

Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  in  allen  Fällen,  wo 
die  Curve  im  Räume  die  den  sichtbaren  Umriss  der  Fläche  bildenden  Er- 
zeugenden schneidet,  die  Perspective  der  Schnittcurve  von  den  äussersten 
Erzeugenden  des  Kegelbildes  berührt  werden  muss.  Zumeist  dürfte  es 
gerathen  erscheinen,  diese  besonderen  Punkte  der  Schnittcurve  speciell  zu 
bestimmen,  indem  man  auf  bekannte  Weise  den  Durchschnitt  obiger  Er- 
zeugenden mit  der  schneidenden  Ebene  sucht;  denn  abgesehen  davon,  dass 
diese  Erzeugenden  gleichzeitig  die  Tangeuten  der  Curvo  in  den  so  ge- 
fundenen Punkten  der  Curve  bilden  uud  an  dieser  Stelle  genau  die  Kich- 
tung  des  Zuges  derselben  angeben,  ist  die  Wichtigkeit  besagter  Punkte 
schon  aus  dem  Umstände  ersichtlich,  dass  dieselben,  als  im  Umrisse  ge- 
»n,  die  Grenzen  des  sichtbaren  Theiles  der  Curve  bezeichnen. 
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In  den  bisher  behandelten  Beispielen  wurde  der  die  Schnittfläche 
deckende  Theil  des  Kegels  weggenommen  gedacht,  die  Curve  daher  durch- 
gehends  voll  gezogen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Auffindung  einzelner  Punkte  der 
Sehnittfignr  in  den  beiden  letztgewtthlten  Beispielen.  Soll  z.  B.  in  Fig.  10 
der  im  sichtbaren  Umrisse  rS  des  Kegels  gelegene  Punkt  der  Curve  ge- 
funden werden,  so  kann  man  einfach  durch  r  die  Verschwindungslinie  F\ 
einer  zu  der  Geraden  Ep  parallelen,  den  Kegel  nach  den  Erzeugenden  rS 
und  sS  schneidenden  Ebene,  und  durch  v^  die  zugehörige  Hilfstrace  v^8 
auf  der  Ebene  ff^  ffp  ziehen.  Die  Trace  v^S  trifft  jene  vd  der  schneidenden 
Ebene  E^  E„  im  Punkte  /,  durch  welchen  die  zu  E„  parallele  Schnittlinie 
beider  Ebenen  geführt,  diese  den  Erzeugenden  r5und  sS  in  den  fraglichen 
Punkten  1  und  2  begegnet. 

§.  12. 

Von  den  im  §.  1  bezeichneten  neun  Auflösungsfällen  wurden  in  den 
§§.6  bis  11  blos  sechs  durchgeführt;  für  die  Lösung  der  übrigen  bleibt 
nicht  viel  Wesentliches  mehr  zu  bemerken  übrig. 

Was  jenen  Fall  anbelangt,  wo  die  Kegelfläche  nach  einer  Parabel 
geschnitten  und  die  Perspective  sich  gleichfalls  als  Parabel  darstellen  soll, 
so  müssen  hierbei  sowohl  die  Verschwindungslinie,  als  die  verschobene 
Trace  der  schneidenden  Ebene  die  Fluchtlinie  des  Kegels  berühren. 
Nachdem  jedoch  beide  Linien  zu  einander  parallel  sind,  so  können  daselbst 
blos  zwei  verschiedene  Fälle  eintreten,  nämlich 

a)  fallen  entweder  die  beiden  Geraden  £„  und  E^p  zusammen,  wo 
dann,  wie  leicht  einzusehen,  die  schneidende  Ebene  durch  die  Kegelspitze 
geht  und  zur  Tangirungsebene  des  Kegels  wird,  die  Parabel  mithin  in  eine 
gerade  Linie  Übergeht;  oder  es  können 

b)  die  Geraden  Ep  und  E^p  einander  diametral  gegenüberliegen,  in 
welchem  Falle  eine  Parabel  als  Perspective  erhalten  wird,  die  die  Flucht- 
linie des  Kegels,  sowie  die  Gerade  Ep  berührt  und  sich  iu  entgegengesetz- 
ter Richtung  von  der  Kegelspitze  ausbreitet.  Die  schneidende  Ebene  hat 
diesfalls  eine  solche  Lage,  dass  die  Parabel  im  Ilaume  die  Distanzebene 
berührt,  sich  jedoch  ganz  hinter  derselben  befindet.  Die  Construction  wäre 
nach  §.  8  vorzunehmen. 

Der  Fall,  wo  die  Kegelfläche  nach  einer  Ellipse,  die  sich  pcrspectivisch 
als  Hyperbel  darstellt,  geschnitten  werden  soll,  ist  in  gleicher  Weise,  wie 
jene  der  §§.  7  oder  0,  zu  behandeln. 

Die  Lösung  jenes  Falles  endlich,  wo  die  Perspective  eine  Parabel,  die 
Schnittcurve  jedoch  eine  Hyperbel  ist,  wird  nach  §.  8  vorzunehmen  sein. 

Bemerkung.  Denkt  man  sich  in  Fig.  9  und  10  die  Fluchtlinie  A^  als 
Bildflächtrace  eines  Cylinders,  dessen  Erzeugenden  auf  den  Verschwin- 
dangspnnkt  S  im  Bilde  zugehen,  und  diesen  Cylinder  durch  eine  E^V^^yl^  ^^- 

Z«iUchrin  f.  Mathematik  a.  Physik.  \U,  3,  Vo 
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ffchnitien,  welche  E^  zur  Bfldfläehtrace  und  E§  snr  Yerschwindungslinie 
hat,  Bo  wird  dieselbe  Schoittfignr  /  //  ///  IV  erbalten  und  es  werden  anch 
bei  der  Constmction  dieselben  Linien  benöthigt.  In  Fig.  10  wSre  sodann 
B$  mit  ff^  nnd  umgekehrt  an  vertan  sehen ,  so  wie  in  Fig.  9  G  G  als  Ver- 
scbwindnngslinie,  BB  als  Bildflichtrace  der  Hilfsebene  angesehen  werden 
mttsste. 

§.13. 

Die  in  §.  4  aufgestellten  Sätze  lassen  sich  einfacher  anch  in  folgender 
Weise  ableiten.  Hierbei  werden  wir  gleich  die  Bestimmung  jener  Ebene, 
welche  dnrch  die  beiden  zu  den  Asymptoten  des  Bildes  parallelen  Er- 
zeugenden der  Kegelfläche  geht,  ins  Auge  fassen  und  den  Grundsatz  fest- 
halten ,  dass  die  Distanztrace  der  genannten  Ebene  mit  der  Distanztrace 
der  schneidenden  Ebene  zusammenfallt,  d.  h.  dass  beide  Ebenen  sich  in 
einer  in  der  Distanzebene  liegenden  Geraden  schneiden  müssen.  Aus 
dem  Gesagten  folgt  schon,  dass  die  Bildflächtracen  und  Verschwindungs- 
linien  dieser  Ebenen  zu  einander  parallel  sind. 

Um  das  hieraus  sich  ergebende  Gesetz  aufzufinden,  sei  PQ  (Fig.  11) 
die  Bildfläche,  0  das  Auge  und  J^i/  die  Distanzebene;  femer  S  die  Spitze 
des  Kegels iT,  dessen  äusserste Erzengenden  die  Geraden  5m,  Sn  sind,  und 
welcher  BC  zur  Distanztrace,  NB  zur  Verschwindnngslinie  hat.  Endlich 
sei  E  die  schneidende  Ebene,  mithin  E^  die  Bildflächtrace,  E„  die  Ver- 
schwindnngslinie und  M  die  Distanztrace  derselben. 

Die  Verbindungslinie  der  Punkte  M  und  S  stellt  sodann  jene  Ebene  S 
vor,  welche  den  Kegel  in  zwei  Geraden,  deren  Perspectiven  zu  den  ver- 
langten Asymptoten  parallel  sind,  schneidet.  Die  Bildflächtrace  S^  und 
Verschwindnngslinie  5p  dieser  Ebene  werden  unter  obiger  Voraussetzung, 
dass  die  Ebenen  E  und  S  die  Gerade  M  gemeinschaftlich  haben  und  die 
Ebene  S  durch  die  Kegelspitze  geht,  zu  bestimmen  sein. 

Da  die  beiden  Dreiecke  ME^S^  und  OE„S^  eine  gleiche  Höhe  und  zu 
einander  parallele  Seiten  besitzen,  so  sind  sie  congruent,  woraus 

StEb  =  S„E„ 
folgt 

Es  ist  mitbin  der  Abstand  der  Bildflächtrace  der  zu  suchenden  Ebene  5 
von  der  Bildflächtrace  der  schneidenden  Ebene  E  der  Entfernung  der 
Verschwindungslinien  dieser  beiden  Ebenen  gleich. 

Nachdem  jedoch  weder  die  Bildflächtrace  noch  die  Verschwindnngs- 
linie der  Ebene  S  bekannt  ist,  so  reicht  der  eben  aufgestellte  Satz  zur 
Fixirung  derselben  auch  nicht  hin;  da  indessen  bekannt  ist,  dass  diese 
Ebene  durch  die  Kegejspitze  gebt,  ao  dürfte  es  am  zweckmässigsten  sein, 
die  Entfernung  der  Perspectiven  der  Schnittlinien  beider  Ebenen  E  und  S 
mit  der  durch  die  Kegelspitze  parallel  zur  Bildfläche  geführten  Ebene  SE^ 
d.  i.  den  Abstand    der   beiden  Nebentracen  s  und  e  zu   bestimmen.     Be- 
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zeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Entfernnog  der  Kegelspitze  von  der 
Distanzebene  mit  E  nnd  die  Angdistanz  mit  i>,  so  ergiebt  sich  aus  den 
ähnlichen  Dreiecken  SEM  und  E^S^M  die  Proportion 

SE:Si,Et  =  E:D. 

Ebenso  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  SED  nnd  se  0 
SE:se  =  E:Dy 
daher  durch  Division  beider  Proportionen: 

S^Sp  =  se^ 
d.  h.  der  Abstand  der  Nebentracen  der  beiden  Ebenen  ist  der  Entfernnng 
der  Bildflächtracen  oder  jener  der  YerschWindungslinien  dieser  Ebenen 
gleich. 

Dieser  Satz,  in  Verbindung  mit  dem  vorher  aufgestellten,  ist  zur  Be- 
stimmung der  Ebene  5  vollkommen  ausreichend. 

Schneidet  man  beide  Ebenen  durch  eine  dritte  zur  Bildfläche  parallele 
Ebene  P^'Q" nnd  bestimmt  die  Perspectiven  a  und  b  der  Schnittlinien  a  und  /?, 
so  ergiebt  sich  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  Oaß,  Oab^  nnd  Maß^  MEtE^^ 
in  gleicher  Weise,  wie  oben : 

a  6  c=  E^  S§  s=  Ef,  Spj 
dass  mithin  die  in  Rede  stehenden  Ebenen  die  Eigenschaft  besitzen ,  von 
jeder  zur  Bildfläche  parallelen  Ebene  in  Geraden  geschnitten  zu  werden, 
deren  Perspectiven  in  einem    der  Entfernung  der  Verschwindungslinien 
dieser  Ebenen  gleichen  Abstände  von  einander  gelegen  sind. 

Bemerkung  1.  Wie  seinerzeit  gezeigt  wurde,  ist  die  verschobene 
Trace  ^p  der  Ebene  E  nichts  Anderes,  alsVdie  Verschwindungslinie  S„  der 
zu  suchenden  Ebene  S, 

Bemerkung  2.  In  den  behandelten  Beispielen  wurde  die  Leitlinie 
des  Kegels  stets  elliptisch  angenommen;  die  entwickelten  Sätze  gelten 
jedoch  allgemein,  und  die  Construction  ist  bei  jeder  anderen  Leitlinie  in 
gleicher  Weise,  ohne  die  geringste  Aenderung  durchzuführen. 

B.  Cylinderflächen. 

§.14. 

Eine  Cjlinderfläche  wird  durch  eine  Ebene  nur  nach  einer  der  Leit- 
linie gleichnamigen  Curve,  oder  nach  geraden  Erzeugenden  geschnitten, 
während  als  Perspective  der  Schnittflgur,  wenn  die  Leitlinie  des  Cjlinders 
eine  Curve  des  zweiten  Grades  ist,  eine  jede  der  Kegelschnittslinien  re- 
sultiren  kann. 

Ist  Z  (Fig.  12)  ein  Cylinder,  dessen  äusserste  Erzeugenden  durch  die 
Geraden  Bm  und  Cn  angegeben  wetden,  und  E  die  schneidende  Ebene; 
ferner  0  das  Auge,  PQ  die  Bildebene  und  P'Q'  die  Distanzebene,  so  ist 
BC  die  Bildflächtrace  des  Cylinders,  E^  und  E„  die  Bestiramungsstticke 
der  Ebene  £,  und  v  der  Verschwindungspunkt  der  parallelen   Cylinder- 
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erzeugenden.  Weil  nun  bezüglich  der  Perspective  der  Schnittfigur  für 
Cy linderflächen  dieselben  Grundsätze,  wie  für  Kegelflächen  gelten,  so  ist 
ersichtlich,  dass  auch  hier  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  als  Per- 
spective erhalten  wird,  wenn  die  Distanztrace  mMQ'n  des  Cylinders  von 
jener  M  der  schneidenden  Ebene  beziehungsweise  nicht  getroffen,  berührt 
oder  geschnitten  wird. 

Schneiden  sich  die  genannten  Distanztracen,  wie  dies  hier  angenom- 
men wurde,  in  if ,  so  werden  die  Bilder  der  diesen  Punkten  zugehörigen 
Erzeugenden  MS^  weil  die  Perspectiven  ihrer  Durchstosspunkte  mit  der 
schneidenden  Ebene  in  unendliche  Entfernung  fallen,  die  Asymptotenrich- 
tungen des  Bildes  geben,  während  die  Asymptoten  selbst  im  Durchschnitte 
der  durch  diese  Erzeugenden  gelegten  Berührungsebenen  des  Cylinders  mit 
der  schneidenden  Ebene  erhalten  werden. 

AVir  werden  mithin  durch  die  Distanztrace  M  der  Ebene  E  eine  Ebene  S 
parallel  zu  den  Cylindererzeugenden  zu  legen ,  diese  Ebene  zu  bestimmen 
und  nachzusehen  haben ,  ob  die  Trace  derselben  auf  der  Basisebene  des 
Cylinders  die  Leitlinie  berührt,  schneidet  oder  nicht  trifft.  Zum  Behufe 
der  Bestimmung  diobor  Ebene  betrachten  wir  die  beiden  Dreiecke  ME^S^ 
und  OEpV,  welche  eine  gleiche  Höhe  und  zu  einander  parallele  Seiten  ha- 
ben, daher  congruent  sind ;  aus  denselben  folgt : 

E^S^'=.  E„Vy 
d.h.: 

„der  Abstand  der  Bildflächtracen  der  beiden  Ebenen 
Sund  E  ist  gleich  der  Entfernung  des  Yerschwin* 
dungspunktes  v  der  Cylindererzeugenden  von  der 
Verschwindungslinie  der  schneidenden  Ebene  K^^ 

Wie  aus  Fig.  3  ersichtlich  ist  und  in  §.  4  angezeigt  wurde,  smd  die 
Basistracen  der  Ebenen  S  und  E  zu  einander  geometrisch  parallel. 

Ist  die  Perspective  der  Cyl inderfläche ,  sowie  die  schneidende  Ebene 
gegeben,  so  hat  man  d^iher  blos  durch  den  Verschwindungspunkt  v  der  Cy- 
lindererzeugenden eine  Parallele  zur  Verschwindungslinie  E^  der  schnei- 
denden Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Flucht  der  Baäisebene  zu  zie- 
hen und  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  die  Basistrace  der  Ebene  S  geome- 
trisch parallel  zur  Basistrace  der  schneidenden  Ebene  E  zu  führen.  Soll 
jedoch  eine  Ebene  E  so  gewählt  werden,  dass  sie  die  Cylinderfläche  nach 
einer  bestimmten  Curve  schneidet,  so  muss  vorerst  die  Orundfläch trace  der 
Ebene  S  der  Bedingung  gemäss  gewählt  werden. 

Ist  die  Perspective  der  Schnittfigur  eine  Ellipse,  so  wird  ein  Paar  con- 
jugirter  Axen  derselben  (von  welchen  die  eine  Axe  zur  Bildflächtrace  der 
schneidenden  Ebene  parallel  ist)  in  derselben  Weise,  wie  bei  Kegelflächen 
bestimmt,  nur  werden  sich  hier  die  einzelnen  Constructionen  noch  einfacher 
gestalten. 
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§.  15. 

Aufgabe.  Ein  elliptischer  Cjlinder  soU  darch  eine  Ebene  so  ge- 
schnitten werden ,  dass  die  Perspective  der  Schnittfigur  eine  Hyperbel  ist, 
die  einen  bestimmten  Asjmptotenwinkel  g>  besitzt. 

Lösung.  Ist  die  Leitlinie  in  der  Ebene  F^Fp  (Fig.  13)  gelegen  und  v 
der  Verschwindnngspunkt  der  Cjlindererzeugenden,  so  wähle  man  eine  be- 
liebige Erzeugende  Iv  und  eine  zweite  2v  derart,  dass  der  Winkel  192  =  (p 
ist.  Die  Verbindungslinie  1  2  der  Fusspankte  dieser  Erzeugenden  ist  so- 
dann die  Grundflächtrace  der  Ebene  5,  deren  Verschwindungslinie  Sp  die 
Punkte  V  und  v  vereint. 

Die  Basistrace  E^  der  schneidenden  Ebene  kann  nun  in  beliebiger 
Entfernung  von  v'd'  zu  derselben  geometrisch  parallel  gezogen  werden. 
Dieselbe  schneidet  F^  in  dy  F^mvj  dnrch  welche  Pankte  die  Bestimmungs- 
stücke E^  und  Ep  der  schneidenden  Ebene  parallel  zu  S^  zu  ziehen  sind. 

Um  die  Asymptoten  zu  finden,  bestimme  man  die  durch  die  Erzeu- 
genden Iv  und  2v  gelegten  Berührungsebenen  des  Cjlinders,  indem  man  die 
Basistracen  Im  und  2/i  derselben  durch  1  und  2  tangentiell  an  die  Leitlinie 
bis  zum  Durchschnitte  a  mit  der  Verschwindungslinie  Fp  der  Basisebene 
zieht  (der  zweite  Durchschnittspunkt  fallt  hier  in  unendliche  Entfernung). 
Die  letzteren  Punkte  mit  v  verbunden  geben  die  Verschwindungslinien  av 
und  vn  der  Berührungsebenen.  Die  Schnitte  mrn  und  nn  dieser  Ebenen 
mit  der  Ebene  E^Ep  bilden  die  gesuchten  Asymptoten  und  begegnen  sich 
im  Mittelpunkte  0  der  Perspective. 

Wird  der  Asymptotenwinkel  mon=:\<p  halbirt  und  der  Durchschnitt 
der  Halbirungslinie  mit  der  Cylinderfläche  gesucht,  so  erhält  man  die  End- 
punkte der  reellen ,  senkrechten  Axe.  Genauer  und  einfacher  ergiebt  sich 
jedoch  der  zur  Richtung  E^  conjngirte  Diameter  0  /,  indem  man  aus  v  die 
Basistrace  va  einer  zu  E^  parallelen  Tangirungsebene  des  Cylinders,  sowie 
die  Erzeugende  av^  in  welcher  die  Berührung  erfolgt,  zieht  und  den 
Schnitt  bl  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  Et  Ep  durch  den  Vereinigungs- 
punkt b  der  betreffenden  Basistracen  parallel  zu  Ep  führt.  Die  so  erhal- 
tene Gerade  bl  ist  eine  Tangente  der  Schnittcurve  und  trifft  die  Erzeu- 
gende av  in  dem  Endpunkte  /  des  bezeichneten  Durchmessers,  dessen  halbe 
Länge  Ol  ist. 

Würde  die  Gerade  1 2  die  Verschwindungslinie  ausser  der  Zeichnungs- 
fläche schneiden,  so  könnte  die  Richtung  vv  in  der  Weise  bestimmt  wer- 
den, dass  man  nach  irgend  einer  der  bekannten  Methoden  durch  den  Punkt  t> 
eine  Gerade  gegen  den  unzugänglichen  Durchschnittspunkt  v  der  Geraden 
Fp  und  1  2  zieht,  oder  wenn  v  ebenfalls  ausser  die  Zeichnungsflächc  fällt, 
indem  man  den  Durchstosspunkt  einer  der  beiden  Erzeugenden  li;  oder  2o 
mit  der  Bildebene  verzeichnet  und  mit  d'  verbindet. 
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Die  Darcbfuhrnug  des  hier  gewählten  Beispieles  dürfte  hinreichen,  um 
alle  möglichen  Fälle  ohne  Schwierigkeit  lösen  zu  können  und  die  Annahme 
so  zu  bestimmen,  dass  bei  irgend  einer  als  Leitlinie  des  Cjlinders  gegebe- 
nen Curve  des  zweiten  Grades  die  Perspective  der  Schnittfigar  eine  be- 
stimmte Kegelschnittslinie  wird. 

Bemerkung.  Sind  die  Asymptoten  TT  (Fig.  14)  des  Bildes  und 
der  znr  Bildflächtrace  der  schneidenden  Ebene  conjagirte  Durchmesser 
MOM\  nebst  der  Tangente  MN  der  Hyperbel  im  Endpunkte  desselben  be- 
kannt, so  kann  die  reelle  Axe  ORR'  auch  durch  Folgendes  bestimmt 
werden. 

Halbirt  man  den  Asymptotenwinkel  und  nimmt  diese  Gerade,  d.  i.  die 
Richtung  der  zu  suchenden  Axe,  als  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystemes  und  0  als  den  Ursprung  desselben  an,  bezeichnet  fer- 
ner die  Längen  der  senkrechten  Axen  der  Hyperbel  mit  a  und  b  und  die 
Abscisse  0  P  des  Punktes  N  mit  x'y  die  Ordinate  mit  y\  so  ist 

—    yy  —% 

die  Gleichung  der  Tangente  MN^  daher 

«  =  0  und«  =  0-^  =  -7 

X 

die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  N  derselben  mit  der  X- Axe.  Es 
ist  mithin 

a  =  yON  .09, 
welcher  Ausdruck  einfach  construirt  werden  kann,  indem  man  über  OP  als 
Durchmesser  einen  Halbkreis   beschreibt,   in  N  ein  Perpendikel  bis  zum 
Durchschnitte  S  mit  letzterem  errichtet  und  OS=za  nach  OR  und  OR'  über- 
trägt. 


VIII. 

üeber  die  Bedingnngen  der  Integrabilit&t  einiger 
Differential  -  Oleiohnngen.  ^ 

Von 

A.  Letnikow, 

Kaiserlich  Russischer  Ingenieur  -  Stahscapitain. 


Die  Integration  der  Differential  Gleichungen  erster  Ordnung  mit  zwei 
Veränderlichen  gehört  zwar  zu  dem  elementaren  Theile  der  Integral-Rech- 
nung ,  trotzdem  ist  aber  gerade  in  diesem  Theile  der  Mangel  allgemeiner 
Methoden  am  fühlbarsten.  Euler's  Methode  des  integrirenden  Factors 
bleibt  bis  jetzt  die  einzige ,  die  eine  Allgemeinheit  der  Idee  und  einen  un- 
bezweifelbaren  wissenschaftlichen  Werth  besitzt.  Es  scheint  mir  daher,  dass 
man  jetzt  blos  von  der  Entwickelung  der  Theorie  des  integrirenden  Factors 
neue  Mittel  zur  Integration  und  zur  Untersuchung  der  Differential -Glei- 
chungen, deren  Integration  möglich  ist,  erwarten  kann.  Auch  lässt  sich 
bekanntlich  die  Methode  des  integrirenden  Factors  mit  grösserem  Erfolge 
auf  die  Untersuchungen  von  Differential-Gleichungen,  die  durch  einen  Fac- 
tor von  bestimmter  Form  integrirt  werden  können ,  anwenden  als  auf  die 
Integration  von  willkürlich  gegebenen  Gleichungen.  Vorzügliche  Beispiele 
ähnlicher  Untersuchungen  sind  von  Euler  selbst  angegeben,  dessen  ^Jnsii- 
tuiiones  calculi  inlegralis^^  in  Bezug  auf  den  Reichthnm  des  in  demselben 
enthaltenen  Materials  immer  ein  unübertroffenes  Werk  bleiben  werden. 
Die  Theorie  des  integrirenden  Factors  bezüglich  det  Gleichungen  erster 
Ordnung  hat  seit  Eni  er  nur  eine  sehr  geringe  Entwickelung  erhalten.  Nur 
in  der  letzten  Zeit  ist  in  dieser  Richtung  ein  Schritt  vorwärts  geschehen 
durch  den  Professor  der  Dorpater  Universität,  Herrn  Min  ding,  in  seinem 
umfangreichen  Memoire:  „Ueber  die  Integration  der  Differential- Gleichun- 
gen erster  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen**;  diese  Arbeit  scheint  mir  die 
ganze  Aufmerksamkeit  der  Geometer  zu  verdienen,  vorzüglich  deshalb, 
weil  sie  auf  eine  ganze  Classe  neuer  Differential-Gleichungen  hinweist  und 
weil  die  Methode  des  Autors  sich  mit  grösserem  ürfoVge  anvi^ndi^Ti  \>^^^*^n 
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als  die  Methode  Euler's  in  ihrer  ursprünglichen  Form.  Ich  werde  hier 
selbstverständlich  nicht  die  Methode  des  Herrn  Min  ding  auseinander- 
setzen ,  ich  will  nur  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  auf  einige  neue  Seiten 
dieses  Gegenstandes  lenken,  die,  wie  mir  scheint,  vom  Autor  selbst  unbe- 
merkt geblieben  sind.  Ich  glaube,  dass  der  Wissenschaft  kein  geringer 
Yortheil  daraus  erwüchse,  wenn  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf 
einige  der  bemcrkenswerthen  Andeutungen  hingelenkt  würde,  die  Herr  Min- 
ding in  dem  oben  genannten  Memoire  mitgetheilt. 


1)  Die  Gleichungen,  welche  Herr  Minding  betrachtet  und  auf  die 
sich  auch  meine  Untersuchungen  beziehen,  sind  in  folgender  allgemeiner 
Form  enthalten: 

1)  {«oy"  +  «iy"-  +  .-.  +  ««)rfy  +  (/5oy'"+Ajr"'  +  ..-  +  i5»)rf«  =  o. 

Die  Coefiicienten  crg,  a|  . . .  a^ ,  ß^,  ßt  •  "  ßm  sind  willkürliche  Functio- 
nen von  X  (Min ding  setzt  sie  in  seinem  Memoire  als  ganze  Functionen 
voraus).  Differential  •  Gleichungen  ähnlicher  Art  können  aus  einer  ur- 
sprünglichen Gleichung  folgender  Form  erhalten  werden: 

2)  rr=c-'.  r  =  coni/, 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

Boy^  +  B,y^-' +  .,.  +  £, 
r  =  (y  —  y,yi  (y  —  y,)"t .  .  .  (y  —  y,)".' . 

Die  Coefficienten  ^p,  A^. , .  Ap^  B^^  B^  , . .  Bg  sowohl,  als  auch  y, , 
yt '  •  -t/i  si^^d  gewisse  Functionen  von  x  und  die  Exponenten  n| ,  n,  .  . .  «,• 
constante  Zahlen.  In  der  That,  differenzirt  man  die  letzte  Gleichung,  so 
wird  die  Constante  eliminirt  und  nach  Weglassung  der  gemeinschaftlichen 
Factoren  erhält  man  eine  Gleichung,  in  der  die  Coefficienten  von  dy  und  dx 
ganze  Functionen  von  y  sind,  wie  in  der  oben  erwähnten  Differential- Glei- 
chung. Diese  Verification  bietet  natürlich  keine  Schwierigkeiten  dar.  Hier- 
aus folgt,  dass  Differential- Gleichungen  der  betrachteten  Art  ein  Integral 
von  der  Form  ü=  const  haben  können.  Die  allgemeine  Frage,  worauf 
sich  die  folgenden  Untersuchungen  beziehen ,  besteht  in  der  Entwickelung 
derjenigen  Bedingungen,  unter  welchen  eine  Differential  -  Gleichung  der 
Form  l)  ein  Integral  von  der  Form  2)  hat,  und  in  der  Bestimmung  aller 
Functionen  und  ihrer  Constanten ,  d.  h.  in  der  Bestimmung  des  Integrals, 
wenn  die  gefundenen  Bedingungen  erfüllt  sind.  »Indem  ich  diese  allgemeine 
Frage  unberührt  lasse ,  will  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  nur  einige 
einfache  Beispiele  ähnlicher  Untersuchungen  betrachten.  Aber  ehe  ich  zu 
dem  Hauptgegenstande  meiner  Abhandlung  schreite,  ist  es  nöthig,  einige 
vorläufige  Theoreme  zu  beweisen. 

2}  Bekanntlich  muss  der  Factor  fi ,  welcher  die  Gleichung 
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Mdx  +  Ndyz=^0 
zu  einem  volUtändigeu  Differentiale  macht,  folgender  Bedingung  genügen' 

djMfi)  ^d(Nfi) 
dy  dx     ' 

die  gewöhnlich  zur  Bestimmung  dieses  Factors  und  der  Bedingungen  der 
lotegrabilität  der  gegebenen  Gleichung  dient 

Ausser  dieser  Form  der  Bedingungsgleichung  hat  Malmst^n  (Liou- 
ville  1862,  p.  315)  noch  eine  andere  angegeben,  die  mit  nicht  geringerem 
Nutzen  zu  diesem  Zwecke  verwendet  werden  kann.  Das  Malmst^n'sche 
Theorem  lässt  sich  in  folgender  Art  beweisen.  Es  sei  u  =  consi  das  Inte- 
gral der  Differential-Gleichung 

dy  +  fQf,  y)dx  =  0, 
80  wird : 

du 
dx 

dy 
Die  Integration  der  gegebenen  Gleichung  muss  als  gelöst  angesehen  wer- 
den, wenn  —  oder  —  gefunden  ist.     Bemerken  wir  hierbei  gelegentlich, 

dass 

du 1     du 

dy      /  '  dx 
der  integrirende  Factor  der  gegebenen  Differential  -  Gleichung  ist.    Diffe- 
renzirt  man  die  vorhergehende  Gleichung  nach  y  und  x ,  so  erhält  man : 

df_^dx  dy dy^ 

dy        du  du 

dy  dy 

d^u  d^u 


df  . 

dx' 

_      da- 

-f^-  du 

dx 

p    dxdy 
du 
dx 

und  da 

-/•(*, 

,y)= 

dy 

lassen  sich  diese  bei 

gender 

Weise  darstellen: 

dy 
dx 

dy 

a    ,     du 

d  .log  — 

dx 

dx 

1    df 
""  f'dx 
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^^^«^^«^^^^A^^^I^r^i^i^^V 


WO  das  Zeichen  d  ein  vollständiges  Differential  anzeigt,  in  welchem  y  als 
eine  Function  der  unabhängigen  Variabein  x  zu  betrachten  ist.  Jede  der 
beiden  letzten  Gleichungen  wird  offenbar  eine  Identität,  wenn  man  nach 

dy 
der  Differentiation  statt  — seinen  Ausdruck  aus  der  gegebenen  Differential- 
Gleichung  substituirt;  es  ist  ausserdem  auch  leicht  zu  sehen,  dass  eine  jede 
dieser  Gleichungen  eine  Folge  der  anderen  ist.  Die  erhaltenen  Gleichun- 
gen kön;ien  in  vielen  Fällen  zur  Bestimmung  der  partiellen  Differential- 
Quotienten --,  -r—  dienen.  Es  bt  nicht  schwer,  sich  zu  überzeugen,  dass 
dy    ax 

z.  B.  alle  gewöhnlichen  Fälle  der  Integrabilität  von  homogenen  linearen 
Gleichungen  n.  s.  w.  ebenso  leicht  aus  den  genannten  Gleichungen  als  aus 
der  gewöhnlichen  erhalten  werden  können;  ausserdem  können  diese  Bedin- 
gungen noch  auf  neue  Fälle  führen.  Wir  wollen  uns  aber  bei  diesem  Ge- 
genstande jetzt  nicht  weiter  aufhalten,  sondern  diesen  Satz  zum  Beweise 
eines  anderen  Theorems  benutzen,  welches  die  Verallgemeinerung  eines 
von  Min  ding  in  dem  genannten  Memoire  (S.  29  —  32)  bewiesenen  Satzes  ist. 
3)  Geht  die  Differential- Gleichung 

dy  +  f{af,y)dx=:0 
in  ein  vollständiges  Differential  über  durch  einen  Factor  der  Art : 

D 

f*  =  (y  —  yj)* .  e<»-y«>" .  (p  (x,  y), 

wo  die  Exponenten  e  und  n  constante  Zahlen  bedeuten,  y^  eine  Function 
von  X  ist,  D  und  q>  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  nebst  ihrer  derivirten 
Function  für  y  =  ^i  weder  Null  noch  unendlich  werden ,  so  ist  die  Func- 
tion ^1  eine  particuläre  Lösung  der  gegebenen  Differential  Gleichung.  Zum 
Beweise  bedienen  wir  uns  der  ersten  der  Gleichungen  des  vorhergehenden 
Paragraphen.     Bemerkt  man,  dass 

/oy^  =  %^  =  6/oy(y  — y,)  +  ^^^— ^  +  %9)(a?,y), 

so  erhält  man  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

rfy^dfyi      tE^—    tL  g^y      dy^ 

dx      dx      dx      dy  '  dx        ^  dx      dx 


q>*  dx      q>dy  ' dx      dy^ 
die  nach  Substitution  von  t^  =  —  f  folgende  Form  annimmt : 

,,(g+,)+c-I,G|-.-)-..-.,-(g-.A) 
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Diese  Gleichung  mass  identisch  nnabhängig  von  dem  Zusammenhange 
zwischen  y  und  x  bestehen.  Nimmt  man  für  n  eine  positive  Zahl  und  setzt 
voraus,  dass  alle  oben  erwähnten  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  erhält  man 
für  y  =  yi 

was  zu  beweisen  war.  Ist  n  eine  negative  Zahl  =  —  m,  so  kann  die  Glei- 
chung in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

i'»&-».)-(^+^)+(»-».)-+'(ii-0 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  y  =  yi  derselbe  Schluss.  Bemerken  wir  noch, 
dass  die  Voraussetzung  n^^O  von  keinem  Einflüsse  auf  das  erhaltene  Re- 
sultat ist,  dass  aber  der  Exponent  b  nicht  Null  sein  darf. 

4)  Erwähnen  wir  hier  noch  eines  Theorems  des  Herrn  Min  ding, 
welches  die  Form  des  Integrales  bestimmt,  wenn  die  Gleichung  durch  einen 
Factor  bestimmter  Art  integrirt  werden  kann.  Für  unseren  Zweck  ist  nur 
der  folgende  specielle  Fall  dieses  Satzes  wichtig.  Wenn  die  Differential- 
Gleichung 

in  der  g>  und  iff  ganze  Functionen  von  y  bedeuten,  deren  Coefficienten  aber 
willkürliche  Functionen  von  x  sind,  integrirt  werden  kann  durch  einen 
Factor  von  der  Form : 

1 

^''X{y-y,){y  —  y,)...{y-y^y 
in  welchem  X^y^^  y^.,,yn  Functionen  von  x  sind,  so  wird,  wenn  alle  yi  ver- 
schieden sind,  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  folgender  Art  sein : 

^  e^{y  —  yxy^iy  —  y^...{y  —  ynyn==consu 
Fist  eine  ganze  Function  von  y,  deren  Coefficienten  gewisse  Functionen 
von  X  sind;   die  Exponenten  P| ,  Pf'*Pn  sind  constante  Zahlen.     Dieses 
Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen.    Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

X  {y  —  vd  (y — yt)  •  •  •  (y  —  yn)=f{y)y 

80  wird  nach  der  Voraussetzung: 

wo  ü  eine  gewisse  Fanction  von  x  and  y  bedeutet;  folglich  erhält  man, 
wenn  man  den  rationalen  Bruch  in  seine  Partialbrtiche  zerlegt : 

WO  E  (jf)  den  ganzen  Theil  in  Bezug  auf  y  des  zerlegten  Bruches  bedeutet 
und  pi  =  ^T^c  ist.     Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration : 
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^<»^|*^^|^v^^^1•w•^^^•^l^^i^^^^^>'./^ir^v 


l/=/ß  (y)  dy  +  ip, /0J7  (y  -  y,)  +  ^  (*) , 
wo  F  (»)  die  Constante  der  Integration  in  Bezug  auf  y  ersetzt.     Von  der 
anderen  Seite  aber  haben  wir: 


dV 


m==EAy)^i:^ 


wo  Ey  (y)  den  ganzen  Theil  in  Bezug  auf  y  des  Bruches  bedeutet  und 


f  (yi)' 


Es  mu88  demnach  die  Gleichung  bestehen : 


Das  Zeichen  £  in  allen  vorhergehenden  Gleichungen  bezieht  sich  auf 
die  Werthe  t  =  1 ,  2,  3  . . .  n.  Bemerken  wir  ferner,  dass  nach  den  im  vo- 
rigen Paragraph  bewiesenen  Theoremen  y  =  jfi  eine  particuläre  Lösung 
der  betrachteten  Differential- Gleichung  ist  und  dass  infolge  dessen 


9(y05f+*(y.)=o 


ist,  so  erhalten  wir: 


T 

äyi 


Z ^  =  0, 

y—yt 


und  deshalb  kann  die  vorhergehende  Gleichung  auf  folgende  Weise  dar- 
gestellt werden: 

Da  in  dem  ersten  Theile  dieser  Gleichung  eine  ganze  Function  von  y ,  in 
dem  zweiten  aber  eine  logarithmische  Function  von  y  enthalten  ist,  so 
kann  diese  Gleichung  nur  dann  bestehen,  wenn  jeder  Theil  sich  auf  Null 
reducirt  und  deshalb :  ^ 

-/-^  =  0,  folglich  pi  =  const. 
dx 

Das  Integral  selbst  wird  demnach 

U=Je  (y)  dy  +  Slog  {y—yiYi+Fix)  =  const. 
und  schreiben  wir  dasselbe  in  folgender  Art  e^=  const ,  so  erhalten  wir  die 
erwähnte  Form.  Aus  unserem  Satze  folgt  noch,  dass,  wenn  eine  Differen- 
tial-Gleichung sich  durch  einen  Factor  der  erwähnten  Art  integriren  lässt 
nnd  y  =  yi  eine  der  particulären  Lösungen  ist ,  die  in  dem  integrirenden 
Factor  enthalten  sind,  die  Gleichung  besteht: 

Pß,  =  const. 

f  (y.) 

Diese  bemerkenswerthe  Eigenschaft  Icann  zur  Untersuchung  von  Integrabili- 
tatB'BoäiDgnngen  benutzt  werden.     Endlich  lassen  wir  auch  den  Umstand 
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nicht  unbemerkt,  dass  alle  particulären  Lösungen  y  =  y,-,  die  in  dem  inte- 
grirenden  Factor  und  in  dem  Integrale  vorkommen,  gerade  diejenigen  Lö- 
sungen sind,  welche,  da  sie  den  integrirenden  Factor  entweder  =0  oder 
=  00  machen,  aus  dem  allgemeinen  Integrale  erhalten  werden  können,  in- 
dem man  die  in  demselben  vorkommende  Constante  =  0  oder  =  oo  setzt. 

IL 

5)  Wir  schreiten  jetzt  zur  Untersachnng  der  Integrabilitäts-Bedingun- 
gen  einiger  Differential- Gleichungen  erster  Ordnung.  Die  erste  der  Glei- 
chungen, die  wir  betrachten  wollen,  ist  die  folgende : 

rf^  y  +  Q  ~  ' 
wo  Pf ,  Pf  und  0  willkürliche  Functionen  von  x  bedeuten.  Das  allgemeine 
Integral  einer  solchen  Gleichung  ist  nicht  bekannt.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  diejenigen  Bedingungen  zu  bestimmen,  denen  die  Functionen  P^ ,  P^ 
und  0  genügen  müssen,  damit  diese  Gleichung  ein  Integral  von  einer  be- 
stimmten Form  habe.  Es  ist  leicht  zu  bemerken ,  dass  die  betrachtete  Dif- 
ferential-Gleichung ein  Integral  der  Form 

(y  —  yi)"*  (y  —  y«)"«  =  consi 

besitzt.     Durch  unmittelbare  Differentiation  entsteht  nlimlich : 

-(•.»■:-f+«.|?)]H=»- 

wo  der  Kürze  halber  gesetzt  ist: 

1 


/»,  +  w, 
und: 


(y  —  yi)"«"^  (y  —  yO"«"^  =  ^ 


a,  =  — -Tj— ,  at=— 37— ,  mithin  a,  +a,  =  L 

Aus  dieser  Bemerkung  folgt,  dass  die  oben  erwähnte  Gleichung  auf 
eine  Gleichung  der  Form 

{y  +  0)dy  +  iP,y  +  P,)dx=^0 
führen  muss,  d.  h.  auf  eine  solche,  deren  Integrabilittits  •  Bedingungen  wir 
zu  untersuchen  beabsichtigten.     Wir  stellen  jetzt  die  umgekehrte  Frage : 
wann  hat  die  oben  erwähnte  Differential-Gleichung  ein  Integral  der  oben 
erwähnten  Art?  Da  in  diesem  Falle  identisch  ist: 

/     dyt   ,        dyi\  /        dy^  dyi\ 

y  +  0  y  — (fliya  +  öfyi)  ' 

80  müssen  die  Constanten  »,  und  at,,  sowie  die  Functionen  y,  und  y,  folgen- 
den drei,  Gleichungen  genügen: 
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fliyt  +  ^isri  —  —  Ö, 

und  wenn  die  genannte  Gleichung  ein  Integral  der  voraasgesetzten  Art 
hat,  so  können  y^  und  y^ ,  sowie  a^  and  a,  aus  diesen  drei  Gleichungen ,  zu 
denen  noch  die  Gleichung  0^  +  0^  =  1  kommt,  bestimmt  werden. 

Uebrigens  kann  diesen  Gleichungen  nur  bedingungsweise  gentigt  wer- 
den, denn  y,  und  y,  sind  willktirliche  Functionen  von  a:,  aber  a^  und  0,  sind 
constante  Grössen ;  demzufolge  erhält  man  eine  Bedingungs-Gleichung,  der 
die  Functionen  P^ ,  P,  und  Q  genügen  müssen ,  damit  unsere  Gleichung  ein 
Integral  der  oben  erwähnten  Art  besitze.  Integrirt  man  die  erste  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  und  verbindet  sie  mit  der  letzten ,  so  erhält  man 
das  System : 

Oiyt+atyt==—fPidx, 

fliyt  +  öiyi==  — Ö 

und  hieraus  durch  Addition  und  Subtraction: 

yi  +  yi  =  — 5,    sfi— y,^=-./>, 

wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

S=Q+fP,dx, 

D=Q''JP,dx, 
und  ö'  =  «1  —  «t*     Weiter  erhalten  wir : 

^*  2      ^2q     '      ^*  2  2q     ' 


oder : 

Hier  ist  q  =  — ; =  ;— ; —  und  A  =  — . 

W|  +  w,      X  +  1  w. 

Offenbar  ist  es  hinreichend  iL  zu  kennen;  denn  die  Grössen  ft|  und  ff, 
können  durch  Potenziren  beider  Theile  der  Gleichung  geändert  werden, 
aber  das  Verhältniss  k  hat  einen  constanten  Werth.  Um  iL  oder  q  zu  be- 
stimmen, substituiren  wir  die  erhaltenen  Grössen  in  die  erste  der  Bedin- 
gungs- Gleichungen,  indem  wir  hierbei  bemerken,  dass  Oi  =i{i  +  q^  und 
o,  =  ^  (l  —  q)]  wir  erhalten : 

und  hieraus : 
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dx 


dx  dx  dx 


Snbätituirt  man  für  D  and  S  ihre  Werthe,  so  kann  q*  in  folgender  Weise 
dargestellt  werden : 

oder  wenn  man  der  Kürze  halber  setzt: 


PtO-P, 


so  erbS]t  man  q*  =  — ; — .     Aber  g*  raass  constant  sein  und  hieraas  folgt, 
m  +  4  " 

dass  m  =  consl]  wir  erhalten  demnach  die  Bedingung: 

p^gZTp, =  "»«'• 

Wenn  die  Fnnctionen  Pi,  P,  und  Q  dieser  Bedingung  genügen,  so  hat 
die  betrachtete  Gleichung  ein  Integral  der  vorausgesetzten  Form.  Substi- 
tuirt  man  die  Functionen  Pi ,  Pf  und  Q  in  die  Bedingungs-Gleichung,  so  kann 

man  über  die  Constante  des  unbestimmten  Integrals //'i  dx  willkürlich  ver- 
fügen. Die  Verification  der  Bedingung  bestimmt  die  Grösse  m;  weiter  fin- 
det man  0=1/ ; — ,  und  ist  q  bekannt,  so  erhält  man  A  ==  —  = ^  ; 

endlich  bestimmt  man  durch  die  früher  erhaltenen  Formeln  die  Ausdrücke 
l/i  und  yt)  wobei  man  für  die  willkürliche  Constante  des  Integrals  fp^  dx 
denjenigen  Werth  nehmen  muss ,  welcher  der  Bedingungs-Gleichung  ge- 
nügt.    Demnach  wird  das  Integral  unserer  Gleichung: 

(y  —  Vi)^  (y  —  yt)  =  c  oder  (y  —  y,)i+9  (y  — y,)*-«  =  const. 
6)  Ist  ^  eine  negative  Grösse,  so  wird  q  imaginär  und  das  Integral  er- 
hält einen  imaginären  Ausdruck,  der  sich  übrigens  leicht  auf  einen  reellen 
zurückführen  lässt.     Setzt  man  q^  =  —  a*,   wo  a*  eine  positive  Grösse  be- 
deutet, so  kann  das  erhaltene  Integral  auf  folgende  Art  dargestellt  werden: 

\y  —  yt/\y  —  ytJ 

oder,  wenn  für  y^  und  y,  deren  Ausdrücke  substituirt  werden : 

^^  2       2a^  1 


^=  consU 
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Die    imaginäre   Form    des   Integrals   kann   durch  eine  reelle  ersetzt 
werden,  wenn  man 


.      ^  J>        / 


re* 


setzt.     Wir  erhalten  hieraas 
das  Integral  wird  daher 


[('+IJ+5]' 


e-«  V=fon5/, 


/>  S 

oder  für —  =  ^,     y  +  -  =  5, 


,      2^5  A 

tp  =  arcfgj^-—^=z2  arctg^=2  arctg 


'"('+1) 

und  das  betrachtete  Integral  erhält  die  Form 

D 

—2«  ,4trctg -z =^ 

oder 

in  welcher  für  D  und  S  die  früher  gefundenen  Werthe  substituirt  werden 
können. 

7)  Betrachten   wir  einige  besondere  Fälle.     Wenn  P^Q — Pf=0,  so 
ist  m  =  00 ;  in  diesem  Falle  geht  unsere  Gleichung  in  folgende 

über,  die  unmittelbar  integrirt  werden  kann.  Wenn  Q — C P^  cfa;  =  0,  so 
ist  m  =  0;  in  diesem  Falle  ist  9=a, — a,=:0  und  die  vorhergehende  Formel 
nicht  anwendbar.     Da  hier  ni=frt,  so  wird  das  Integral 

{y'-yx){y  —  yt)  =  <^onsi 

und  wir  erhalten  demnach  zwei  Bedingungs  -  Gleichungen 

dx       dx  dx 

rfy,,      dy,  _    „ 
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ans  denen  man  leicht  findet,  dass  das  Integral  in  diesem  Falle  sein  wird 
y*  +  2öy  +  2jPtdx  =  consi. 

Die  gegebene  Differential -Gleichung  kann  in  diesem  Falle  in  der 
Form  eines  yollstiindigen  Differehtials  dargestellt  werden. 

Es  giebt  einen  noch  mehr  bemerkenswerthen  besonderen  Fall,  in 
welchem,  obgleich  die  erwähnte  lutegrabilitäts •  Bedingung  erfüllt  ist,  das 
Integral  dennoch  nicht  nach  der  angegebenen  Weise  erhalten  werden 
kann,  sondern  sich  unter  einer  anderen  Form  darstellt.  Dieser  Fall  ent- 
spricht m  =  —  4;  hierbei  wird  ^  =  od  und  die  früheren  Resultate  werden 
unanwendbar.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  die  Form  des 
Integrals  eine  andere  ist,  nämlich  dass  die  gegebene  Differential- Gleichung 
in  diesem  Falle  aus  einer  ursprünglichen  Gleichung  von  der  Form 

X 

Of  —  Vt)  •  ^"^^  =  consi. 
entsteht     In  der  That,  differenzirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  die 
▼ollständige  Differential  •  Gleichung 

'••l['-(-+'.)]-»+[(S-^)'+'ä-'.|!+'.^]H=«' 

in  welcher  der  Factor 

1  -^ 

ist.     Die  beiden  Functionen  y^  und  X^  die  im  Integrale  vorkommen,  müssen 
jetzt  folgenden  drei  Gleichungen  gentigen: 

dx       dx         *' 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man 

y,^-i{Q+fP,dx). 

Sabstitairt  man  diese  Wertbe  in  die  dritte  Gleichung^,  so  erhält  man  die 
Bedingung 

(^. -"■)«> -/"■'■) 

f.O-r,  ~    *■ 

welcher  die  Functionen  Pi ,  P,  und  Q  genügen  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Bedingung  der  Integrabilität  in  diesem 
Falle  wirklich  ^  =  od  ist. 
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8)  Die  betrachtete  Differential- Gleichang  kann  auch  ein  Integral  i 
der  Form 

baben,  wo  X  and  ^i  Functionen  von  x,  and  n  eine  constante  GrSsse  1 

denten.     Vergleicht  man  den  Werth  von  -^  aus  dieser  Gleichung  mit  de 

dx 

jenigen ,  welcher  aus  unserer  Differential  -  Gleichung  erhalten  wird ,  so  1 
man  identisch 

fiy  +  P,  _  dx^      \   dx^^'  dx) 

Wenn  also  die  gegebene  Differential  -  Gleichung  ein  Integral  der  ol 
erwähnten  Art  besitzt ,  so  müssen  die  Functionen  X  und  jfi  und  die  C< 
staute  n  sich  aus  folgenden  drei  Gleichungen  bestimmen : 

"rfi+'-di  — '^" 
n  —  9t  =  0' 
nicrans  ergicbt  sich 

X=j'P,  dx  and  f  i  =  »  —  Q 
nnd  weiter  erhalten  wir  die  Bedingnngs-Glcichung 

P,0-P,, 


dx      ^' 


=  n  =  const. 


Diese    Bedingung   erleidet    die  Ausnahmen ,    die   schon   früher    erwäb 
worden  sind. 

9)  Wenden  wir  die  yorhergehenden  Betrachtungen   auf  einige  Be 
spiele  an.     Betrachten  wir  zuerst  die  bekannte  Gleichung 

{a^y  +  biX  +  Ci)dtf  +  (ag  -i-  bx  +  c)dx  =  0. 

Für  a,  =  1  wirdP,  =  a;    P,  =  6x  +  <?nnd   Q=:b^x+c^]    die  B< 
dingung  der  Integrabilitlit  ist  in  diesem  Falle 

WO  k  eine  unbestimmte  Constante  bedeutet.     Setzt  man 

Tj  — k ar, — c 

6,  —  a       ab^  —  b 
oder 

ör, — c  ,, 


^^^^0^^^^*^>^^^*^^^^^^0\^^^lt 
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80  wird 


ab^  —  b  j/(6, +  ö)«  — 46 

and  hierans  ergiebt  sich  leicht 

yi  =  «iar  +  ft  undy,=:or,a:  +  /3,, 
wo  «1  und  ffa  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

sind.  Die  Werthe  von /}|  und  j3,,  welche  den  Grössen  Of  und  o^  ent- 
sprechen, erhält  man  durch  die  Formel 

^_frci  — fr|C  +  (qct— c)g 

^  ab^  —  b 

Das  Integral  der  betrachteten  Differential- Gleichung  wird  demnach 

Wenn  (fri  +  a)*<4fr,  so  lässt  sich  leicht  diese  Form  des  Integrals,  wie 
früher  bemerkt  worden  ist,  in  eine  reelle  umformen. 

Ist  fr,  ==  a,  so  wird  die  gegebene  Gleichung  ein  yollständiges  Differen- 
tial. Istafr,  =:fr,  so  erhält  das  Integral  unserer  Gleichung  eine  andere 
Form ,  weil  alsdann ,  wenn  a  und  fr,  nicht  gleich  sind,  m  keine  constante 
Grösse  sein  kann.     In  diesem  Falle  ist  die  Bedingung 

n  =  -J-r ==  •— ^ =con8L 

dO  b,—c 

erfüllt  und  man  erhält  leicht,  wie  es  in  8)  angedeutet  ist,  das  Integral 

Endlich  wenn  (fr^  +  fl)*=s4fr,  so  wird  m= — 4,  und  die  Gleichung  hat 
ein  Integral  der  Form 

X 

e^-h  (y  —  y,)  =  const. 
Die  Functionen  X  und  y^^ ,  lassen  sich  wie  früher  bestimmen. 

Wir  entnehmen  dem  Memoire  des  Herrn  Min  ding  folgende  Gleichung 
äy       — (2+6a:)y  +  2a?»  +  3x«  +  *T+a^^ 
dx  y  +  3a:*  +  a:  +  a^  ' 

welche  die  früher  betrachtete  Form  hat;  es  ist  hier  -P|=  — 2  — 6ar'; 
/>,  =  2a:'  +  3a:*  +  x  +  a]  ö  =  3a?*  +  a:  +  «i»  Bestimmt  man  die  Grösse  m, 
80  erhält  man  die  Bedingung 

^  24  a?*  +  18  a:*  +  (4  q,  —  4  c  +  3)  a?  +  fl|  ~  c  _ 

"^  —  -^    20a:*+15a:*+(6a,  +  3)a:  +  2a,+ö     "" ''''"^' 
wo  c  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet.     Diese  Bedingung  führt  zu 
den  Gleichungen 

^(2fl,  +  l)  =  4(i,  — 4C+3 


5 


-  (2a, +a)  =  «i  — c, 


Vft* 
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"  ^^^^^^^^^^^^>^^^^^^i^^^^i^\^^^^»^^^^^^^^>^^^y^^<^^^^^^>i^\^^^,^^)^^^^i^N^>^V^r^>\i^-.»v 


von   denen    die    letztere    c  =  —  v^(7a, -|-6a)    giebt,    und    die    erste    in 
4ai+Sa  =  l  verwandelt.     Setzt  man  voraus,  dass  diese  letzte  Bedingung 

erfüllt  ist,  so  erhält  man  m  = ;    ^  =  3  l^—  1  nnd  hierauf 

5 


wo  der  Kürze  halber  wie  bei  H.  Minding  1  = und  «=  — — 

gesetzt  ist.     Weiter  erhalten  wir  nach  der  oben  erwähnten  Transformation, 
die  einem  imaginären  Werthe  von  q  entspricht,  das  Integral 


[(,_|_.)V(.+f+,)] 


—  •  mretg- 


Femer  betrachten  wir  die  Differential -Gleichung 

dff    ,  Qogx  +  k—Dy^^ 

dx      y  +  kx — X  logx        ' 
welche  H.  Min  ding  behandelt,  indem  er  eine  Aufgabe  von  Eni  er  löst. 
Bestimmt  man  den  Ausdruck,  welcher  mit  m  bezeichnet  ist,  so  erhält  man 

(Ar  — %a:)a:  +  a:  — ^ 
m  =  — 4. — — ; ^ — 

Um  der  Bedingung  m  =  const  zu  genügen ,  ist  es  hinreichend,  die  un- 
bestimmte Constante  c  gleich  Null  zu  setzen;  es  wird  alsdann  m=:  —  4  und 
man  erhält  in  diesem  Falle  das  Integral 

(y  —  x)e        y-*      =  consL 

10)  Wir  schreiten  jetzt  zur  Betrachtung  anderer  complicirterer  Formen 
des  Integrals  derselben  Differential  -  Gleichung  und  untersuchen  zuerst, 
welchen  Bedingungen  die  Coeflficienten  unserer  Gleichung  genügen  müssen, 
damit  dieselbe  ein  Integral  der  Form  habe 

^=(y-  3fi)"*(3r— yt)*»(j^  — y.)*»=  const, 

^o  9i>  yt  ^i^d  3f,  verschiedene  particuläre  Integrale  bedeuten.  Bemerkt 
man,  dass  die  Form  des  betrachteten  Integrals  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  j(=i7  —  Q  setzt,  und  dass  dieselbe  hierbei  eine  einfachere  Form  an- 
nimmt, so  kann  man,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  die 
Differential  -  Gleichung 


dx  y 

betrachten  und  die  Bedingungen  suchen,  unter  denen  die  letztere  ein 
Integral  der  oben  erwähnten  Art  besitzt  Um  wieder  zu  der  ursprüng- 
lichen   Gleichung   zurückzukehren,    braucht   man    blos   p^  und  pt   durch 
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dQ 

Pt  —  j-  ^nd  P,  —  P^Q  zu   ersetzen  und  in  dem  Integrale  selbst  y+Q 

9tAtt  sf  zu  setzen.  Differenzirt  man  die  Gleichung  ü=  const  und  lässt  den 
allgemeinen  Factor  des  vollständigen  Differentiales  weg,  so  bemerkt  man, 
dass  die  Gleichung 

Ijrf^,     ,dü.  (      ^ 

identisch  mit  der  Gleichung 

sein  muss;  der  Kürze  halber  ist 

f*=(y-y.)"'-*(»-y.r-'(y-y.r-' 

gesetzt.  Der  Vergleich  der  Coefficienten  in  diesen  beiden  Gleichungen 
führt  zu  folgenden  Bedingungs  -  Gleichungen ,  die  zur  Bestimmung  der 
Functionen  jTi,  sTd  y%  und  der  Constanten  tj,  it,,  n,  dienen  müssen: 

'»i  +  w,  +  n,  =  0, 


= -  Pi  Ui  (y, + y,)  +  »,  (y,  +y3) + '»•  (yi  +  yi)| . 


=Pt  |«!Cy2+y8)  +  «t(yi+y3)+«»(yi+yt)j» 
'»iytya+«tyiy»+w,yiyj=o. 

Wir  haben  demnach  fünf  Gleichungen  mit  fünf  Unbekannten  yi ,  yt,  y^ 

und  — ;  ~;  die  beiden  letzten  sind  constante  Grössen  und  wegen -^-j — ?=— ] 

haben  wir  nur  eine  Bedingung,  welche  ausdrückt,  dass  eines  dieser  Ver- 

hftltnisse  constant  sei.     Dabei  setzen  wir  —  =  e,  + 1 ;     —  ==f,  +  l,  so  dass 

fi  +  't  +  3'^=  ^*     Integrirt    man  nun  die  zweite  der  Bedingungs  -  Gleich- 
ungen, so  erhält  man 

wtyt  +  '»tyt  +  '»ay«  =  Ai 

wo  l  eine  willkürliche  Constante  bedeutet;  setzt  man  ferner 

Wi(yt+y8)  +  «t  (yi  +  yi)+»»  (yi  +yt)  =  v. 

00  erhält  man  durch  Addition  iL  -(-  v  =  0  oder  k=s  —  y.     Substituirt  man  in 
die  oben  erwähnten  Bedingungs  -  Gleichungen  f,  und  t,  statt  -^  und  -^  und 

setzt  —  =  c, 
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^^^^^^^^^N'N^^^ 


SO  erhalt  man 


und  ausserdem 


yiyty«  =— -^a» 
^t  +  («ty8+ «1^2)^1=0, 


dA',       /        dy^  dy^\ 

und  endlich  noch  die  Gleichung  ff  +  ^t  +  3  =  0.  Die  Functionen  X^ »  X^ 
und  X^  können,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  bestimmt  werden.  Mul- 
tiplicirt  man  die  erste  der  vier  vorhergehenden  Gleichungen  mit  jfi  und 
addirt  sie  zur  zweiten,  so  erhält  man  nach  Elimination  von  jftt  tft  und  f,,  e« 
die  quadratische  Gleichung 

3y,«  +  (2Jr,-«)y4  +  Z,  =  0. 
Bemerkt  man  femer,  dass 

dy^         dy^_dX^ 

multiplicirt  die  dritte  Gleichung  mit  y^  und  subtrahirt  von  derselben  die 
vierte  Gleichung,  so  erhält  man  eine  andere  quadratische  Gleichung 

der  y^  ebenfalls  genügen  muss.     Eliminirt  man  y  ans  den  beiden  quadra- 
tischen Gleichungen  und  bestimmt  o,  so  erhält  man  denWerth  von  y,  durch 
a  ausgedrückt.     Bestimmen  wir  zuerst  die  Functionen  X^ ,  A',  und  X^. 
Offenbar  hat  die  Differential  -  Gleichung 

ydy\r{Pxy  +  Pt)dx~0 
in  dem  betrachteten  Falle  einen  integrirenden  Factor 
l 1 

^0  vCy)  =  y'  +  ^iy*+  ^2y  +  ^v     Aus  der  Bedingung  der  Integrabilität 

A    y   ^APiy-^Pt 

dx'q>{jy)        dy'     q){y) 
erhält  man  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

X,==2fp,dx,     X^=.zfp^dx+(fp,dx)\     X^:=^ifpjp,da* 
und   hieraus    ergiebt   sich   folgende   Bedingung   für   die   Existenz   eines 
Factors 

^Pifp^fPi  ^^=Pt  (fPi  dxy  +  3/?,J)?,  dx. 
Diese  Bedingung  muss  erfüllt  sein,  wenn  ein  Integral  der  betrachteten 
Form   besteht,  und  auch  dann,   wenn  einige  der  particulärcn  Lösungen 
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Vit  Vt  OD<'  9»  gleich  sind.     Sabstitniren  wir  nun  in  die  beiden  qnadratischen 
Gleichnngen 

die  Werthe  von  ^, ,  JT,  and  X^^  so  giebt  die  Elimination  ^i' 

&  —  Pitt 
wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist 

Pi(JPi  ^^y  +  3Pi/jPt  d^  —  ÖPt/pi  dx  =  n, 
9p,  —  2pijpi  dx  =  S. 
Snbstitnirt  man  in  die  erste  der  quadratisehen  Qleichnngen  den  er- 
haltenen Werth  von  ^i  nnd  setzt  a=3-  ,    so    erhält  man  zur  Bestimmnng 

von  ^1  die  Gleichung  dritten  Grades 

CiV  +  C,V  +  Ct«i  +  C3  =  0, 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden,  wie  dies  aus  dem  ganzen  Gange  der 
Rechnung  erhellt,  die  Zahlen  n^^n^^n^  sein.     Bestimmt  man  in  der  That 
die  Coefficienten,  so  erhält  man 

^o=12Pi« (fpi  dxjjp^  dx  +  36p4«(J>,rfa:) -108p,/?t/p,  dx.fp^  dx 
-4p,  Pt(jp,  dxy+2Tp^'(fp,  dxy+Blp^*fp^dx, 

Ct  =  Pi  |Pi(/Pi  dxf  +  3p, Jp,  dx  —  ^Ptjp^  rfa:»| 

Cz  =P,  P,. 
Ausserdem  erhält  man  (7,=0,  was  auch  zu  erwarten  ist,  da  n^'\'n^^n^=sQ. 
Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

Con»+C,«  +  C3=0 
müssen  constante  Zahlen  sein,  und   demnach  erhält  man  die  zwei  Be- 
dingungen 

C  C 

-?  =  constj      -^  =  consU 

Da  aber  nur  eine  Bedingung  besteht,  so  muss  eine  der  beiden  letzten 
Bedingungen  eine  Folge  der  anderen  sein,  was  sich  übrigens  unmittelbar 
beweisen  lässt.    Die  letzte  Bedingung  ist  nämlich 

Pi  {fPi  äxy+  Zptfp^  dx  —  6p,  Jp,  dx      R  _  ^ 

— — — — —        -  Pj 

Pi  Pt 

WO  ß  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Beweisen  wir  nun ,  dass  die 

C  n 

Bedingung  ~?  =3  const  von    selbst    erfüllt    ist.     Setzt  man  —  ==  c»     und 
^9  Pi 

yp.  rfx  =  » ,  a  =5  — ,  so  wird  : 

„  _«  2ßn,  +  Z 

^*~       (9w  — 2t;)n4-^l' 
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und  substituirt  man  diesen  Werth  von  ^i  in  die  quadratische  Gleichnng 

3i(,»+(2-r, -a)yi  +  Jr,  =  0, 
so  erhält  man : 

Dieser  Aasdrnck  enthält  nnr  die  Fauctionen  v  und  o.  Um  o»  za  elimi* 
niren,  schreiben  wir  die  oben  angeführte  Integrabilitäts-Bedingung  in  fol- 
gender Weise: 

hieraus   ergiebt  sich  durch  Differentiation  und  indem  man  bemerkt,    dass 
p,  =a)pi: 

(6t?  +  ß)dt»  +  Zmdv=z2v  d»; 
durch  Integration  erhält  man : 

Dieser  Ausdruck  ist  übrigens  nur  eine  andere  Form  derlntegrabilitäts- 
Bedingung ,  in  welcher  y  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Substituirt 

man  diesen  Ausdruck  für  min ^,  so  ergiebt  sich: 


HK-M' 


d.  h.  -7  =  consiy  was  zu  beweisen  war.     Setzt  mau : 

^8 


27 


729y*  — 4|P" 

so  erhält  die  Gleichung  dritten  Grades,  die  zur  Bestimmung  von  n  dient, 
folgende  Form: 

n*  +  aßn  +  a  =  0. 
Die  willkürlichen  Constanten  ß  und  y  bestimmen  sich  bei  der  Verification 
der  Integrabilitäts-Bedingung: 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  dritten   Grades  erhält  man  it|,  n^  und  it| 
und  berechnet  man  hierauf  yi ,  y, ,  y,  nach  der  Formel : 

_  2/gyt|  +  3 

so  kann  man  das  Integral  der  betrachteten  Differential  Gleichung  unmit- 
telbar niederschreiben. 

11)  Wir  i^ntersuchen  jetzt    den  Fall,    in    welchem    die    Differential« 
Gleichung 

yf^y  +  {pty  +  Pt)dx~o 

ein  Integral  der  Form : 
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_l_ 

r  =  c»  -« (y — yo  (y  -  y.)" = const 
hat.     Differenzirt  man  die  Gleichnng  V=:  const,  so  erhält  man: 

—  =  ji  j(n  + 1) y»  -  (jf,  +y,  +  2ny,  + 1)  y +  y,  y,  +  »y.»  +  Sy,}, 


IT 
dx 


wo  der  Factor  ist : 

h  = (y  —  yt)""*- 

y  —  yt 

Da  nun  die  Differential-Gleichung 

mit  der  betrachteten  Differential  Gleichung  identisch  sein  muss,  so  muss 
erstlich  n  +  i  =  0  sein  und  zweitens : 

^Ä  —  ^Ji  +  ^^0 
dx      dx       dx        ' 

hieraus: 

i=yi  —  yt  —  ß^ 

wo  ß  eine  willkürliehe  Constante  bedeutet.     Alsdann  erhalten  wir: 
STi  +  Sft  +  «''yi  +i=—ß' 
Wir  haben  demnach  zur  Bestimmung  von  y^yu  |  und  ß  vier  Bedin- 
gungs-Gleichungen : 

yi^t  — yi*+5yt=o 

Die  Integrabilitflts-Bedingung  ergiebtsich  aus  der  Lösung  dieser  Gleich- 
ungen, indem  man  ausdrückt,  dass  ß  =s const  sein  muss.  Durch  Elimina- 
tion von  $  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man: 

(yi— yt)'  +  i3y,  =  o; 

eliminirt   man    femer  i  aus  der  ersten  Gleichung,    so  kann  diese  in  fol- 
gender Weise  dargestellt  werden : 

Hierans  ergiebt  sich  durch  Integration : 

(j/—yiy—iß  (y.  +fpi  dx) = 0. 
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Eliminirt  man  endlich  £  ans  der  zweiten  Bedingnngs-OIeichnng  vermittelst 
der  dritten  nnd  vierten,  so  findet  man: 

Vi  • j^ h  2  pp,  =  0 , 

oder,  da  (y,  —  y,)*  +  /»STt  =  0, 

Wir  haben  demnach  snr  Bestimmung  von  yi ,  f^  nnd  ß  die  drei  folgenden 
Gleichungen : 

(STi— yt)*  +  i5f,  =  0, 

Ol  —  Jft)*  —  2i3(yi  +/p.  rfa?)  =  0, 

Durch  Elimination  von  ß  aus  den  ersten  beiden  entsteht: 

^yi  +  ^fpidx  +  y^^O 
und  substituirt  man  den  hieraus  erhaltenen  Ausdruck  yt  i^  die  zweite  der 
vorhergehenden  Gleichungen,  so  findet  man  die  quadratische  Gleichung : 

wo  V  ^=Jp^  dx.  Um  die  zweite  quadratische  Gleichung  nach  yi  zu  erhal- 
ten, bemerken  wir,  dass  in  dem  betrachteten  Falle  die  Difierential- 
Gleichung,  wie  in  dem  vorigen  Paragraphen,  einen  integrirenden  Factor 

1 1 

*""y»  +  2r.y'  +  2r,y  +  2^,""y(y) 

hat,  nur  werden  zwei  Wurzeln  von  q>  (y)  gleich,  weil  tp  öf)  =  Öf  ""yi)*{y""yt)* 
Die  Coefficienten  X| ,  Z,  und  X^  sind  offenbar  dieselben  wie  in  dem  vorher- 
gehenden Falle,  so  dass 

2yiyt  +  y*  =  ^t  =  ^  +  ^fpt  dx. 

Durch  Elimination  von  y,  erhält  man  die  andere  quadratische  Gleichung: 

3^1*  +  4t^yt  +  »»  +  Zfp^  dx  =  0. 
Aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

yi  =—  —  ^oy^jd»  —  c*^—  p 

und  folglich: 

Um  eine  Gleichung  zu  finden ,  aus  der  sich  ß  bestimmen  lässt  und  die 
demzufolge  die  IntegrabiliUits  -  Bedingung  darstellt,  benutzen  wir  die 
Gleichung 

aus  der  wir  zuerst  yi  eliminiren;  wir  erhalten 
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Da  aber  y^  eine  Lösung  unserer  Differential- Oleichnng  darstellt,  so  bt: 

dVm 

Durch  Subtraction  ergiebt  sich : 

dVm 

^tf^—PtPt  +  ^Pt^O 

und  substitairt  man  für  y^  den  erhaltenen  Ausdruck ,  so  findet  man  eine 
Gleichung  des  ersten  Grades  nach  /},  aus  welcher 

^      Pi(  fPi  dxy+  3p,  fpt  dx  —  6p,  Tp,  dx 

Pt 
sich  ergiebt.     Dies  ist  die  Bedingung  der  Integrabilität.     Die  Constante  ß 
ist  dieselbe,  die  bei  dem  in  yorigen  Paragraphen  betrachteten  Falle  zu  be- 
stimmen war.     Statt  der  letzten  Integrabilitäts- Bedingung  darf  man  auch 
die  Bedingung 

nehmen,  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  aus  dem  Vorhergehenden  abgelei- 
tet werden  kann.  Die  Buchstaben  m^v^y  und  ß  haben  die  frühere  Bedeu- 
tung. Der  Unterschied  zwischen  dem  betrachteten  Falle  und  dem  des 
vorigen  Paragraphen  besteht  darin,  dass  die  Differential-Gleichung  ein  In- 
tegral der  Form : 

ey-yi  (y  _  y,)  (^  _  y,)-i  =  con$i 
hat,  wenn  die  Constanten  ß  und  y  der  Gleichung 

genügen  und  wenn  folglich  der  Coefficient  C^  in  der  Gleichung  des  dritten 
Grades  gleich  Null  ist.  Dies  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen.  Ausser 
dem  früheren  Ausdrucke  der  Constanten  ß  kann  man  im  gegenwärtigen 
Falle  noch  einen  anderen  als  Function  derselben  Coefficienten  pi  und  p, 
finden.     Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Gleichungen : 

yi^*+Piyi+Pi  =  0, 

yt^*+Piyt+Pt  =  o. 

Durch  Subtraction  ergiebt  sich: 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  früher  gefundenen  Werthe  von  y^ 
und  y,,  d.h.: 
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80  erhält  man  eine  Gleichnog  ersten  Grades  in  Besng  auf/},  ans  der  sich 
(9p,  —  tp,  v)  (qJp^  dx  —  t;«) 


ergiebt.     Vergleicht  man  nan  diesen  Aasdrnck  mit  dem  früher  gefundenen, 
80  muss  identisch  sein: 


6p,  p  —  12  Pijp^dx 
diesen  Ausdruck  mi 

Pi  »•  +  3p,  fpt  dx  —  6p, »      (9p,  —  2 p,  t»)  (9  Jp, dx  —  ©•) 

^*  6p,  V  —  12p, /p,  dx 

oder: 

np^^t^  JptdX'\r^P\^(^Ptäx^—  l^PxPtvfpt  dx 

—  ^PiPi^  +  27  p,*»*  +  ^Xptjptdx  =  0, 
d.  h.  Co  =  0  und  folglich: 

Wenn  daher  die  IntegrabilitSts-Bedingung 

4 

erfüllt  ist,  aber  ß  und  y  solche  Werthe  haben,  dass  81  y*  —  •—  /P=3  0,  so  hat 
die  betrachtete  Differential- Gleichung  ein  Integral  der  Form: 

ey-Hi  (tf  —  y,)  (jr  —  y,)-*  =  const, 
in  welcher  die  particulärcn  Lösungen  y,  und  y,  nach  den  oben  gegebenen 
Ausdrücken  bestimmt  werden  und  die  Fanction  §  sich  aus  der  Gleichung 

i  —  yi—yt  —  ß 

bestimmt 

12)  Die  in  den  beiden  lotsten  Paragraphen  gegebene  Analyse  zeigt, 
aufweiche  Weise  die  Differential- Gleichungen  za  untersuchen  sind,  deren 
Integrale  in  der  betrachteten  Form  dargestellt  werden  können.  Zur  grösse- 
ren Klarheit  des  Ganges  dieser  Untersuchungen  geben  wir  noch  ein  Bei- 
spiel. Wir  untersuchen  nämlich  die  Bedingungen ,  unter  welchen  die  Dif- 
ferential-Gleichung 

ydy+[{a^x  +  a^)y  +  bQa^  +  b^j*  +  b^x+bi']dx  =  0 

die  zwei  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten  Formen  von  In- 
tegralen hat.     Im  gegenwärtigen  Falle  ist 

Pi  =  flo ^  +  «1 ;     ^  =/  Pi«<«  =  ^a:*  +  fli«  +  «, 
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wo  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Die  Bedingung  der  Integrabi- 
litftt  unter  der  Form 

^c= 1 +lr6»_3ß) 

zeigt,  dass,  da  p,  eine  ganze  Function  ist,  ß9  + j3  ein  vollständiges  Quadrat 
sein  muss,  also: 

•  «•+'=("^+^'-  -+^='-^'- 

Demnach  erhält  man  aus  der  Integrabilitäts-Bedingung: 

1  ß 

wo  yi  ==  ?-J-- — -  eine  willkärliche    Constante  ebenso  wie  ß  ist     Substituirt 
3 

man  a^  =  Zay  so  hat  man  die  Differential-Gleichung: 

ydy  +  [{Zax  +  a,)  y  +  a*a^  +  aa^x*  +  bfX  +  b^]dx  =  0, 

deren  Integral  bestimmt  werden  und  unter  einer  der  beiden  Formen : 

(y  —  STi)"*  (y  —  ya)"*  (y  —  y«)"«  =  const, 

eFTi  (y  —  y^)  (y  —  y,)-l  —  consi 

dargestellt  werden  kann.     Für  specielle  Werthe  der  Constanten  a,  aj,  6, 
und  6,  kann  die  Integration  bis  zu  Ende  durchgeführt  werden.     Z.  B.  für 

a  =  — 1,  a,  =  — 2,  6,  =  63  =  0, 
wird  die  Differential- Gleichung: 

ydy—  {Zx  +  2)  ydx  +  (j?»  +  2 jr*)  dar  =  0. 
Nach  der  früheren  Bedeutung  der  Buchstaben  hat  man  im  gegenwärtigen 
Falle: 

6t;  +  /3  =  — (3a:  +  2)»;    (6»+ /3)+i=  1  (3a:  +  2);    6a  +  /3  =  — 4 
und  die  Bedingung  der  Integrabilität  reducirt  sich  auf  die  Gleichung: 

ans  der  man  erhält: 

— — i-  =  0,        --^ — i-  +  yt  =  0 
3  '  21      ^  ' 

und  folglich  j3  =  —  4;a  =  0;y«  =  —  (^^^  .     Es  ist  hier 
nnd  deshalb  hat  das  Integral  die  Form: 

JL 

Zur  Bestimmung  von  y,  und  y^  muss  man  zuerst  die  Bedeutung  der 
Constanten  des  Integrales  r/7,r/j;  finden  und  zu  diesem  Zwecke  verificircn 
wir  die  Integrabilitäts- Bedingung: 
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«/  Pi 

Snbstitnirt  man  hier  for  p,  nad  p^  deren  Aosdraeke.  so  wird : 

(i^  +  2xy+ix*  +  2x»  +  l#  =  (x»  +  «xO{Sx  +  2). 

Hiersns  folgt,  dass  die  erwähnte  Constante  J  =  0  ist.  Weiter  erhakea  wir : 

fpr=  öj'ft  dx  —  •»  =  —  4a* 

nnd  folglieh: 

fi  =— ^— »  =  «"  +  2*;    f.=-j  =  «*;i=jri— yt-^  =  2'  +  4. 

Ans  der  angefahrten  Rechnung  ergiehtsich,  dass  die  Differential- Gleiehnng 

ydy  — (3x  +  2)jfdx  +  (x»  +  2x*)d4r  =  0 
das  Integral  hat: 

y  — X* 
Indem  wir  nna  nicht  weiter  bei  speciellen  B^pielen  aufhalten  wollen, 
bemerken  wir  endlich  noch,  dass  eine  Differential-Gleichong  von  der  Form 

dy  .  PtP'  +  Ptf  +  Pt 

di+         V+0  • 

dnrch  eine  lineare  Substitution  ff=zMu  +  n  leicht  in  die  Form 

du        PiU+Pf^ 

dx'^       u 
umgestaltet  werden  kann.    Diese  Bemerkung  liefert  das  Mittel  zur  Integra- 
tion der  Torhergehenden  Gleichung ,  wenn  deren  Integral  eine  der  beiden 
Formen  bat: 

(y-fi)"*  (y  —  yt)"*  (y  -  y,)"«  =  const, 
d^-^i  (y  —  yj  Cy — yt)""^  =  const, 

wo  if|  -{-  it,  +  ^t  ^=  ^-  lo  ^^^  That  ändert  die  Substitution  y^^mu-^n  nicht 
die  Form  dieser  Integrale  und  deshalb  besitzt  die  Gleichung: 

dx  u 

ein  Integral  von  derselben  Form  wie  die  gegebene  und  kann  auf  die  an- 
gegebene Art  integrirt  werden. 

Die  bekannte  Gleichung  von  Jacobi: 
{a^+a,x  +  a^y)dx  +  {b.  +  b^x  +  b^y)dy+{c^x  +  c^y)(xdy^ydx)^0 
ist  in  der  Gleichung : 

dy  .  Pif  +  Pt9  +  Pn_^ 

dx^           y+Q 
enthalten  und  da  dieselbe  den  integrirenden  Factor 
1 

(y  — yi)(y  — ytXy  —  yi) 
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hmt,  wo  y, ,  y,  und  ^3  lineare  Functionen  von  x  bedeuten,  die  gleich  oder  ver- 
schieden sind,  so  kann  jene  Gleichung  durch  die  angegebene  Methode  inte- 
grirt  werden. 


m. 

13)  Bei  der  Untersuchung  von  Differential-Gleichungen,  deren  Inte- 
gral von  der  Form 

«*  (y — yi)"*  (y  —  yt)  "t  =  ^on*/ 

ist,  wo  1 ,  yi ,  3ft  willkürliche  Functionen  von  x  bedeuten  und  n^ ,  n,  constante 
Grössen  sind,  erwähne  ich  noch  den  besonders  interessanten  Fall  fii+^t=0, 
in  welchem  das  Integral  der  Differential-Gleichung  die  Form: 


.,  -"C-^O- 


conti 


hat.     Die  Differential-Oleichang: 


die  sich  durch  unmittelbare  Differentiation  der  Gleichung  A)  ergiebt,  steht 
unter  der  Form : 

u  .  [rfy  +  (JT,  ,1»  +  ^,y  +  X,)  d*]  =  0 ; 
der  inte^irende  Factor  ist: 


v  =  Ä  +  %(|ri— yO 


'^"(j-y.)*' 

und  die  Coefficienten  X| ,  X,  und  X^  bedeuten  Functionen  von  x^  die  fol- 
genden drei  Gleichungen  genügen : 

Hieraus  ergiebt  sich  umgekehrt,  dass  die  Differential-Gleichung: 

1)  ^  +  ^iy'  +  ^,y+^.  =  o 

ein  Integral  hat,  welches  in  der  Form  von  A)  dargestellt  werden  kann, 
wenn  nur  die  in  demselben  vorkommenden  Functionen  y^ ,  y,  und  il  nach 
den  gegebenen  Coefficienten  X^ ,  X^  und  X^  aus  den  Gleichungen  B)  be- 
stimmt sind  und  dass  ausserdem  die  Gleichung  1)  immer  einen  integriren- 
den  Factor  von  der  Form: 

_       ^ 

'*~(y-y.)' 

besitzt,  wo  v  und  yt  Functionen  von  x  sind  und  folglich  auch  einen  Factor 
von  der  Form : 
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ü    '•(y-y,)(y-y.)' 

wo  r  ebenfalls  eine  Function  von  x  ist.  Beiläufig  bemerken  wir,  dass  eine 
particnläre  Lösung  hinreicht,  um  die  Gleichung  l)  zu  integriren  (Eni er); 
betrachten  wir  z.B.  die  Lösung  ysy,  als  bekannt,  so  ist  nach  der  zweiten 
der  Gleichungen  B): 

log  (y,  —  y,)  =  -Jx,  (y,  +  y,)  dx  —  jx^  da?; 

bestimmt  man  hierauf  v,  so  erhält  man  den  integrirenden  Factor : 

der  also  nur  von  einer  particulären  Lösung  y  =  yi  abhängt.  Um  das  all- 
gemeine Integral  in  Abhängigkeit  von  einer  particulären  Lösung  zu  erhal- 
ten, setzen  wir  in  der  Gleichung  1)  y  sy,  -f-  z  und  erhalten  zur  Bestimmung 
von  z  die  Gleichung : 

deren  Integral  bekanntlich 


c+fx.er-^dx 

ist,  wo  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet  und  M  =^j[2X^y^  +  X^dx 
ist.  Kennt  man  z,  so  erhält  man  leicht  das  allgemeine  Integral  der  Gleich- 
ung 1),  das  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  kann: 


/ 


X,i 

y  — yi 

Hieraas  erhellt,  dass  zwischen  den  beiden  particulären  Lösungen  yi  und  y« 
eine  bestimmte  Abhängigkeit  besteht,  nämlich: 

yi=yt+ • 

fx.e-^dx 

Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  der  Factor  T^je-^rfa:,  den  wir  in 

unserem  Beispiele  gefunden,  derselbe  Factor  e^  ist,  der  unter  der  Form  A) 
dargestellt  ist. 

14)  Man  könnte  glauben ,  dass  die  Integration  der  Gleichung  1)  durch 
algebraische  und  gewöhnliche  transcendente  Functionen,  selbst  durch  eine 
endliche  Zahl  von  unbestimmten  Quadraturen  im  Allgemeinen  unmöglich 
sei,  da  diese  Gleichung  einen  sehr  speciellen  Fall  der  Kiccati'schen 
Gleichung: 
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^^^«^^S^^k^^b^^l 


darstellt,  von  welcher  Liouville  hewiesen  hat,  dass  sie  allgemein  durch 
unbestimmte  Quadraturen  nicht  integrabel  ist  (Journal  de  Malhematiques 
T.  F/,  p,  1).  Die  Gleichung  von  Riccati  (^Acia  Eruditorum  1724)  war  be- 
kanntlich ein  Gegenstand  der  besonderen  Aufmerksamkeit  der  Geometer, 
bis  endlich  Liouville  zeigte,  dass  die  Fälle 

—  4i 

wo  f  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  die  einzigen  sind,  in  denen  die  Integration 
in  endlicher  Form  durch  unbestimmte  Quadraturen  möglich  ist.  Nach  dem 
Erscheinen  desMemoires  von  Liouville  war  die  Aufmerksamkeit  auf  die 
Möglichkeit  gelenkt,  die  Gleichung  vonKiccati  zu  verallgemeinern  und 
complicirtere  Formen  auf  dieselbe  zu  reduciren.  In  dieser  Beziehung  sind 
die  Arbeiten  von  Malmstdn,  Kummer,  Spitzer,  Hargreave, 
Co  ekle    u.  A.  bekannt. 

Die  folgenden  Untersuchungen  führen  zu  einer  neuen  Verallgemeine- 
rung, welche  fast  alle  bis  jetzt  bekannten  Generalisirungen  und  ausserdem 
noch  viele  andere  Gleichungen  enthält,  deren  Integrale  durch  specielle  Me- 
thoden aufgefunden  worden  sind. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Bedingungen  zu  untersuchen,  unter 
welchen  die  Integration  der  Gleichung  1)  durch  eine  begrenzte  Zahl  von 
unbestimmten  Quadraturen  möglich  sei.  Be^  diesen  Untersuchungen  kön- 
nen mit  grossem  Vortheile  die  Gleichungen  B)  benutzt  werden,  und  wir 
wollen  hier  ein  Beispiel  ähnlicher  Untersuchungen  anführen ,  das ,  wie  uns 
scheint,  nicht  ohne  Interesse  ist,  vorzüglich  aus  dem  Grunde,  weil  dasselbe 
sich  an  die  Untersuchungen  vieler  neueren  Geometer  anschliesst. 

Die  allgemeine  Integration  der  Gleichungen  B)  ist  natürlich  ebenso 
schwierig,  wie  die  der  Gleichung  1);  es  kann  aber  specielle  Fälle  geben,  in 
denen  sich  dieselbe  vereinfacht.  Setzen  wir  z.  B.  voraus,  dass  den  particu- 
lären  Lösungen  die  Eigenschaften 

yi+yi  =  0,    yi  =  — y, 
zukommen,  so  giebt  die  zweite  der  Gleichungen  B) : 

d(yt—yt) ^^Ydx  und  hieraus :  y,  —  y,  =  e-"/^t ^'» 

yt—yt 

folglich  erhalten  wir: 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  dritte  der  Gleichungen,  so  erhält 
man  die  Bedingung: 

X,  .c-2/Jr,rf4r+4A,  =  0. 
Indem  man  den  Werth  der  willkürlichen  Constante  des  Integrals  JjC^  dx 
ändert,  kann  man  statt  desselben  das  Integral  Ta",  Jx  ^ /oy  2  setzen  und 
demzufolge  die  Bedingungs-Gleichung  in  einfacherer  Form  darstellen : 
C)  A',  +  A^,^-2/jr,d*  =  0, 

ZeiUchrift  f.  lAvkWivmttlik  u,  Physik.  \U,  3.  VI 
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■itliiB  weidcB  die  particiillreB  LSMB^en: 

Em  ergiebt  sich  dsna  mos  der  ersten  der  Gleiehaitgen  B) : 

Auf  solcke  Weise  vird,  wenn  «iie  CoefEcienten  der  Gleickan^  l)  der 
Bedingnng  C)  genügen,  aL»  Integral  die^ier  Gleichnng  erhalten : 


D  €  ^  l^ /  =  amsL 


Xekmen  wir  s.  B.  die  Gleickang: 

Bier  ist  Xj  =  «**;  J,  =—  bxf  and  .r,  =  —  <•«",  folgliek  wir!  die  lote«!« 
bilitats-Bcdingiuig  für  dtnen  Fall: 

m 
Dieser   Bedingung    Ilsst    sich    offenbar   genügen  ^    wenn   man  p  =  —  1. 

m  —  A  =  26,  die  Constante  i:  =  *  sctat,  und  nach  der  Formel  D)  kann  mia 

unmittelbar  das  Integral  der  Gleichung: 

niederschreiben. 

Setzt  mao  in  der  Gleichung  l) 

J,  =  1  und  J,  = 


so  erhält  man  ans  der  lategrabüitäts-Bedingung  C) : 

-T, = — ^-2/T,rfx  ^_ß»(^^  ^r- 

und  folglich  kann  man  wieder  nach  der  Formel  D)  das  Integral  der  Gleich- 
ung (Cockle;:  • 

ix 6)- 

1     dm 

angeben ;  dabei  bemerken  wir,  dass  for  y  •=  -  .  —  diese  GleichuDg  in  eine 

u    äx 

lineare  Gleichung  der  sweiten  Ordnung  übergeht,  nämlich: 

For  ff  =^  l .  «  =  2  und  6  =  1  wird  hieraas  die  bekannte  Gleichung: 
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15)  Wir  kehren  nun  zu  der  Gleichung  l)  zurück,  um  die  ferneren  Be- 
dingungen ihrer  Integrabilität  zu  untersuchen.  Zunächst  sei  bemerkt,  dass 
man,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  X^^sl  setzen  darf,  weil 
die  Gleichung  in  eine  andere  transformirt  werden  kann,  in  welcher  -Y,  =  1 
ist.  Zu  diesem  Zwecke  dient  die  Substitution  y=iaz;  die  Gleichung  1) 
wird  dann: 

dx  \  a  dx)  €t 

urfd  geht  für  A',  a  =  1  oder  a  =  —  in  folgende  über: 


dz 
dx 


+  ='+(^--3;S)'+-^'^-=»- 


Wir  betrachten  demnach  die  Differential- Gleichung: 

2)  ^  +  z«  +  Z.z  +  jr,  =  0; 

von  den  Integrabilitäts-Bedingungen  dieser  letzteren  ist  der  Uebergang  zu 
den  Integrabilitäts-Bedingungen  der  Gleichung  l)  leicht,  man  braucht  nur 

1    ä1  Y 

X^  durch  -Tj  — "tt-t"*  ^^^  ^»  ^^'^^  ^\^%  zu  ersetzen.   Die  Bedingung  der 
Ji^  dx 

Integrabilität  C)  der  Gleichung  2}  reducirt  sich  auf 

D)  Z,  +  e-2/*'trf*  =  0; 

die  Integration  der  Gleichung  2)  hängt  ab  von  der  Integration  der  linearen 

Gleichung: 

weil  letztere  durch  die  Transformation  u  =  efy^*  in  eine  Gleichung  der 
Form  2)  übergeht;  die  Bedingungen  der  Integrabilität  für  die  Gleichung  2) 
sind  daher  auch  die  Bedingungen  der  Integrabilität  für  Nr.  3);  auf  die  In- 
tegration der  letzteren  reducirt  sich  aber  die  Integration  der  linearen 
Gleichung  mit  einem  letzten  Gliede. 

Wenden  wir  auf  die  Gleichung  2)  eine  Reihe  von  Transformationen 
an,  deren  Gesammtheit  zu  einem  gewissen  Kettenbruche  führt;   setzen  wir 

nämlich  2  =  a,  -(-  —  ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 


z 


äctt        1     dZi  2i2ai,     1    ,    j.        i^tiv—f, 

j^-.7-rf^  +  "'  "^'^"^V  +  ^'^^  +  T  +  ^»  =  '- 

Zur  Bestimmung  der  Function  »i  setzen  wir: 

Diese  Gleichung  lässt  sich  integriren;  wir  erhalten  aus  derselben: 
a,  =- 


^ TZ =  —.log  I  e-/^'« ^'  d.'i 

'+  le^J^^^*  dx        ^^^        J 


W 
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Ausserdem  bemerken  wir  die  particaläre  Lösung  Of  =  0.  Zafolge  der  ersten 
Bedeutung  von  a,  erhalten  wir: 

Für  a|  =  0  dagegen  wird  die  transformirte  Gleichung : 

Wenden  wir  auf  die  erste  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  die  Inte- 
grabilitHts-Bcdingung  C)  an,  so  erhalten  wir  die  neue  Bedingung: 

wo  oTi  die  oben  bestimmte  Bedeutung  hat.     Die  Integrabilitäts-Bedingung 
der  zweiten  Gleichung  ist: 

Die  letzte  Bedingung  ist  dieselbe  wie  C).     Wenn  nun  die  Bedingung  D)" 
erfüllt  ist,  so  kann  die  Gleichung  2)  integrirt  werden.     Auf  die  Gleichung 

in  Beziehung  für  z,  wenden  wir  wieder  die  frühere  Transformation  ?,  =cr,-{ — 


*i 


an  und  erhalten : 

Zur  Bestimmung  von  cts  setzen  wir : 
da 

hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration : 

X, a,  =  —  ^  .  logJX^ eA^*«  +2ir,)rf*  j^r 

und  die  transformirte  Gleichung  wird 

^•  +  V  +  (^.  +  2^,a,  +  2«,)^.  +  X.  =  0. 
Die  andere  Gleichung  nach  r^  geht  durch  dieselbe  Transformation  über  in: 

Wenden  wir  auf  diese  beiden  letzten  Gleichungen  die  Integrabilitäts-Be- 
dingungen  C)  an,  so  erhalten  wir  die  zwei  neuen  Bedingungen : 

D)"'  23  =  — e-2/(A:,+2of,+2X8a,)rfj: 

Cyi  ^8  =  —  ^-2/(1-1 +2  ^•«i)rf*. 

Die  Transformation  j,  =  «3  -| führt  wie  im  Vorhergehenden   zu    zwei 

neuen  Differential-Gleichungen: 
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^-  J^jtj«  —  (T,  +  2«!  +  2Z3a^  +  2ir3)  «3  —  1  =  0 

^»  — Z323«  — (X,  +  2i:3«,  +  2a3)z3— 1=0, 
in  denen  a,  eine  Function  von  x  bedeotet,  die  der  Gleichang: 

^3+a3«  +  (i^,+2«,+2^3«i)«3  =  0 
genügen  mnss;  hieraus  ergiebt  sich: 

«3=  j-.log  re-/(^t+2«i+2-r,ir,)*/*rfa:. 

Die  ursprüngliche  IntegrabilitSts -Bedingung,  auf  die  Gleichung  nach  z^  an- 
gewandt, giebt  zwei  neue  Bedingungen : 

Setzt  man  nun  23  =  «^-) — ,  so  erhält  man  folgende  zwei  Bedingungen  der 
Integrabilität  der  Gleichung  2): 

C)iv  ^  ==  —  c-a/(^f +2X,a,+2ai  +2  Xza^)dx^ 

wo  a^  aus  der  Formel 

^3«^=  —   A  .  /o^y  i'^.  ^(X,+2or,+2:r8a,+2ir,)rfxrfa. 

bestimmt  wird  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  durch  successive 
Transformationen  zwei  unbegrenzte  Reihen  von  Integrabilitäts- Bedingun- 
gen der  Gleichung  2),  von  der  einen  Seite  die  Reihe  Bedingungen  D)' ,  D)", 
D)*",  von  der  anderen  die  Reihe  Cy,  C)",  C)"*.  Die  in  diesen  Gleichun- 
gen vorkommenden  Functionen  orj,  a^^  a^  genügen  gewissen  Differential- 
Gleichungen,  die  integrirt  werden  können ;  für  diese  Functionen  haben  wir 
oben  eine  Reihe  von  Ausdrücken  erhalten,  die  nach  einem  bestimmten  Ge- 
setze gebildet  werden. 

Die  gefundenen  Integrabilitäts  •  Bedingungen  der  Gleichung  2)  lassen 
sich  ebenfalls  eine  aus  der  anderen  nach  einem  evidenten  Gesetze  ableiten ; 
aber  ihre  Anwendung  in  dieser  Form  aufgegebene  Differential-Gleichungen 
würde  sehr  mühsam  sein.  Wir  wollen  jetzt  nachweisen ,  auf  welche  Art 
die  beiden  erhaltenen  Reihen  von  Bedingungen  in  eine  andere  Reihe  umge- 
staltet werden  können,  deren  Anwendung  sehr  leicht  ist  und  zu  einer  sehr 
reichen  Classe  von  Gleichungen  der  Form  1)  führt,  die  sich  durch  Quadra- 
turen integriren  lassen;  das  Integral  selbst  wird  offenbar  sich  in  Form  eines 
Kettenbruches  darstellen. 

16)  Betrachten  wir  zuerst  die  Reihe  von  Bedingungen  D)',  D)".  Die 
erste  derselben  zeigt,  dass  man  die  Gleichung: 
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integrireu  kann.  Transfornuren  wir  die  Bedingung  D)*',  indem  wir  für  Of 
dessen  Werth  setzen,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Bedingung  D)^^  in 
folgende  übergeht: 

und  dass  folglich  die  Gleichung 

dy         ,  g-2fXfäs 

integrirt  werden  kann. 

Um  die  Bedingung  D)^^  za  transformiren ,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
e—/(^«+2flri)  *'*  =  /?;  die  betrachtete  Bedingung  lässt  sich  dann  in  folgender 
Weise  schreiben : 

R 

Aus  der  Formel  für  a^  erhttlt  man  aber 

I  A\  a^dx  =  -^ log  .    /a',  ef^\+^«i^  ^'dx=  —  log .  / ^  dx. 
Substituirt   man    diesen    Ausdruck    in   die   vorhergehende   Gleichung,  in- 
—^  dx  =  w  setzt,  so  erhält  man 

j-=Itdx. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration 

Weiter  erhält  man  durch  Differentiation 


^*—{if"'(f^'^y'- 


Substituirt  man  für  R  seinen  Ausdruck,  so  ergiebt  sich  leicht 

^-2fXf  dx 

•y     _^  ^ 

weder  constante  Factor  f-j     in   der  willkürlichen   Constante   des  Inte- 
grals ^2jÄ\  rfx,    das  als  Exponent  vorkommt,  enthalten  ist. 

Diese  letzte  Form  der  Bedingung  zeigt,  dass  die  Gleichung 
dy       ,       ^  ^-2/x,//x 

durch  Quadraturen  integrirt  werden  kann. 
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Auf  ganz  ähnliche  Weise  lässt  sich  die  Integrabilitäts- Bedingung  D)^^ 
transformiren.  Durch  Integration  und  Differentiation  erhält  man  in  diesem 
Falle  die  transformirte  Bedingung 

aus  der  sich  die  Möglichkeit  der  Integration  von 
dy       ,  e-^f^t^' 

ergiebt  n.  s.  w.  Auf  diese  Weise  können  Differential- Gleichungen  der 
Form 

dy   ,     .  .    ^  e-^^«^' 

durch  unbestimmte  Quadraturen  inte^rirt  werden;  der  Exponent  m  darf 

hierbei  die  Werthe  «i  =  0,  4,  f,  \^,  ... 

haben,  welche  in  der  allgemeinen  Formel 

4t 

m  =  — : 

2i  — 1 

enthalten  sind,  falls  t  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  kann 
hieraus  nach  Analogie  schliessen,  dass  sich  durch  Quadraturen  im  All- 
gemeinen Differential  -  Gleichungen  von  der  Form 

dx 


+  y'  +  X,y- ^ 


intcgriren  lassen.     Wir  wollen  dies  übrigens  später  mit  aller  Strenge  be- 
weisen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Reihe  der  Integrabilitäts- Bedingungen 
C)S  C)",  C)**'....  Alle  diese  Bedingungen  lassen  sich  in  derselben 
Weise  wie  die  vorigen  transformiren ,  indem  man  in  jeder  derselben  JT, 
durch  X^  ausdrückt.  Auf  solche  Weise  ergiebt  sich,  wenn  man  der  Kürze 
wegen  e^f  2^'  =  S  setzt,  dass  C)"  in  folgender  Art  geschrieben  werden 
kann : 

S 
wo  für  «2  ^®'  frühere  Ausdruck  substituirt  werden  muss,  und  nicht  zu  ver- 
gessen ist,  dass  in  dem  betrachteten  Falle  cti  =  0  ist.     Demnach  haben  wir 

f  =  ^  {f^^')  und  hieraus  j-i=Jsdx, 
WO  v=  I  -^  dx.     Aus  der  letzten  Gleichung  leiten  wir  zuerst  v  ab,  und 

erhalten  hierauf  durch  Differentiation 

Ä^  =  —  k.  (fSdxy^.S' 


1^'. 
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oder,  wenn  wir  für  S  seinen  Ansdrock  substitniren   und  den  constanten 
Factor  k  in  den  Exponenten  einrechnen 

Es  lässt  sich  folglich  die  Gleichung 

dy        ,  e-^f^täs  ^ 

integriren. 

Anf  ähnliche  Weise  kann   man  die  Bedingung  C)"^   transformiren ; 

a.an  erhält  ^__^  (J|,,y  .,_./.. , 

Setzt  man  Oi  =  0  in  dem  Ausdrucke  für  a, ,  so  wird 

fa,  dx=log  .Jrl^  Sdx, 
wo  V  die  frühere  Bedeutung  hat.     Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  in 
die  frühere  Gleichung  lässt  sich  die  Integration  vollziehen  und  X^  bestim- 
men ;  dies  giebt 

*^^  (c+fe-fx*^'dx)i  ' 
womit  die  Möglichkeit  der  Integration  von 

dy  g-2fXtdx  ^ 

bewiesen  ist. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  auch  die  folgende  Integrabilitäts- Be- 
dingung der  betrachteten  Reihe  transformiren.     Aus  dem  Gesagten  folgt, 
dass  die  Differential  -  Gleichungen  der  allgemeinen  Form 
dv        .  e-^fXt  dx 

durch  unbestimmte  Quadraturen  integrirt  werden  können,  wenn  der  Ex- 
ponent m  einen  der  Werthe 

m  =  Oy     J,     J, ... 
4f 
hat,  welche  in  der  allgemeinen  Form  m=— r-^ —  enthalten  sind,  falls  i  eine 
°  2t  +  l 

ganze  positive  Zahl  bedeutet.     Verbindet  man   dieses  Resultat  mit  dem 
früheren,  so  lässt  sich  vermuthen,  dass  Gleichungen  der  Form 

dx 


+  f+^ty 47- 


(c+f^f^'t^-dxy^' 

durch  unbestimmte  Quadraturen  integrirt  werden  können. 

17)  Wir  wollen  jetzt  den  Beweis  liefern,  dass  das  Gesetz  der  Expo- 
nenten in  der  Reihe  der  integrablen  Gleichungen  wirklich  durch  die  Form 
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4i 

2 


-Tj- —  aasgedrückt  ist.   Als  gegeben  betrachten  wir  hierbei  die  Gleichang 

Wenn  man  anf  dieselbe  die  Transformation  ^  =:=  a  -|-  -.  anwendet,  so  geht 
sie,  wie  schon  gezeigt  wnrde,  in  folgende  über: 

wo  ff  der  Differential  -  Gleichang  genügt: 

^  +  ««  +  JK,a  =  0,  mithin  ff  =  ^./oflf/V->'^f'' da? 
dx  dx       «/ 

oder  ff  =  0  ist.     In  die  vorige  Gleichang  führen  wir  eine  neue  nnabhängige 

Variable  ein  mittelst  der  Snbstrtntion 

/►      ,  #      dx  dz  dz 

die  transformirte  Gleichang  mit  der  unabliängigen  Variablen  x  ist  dann 


wo  der  Kurse  wegen 


^,  +  *«  +  j:',i  +  2r',=o, 


_  X,  +  2tt         ,  _   1 


gesetzt  wnrde.     Offenbar  kann  man  ans  den  beiden  letzten  Gleichangen 
Xf   elimiuiren   and    erhftlt    dann   X\  =  f  {X*^.      Bestimmen   wir    diese 
Fanction.     Die  erste  der  beiden  letzten  Gleichangen  giebt 
Ja:,  Jar  +  2  log  .  Je'I^td'  dx  =  —Jx\  dx  ; 

setzt   man    Cer'^^*^' dx^^v  nnd  geht  von  den   Logarithmen  za   deren 
Zahlen  über,  so  erhält  man 

^  =  -  JT', (T^^'t *'*'  dx\  hierans  v  =  j  Cx\ c /^'« ^'^ dx\ ~ \. 

Die  Differentiation  von  v  giebt  weiter 
dv 
dx 


worin 


=  j  Af ',  ef^'t  ä^  dx\    ^  e  A't  *'*' , 

A",  =3  —  =  «•"(—  j      ;    substitairt  man  die  früher  gefundenen  Aus- 

drücke  für  v  and  —  and  setzt  zar  Abkürzung 

JX\ef^'t**'dx'^tv, 
so  erhält  man  die  Gleichang 

1^  X  1 
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Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

80  dass  die  transformirte  Gleichung  in  folgender  Form  dargestellt  werden 

kann: 

dz    ,    ,  ,    ^,  e-f^'t^** 

—  +  z'  +  X,z ^=0. 

Diese  Gleichung  hat  ganz 'dieselbe  Form  wie  die  ursprüngliche;    sie 
unterscheidet  sich  blos  durch  die  Form  des  Exponenten.     Folglich  würden 

wir,  wenn  in  der  ursprünglichen  Gleichung  m=  —: ,    wo   i    eine   ganze 

positive  Zahl  bedeutet,  nach  der  oben  angegebenen  Transformation  eine 

Gleichung  derselben  Art  erhalten,  in  welcher  der  Exponent  rn= den 

3— m 

Werth  m'=     ,.       >      ,    hätte;    demzufolge  finden  wir,  wenn  man  auf  die 
2(f  — 1)  —  1 

erhaltene  Gleichung  wieder  dieselbe  Transformation  anwendet,  den  Ex- 
ponenten tn'  =  — p — ^^      u.  8.  w.,  bis  wir  endlich  zu  einem  Exponenten 

m<')=0  gelangen;  alsdann  lässt  sich  die  Gleichung,  wie  wir  gesehen,  un- 
mittelbar integriren.     Hieraus  folgt,  dass  man  die  im  Anfange  dieses  Para- 

4i 
graphen  angeführte  Gleichung  integriren  kann,  wenn  der  Exponent  m=  — : — 

ist.     Nimmt  man  zu  Anfange  der  Transformationen  a  ==  0  und  y  =  - ,    so 

z 

entsteht  die  Gleichung 

il-X,z'-X,z- 1  =  0, 

die,  wenn  man  als  unabhängige  Variable  ar'=  —  Jx^dx  wählt,  in  folgende 
übergeht: 

wo  X\  =  TT  ^°d  X\  =  — .     Die  Elimination  von  X^  aus  den  beiden  letz- 

ten  Gleichungen  ^t  liefert  wie  früher 

A",  ef^'t  dx'  (^Jx\  c-/^'t  d*'  dxy  =  « -/ ^'t rf*'. 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  der  früheren  ganz  ähnlichen  Methode : 

e-ifX'tdx 
X'  — . 


(c  +  Je-  f^'t  äx*  rf^'  y- 1 
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wenn  daher  die  Differential  •  Gleichung 

dz    ^      .   .     ^.  ^2/X',rfx' 

—  +,f+X,z ^ -^=0 

integrirt  werden  kann,  so  kann  anch  die  ursprüngliche  Gleichung  derselben 

Form  mit  dem  Exponenten  m  integrirt  werden.     Ist  in  der  ursprünglichen 

4i 

Gleichuns:  m  =  — : so  erhält  man  durch  die  betrachtete  Transformation 

®  2i  +  l» 

einen  Exponenten  m,  =  ,  =  ^  .       , ;  bei  dieser  Form  des  Exponenten 

aber  Iftsst  sich,  wie  wir  bewiesen  haben,  die  Gleichung  integriren.  Auf 
diese  Weise  kann  man  es  als  bewiesen  betrachten,  dass  das  Gesetz  der 
Exponenten,  das  wir  durch  Analogie  gefunden,  wirklich  stattfindet 

18)  Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  alle  Gleichungen,  die  in  der  Form 

dv  -ifXtda 

«^  57  +  ^'  +  ^«^ ^==^ 

(c+jV^/AWxj^)27±T 
enthalten  sind,  durch  Quadraturen  integrirt  werden  können.     Ersetzt  man 
in  dieser  Gleichung  X^  durch  X^ —  —  •  -^-^  und  Jf,  durch  X^  A,,  so  ergiebt 

sich  in  Uebereinstimmung  mit  der  Bemerkung,  die  wir  im  Anfange  unserer 
Untersuchungen  gemacht  haben ,  dass  die  Differential  •  Gleichungen  der 
allgemeineren  Form 

ß)         rf^  +  ^»^  +^«2^ ~FZ^^' 

(c  +Jx,  e-  /^«  ^'  rfjr)  2 '±  1 

die  zwei  willkürliche  Functionen  X^  und  X^  enthält,  durch  unbestimmte 
Quadraturen  integrirt  werden  können. 

Was  die  Bestimmung  des  Integrals  der  Gleichungen  er)  und  ß)  betrifft, 
so  bemerken  wir,  dass  die  Transformationen 

^1  M  ^8 

auf  die  Gleichung  er)  angewandt,  zu  einer  unmittelbar  integrablen  Gleichung 
führen,  und  dass  zugleich  das  Integral  der  Gleichung  o)  in  Form  eines 
Kettenbrnches  erhalten  wird,  dessen  Entstehungsgesetz  leicht  in  allgemeiner 
Form  dargestellt  werden  kann.  Wir  ziehen  es  aber  vor,  die  Gleichung  a) 
zuerst  in  eine  lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung  umzuformen,  weil  als- 
dann das  Integral  einfacher  und  symmetrischer  ausfällt.  Vorher  wollen 
wir  noch  andeuten,  wie  man  ans  den  gefundenen  Gleichungen  die  be- 
kanntesten speciellen  Fälle  erhält. 
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Um  die  gewöhnliche Oleichung  von  Biccmti  sa  erhalten,  braucht  man 
nur  in  der  Gleichung  ^)  A^,  =  1  und  Xc  =  0  zu  setzen;  es  entsteht  dann  die 
Gleichung:  ^  j.   t g 

wo  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.      Für  c  =  0  findet  man  eine 

Gleichung,  die  alle  integrabelen  Fälle  Riccati'schen  Gleichung  enthält. 

Betrachten  wir  ferner  die  Differential-Gleichung : 

dy 
x-j-  +ax*y'  —  by  =  cx^  , 
dx 

die   als   speciellen  Fall    nicht    nur    die    Gleichung   von    Riccati,   son- 
dern  auch   die   allgemeinere   Gleichung    von  Malmst^n   (Grelle   39) 

enthält.     Hier  ist  -Ti  =  ax^"^ ,   Z,  = und  -^^3  =  —  cx*~^.     Bestimmt 

X 

man  JT,  nach  der  oben  gegebenen  Formel,  so  findet  man : 

\        b  +  n  / 

4  t 
wo  ^  =     .  ,   ,  und  c  und  ß  willkürliche  Constanten  bedeuten.   Setzt  man 
2i  +  l 

c'=0  und  bestimmt  ß  so,  dass  J!^  =  —  c«~"^,  vergleicht  die  Exponenten 

und  substituirt  für  i  seinen  Ausdruck,  so  erhält  man  folgende  Bedingung 

der  Integrabilität  der  betrachteten  Differential- Gleichung: 

m(2i  +  l)  +  n(2i  +  1)  +  26  =  0; 

in  dieser  Bedingung  dürfen  sowohl  die  oberen  als  die  unteren  Zeichen  mit 

einander  combinirt  werden.     Für  n  =  1  erhält  man  die  Integrabilitäts-Be- 

dingung  der  Gleichung  von  Malmst ^n  und  nimmt  man  hierbei  noch  6s=0 

und  ersetzt  m  durch  m  +  1  *  so  erhält  man  die  Integrabilitäts- Bedingung  der 

Riccati'schon  Gleichung. 

19)  Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zu  der  Gleichung  er)  und  setzen 

^=~.— ,  um  dieselbe  in  eine  lineare  Gleichung  der  zweiten  Ordnung 

umzuformen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 
.  rf*"  .    ^,  du  0-ifx^dx 

die  folglich  auch  durch  Quadraturen  integrirt  werden  kann.     Um  das  Inte- 
gral dieser  Gleichung  zu  bestimmen,  setzen  wir  zur  Abkürzung : 

c+fe-^^^^'dx^l,     -1^-7  =  m 

und  betrachten  die  Gleichung: 

<^n    ,    ^  du 
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worin  -JT,«  —  A-"  .  e-^^i«**  ist.  Diese  Gleichung  kann  durch  Einführung 
einer  neuen  unabhängigen  Yariabeln  in  eine  sehr  einfache  lineare  Gleichui^g 
der  zweiten  Ordnung,  welche  die  willkürliche  Function  X^  nicht  enthält, 
umgeformt  werden.     Mittelst  der  Substitution: 


'-■='.  M-(-")'-M-i 


erhält  man  nämlich: 


da:)dt 

m 

Streicht  man  iL    ^  und  bemerkt,  dass 

ist  und  lässt  man  den  allgemeinen  Factor/ —|  weg,  so  wird: 

/       mV      i-?rf»fi      m/      m\du         i-? 
\       2/  d^       2\        2jdt 


oder,  weil  il      's=/ist: 

tn  4 

wo  der  Kür«e  wegen =p  und  -, ri  =  g*   gesetzt   wurde.       Für 

**      m  —  2  (m  — 2)* 

II  =  e^^ .  p  folgt  weiter : 

'•rfij  +  (p  +  2«?0rf7+P?«'=o> 

•     2 
wenn  man  nur  «*  =  ö*  und  a=  +  g:=s+ vora,ussetzt ,  so  dass  man  q 

mit  den  Zeichen  +  oder  —  nehmen  kann.  Die  letzte  Gleichung  ist  eine 
derjenigen  Gleichungen,  auf  welche  sich  leicht  die  In tegrations- Methode 
von  Liouville  durch  Differentiation  unbestimmter  Ordnung  anwenden 
lässt;  da  aber  die  Formeln,  die  man  hierbei  findet,  das  Zeichen  d  oft  mit 
einem  incomensurabeln  odpr  auch  imaginären  Index  enthalten,  so  scheint 
es  besser,  die  Methode  von  Liouville  nur  bei  Differentiationen  mit  ganzen 
positiven  oder  negativen  Indices  anzuwenden;  in  den  Fällen  aber,  welche 
Differentiationen  mit  gebrochenen  Indices  verlangen  und  die  den  Umstän- 
den entsprechen,  bei  welchen  die  Integration  durch  unbestimmte  Quadra- 
turen nicht  möglich  scheint,  ist  es  besser,  die  Methode  von  Laplace  an- 
zuwenden, indem  man  das  gesuchte  Integral  durch  bestimmte  Qvx«kAxK\>\\^\^ 
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ausdrückt.*)  Indem  wir  die  Methode  von  Liouville  etwas  äDdern,  mol- 
tipliciren  wir  die  vorige  Gleichung  mit  d(*  und  integriren  jedes  Glied  itmal; 
durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich: 

(«)  (irj-2)  («-!) 

//  -^dP'^zt  .jvdi'^-^  —  n.jvdf*-^ 

(n)  (« - 1  in) 

j{p  +  2ql)^dt»  =  (p  +  2qi)Jvd(^''^-^2qn.  j f>df^. 

Substituirt  man,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(«-2)  («-!)  («) 

t.  lvdf*-^+{p  —  n  +  2qi)  lvdf*'^+q{p  —  2n)  jvdr'^tpQ)^ 

wo  q>  (0  eine  ganze  Function  des  (n  — l)^"  Grades  bedeutet.     Färp=2fi, 

4n 
d.  h.  w= -,   wo  n  eine  willkürliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wird: 

(«-2)  («-!) 

t  lvd(^''^+{n  +  2qt)fvd(^-^  =  q>(l) 

und  wenn  man  rvdP*'~^=  Z  setzt,  so  findet  man  die  lineare  Gleichung  der 

ersten  Ordnung : 

dZ      ^  ^ 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  einer  bekannten  Formel : 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  mittelst  folgender  Bemerkung  finden.  Die 
Function  q>{t)  kann  in  einer  anderen  Form  dargestellt  werden.  Es  sei 
nämlich: 

(n-l) 

wo  t;«— 1  das  Integral  der  {n  —  1)**"  Ordnung  von  9<// bezeichnet,  bei  dem  aber 
keine  willkürlichen  Constanten  hinzugefügt  sind;  die  Coefficienten  c«,  Cf... 
e„_2  sind  n  —  1  willkürliche  Constanten;  es  wird  nun  offenbar: 

<p{t)  =  t.r(0  +  {n  +  igt).r(t) 
und  deshalb  erhalten  wir: 

f(^  -  V«' .  9(0  dl=e^9t .  /»  .  f(t), 
was  leicht  durch  unmittelbare  Differentiation  verificirt  werden  kann.     Die 
Substitution  giebt: 

Z=C,r-2«i^«  +  C,/'(/). 


*)  Vergl.  Prof.  Spitzer,    Studien    über  die  Integration  lineArer  G'leichnngen. 
Ersto  Fortsetzung. 


Diflferential- Gleichungen.     Von  A.  Letmikow.  263 

Hieraus  erhalten  wir  durch  Differentiation : 

Hätte  man  su  Anfange  der  Rechnung  a  ==  —  q  gesetzt,  so  würde  man  die 
Gleichung: 

erhalten  und  hieraus  durch  eine  itmal  wiederholte  Integration  für  den  Fall 
die  Gleichung: 


2n  — 1 


ti  7 


gefunden  haben ,  in  der  dieselben  Bezeichnungen  wie  früher  beibehalten 
sind.     Hieraus  ergiebt  sich : 

wo  /*(/)  eine  ganze  Function  des  {n  —  2)**<^  Grades  bedeutet  und  deshalb  er- 
halten wir: 

Auf  diese  Weise  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale  der  Gleichung  nach  v 
gefunden,  von  denen  jedes  eine  willkürliche  Constante  enthält.  Das  voll- 
ständige Integral  der  Gleichung  nach  u  wird  daher: 

Hier  ist  n  =- — -—  eine  ganze  positive  Zahl,  so  dass  der  Exponent  m  unter 

der  Form  m  =- — — —  vorausgesetzt  wird;  dies  giebt,  wie  wir  früher  ge- 
sehen, eine  Reibe  von  Fällen,  in  denen  die  Integration  unserer  Gleichung 
durch  unbestimmte  Quadraturen  möglich  ist.    Um  das  Integral  für  den  Fall 

An 
fn=- — T—-  zu  erhalten,  muss  man  zuerst  die  Methode  der  Transformation 
2n+i 

etwas  ändern;  man  setzt  nämlich  in  der  Gleichung 

u=^fi,z  und  bestimmt  ß  so,  dass  ß —  1  +  p  =  0,  d.h.  man  setzt  ß  =  1— p 
und  erhält: 

(Pz  ,       dz         , 


m  —  4 
'  m  — 2* 
selben  Weise,  wie  oben  mit  der  früheren  Gleichung *,  man  &^liA.  Pv^=^*^^% 


wo  Pi  =  2 — p  = .   Weiter  verfahren  wir  mit  dieser  Gleichung  in  der- 

111  —  2 
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4/t  -""  4                          4it 
was  dem  Falle  m=- oder  m= ; —   entspricht  und  wiederholt  die 

frühere  Analyse ;  man  erhält  so  das  Integral : 

WO  9t  = eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

4m  —  4  '^ 

Auf  diese  Weise  führt  die  Betrachtung  der  linearen  Gleichung  zweiter 

Ordnung: 

wieder  auf  die  bereits  gefundenen  Fälle  der  Integrabilitftt ,  nämlich  auf 

49t 

m= ■ — .     In  den  Fällen,  wo  der  Exponent  m  nicht  diese  Form  hat, 

kann  man  das  Integral  dieser  Gleichung  durch  bestimmte  Quadraturen  dar- 
stellen. Die  Bildung  dieser  Ausdrücke  ist  nicht  schwierig,  denn  führt  man 
wie  früher  die  unabhängige  /  ein,  so  entsteht  eine  Gleichung,  deren  Inte- 
gration durch  bestimmte  Integrale  bekannt  ist. 


IX. 
Onmdzüge  einoB  KreiBlinien-Coordinaten- Systems. 

Von 

Georg  v.  Gyuekovich, 

Lientenant  im  k.  k.  40.  Österr.  Linien- Infanterie -Regimente. 


II. 

17.  Nachdem  in  den  bisherigen  Artikeln  auf  einen  innigen  Zusammen- 
hang des  entwickelten  Kreislinien-  mit  dem  Dreipnnkt-Coordinaten- Systeme 
hingewiesen  wurde ,  so  wollen  wir  im  Folgenden  ähnliche  Beziehungen  des 
Kreislinien-Goordinaten-Systems  mit  dem  Dreilinien-Coordinaten-Systeme 
entwickeln. 

Es  seien  bezüglich  eines  orthogonalen  Parallel- Cordinaten- Systems 
25)  K^=x'  +  y^+D^x+E^y  +  F^=OnndICt=a^+y*+D^x+E^y+F^=:=0 
die  Gleichungen  zweier  Kreise,  und 

A  +  fi  A  +  f*  A  +  fi 

die  Gleichung  eines  Kreises,  der  mit  ATi  und  Ä^,  die  Chordale  gemein  hat. 
Sind  weiter  (xi ,  ^i)  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  ferner 

P,=:0, />,  =  Ound />3  =  0 
der  Reihe  nach  die  Polaren  dieses  Punktes  bezüglich  der  obigen  drei  Kreise, 
so  hat  man  bekanntlich: 

P,=^{D,  +  2Xi)x  +  {E,+2y,)y  +  DtX  +  E,y  +  2F,=.0, 
P^  =  {D,+  2x,)x+iE^  +  2y,)y+D^x  +  E^y  +  2F^=.0, 

XD,  +  liP^  ■    IE,  +  (iE,      AF,  +  ^F, 

Wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann ,  lässt  sich  die  Gleichnng  von 
i>i  r=  0  durch  einfache  Transformationen  auf  die  Form  . 

MlMbrin  r.  WtOunatlk  a.  Physik.  Xll,  3.  \% 
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Imagen,  welche  zei^  da»  P^  =  0  stets  durch  den  SchAittpunkt  Ton  P,  =0 
and  ^2  =  0  gehen  mfisse,  wie  mach  i  and  ^  beschafTen  sein  mügenf  daher  der 
bekannte  Satz : 

„Die  Polaren  eines  Panktes  bexaglich  eines  Sy- 
stems Ton  Kreisen,  welche  dieselbe  Gerade  alsChor- 
dale  gemein  haben,  gehen  alle  darch  de-nselben 
Pankt." 

18.  Sind  nnnmehr  iT,  =  0,  iTj  =  0,  JT,  =  0  die Gleichangen  dreier  be- 
liebiger Kreise  ond  />,  =0,  jP,  =  0,  jPj  =  0  der  Reihe  nach  die  Polaren 
eines  Panktes  (x, ,  y,)  bezoglich  dieser  drei  Kreise,  so  findet  man  bei  ans- 
logem  Verfahren,  wie  im  vorigen  Artikel,  als  Polare  des  Panktes  (jt,  ,  y,)  in 
Bezng  aaf  den  Kreis : 

K^^lICi  +  iiÄ\  +  rJr,  =  0,  die  Gerade  P^  =  IP,  +  ^P,  +  wP^  =  0. 
Wir  habea  also  im  Vereine  mit  dem  aas  der  Gleichaag  17)  abgeleiteten 
Satze,  dea  allgemeineren  Lehrsatz: 

„Sind  die  Mittelpunkte  dreier  Kreise  ir,=0,  K2=0, 
K^  =  0  der  Reihe  nach  6',=0,  6',  =  0,  ^5  =  0  and  P,  =0, 
/>^  =  0,  P,  =  0  die  Polaren  eines  Panktes  üf  bezüglich 
dieser  Kreise,  so  ist  der  Mittelpankt  des  Kreises^ 
ir^  =  XÄ^i+^Är,  +  if  1^5  =  0,  der  Paakt  C4=AC,+^C,+fC5=0 
and  P4  =  ilP, +  (*P,+  »P,  =  0  die  Polare  von  M  bezog 
lieh  ir^." 
Welche  Bedeatang  hat  die  Bildaogs  -  Gleichang  21)  bezäglich  der 
Gleichang  von  P^? 

19.  Im  Artikel  17  wurde  angedeatet,  dass  die  Polaren  eines  Panktes  M 
bezüglich  eines  Systems  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlicher  Chordsie 
durch  denselben  Punkt  gehen.  Suchen  wir  nun  einen  oder  mehrere  Punkte 
von  der  Beschaffenheit,  dass  deren  Polaren  bezüglich  irgend  eines  der 
Kreise  des  Systems  nicht  allein  durch  einen  festen  Punkt  gehen ,  sondern 
ganz  fest  sind. 

Es  seien  die  durch  25)  dargestellten  Kreise  ^Tj  =0,  A^2^^  %yie\  Kreise 
des  Systems  und  die  durch  26)  ausgedrückten  Geraden  Pi=0,  *Pj  =  0  die 
Polaren  des  Punktes  M  {x^ ,  ^,)  bezüglich  K^  und  K^. 

Sollen  nun  P,  =0  und  P^  =  (i  zusammenfallen,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung der  Coordinaten  (x, ,  y,)  von  M  aus  den  Gleichungen  26)  dieser 
beiden  Geraden: 

und 

Ei+2y, ^  ^g  +  2y, 

^1^1  +  ^iyi  +2^1      l>^x^  +  E^y,+2F^' 
Man  sieht  schon  hieraus,  dass  zur  Bestimmung  von  (x, ,  y,)  eine  qns- 
ratische  Gleichung  resultiren  würde  ,  dass  also  stets  zwei  Punkte  von  der 
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verlangten  Eigenschaft  bestehen.  —  Um  aber  die  Lage  dieser  beiden  Punkte 
besser  beurtheilen  zu  können,  wollen  wir  einen  einfacheren  Weg  ein- 
schlagen. 

Es  seien  nämlich : 
K,  =  (x- a,)«  +  y*  — r/  =  a?«  +  y«  —  2a,x-  (r,«  — «/)  =0, 
Ä'jj  =  a?«  +  y«  -2a2  a?  —  (V —  «/)==  0 
in    orthogonalen    Parallel -Coordinaten  -die  Gleichungen    zweier    Kreise, 
deren  Centrale    die   Abscissen-Axe  und   deren   Chordale  die   Ordinaten- 
Axe  des  Coordinaten-Systems  ist.     Demzufolge  muss  r^ — a^*=r^  —  ctt* 
sein  und  es  werden  sich  K^  und  K^  in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären 
Punkten  schneiden, 


je  nachdem  ^>  >  oder  <  <  *  ist. 
'•«I  («2 


Im  ersten  Falle  bedeutet  r,*  —  «,*  =  r^*  —  o^*  =  c*  das  Quadrat  der 
Entfernung^  eines  der  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise  von  deren  Centralen. 

Im  zweiten  Falle  bedeutet  o,*  —  r^  =  a^  —  Tg*  =  f*  das  Quadrat  der 
Länge  i  der  aus  dem  Schnittpunkte  der  Chordale  und  Centrale  der  beiden 
Kreise  an  diese  gelegten  Tangenten. 

Für  diesen  Fall  nehmen  die  Gleichungen  dieser  Kreise  die  Formen : 
27)  K^  =x^  +  y»  — 2aia?  +  ^  =  0  und  K^  =  x^  +  y^—  2aga:  +  r*  =  0  an. 

Die  Gleichungen  der  zwei  Polaren  eines  Punktes  (xi,  y^)  bezüglich 
dieser  zwei  Kreise  sind  dann  nach  26) : 

Pj  =  xx^  +  yyt  —  «,  (a:  +  aTj)  +  <•  =  0  und 


welche  beiden  Geraden  augenscheinlich,  wie  auch  0|  und  a^  beschaffen  sein 
mögen,  stets  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 

29)  xx^+yyi  +  f  =  0  und  (x  +  o?,)  =  0 

gehen  müssen. 

Sollen  P|  =  0  und  P,  =  0  identisch  werden ,  so  müssen  es  —  wie  leicht 
einzusehen  ist  —  auch  die  Geraden  29)  werden,  was  nur  geschieht,  wenn 

^1  =  0,     a:,=±< 
ist. 

Es  resultiren  hiernach  zwei  bezüglich  der  Chordale  von  ATi  und/T,  ^^^ 
deren  Chordalen  symmetrisch  gelegene  Punkte,  welche  Poncelet  {Traili 
des  propriete's  proj.  p.  41)  als  die  „Grenzpunkte**  des  Systems  der  Kreise 
AT,  und  ifg  bezeichnet  hat  (Grenzpunkte  deshalb,  weil  für  zwischen  -f-  i  und 
—  i  gelegene  Werthe  von  0|  nur  imaginäre  Kreise  resultiren.  Wir  haben 
also  den  Satz: 

„Es  könneji  immer  zwei  Punkte  von  der  Beschaf- 
fenheit gefunden  werden,  dass  ihre  Polaren  bezüglich 
irgend  eines  zum  Systeme  (A^i,  K^  gehörigen  Kreises 
nicht  allein  durch  einen  festen  Punkt  gehen,  sondern 
ganz  fest  sind." 
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Für  den  Fmll  r^>at  (also  auch  r^>m^  retuhireii  mb  Coordinmlen  der 
Grenxpoiikte  y,  =  0,  Xj  =  +  c  y — 1,  d.  h. : 

^Schneiden  sieh  die  Kreise  des  Systems  (IT,,  IT,) 

in  xwei  reellen  Pankten,  so  werden  die  Grenspnnkte 

imaginär/' 

20.  Bentimmt  man  den  festen  Schnittpunkt  {x\  /)  der  beiden  Polaren 

P^  =  0  nod  P,  =  0  28)  des  Punktes  (s^ ,  yi)  besöglich  der  Kreise  iT,  und  JT, 

27),  so  erhält  man  ans  den  beiden  Gleichungen  29) 

»)  *  =  -*..   y=^V^. 

9t 
Wie  man  sich  mittelst  dieser  beiden  Gleichungen  leicht  fiberzeugen 
kann, 

^fgehen  umgekehrt  die  Polaren  des  Punktes  (x\  y')  be- 
sfiglich  A^i  und  A^2^^)  ^^i^c^  <l®n  Punkt  (X|,yJ  und  es 
sind  (x\y)  und  (a:|,y,)  diametral  gegenfiber  liegende 
Punkte  eines  durchdie  GrenzpunktedesKreissystems 
(iTi,  K^  gehenden  Kreises." 
Die  Grenzpunkte  selbst  sind  specieUe  Lagen  dieser  Punkte. 

1.  Lehrsatz.  Bewegt  sich  einer  der  beiden  Punkte 
(X|,y,),  {x\y)  auf  ihrer  gemeinschaftlichen  Verbin- 
dungsgeraden,  so  beschreibt  der  andere  stets  die 
durch  dieGrenzpnnk  te  des  Kreissystems  gehendeHy- 
p  er  bei: 

Xf  *  iC|  X 

2.  Lehrsatz.  Der  Pol  der  Geraden  i^o: -f-  By-^-CssO 
bezüglich  des  Kreises  irj  =  a:*  +  y»  —  2a,a:  +  /*==0  ist: 

3.  Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  der  Pole  einer 
Geraden  bezüglich  aller  zum  Kreissysteme  (ifi,  K^ 
gehörigen  Kreise  ist  eine  Cnrve  vierten  Grades. 

4.  Lehrsatz.  Sind  P,  =  0,  P,  =  0,  Pj^AP, +^P,  =  0 
die  Polaren  des  auf  dem  Kreise /Tg  =  ^1/^]  +  f*^t  sich  be- 
wegenden Punktes  if(xi,  y^)  bezüglich  dieses  und  der 
beiden  Kreise  ^"^  =  0,  /T^^^i  so  ist  für  P,  (Tangente  an 

K^  stetS5^  =  — Y=cowW,  d.  h.? 

5.  Lehrsatz.  Beschreibt  man  ans  den  festen  Punk* 
ten  6\  =  0,  C^^=sO  dieKreise  Ki==Q^  K^=i(i  mit  variablen 
Halbmessern  und  dann  aus  dem  festen  Punkte  C^==sXC^ 
-^^C^  =  0  den  Kreis  A'jSsilA",  +  fiÄ'j  =  0,  so  ist  für  diesen 
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stets  r^  =3 — ^tssconstj  also  infolge  des   Schlnsssatzes 

Artikel  1  n.s.  w. 

Sind  Pi«=0,  Pgt^O,  P3=sXP, +|i*Pg  =  0  die  Polaren 
eines  Punktes  bezüglich  dieser  drei  Kreise  JTicaO, 
^",  =  0,    A'j^ilir,  +  f4Ä^g=sO,    so    ist    abermals     für     Pj, 

~  =  — Y  =  cow*/,  d.h.? 
P,  A 

21.  Es  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  Jlf  zu 
bestimmen,  dessen  Polaren  P|S=3  0,  PgSsOyPjsaO  bezüg* 
lieh  dreier  beliebiger  Kreise  ICi=sO^  iT^sO,  ^^3=^0  (ohne 
gemeinschaftliche  Ghordale)    durch    einen   und  ^denselben 
Punkt  gehen. 
Legen  wir  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  die  orthogonalen  Pa- 
rallel-Coordinaten  so,  dass  die  Abscissen-  und  Ordinaten- Axe  beziehungs- 
weise mit  der  Centralen  und  Chordale  von  A^i  und  Ä^^  zusammenfallen  und 
PS  seien  hiemach  die  Gleichungen  der  drei  Kreise 

j^i=ir*  +  y»  — 2aiar  +  (»  =  0,     /r,  =  a:«  +  y*  — 2a,a:  +  r*=s0, 
^^  =  a:»  +  y^  +  Dx  +  Ey  +  F:=zO. 
Die  Polaren  Pj  =» 0 ,  PgöO,  Pj==sO  eines  Punktes  (jP| ,  y^)  bezüglich 
dieser  drei  Kreise  werden  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  wenn  Pg^O 
durch  den  Schnittpunkt  (von  P^  und  P,,  also  auch  durch  jenen)  der  Gera- 
den 29) 

««i+yyi  +<*=Ound  x  +  x^ssO 
geht. 

Die  Gleichung  von  P3  in  Parallel- Co  ordinaten  ist  aber 

^8==(^  +  2a?,)a:  +  (^  +  2yi)y  +  ^a:i+^yj  +  2/'=0, 
welche ,  damit  sie  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  29)  gehe ,  mit  der 
Form  xxi  +  yy,  +  <*  +  A  (a:  +  ^i)  =  0   identisch  sein  muss   -  wobei  l  ein 
unbestimmter  Parameter  ist  — ,  was  nur  geschehen  kann,  wenn 

D  +  2Xt      Xt  +  X  ,      DXi  +  Eyi+2F     t*  +  kx. 

-__ — = und     —- a= * 

^+2^1         yi  ^  +  2yi  y, 

wird. 

Durch  Elimination  von  k  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  als 

Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  von  (x^^  yi): 

(*  —  P 

oder  unter  der  Form : 

welche  offenbar  einen  Kreis  darstellt;  dessen  Mittelpunkts- Coordinaten  (et,/)) 
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und  dessen  Halbmesser 


-/^W¥)'^ 


ist. 
Nachdem  die  Gleichung  der  Chordale  der  beiden  Kreise  ^  und  /T] 

also  deren  Abschnitt  y^  auf  der  Ordinaten- Achse  (der  Chordale  £|  - 1^2=0) 

i^  —  F 

ist,  so  sieht  man,  dass  der  Mittelpunkt  von  ^"=0  das  Chordal  -  Centrum 
der  Kreise  /Tj,  K^^  K^  ist. 

Als  Quadrat  der  Länge  T  der  vom  Punkte  (a,  j5)  an  A',  =0  gelegten 
Tangente  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Coordinaten  (a,  ß)  in  die 
Gleichung  ^^^  =  0 

also  ist  der  Halbmesser  von  Kt=^0  gleich  der  Länge,  der  von  seinem  Mittel- 
punkte (Chordal  Centrum)  an  einen  der  drei  Kreise  gelegten  Tangenten. 

Hiemach  schneidet  1^=0  die  drei  Kreise  A'i  =0,  ^^2  =  0,  Ä',=5  0  unter 
rechten  Winkeln  und  er  wurde  deshalb  von  Plücker  (Anal.-geom.  Ent- 
wickelungen  Bd.  I,  pag.  56)  als  „Grthogonal-Kreis"  der  drei  Kreise 
K^^  K^^  K^  bezeichnet.     Daher  der  Satz: 

„Der  geometrische  Grt  eines  Punktes,  dessen  Po- 
laren in  Bezug  auf  drei  Kreise  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,     ist     der    Grthogonal-Kreis    dieser    drei 
Kreise." 
22.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  Grthogonal* Kreis  durch  die 
sechs  Grenzpunkte  der  drei  Kreise  geht,  dass  also : 

„die  sechs  Grenzpunkte  dreier  Kreise,  die  Ecken  eines 
dem  Orthogonal-Kreise  eingeschriebenen  Sechsecks 
bilden." 
Schneiden  sich  die  drei  Kreise  in  sechs  reellen  Punkten,  so  ist  der  Or- 
thogonal-Kreis  natürlicherweise  imaginär. 

Lässt  man  zu  den  drei  Kreisen  iTj,  K^^  K^  noch  einen  vierten  if^,  der 
mit  diesen  das  Chordal  -  Centrum  gemein  hat,  hinzutreten,  so  geht  offenbar 
die  Polare  von  M.  (x^ ,  y^),  P^  bezüglich  K^^  auch  durch  den  (auf  dem  Ortho- 
gonal-Kreise  gelegenen)  Schnittpunkt  der  Polaren  P^,  P,,  P,,  was  über- 
haupt für  jede  Anzahl  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlichem  Chordal -Cen- 
trum gilt. 

Durch  diese  Verallgemeinerung  lässt  sich  der  Eingangs  dieses  Artikels 
angeführte  Lehrsatz  ebenfalls  erweitern,  d.  h. : 

„Der  Grthogonal-Kreis  eines  Systems  von  Krei- 
sen (mit  gemeinschaftlichem  Chordal-Centrum)  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Grenzpunkte  derselben."     , 
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Nach  diBr  im  Artikel  20)  angeführten  Bemerkung  —  dass  der  Schnitt- 
punkt der  Pohiren  eines  Punktes  M^  bezüglich  zweier  Kreise ,  auf  einem 
durch  M  und  die  beiden  Grenzpunkte  gehenden  Kreise  und  dem  Punkte  M 
diametral  gegenüber  liegt  —  iHsst  sich  bezüglich  des  Orthogonal  -  Kreises 
der  Satz  aufstellen: 

„Bestimmt  man   die  Polaren  P^,  P^y  P3  eines  dem 

Kreise  IC   angehörigen    Punktes   M   bezüglich  dreier 

Kreise  /T^,  IC^,  K^^  welche  K  zum  Orthogonal-Kreise 

haben,     so    schneiden    sich    diese   Polaren   in   einem 

auf  iT  dem  Punkte  itf  diametral  gegenüberliegenden 

Punkte  Ä'.** 

23.  Nach  dem  Bisherigen  sind  wir  nun  auch  im  Stande,  die  Gleichung 

des  Orthogonal  -  Kreises  K  der   durch  die  allgemeinen  Gleichungsformen 

ausgedrückten  Kreise 

i^i  =  a:«  +  y«  +  2>,  o;  +  JBi  y  +  F,  =  0 , 

unter  der  Form 

K—a^  +  y^  +  Dx+Ey-^F^O 
darzustellen.     Weil  nämlich  K  jeden  der  drei  Kreise  *unter  rechten  Win- 
keln schneidet,  so  muss  offenbar  die  Polare  des  Mittelpunktes  ( —  —  , j 

von  K  bezüglich  des  Kreises  K^  mit  der  Chordale  K^K^^^d  zusammen- 
fallen. 

Die  Polare  vonY —  —  ,  ""•^j  >»  Bezug  auf /ri  =  0  ist  aber: 
und  die  Chordale 

jir_  jir,  =  (/>— 2>0  a?  +  (Ä  -  jE,)y  +  ^-^  ^1=0» 

welche  Gleichungen  nur  dann  identisch  werden,  wenn 


^-  —2F:=^F—Fy 


DD^  +  EE, 

ist 

Verfährt  man  bezüglich  K^  und  K^  analog,   so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung der  Grössen  D,  E,  F  die  Gleichungen: 

D'Di  +  EE^—2F^^F,  DD^  +  EE^'-2F=F,  DD^+ EE^--2F^  =  Fj 
aus  welchen: 

( ^  ^  2  (Pj  -  -y»)  (Ei  -  g«)  -  (^.  -  Ft)  (B,  -E3) 
(2).  -  Z)0(Äi  -  £,)-(/),  -  2),)(£,  -  £,)• 

L  _ ,  y.(Jtg.-g.^)+^.(/>3g.  -p.  £3)  +^3(^.  Et-o*  E,) 
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Die  Grönen  (  ""T«""  t)  geben  sogleich  die  Coordinalen  desChordal- 

Centrnins  der  drei  Kreise  JTi ,  IT,,  ITy 

24.  Die  Reciprocitat  des  Dreipankt-  und  des  Dreilinien 'Coordinaten- 
Sjuiems  in  der  geometrischen  Interpretation  analytischer  Formen  ist  be- 
kannt, woraaf  anch  im  Laufe  dieser  Abhandlung  mehrfach  hingedeutet 
wurde. 

Die  buher  angestellten  Betrachtungen  erlauben  es  nunmehr ,  bei  An- 
nahme eines  einsigen  Fundamental-Dreiecks,  die  Besiehungen  der  besüglich 
beider  Coordinaten  -  Systeme  durch  eine  und  dieselbe  analytische  Form 
dargestellten  Grössen  näher  zu  beleuchten. 

Es  sei  C^  Cf  C^  ein  beliebiges  Dreieck ,  aus  dessen  Ecken  als  Mittel- 
punkten C| ,  (7t ,  C,  der  Reihe  nach  drei  Kreise  iTj ,  K^ ,  IT,  so  beschrieben 
werden  sollen ,  dass  die  Polaren  P^ ,  P^  i  ^s  eines  noch  zu  bestimmenden 
Punktes  0  in  Bezug  auf  diese  drei  Kreise  mit  den  Geraden  C^  C^ ,  C^C^^ 
Gl  Ct  —  kurz  mit  den  G^egenseiten  des  betreffenden  Kreismittelpunktes  — 
zusammenfallen. 

Nachdem  der  Pol  stets  in  der  aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  die 
Polare  gefällten  Senkrechten  liegen  muss,  so  ist  klar,  dass  der  zu  suchende 
Punkt  0  nur  der  Schnittpunkt  der  Höhenlothe  des  Dreiecks  C^C^C^  sein 
kann.  Jetzt  handelt  es  sich  noch  um  die  Bestimmung  der  Halbmesser 
^1 »  ^2»  ^«  der  drei  Kreise  j^i,  JP,»  -Ä^s- 

Macht  man  hierzu  C^C,  zur  Abscissenaxe  und  Cj  zum  Ursprünge  eines 
orthogonalen  Parallel  -  Coordinaten  -  Systems  und  setzt  CiCs^a,,  während 
(»3,  ß^)  die  Coordinaten  von  C,  sein  mögen,  so  hat  man  als  Gleichung  von 

{C,C,)  fj  =  —^-^-  (or-«,),  von  {€,€,) y=^ x  nnd  von  (C,0)y=^!^^V 

«8  — «2  «1  Ps 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergeben  sich  ftir  x=o,  als  Coordinaten 
von  0 

w)  xt  =«3,  yi = ^  («8  —  «j). 

Ps 
Der  Kreis  /T,  hat  jedenfalls  die  Gleichungsform  Ä;=a:*+y*— r|*=0, 
welcher  zufolge  und  nach  26) 

als  Polare  von  0  in  Bezug  auf  K^  erscheint.     Diese  Gleichung  kann  jedoch 
mit  jener  von  C^C^  nur  unter  der  Bedingung 

^i'=«2a8 
identisch  werden. 

Bei  analogem  Verfahren  bezüglich  der  Kreise  JT,  und  IC^  und  der  bei- 
den Geraden  C,  C| ,  C^  C,  erhält  man 

r,«=of,«  — o,a,  und  V=(a,*+ft«)— at«,, 
veiter  als  Gleichungen  der  drei  Kreise 
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Wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann ,  ist  der  Punkt  0  zugleich  das 
Chorda!  •  Centrum  dieser  drei  Kreise.  Unter  welchen  Bedingungen  wird 
einer  derselben  imaginär? 

Werden  Ci,  (7,,  C,  als  „Fundamentalpnnkte**  eines  Dreipunkt- 
Coordinaten  -  Systems  angenommen  und  durch  die  Gleichungen 

C,=0,     C,=0,     C3=0 
dargestellt,  femer  die  diesen  Punkten  gegenüber  liegenden  Geraden  C^C^^ 
C3C1,  C|C,  als   „Fundamentallinien**  eines  Dreilinien -Coordinaten- 
Systems  durch  die  Gleichungen 

P,=0,     Pt=0,     ^8=0 
repräsentirt,  so  könneu  wir  bei  Annahme  der  drei  Kreise  35)  als  „  Fun  da- 
mentalkreise'S  zufolge  des  am  Schlüsse  des  Artikel  18  ausgesprochenen 
Satzes  den  folgenden  aussprechen : 

„Die  Gerade  P^  =  XPi  +  fi/>t+ »'^8=0  ist  die  Polare 
des  Punktes  0  bezüglich  des  aus  dem  Punkte 
C^=XCi+(iC^+vC^  =  0  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
Kreises  K^^^XK^  +{kK^'\'vKy=0^  dermit  den  drei  Krei- 
sen 35)  das  Chordal-Centrum  gemein  hat/* 

Eine  besondere  Eigenschaft  der  Geraden  P^  besteht  darin ,  dass  sie 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte  0  (Pol)  und  C^  (Mittelpunkt)  senk- 
recht steht,  wodurch  deren  Construction  bei  gegebenem  Punkte  C^  ohne 
Verzeichnung  der  Kreise  35)  möglich  ist.  Die  Gerade  P^  geht  nämlich 
durch  den  Schnittpunkt  z.  B.  der  beiden  Geraden  Pi=50  und  fi  Pf  +  ^^3=^* 
welch  letztere  wieder  durch  C,=0  geht  und  auf  der  Verbindungsgeraden 
von  0  (Pol)  und  fiC,+v(73=0  (Mittelpunkt)  senkrecht  steht.  Hierdurch 
kann  P^  construirt  werden ,  indem  nebst  ihrer  Bichtung  auch  einer  ihrer 
Punkte  bekannt  ist. 

Die  Umkehrung  dieses  Verfahrens  giebt  bei  gegebener  Geraden 
F^^XP^  +  ^Pt  +  vP8=0  ebenso  einfach  den  Punkt  C^^XC^-^yiCt  +  ^^3=0. 

25.  Durch  die  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  nachgewiesen,  dass 
die  Gleichung  eines  Kreises  K^  der  mit  drei  Kreisen  ifi,  A't,  K^  das 
Chordal-Centrum  gemein  hatte,  durch  deren  Gleichungen  ausgedrückt 
werden  konnte.  War  K  nicht  so  gelegen,  so  wurde  die  Zuhilfenahme 
einer  Constanten  nothwendig,  die  aber  durch  die  Einführung  eines  vierten 
Fundamentalkreises  ersetzt  werden  kann,  wie  auch  allgemein 

„zur  Bestimmung  der  Gleichung  einer  Curve  n^^^  Gra 

des  ^ — '  Fundamentalcurven    desselben   Gra- 

2 

des  nothwendig  sind.** 


374  Grandzüge  eines  Kreislinien  •  Coordinaten  -  Systems. 

Wie  sich  nnn  bei  ZugrandelegpiDg  von  vier  „Fondamentalkreisen^^  die 
Untersuchongen  über  die  Kreislinie  gestalten  nnd  neue  Gesichtspankte 
eröffnen,  soll  Gegenstand  einer  folgenden  Abhandlnng  sein.  In  den  bis- 
herigen Entwickelangen ,  welche  zam  Theil  als  Grandlage  für  diese  Ab- 
handlang dienen  sollen,  waren  wir  mehr  bemüht,  aaf  den  innigen  Za- 
sammenhang  des  Dreipunkt-  and  Dreilinien  -  Coordinaten  -  Systems  mit 
dem  bisher  entwickelten  Kreislinien -Coordinaten -Systeme  hinzuweisen. 


Anhang.     Zn  Artikel  4: 

„Die  Bedingung,  dass  der  Kreis 

jr,=a:«+y«+/>ar  +  Ey  +  F=0 
mit  den  beiden  Kreisen 

ihre  Chordale  gemein  hat,  ist: 

D-^D^E  —  E^F—F^  „ 
/>  —  />,  ^E—E^" F—F^' 
Zu  Artikel  7: 

Setzt  man  die  Entfernungen  der  Fundamentalpunkte  C|  C2=^c^, 
CfC^=Ci,  C^C^^Cfy  so  lässt  sich  der  Ausdruck  fär  r^  auf  die 
Form 

*  ^  +  ^  +  v  (A+fi  +  v)» 

bringen.  Welche  Form  nimmt  dieser  Ausdruck  für  den  Fall 
r,  =r2=r3=0  an,  und  welche  Folgerungen  ergeben  sich  für  r^ 
daraus?     (Siehe  Artikel  15.) 

Zu  Artikel  9: 

3.  Lehrsatz:  ,^ Sind  inder  Gleichung  a^+y^+Dx+Etf 
-|-i^=0  die  Grössen  D  und  E  variabel,  während  F  con- 
st'ant  bleibt,  so  haben  alle  durch  diese  Gleichung 
dargestellten  Kreise  den  Coordinaten-Ursprung  znm 
Chordal- Centram." 

4.  Lehrsatz:  „Sind  in  der  im  vorigen  Satze  ange- 
führten Gleichung  die  Grössen  D,  E  und  F  der  Be- 
dingungs-Gleichung 

aD  +  bE  +  cF=^0 
unterworfen,    worin    a,    6,   c   Constante   bedeuten, .so 
haben  alle  darch  die  Gleichung 

üc*+y*  +  J)x  +  Ey  +  F^O 
dargestellten  Kreise  mit  einander  das  Chordal-Cen- 
trnm  gemein.*' 
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Sabätituirt  man  in  der  obigen  Bedingungs- Gleichung  statt/),  E  und  F 
ihre  Werthe  [siehe  Gleichung  l)]  />=— 2o,  ^=—2/3,  /^=a*+j3*  — r«,  so 
hat  man  statt  der  obigen  Bedingungs  -  Gleichung : 

a»  +  ^_-2-a  — 2-/3  — r«  =  0. 
c  c 

Denkt  man  sich  r  constant,  so  folgt: 

5.  Lehrsatz:  „Der  geometrische  Ort  der  Mittel- 
punkteallerKreisevongleichem  Halbmesser, welche 
einen  und  denselben  Punkt  als  Chordal-Centrum  ge- 
mein haben,  ist  ein  Kreis/^ 

6.  Lehrsatz:  „Sind  if|,  K^^  K^  AT^  vier  Kreise  mit  ge- 
meinschaftlichem Chordal-Centrum,  so  bilden  zwei 
Schnittpunkte  von  zweien  der  vier  Kreise  mit  jenen 
der  beiden  anderen  Kreise  die  Ecken  eines  Kreis- 
vierecks.** 


Kleinere  Mittheilungen. 


Bemerkung  hinsichtlich  der  Priorität .  einiger  Sfttie  Hber  confbeale 
Kegelfchnitte.  In  meiner  Abhandlung  „Ueber  lemniscatische  Coordinaten'* 
kommen  einige  Sätze  über  confocale  Kegelschnitte  etc.  vor,  welche  unter- 
dessen von  Herrn  Volpicelli,  wenn  ich  nicht  irre,  im  November  1866 
der  französischen  Academie  vorgelegt  wurden.  Dieselben  lauten  in  der 
Fassang  des  Herrn  Volpicelli: 

Dans  une  serie  de  coniques  homofocales  ä  centre^  le  Heu  des  poinU  de  con- 
iact  des  iangenies  paralleles  ä  une  mime  droite  est  une  hyperbole  equüaUre\  et 
les  poinls  de  conlact  des  iangenies  perpendiculaires  aux  premieres  sont  sur  la 
mime  hyperhole. 

Si  Von  mine  aux  coniques  des  iangenies  paralleles  ^  sous  des  direciions 
differenies^  les  foyers  des  kyperboles  iquüatdres  lieux  des  poinis  de  coniact  sont 
sur  une  lemniscate. 

Les  sommeis  des  mimes  hyberboles  sont  aussi  sur  une  lemniscate, 

Le  Heu  des  sommeis  d'ttne  serie  d'kyperboles  iquilateres  concentriques,  qui 
passent  par  une  mime  poini^  est  une  lemniscate:  et  le  Heu  des  sommeis  des  mimes 
kyperboles  est  aussi  une  lemniscate. 

Auf  die  beiden  letzteren  Sätze  erhebt  auch  Herr  Serret  Anspruch 
{CompUrend.  1867  Nr.bFittr,),  welcher  dieselben  in  seiner  Abhandlung: 
PropriiUs  giomitriques  relaiiees  aux  fonctions  ellipiiques  im  Journal  de  Math, 
t,  Vlll  schon  früher  publicirt  und  ausserdem  noch  bemerkt  hat,  dass  „/a 
lemniscate  Heu  de  foyers  coupe  les  kyperboles  ortkogonalement.'^ 

Die  beiden  letzteren  Sätze  sind  demnach  unbestrittenes  Eigenthum 
des  Herrn  Serret;  die  beiden  ersteren  dagegen  glaube  ich  vor  Herrn 
Volpicelli  für  mich  in  Anspruch  nehmen  zu  dürfen,  da  mein  Manuscript 
bereits  im  Februar  1866  an  die  Redaction  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik   gelangte*^)    und  ich   dieselben  ausserdem   schon  im  Januar 


Wird  hiermit  bestätigt.  Schlömiloh. 
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desselben  Jahres  in  einem  ö£fentlichen  Vortrag  {pro  venia  legendi)  in  Gegen- 
wart der  mathematisch  •  naturwissenschaftlichen  Section  der  hiesigen  philo- 
sophischen Facnltät  entwickelt  habe. 

Zürich.  Dr.  E.LoMMEL. 

Oleiohnng  der  magnetischen  Cnrven.  (Hierzu  Taf.  m,  Fig.  15.)  Wenn 
man  auf  ein  Blatt  Papier,  das  auf  die  Pole  eines  starken  Hufeisenmagnets  ge- 
legt ist,  die  feinsten  Eisenfeilspähne  streut  und  das  Blatt  gelinde  erschüttert, 
so  bilden  sich  sehr  deutlich  die  sogenannten  magnetischen  Curven,  von  Pol  au 
Pol  in  Bogen  gehend.  Jedes  Efsentheilchen  wird  durch  die  Einwirkung  der 
Pole  selbst  magnetisch  und  nimmt  die  Stellung  an,  bei  welcher  seine  Längen- 
richtung mit  der  Kesultante  der  einwirkenden  Kräfte  zusammenfällt.  Die 
magnetischen  Curven  sind  also  „Kraftlinien'*,  Curven^  deren  Tangenten  mit 
den  Kraftrichtungen  in  den  Berührungspunkten  zusammenfallen.  Sehr 
einfach  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  „Niveaulinien**,  d.  h.  der  Curven, 
deren  Tangenten  senkrecht  stehen  auf  den  Kraftrichtungen  in  den  Be- 
rührungspunkten,  denn  für  diese  ist  das  Potential  beider  Pole  oder  die 
Summe  der  Potentiale  der  einzelnen  Pole  constant  und  da  diese  den  Ent- 
fernungen Tf  und  r^  des  Eisentheilchens  von  den  Polen  umgekehrt  pro- 
portional sind,  doch  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so  hat  man  sogleich : 

i—  i—  ^ 

r,       rj~  c 

als  Gleichung  der  Niveaulinien,  wo  c  eine  von  Curve  zu  Curve  sich 
ändernde  Constante  ist.  Die  magnetischen  Curven  ergeben  sich  jetzt  als 
senkrechte  Trajectorien  der  Niveaulinien ,  da  nach  dem  Obigen  bei  den 
ersten  die  Tangente  mit  der  Kraftrichtung  zusammenfällt,  bei  den  letzten 
einen  rechten  Winkel  bildet.  Ich  weiss  nicht,  ob  irgendwo  die  Gleichung 
dieser  Curven  gegeben  ist ;  es  würde  mich  wundern,  weil  sie  in  so  einfacher 
Form  sich  geben  und  so  leicht  sich  ableiten  lässt,  dass  sie,  wenn  bekannt, 
in  die  Lehrbücher  übergegangen  wäre. 

Die  bipolaren  Coordinaten,  wobei  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes 
durch  seine  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten,  Brennpunkten,  be- 
stimmt wird ,  geben  besonders  einfache  Gleichungen   für  die  Ellipse  und 

Hyperbel  {'•i  +  '*2=cj,  für  denKreis  |— =  c  1,  für  die Lemniscate [r^r^^a^l 

und  für  die  obigen  Niveaulinien.  Die  RobervaTsche  Methode,  Tangen- 
ten zu  ziehen,  führt  bei  allen  diesen  Curven  zu  einfachen  Constructionen 
der  Tangenten,  also  auch  der  Normalen,  und  da  jene  Methode  eigentlich 
die  Construction  einerDifferential- Gleichung  der  Curve  ist,  so  wird  die  nach 
dieser  Methode  constrnirte  Normale  auch  auf  eine  Differential  -  Gleichung 
der  senkrechten  Trajectorie  führen  können. 

Das  zeigt  sich  zunächst  sehr  einfach  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel. 
Sind  Fl  und  F^  die  Brennpunkte  und  M  ein  Punkt  der  Hyperbel  ^xid  n^\- 


??S  Kkiaare  IGttfieiliiiigeii. 

Btogett  aiaa  die  Breonstnihleii  um  gleidrrM  fiber  Jf  knaas  Bacli  Jf,  «ad  J^ 
wm  ^mm  MM^^=dr^  nod  MM^=z4r^  ist  (gleich,  weil  r^ — r,  =  ci»t),  so 
dnf  maa  iwr  ron  /"j  und  /^^  ^^^^  ™^^  ^^i-^t  ^'■^  ^t^s  Kreisbögea  beickrei- 
bea,  velebe  neb  in  T  schneiden,  am  den  nnendlicb  nmbe  bei  M  liegenden 
Pnnkt  T  der  Hvperbel  zu  erbalten.  Die  Kreisbögen  Jf,  T  und  M^  T  kann 
■MD  als  aaeadlieb  kleine  auf  /*,  Jf«  ond  F^M^  senkredile  Gerade  betnebten. 
Hianat  nun  dagegen  för  Jf  Jf,  aad  Jf  Ji^  endliche  den  Differentialen  dr^  und 
4r^  proportionale  Längen,  so  ist  der  Sebnittponkt  T  der  Senkrechten  in  Jf^ 
und  M^  anf  F^  Jf,  ond  F^  Jf,  ein  Ponkt  der  Tangente  in  Jf,  wefl  wegen  der 
Aehnliebkeit  der  Vierecke  die  Richtnng  JfT  beide  Male  dieselbe  ist  Nan 
ist  klar,  dass  man  die  Normale  statt  der  Tangente  erhalt,  wenn  man  ( — dr^ 
an  die  Stelle  ron  (är^  setxt,  wefl  die  Halbirangslinie  des  Winkels  {dr^^  dr^) 
senkrecht  steht  aof  der  des  Winkels  (ifr, ,  — dr^.  Da  non  die  Differential- 
Gleichung  derHjperbel  dr^  —  dr^^==0  ist,  so  ist  die  ihrer  senkrechten  Tra- 
jectorien  dr^+dr^^=0  und  die  Trajeetorien  selbst  sind  r,-|-r2=rc,  d.  h.  die 
coafocalen  Ellipsen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  f&r  die  anderen  drei  Curven  die  Dif- 
ferential •  Gleichungen  der  senkrechten  Trajeetorien  bestimmen,  aber  diese 
Gleichungen  werden  zu  complicirt,  um  die  Integration  einfach  durchzufuhren. 
Mein  College,  Professor  C.  W.  Baur,  fand  den  richtigen  Weg,  indem  er 
Ton  den  Brennstrahlen  der  gegebenen  Curve  überging  zu  den  Winkeln  der 
Brennstrahlen  mit  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  bei  derTrajectorie, 
davon  ausgehend,  dass  man  für  den  Kreis  wieder  Kreise,  fär  die  Lemnis- 
cate  gleichseitige  Hyperbeln  erhält,  die  sich  durch  jene  Winkel  sehr  ein- 
fach ausdrucken  lassen;  und  das  Resultat  bei  den  magnetischen  Curven 
war  dem  ganz  entsprechend. 

Der  Brennstrafal  F^M=r^  bilde  mit  der  Richtung  F^F^  den  Winkel 9,, 
er  werde  verlängert  um  MMt  =  A  .  tfr, ,  wo  A  eine  beliebige  Zahl  ist.  Der 
Brennstrahl  FfM=r^  bilde  mit  der  Richtung  F^F,  den  Winkel  9,  und 
werde  verlängert  um  MM^  =  A  .  dr^.  Die  Senkrechten  in  Jf|  und  Jf,  auf 
MMi  und  MMf  schneiden  sich  in  T,  dann  ist  JfT  Tangente  und  MN  senk- 
recht darauf  Normale.  N  werde  so  gewählt,  dass  es  auf  FM^  liegt  und 
von  N  sei  dann  die  Senkrechte  NM^  auf  F^M  gefällt  Alsdann  ist: 
LNF^M^^^dipf  und  LNF^M=zdqt^^  wobei  g?^  und  97,  die  Winkel  sind, 
welche  die  Brennstrablen  der  Trajeetorie  bestimmen.  Da  aber  die  Vier- 
ecke MM^  TM^  nndNM^MM^  ähnlich  sind,  so  folgt:  MM^:MM^=NMr.NMi 
oder   f/r,  :  är^=ri  dq>^  :  r^  rfg?,,  wozu  noch  kommt   r,  sin q)^z=:=r^s%nq)^. 

Fflr  die  Anwendung  auf  die  drei  übrigen  Curven  schreibe  ich : 


—  dtpi  :dq>^. 


Dann  hat  man  für  den  Kreis: 


~*  =  Cy        f/r,  =  c  dr^  =  —  dr^ 


r, 
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also 


=  —     and     a(pf  =  ag)f^ 


worans  durch  Integration: 

d.  h.  die  senkrechten  Trajectorien  sind  Kreise  über  F^  Ff  als  Sehne. 

Für  die  Lemniscate  hat  man: 

Ti  r,=c*,     ri  dr^+r^  dr,  =0, 

also:  dr»  ^^t  ^      ^ 

— ^= =     und     ag?,  =»  — c/g),, 

woraus  durch  Integration : 

9>i  +  9^t  =  c» 
d.  h.  die  senkrechten  Trajectorien  der  Lemniscate  sind  gleichseitige  Hyper- 
beln durch  die  zwei  Brennpunkte,  die  bekannte  Erscheinung  der  isochro- 
matischen Curven  bei  zweiaxigen  Krystallen  im  polarisirten  Licht. 

Endlich  hat  man  für  die  oben  erwähnten 'Niveaulinien: 

woraus  folgt:  f^r,    (/r, 

°  —  :  —  =  :  r,  r,  =  5f w <)p,  :  sin g),, 

also :  d<;p|  :  (/<pt  ==  ^''' <]Pt  •  sintp^     und     cf  qp,  m q)^z=zzdq^  sin q^ 

und  durch  Integration : 

r.osq>t  —  cos  <Pt  ==  ^, 
was  die  Gleichung  der  magnetischen  Curven  ist,  sicher  die  einfachste 
und  eleganteste,  die  möglich  ist.    Die  beiliegende  Zeichnung  giebt  die  nach 
dieser  Formel  gezeichneten  Curven  nebst  den  Niveaulinien  und  sie  zeigt 
sogleich  die  nahe  Uebereinstimmung  mit  dem,  was  die  Erfahrung  giebt. 
Stuttgart,  20.  März  1867.  Prof.  Dr.  Zech. 


Einige  Bemerkungen  tkber  Kometen.  Bericht  des  Director  von  Littro  w 
über  eine  Abhandlung  von  Prof.  Dr.  Bbühns  in  Leipzig.  Die  epoche- 
machende Entdeckung  Schiaparelli's  über  den  innigen  Zusammenhang 
von  Kometen  und  Sternschnuppen  wendet  die  Aufmerksamkeit  der  Astro- 
nomen diesem  bisher  wenig  beachteten  Gebiete  zu.  So  lieferte  vor  Kur- 
zem Le  Verrier  eine  treffliche  Arbeit  über  das  Novemberphänomen  und 
dessen  möglichen  Ursprung  in  Uranusstörungen.  So  hat  Dr.  E.  Weiss 
sich  zur  Aufgabe  gemacht,  zu  untersuchen,  ob  nicht,  nachdem  die  Zn- 
sammengehörigkeit des  Augnstschwarmes  mit  dem  III.  Kometen  von  1862, 
sowie  der  Novembermeteore  mit  dem  Kometen  1806  I  erwiesen  ist,  auch 
für  andere  periodische  Sternschnuppenerscheinungen  Kometen  bekannt 
sind,  die  der  Erdbahn  an  den  Orten  nahe  kommen,  wo  die  Erde  sich  zur 
Zeit  jener  Erscheinungen  von  Meteoren  befindet.     Er  fand  «o ; 
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Pcriod.$lcrMciui«ppcttfil]e        Koattea  KaoUm      OiC  d«r  Rad.  rtior.         UaUafsMit. 

5  $-8  I 

J«.n*r         1.-4.       ^g^j^      ^  ^^    ^ 

April        4.— 11.?        837  a  —  O.on? 

April        20.— 24.  18611  V  +0.002  41»  J. 

Mäi  26.  ?  ••••  •••  

Jnli  27.  1737  n        tJ  +0.005 


September        I.?  ....        •••  

_      .  -     )1790I         ty  —0.054? 

Septbr.     18.-25.?    j^g,  ^  -0.016 

(l779  Sl  +  0  .  024 

October  19.-26.       fe  H  XM^ 

11007  ?J  +0,056 

(1366  ü  —0.064 

November       28.         BieU  13  —0.018  6 . 6     J. 

December  6.-9.  1819 IV      A  +  0 .  085  4.8?" 

(Dem  Lanrentiusstrome  scheint  noch  der  Komet  1853 II  anzugehören.) 

Somit  entbehren  wahrscheinlich  auch  von  diesen  weniger  bekannten 
Stemschnuppenepochen  nur  die  beiden,  übrigens  sehr  unsicher  bestimmten 
vom  26.  Mai  and  I .  September  eines  Kometen,  ja  einige  haben  ihrer  sogar 
mehrere.  Die  Benutzung  der  Convergenzpunkte  zur  Ableitung  der  eigent- 
lichen Bahnen  dieser  Meteore  behält  sich  Dr.  Weiss  später  durchzuführen 
vor  und  macht  einstweilen  nur  noch  aufdieeigenthämlicheThatsache  der  auf- 
fallendhäufigen Näherungen  von  Kometenbabnen  untereinander  aufmerksam. 

Herr  Prof.  Bruhns  nun  hat  der  Sache  wieder  neue  Seiten  dadurch 
abgewonnen ,  dass  er  zunächst  die  bekannte  Theilung  des  Biela'schen  Ko- 
meten mit  dem  Durchgange  dieses  Himmelskörpers  durch  den  Ring  der 
Novembermeteore  in  Verbindung  bringt.  Er  findet  das  sehr  merkwürdige 
Resultat,  dass  der  Komet  um  die  Zeit,  als  man  dessen  Theilung  bemerkte 
(Neujahr  1846),  dem  Ringe  sehr  nahe,  vielleicht  in  demselben  stand.  Vor- 
ausgesetzt, dass  die  von  Dr.  Weiss  aufgestellte  Vermuthung  des  Zusammen- 
hanges eines  anderen  Stemschnuppenschwarmes  mit  dem  Kometen  Biela  sich 
bestätigt,  hätten  wir  hier  den  ersten  Fall  zweier  sich  kteuzenden  Meteorringe. 

Prof.  Bruhns  schliesst  weiter,  dass,  da  ein  Durchgang  des  Kometen 
durch  die  Sternschnuppenbahn  40  Tage  vor  dem  Perihel  des  Kometen  statt, 
findet,  möglicherweise  bei  den  Wiederkünften  des  Kometen  in  den  Jahren  1850 
und  1866  noch  mehrfache  Theilungen  des  Kometen  eingetreten  sein  können. 

Herr  Prof.  Bruhns  hat  es  sich  femer  zur  Aufgabe  gemacht,  einer 
Periode  in  der  Häufigkeit  der  Kometen  nachzuspüren,  und  findet  Andeu- 
tungen eines  überraschenden  Zusammenfallens  dieser  Periode  mit  der  be- 
kannten elfjährigen  der  Sonnenflecken. 

Endlich  hebt  Prof.  Bruhns  noch  die  sehr  oft  vorkommenden  bekann- 
ten Bahnnähen  zwiflchen  periodischen  Kometen  und  den  alten  Planeten 
hervor,  und  schliesst  mit  der  Frage,  ob  etwa  sämmtliche  periodische  Ko- 
meten ihre  Bahnen  durch  Einwirkung  von  Planeten  erhalten  haben. 

(Wiener  Akademie.) 


X. 
lieber  das  Minimmn  oder  Maximum  der  Summe  der  poBitiven 
und  negativen  Quadrate  der  Abstände  eines  Punktes  von 
drei  Oeraden  einer  Ebene. 

Von 

Dr.  Franz  Wetzig, 

Oberlehrer  an  der  Realschule  zu  Leipzig. 


(Hierzu  Tafel  IV,  Figur  1  bis  8.) 


In  einer,  im  „Jonrnal  für  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik* 
Band  62  erschienenen  Abhandlung  habe  ich  die  Eigenschaften  des  Punktes 
nntersncht,  in  welchem  die  Summe  beliebiger,  insbesondere  aber  der  zwei- 
ten Potenzen  seiner  Abstände  von  gegebenen  Punkten,  Geraden  oder 
Ebenen  ihr  Minimum  oder  Maximum  erreicht.  Dass  damit  dieser  Gegen- 
stand noch  keineswegs  erschöpft  sei,  soll  in  einigen  folgenden  Aufsätzen 
nnd  zunächst  in  diesem  gezeigt  werden,  welcher  specieller  den  Punkt,  für 
welchen  die  Quadratsumme  seiner  Abstände  von  drei  Geraden  einer  Ebene 
ihr  Minimum  erreicht,  sowie  mit  Erweiterung  der  ursprünglichen  Aufgabe, 
seine  Beziehung  zu  den  drei  Punkten  betrachtet,  für  welche  die  drei 
Aggregate  ihr  Minimum  oder  Maximum  haben,  die  sich  aus  jener  Summe 
ergeben,  wenn  man  je  ein  Glied  derselben  negativ  setzt.  Es  wird,  wie  ich 
glaube ,' daraus  hervorgehen,  dass  dieser  Punkt  in  seinen  einfachen  Be- 
siehnngen  zum  Dreieck  den  übrigen  „merkwürdigen  Punkten''  des  Drei- 
eck« nicht  nachsteht.  Ich. schicke  dieEntwickelung  einiger  einfachen,  wie 
mir  scheint«  aber  noch  nicht  bekannten  Eigenschaften  des  Schwerpunktes 
dreier  Punkte  voraus.  Der  Vollständigkeit  und  veränderter  Form  halber 
wiederhole  ich  die  schon  in  jener  Abhandlung  gegebenen  allgemeinen  Be- 
trachtungen. 

§.t. 

1)  Sind  die  Abstände  des  Punktes  Ä  von  den  Punkten  5  und  S'  der 
Grösse  und  Richtung  nach  SA  =  r,  S'A  =  r  ,  ist  die  Suctko^  SS*  =^1^  xvw\ 

Z«iUcliriri  r.  Mallitm:iliJi  u,  l'hyslk.  XII,  4,  \SS 
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wird  der  Winkel  ASS'  einfach  mit  ri  bezeichnet,  so  ist 

r*=zr^  +  ^  —  2rtcosrL 

Unterscheidet  man  die  Abstände  der  Ecken  J^  B,  C  eines  Dreiecks  von  den 

Punkten  S  und  S'  durch  die  Indices  1,  2,  3,  so  erhält  man  durch  Addition 

der  obenstehenden  mit  den  analogen  Gleichungen 

r,'«  +  r/*+  r3'«=  r,*+  V  +  r,*  +  3/*  — 2/(rj  C05rj <+r,  cosr^i+r^  cosr^l). 

1)  r,  cos  r^l  +  r^  cos  r^(  +  r^  cos  Tj  <= 0, 

bilden  also  seine  Abstände  der  Grösse  und  Richtung  nach  an  einander  ge- 
setzt ein  geschlossenes  Dreieck ,  so  ist  für  ihn  obige  Summe  offenbar  ein 
Minimum,  da  der  Zuwachs  3^  positiv  und  zwar  auf  Kreisen  vom  Mittel- 
punkte S  constant  ist.  Dieser  Funkt  ist  aber,  wie  bekannt*),  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  ABC;   denn  wenn  man  in  Gleichung  i)  r^t=  •-     setzt, 

erhält  man 

r,  sinr^  r,  +  r,  sin  r,rj  =0, 
r,  r,  sin  r,  r,  =  Tj  r,  sin  r j  r j, 
ASBA^ASAC, 
eine  bekannte  Eigenschaft  des  Schwerpunktes,   aus  der  sich  auch  sofort 
ergiebt,  dass  SA  die  Seite  BCin  L  halbirt;  denn  es  ist, 

SBA=^ALB—  SLB, 

SAC  =  ACL^SCL, 

SAB:SAC=LB:CL, 

also  LB=CL.     Ebenso  halbiren  SB  und  SC  die  Seiten  CA  und  AB  in  M 

und  N  (Fig.  l). 

2)  Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  das  Aggregat 

-r.«  +  r,«  +  V 
in  demjenigen  Funkte  T  sein  Minimum  erreicht,  welcher  die  Bedingung 

2)  — r  cosr^t  +  rfCOsr^t+  r^cosr^l  =  0 

erfüllt,  so  dass  also  ^r,,  r,,  r,  der  Grösse  und  Richtung  nach  an  einander 
gesetzt  ein  Dreieck  bilden.  Demnach  muss  T  der  Durchschnitt  der  durch 
C  und  B  zu  AB  und  AC  gelegten  Farallelen  sein,  wie  auch  sehr  einfach 

aus  Gleichung  2)  folgt ;  denn  indem  man  r^t  =—   setzt,  erhält  man 

r,  sin  r,  r,  —  r,  sin  r,  r, = 0, 

r,  r,  sin  r ,  r,  +  r,  r,  sin  r,  Tj = 0, 

ATAB  +  ATBC=^0, 

ATCA=ABCA, 

folglich  liegen  T  und  B  auf  einer  Farallelen  zu  CA,     Nimmt  man  hinza, 

dass  der  Zuwachs  des  obengenannten  Aggretaes  die  Grösse  /'  bat,  so  ergiebt 

sich  das  Resultat  (Fig.  1) : 

*)  #.  L'IJuHier ,  de  maximi$  ei  minimi8$.(jS — 78;  Carnot^  Geometrie  der  Stel- 
lung Art.  270. 
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In  den  Ecken  J,  V^  V  des  dem  Dreieck  ABC  mit  paral- 
lelen Seiten  nmschriebenen  Dreiecks  erreichen  die 
Aggregate 

ihr  Minimum.      Die  Orte   constanten  Zuwachses  sind 
Kreise  mit  den  Mittelpunkten  T,  ü^  F,  und  der  Zuwachs 
selbst  ist  dem  Quadrate  des  Kreishalbmessers  gleich. 
Die  Geraden  ÄT^  BU^  CF  schneiden  sich  in  S,  nnd  da 

SL  TL        ' 

so  liegen  die  Punkte  A,  S^  Z,  T  etc.  harmonisch. 

Bezeichnen  £y  £\  Z'\  I,'"  die  den  Punkten  5,  T,  ^,  V  entsprechenden 
Minimalwerthe  der  obengenannten  Aggregate  a,  6,  c  die  den  Ecken  A^  B^  C 
gegenüberliegenden  Dreiecksseiten,  so  findet  sich  leicht 

2:'=a«  — 6«— c«, 

3)  Das  Dreieck,  welches  die  Abstände  SA^  SB^  SC  au  einander  gesetzt 
bilden,  erhält  man,  wenn  man  durch  B  (Fig.  1)  eine  Parallele  zu  S^'bis  zu 
Uirem  Durchschnitte  G  mit  SA  zieht;    dann  sind  SB^  BG^  GS  gleich  und 
gleichgerichtet  mit  5^,  SC,  SA\   L  ist  die  Mitte  von  GS\    eine  Parallele 
durch  S  zvi  AB,  welche  BC  m  B  schneidet,  halbirt  BG,  die  GH  ist  parallel 
CA  nnd  halbirt  SB,  folglich  ist  B.  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  SBG^ 
Die   Schwerlinien  (d.  h.  die  Strecken  von  jeder  Ecke   bis  zur  Mitte  der 
gegenüberliegenden  Seite)  des  letzteren  sind  die  Hälften  der  entsprechen^ 
den  Seiten  des  Dreiecks  ^^Cund  bilden  mit  einander  Winkel,  welche  die 
Winkel  von  ABC  zu  180«  ergänzen,  z.  B.  LCAB  +  LGBS==im^'^  und  die 
Schwerlinien  LA,  MB,  NC  des  Dreiecks  ABC  sind  das  | fache  der  Seiten 
GS,  SB,  BG,  und  ihre  Winkel   ergänzen  die  der  letzteren  zu  180°,  z.  B. 
LBSC  +  LSBG  =  \80^.     Ueberträgt  man  diese  Bemerkungen  vom  Dreieck 
BGS  auf  ein   ihm  ähnliches  BEF  von  paralleler  Lage  (Fig. 2),  dessen 
Schwerlinien  DB',  EE\  FF'  sich  in  0  schneiden,  so  erhält  man  den  Satz: 
Sind  die  Seiten  EF,  FD,  />^  eines  Dreiecks  proportio- 
nal und  gleichgerichtet  den  Seh werpunktsabständen 
SA,  SB,  SC  eines  anderen,  so  sind  die  Schwerpunkts- 
abstände   OD,  0 E,  OF  di^s   ersteren   proportional   und 
gleichgerichtet  den  Seiten  CB,  AC,  B A  des  letzteren. 
Daher  bilden  entsprechende  Strecken  in  beiden  Dreiecken  mit  einander 
gleiche   Winkel  und  ähnliche  Dreiecke.     Die   Schwerlinien   CN  und  FF' 
zerlegen  einerseits  die  Dreiecke  ASB  und  DEF,  andererseits  die  Dreiecke 
ACB  und  DOFin  ähnliche  Dreiecke,  nämlich  ASNcsiFEF',  BSNnoFDF\ 
und  ACNroOEF',B  CNckj  0  D  F'.  Wenn  man  drei  congt\xeTit^\>T^\^^V^  ABC 
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nach  den  Schwerlinien  AL^  BM^  CN  in  je  zwei  Dreiecke  zerlegt,  so  kam 
man  die  erhaltenen  sechs  Dreiecke  auf  die  in  Fig.  3  dargestellte  Weise  ii 
eines  zusammensetzen,  dessen  Schwerlinien  die  | fachen  von  den  Seitei 
und  dessen  Seiten  die  Doppelten  der  Schwerlinien  des  ersten  sind. 

§.2. 

Ich  gehe  nun  zum  eigentlichen  Gegenstände  dieses  Aufsatzes  über. 

1)  Stellt  man  die  Regel  anf ,  dass  die  senkrechten  Abstände  r  and  r 
zweier  Punkte  0  und  0'  einer  Ebene  von  einer  Geraden  in  derselben  gleicht 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  je  nachdem  die  Punkte  au 
gleicher  oder  anf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  liegen,  so  gilt,  wenn 
die  Strecke  00'  bezeichnet,  allgemein 

r  z=zr  —  tcosrU 
Die  Abstände  r^,  r,,  r,  eines  Punktes  0  von  den  Seiten  CB=^ay  CA  =  b 
AB=^c  des  Dreiecks  ABC  sollen  positiv  gerechnet  werden,  wenn  0  inner 
halb  des  Dreiecks  liegt.  Sind  nun  r\,  r\  r\  die  entsprechenden  Abstand« 
eines  beliebigen  Punktes  0\  so  erhält  man  mittelst  vorstehender  Gleichung 
als  Quadratsumme  seiner  Abfitände 

'•/•+r/»  +  r,'«  =  (r,»+r,'+r/)— 2/(r,C05r,(  +  r,co*r,<+r3COSrr,0 

Diese  Summe  erreicht  offenbar  ihren  kleinsten  Werth,  wenn  die  Be 
dingung 

l)  r^  cosr^t-^-rfCOsr^i+r^cosr^t^O 

erfüllt  ist,  wenn  also  die  Abstände  r  der  Grösse  und  Richtung  nach  ai 
einander  gesetzt  ein  Dreieck  bilden ,  welches  der  Winkelgleichheit  wegei 
dem  gegebenen  ähnlich  ist.  Der  durch  diese  Gleichung  bestimmte  Mi 
nimumpunkt  0  ist  zugleich  der  Schwerpunkt  der  Fusspunkte  i>,-ff,F  (Fig.8 
seiner  Abstände,  wie  aus  ihrer  üebereinstimmung  mit  Gleichung  l)  ii 
§.  1  folgt. 

Um  seine  Lage  zu  bestimmen,  nehme  man  eine  der  Dreiecksseiten 
etwa  A,  als  Nullinie  und  setze  demnach  in  Gleichung  1) 

so  erhält  man 

r,  sin ba+r^  sinca=0^ 
r,  sin  ah=r^  sin  c  a, 

r^:r^=zCA:  AB=zb  :  c. 
Die  Abstände  des  Punktes  (?  sind  den  zugehörigen  Dreiecks- 
Seiten  proportional,    r,  :r,  :  rj=a:  b  :  c. 

Schneiden  die  Geraden  AO,  BOy  CO  die  gegenüberliegenden  Seiten 
^^,  CJ,  AB  In  den  Punkten  G,  H,  J  (Fig.  4),  so  ist 
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AJ  _ACAJ  _CA.r^_AC^ 

Die  zwei  Abschnitte,  welche  jede  Gerade  von  einerEckedes 
Dreiecks  nach  dem  Punkt  0  auf  der  gegenüber! legenden  Seite 
bildet,  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  ihnen  anliegen- 
den Seiten.  Wie  die  Schwerlinien  des  Dreiecks  seine  Seiten  in  deren 
Mitten,  d.  i.  in  den  Schwerpunkten  je  zweier  Ecken  schneiden,  so  sind  ähn- 
licherweise (r,  iT,  /  diejenigen  Pankte  der  Geraden  a,  6,  c,  in  welchen  die 
Qnadratsamme  der  zwei  Abstände  von  den  beiden  übrigen  Geraden  ihr 
Minimum  haben.  Denn  auf  ganz  gleiche  Weise  wie  oben  wird  gefunden, 
dass  der  Punkt  der  Geraden  AB^  für  welchen  die  Summe  r^*'\'r^  Minimum 
sein  soll,  der  Bedingung 

r,  sin ac-^r^t  ^^^ ^ c =0, 
r^ir^:=xBCiCA 
genügen  muss;  dieselbe  wird  aber  durch  den  Punkt  /  erfüllt. 
2)  Damit  das  Aggregat 

Minimum  oder  Maximum  sei,  ist  statt  1)  die  Bedingung 
2)  — r,  cosrit'\'r^  cosrft'\'r^cosr^t=0 

erforderlich,  welche  ausdrückt,  dass  —  r„  r„  r,,  d.  h.  r,  in  der  Kichtung 
vom  Fusspunkte  nach  dem  Ausgangspunkt  genommen,  an  einander  gesetzt 
ein  Dreieck  bilden.     Da  der  in  diesem  Falle  sich  ergebende  Zuwachs 

f  ( —  cos^  Tj  t + cos^  r,  t+cos^  r,  /) 
positiv  oder  negativ  sein  kann,  so  bedarf  es  einer  besonderen  Untersuchung 
(s*  §•  7),  ob  in  dem  durch  Gleichung  2)  bestimmten  Punkte,  der  P  genannt 
werden  soll,  Minimum  oder  Maximum  eben  genannten  Aggregates  statt- 
findet. 

Die  Uebereinstimmung  dieser  Gleichung  mit  Gleichung  2)  in  §.  1  lehrt, 
dass,  wenn  unter  r^,  r„  r,  die  Abstände  eines  Punktes  von  den  Fusspunk- 
ten  {E\  F\  L  in  Fig.  8)  der  Abstände  des  Punktes  P  verstanden  werden 
der  Werth  — ^i'  +  r^'+Tj'  im  Punkte  P  sein  Minimum  hat  und  dieser  mit 
jenen  drei  Fusspunkten  die  Ecken  eines  Parallelogramms  bildet. 

Wenn  man  in  Gleichung  2)  den  Winkel  r^t^r^i^r^t  der  Beihe  nach 

den  Werth  -  giebt,  so   erhält   man   auf  dieselbe  Weise,    wie  in  voriger 

Nummer 

r%__CA^      !j^_dl      r,_      BC 

rj.'^AB'     rj""      BC'     7^^      CA' 

— r,  :r,  :r8=^67:Ci4:  AB. 

Daher  liegt  P  auf  der  Geraden  AO,  während  BP  und  CP  die  gegenüber« 

liegenden  Dreiecksseiteu  CA  und  ^  ^  in  den  Punkt  Q  und  ^  (Fig.  4.)  nach 

denselben,  aber  negativen  Verhältnissen  theileu,  als  es  H  und  /  lW\i^ 


2S6    Uebcr  das  lliiahittBi  oAer  MsiximiiiD  der  S 


£5  —      i'^^\=  —  — 
^r~      \BCi ""      HC 

^B"      V^c'""      JB' 
MisÄJjB  MAid  ^  za  C  ^.  ^.  ferner  ^  ra  ^  /,  ^,  dalier  ftvek  P  i»  JL  <f>.  £  ^ 

ao  ScLi^sM«'  T.<«n^er  XBasner  erviikaten  EI^eosckaiA  cer  Pcitkie  ^,  ^.  J^ 
dai«  ;^  iiB>^i  ^  iiiiejkiü^i&  Pvatk:«  der  Geraaieii  CA  mik-i  AB  »ön-dL,  icr  vckke 
die  DüEereBzen  r/ — r,*  ca'i  r,^ — ^,*  üu-  Miniaaa    •frier  Maixiz&xa,  ka^sca. 

Tbctlt  der  Pvnks  ®  die  Sehe  B€  nack  dem  Verkilmi« 

•ai  eritiris  iai  Paai^::e  *J  der  Weitk  r,* — V+'^j*-  "■■  Punkte  Ä  der  Weiik 
r.*+V  —  r,*  üjla  MinizLiia  oder  Max:aiia.  i*»  erri-^b-c  fick  ia  ^H-w-cier 
Weu«^  vi^e-  P  &U  Lrzrcki^kasa  ron  If  ^  and  1'^  aad  al»  vierter  ^mra^coLUicker 
Paaki:  rs  X  O^  C  der  Ponkl  0  als  Lmrcbftckaiu  der  Gerades  T^  and  A^ 
iuid  aL»  Ti«r?er  karaMKÜicker  Pcuiikt  n  ^.  O^  £F.  eadiick  i^  als  Darckfirkaici 
TKMfc  ^19  uid  ^^  aad  rierter  kaimoniscker  Psakc  xa  C  'X  /.      Hieraxs 

DiePankteA«>.i?.ia  wetckeo  dieAggregane  — rt=+r/+r,\ 
r,*  —  ''i* "£"''/•    ''t*+''t*  —  ''j*  i^'   Miaimam    oder  Maxi b am 
erreickea.  siad  die  Ecken  eines  dem  ^e^ebeaea  Drei- 
eck ABC  so    aBscbriebenen  Dreiecks,    dass  die  Ter- 
b  iad^nzslinien    AP.   BO^  CR  der   ^^e^enäberlief  eadea 
Ecken  tick  ia  dem  Pnakte  O  sckaeidea.  in  velckem 
die  Samme  ''c'+'^t'+'^i'  ikr  llinimam  kat. 
Um  eine  kane  Bezeickaon^  za  kaa«a«  sollen  die  Pankte  P,iJL  M  die 
deca  pizzk:e  0  (in  Bezxtz  <>c:  Dreieck  CBA)  ^karcuoaisck  zarvsT-rlaeccnr* 
keiwen.     In  gleicher  W^'ue  entspreeken  sich  d^r  Sckveipaakc  des  Drei- 
ecks  aad   die   Eckpankce  des  ikm  mit  parallelen  Sei:ea  amackriekeaca 
Dreiecks  <§.  1),  der  llicceipankt  des  ron  innen  and  die  MEttelpaakt«  der 
▼an   aajsen  die  Dreiecksseicen  teräkrenden  Kreise.     In   einem  aadecca 
Aa£»tz«   verde  ick  seilen ^    wie  aas  diesem   Gesicktspankte  Satze  der 
elemeataren  Geometrie  aber  die  sogenannte  merkwordiigiea   Paakce  des 
Dreieeksy  insbenoadere  aber  beröbreode  Kreise^  Terall^meinert  werdesi. 

%}  Aas  dem  VorEier^headeB  f<i>I^  sekr  leicht,  d^a  je  drei  Drei- 
ecke, deren  ^emeinsckaftlicke  Spicze  einer  der  Paakte 
Oy  F,  Q^  R  ist  and  die  aaf  dea  Seitea  des  ^e^ebenen  Dreiecks 
stehen,  sick  vEe  dEe  (potMCiren  oderne^aciTeaj  ^nadrate  derselben 


•►  Die  PtuJkte  i?^  ^,  3  ^^"^  tekaaat&A  £a  elaer  '"r^raies:  s^  a.  Bl  XJVias- 
banrv«atr.  Cafeal  pw  27^ 
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▼  erhalten.  Denn  da  allgemein  zwei  Dreiecke,  die  auf  gemeinschaftlicher 
Seite  in  entgegengesetztem  Sinne  stehen,  sich  wie  die  Abschnitte  ver- 
halten, die  von  derselben  anf  der  Geraden  darch  die  Spitzen  gebildet 
werden,  so  ist  (Fig.  4) 

AOB\BOC^AH\HC^Tb^'JB(?, 
AGB  :  BOCi  COA=  7?  :  ^c" :  CA*. 
Die  Verhältnisse  der  Dreiecke,  deren  Spitzen  F,  Q,  R  sind,   unterscheiden 
sich  nur  durch  die  Vorzeichen ;  für  den  Punkt  P  ist 
APB     AQ  (AB\ 


^^A^ (AB\f 


BPC 

BPCB^_      /BCV 

CPA'^^A^      \Ca)' 

APBiBPCiCPA^^AB'i'BC^i—C^. 

§.3. 

1)  Für  das  Folgende  ist  ein  einfacher  Hilfsatz  nöthig. 
Durch  die  Mitte  (?(Fig.5)  einer  Kreissehne  B'C  werde  eine  beliebige 
Sehne  CB  gezogen,  CB"  und  C'B  schneiden  sich  in  il,  so  ist 
BG  _AABG  _AC'G  —  BC'a 
GC'^AAGC'^AGB'  +  B'GC' 
oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  die  gleichen  Flächen  AC'G  und 
AGB'  theilt, 

^       AC"  _AB      AC  ^AB   Äff 

"^     ,B'C''AC'''AB''^AC'AC'' 

^^aW 

BG _  {^Y_  (—\* 
GC'^\AC)''\AC')' 
Zieht  man  ferner  -^®  ||  ffC'^  so  sind  67,  (?,  B^  ®  harmonische  Punkte, 

B®__BG /ABy 

(SC^       GC^     \AC)' 
Ist  L  die  Mitte  von  BC,  so  sind  die  Dreiecke  CAL  und  C'AG  ähnlich, 
denn  sie  stimmen  in  den  Winkeln  AOL  und  AC'G   und  in  dem  Verhält- 
niss  der  diese  einschliessenden  Seiten  überein,  nämlich 

CA :  67Z=2 67.4  :  67J9=2  67'^  :  C'B'^C'A  :  CG, 
folglich  Winkel  CAL=C'AG. 

Zieht  man  also  durch  A  eine  Gerade  ^6^,welche  die  gegenüberliegende 
Dreiecksseite  BC  im  Verhältniss  der  Quadrate  der  anliegenden  Dreiecks- 
seiten theilt,  so  ist  G  die  Mitte  der  Strecke  ^67',  welche  in  ff  und  67'  mit 
AC  und  AB  dieselben  Winkel  bildet,  wie ^67  in  C  und  67  mit  AB  und  ^67. 
Umgekehrt  folgt:  Legt  man  durch  die  Mitte  L  von  ßC  eine  Parallele  zu 
B' C\  so  wird  deren  Strecke  zwischen  A C  und  AB  m  L  nach  dem  V^tVvkW 
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niss  der  Quadrate  der  anliegenden  Dreiecksseiten  getheilt,  B'C  daher  von 
ÄL  in  Gr'  nach  dem  Verhältniss  B'G' :  G'C'^liB'^ :  IC'K  Die  Gerade  B'C 
und  die  mit  ihr  Parallele  durch  Ä  theilen  BC  harmonisch.  Die  Geraden 
AG  und  ^Z  bilden  mit  der  Halbirungslinie  des  Winkels  BAC  nach  beiden 
Seiten  gleiche  Winkel. 

2)  Diese  Bemerkungen  finden  directe  Anwendung  auf  das  gegebene 
Drereck   ABC  (Fig.  6)   und  sein   Höhendreieck   A'B'C^   d.   h.  dasjenige 
Dreieck,  dessen  Ecken  A\  B\  C'  die  Fusspunkte  der  von  A^  J9,  C'  auf  die 
gegenüberliegenden  Seiten  gefällten  Senkrechten  sind ;  denn ,  legt  man  das- 
selbe Dreieck  ABC  za  Grunde,  so  ist  mit  den  Geraden ^'C'  und  A@  in  Fig.5 
die  Seite  B'C'  des  Höhendreiecks  parallel.   Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes: 
Zieht   man   durch    die   Ecken    A^  B^  C  des  gegebenen 
Dreiecks  Parallele  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten 
B'C'^    C'A\  A'B'  seines  Höhendreiecks,    so   schneiden 
sich   dieselben   in  den  dem  Punkte  0  harmonisch  zu- 
geordneten   Punkten  i?,  P^   Q  (§.2,  2).      Die  Geraden 
APj  BQf  CR^    welche   je  eine  Dreiecksseite  nach  dem 
Verhältniss    der    Quadrate    der    anliegenden    Seiten 
theilen,    halbiren     die    entsprechenden    Seiten    des 
Höhendreiecks    in    den  Punkten  L\  M\  N\  weshalb  0 
der     Mittelpunkt    des    Kegelschnittes    ist,     welcher 
die  Seiten  von  ABC  in  C\  A\  B'  berührt.     Die  Geraden 
AL^  BMy  CiV,  welche  die   Seiten    des   gegebenen   Drei- 
ecks  halbiren,    also    seine   Schwerlinien,   theilen  je 
eine    Seite    des    Höhendreiecks    im    Verhältniss     der 
Quadrate     der     anliegenden    Seiten    des     durch    das 
Höhendreieck  vom  gegebenen  abgeschnittenen  Drei- 
ecks, z.B.  ^'C':G'C'=T^'*:  Je'*,     weshalb     auf     ihnen 
die    Minimumpunkte    0,,    Ot,    0,     der     Dreieke    AB'C\ 
BC'A'y  CA'B'  liegen.     Jede  der  Geraden  AP,  BQ,  CR  von 
einer  Ecke  durch  den  Minimumpunkt  bildet  mit  einer 
derbeidensie  einschliessenden  Dreiecksseiten  den- 
selbenWinkel,  wiedieSchwerlinie  durchdieseEcke 
mit  der  anderen,   oder   es  wird  der  Winkel  je  zweier 
Geraden    von    einer    Ecke    nach   Minimumpunkt    und 
Schwerpunkt  von  der  Geraden  nach  dem  Mittelpunkt 
des  eingeschriebenen  Kreises  halbirt. 
In  analoger  Weise  werden  die  Winkel  der  Geraden  von  B  und  C  nach 
den  den  Punkten  0  and  S  harmonisch  zageordneten  Punkten/^  und  T  (§.1), 
also    die  Winkel  PB  T  Mndi  PCT(Yig.Q)   ron   den    Geraden    nach   dem 
Mittelpunkte    des  zugehörigen   äusseren  Berührnngskreises  —  abo   nach 
dem,    dem  Mittelpunkte   des  inneren   Berührungskreises  harmonisch   zu- 
geordneten Punkte  —  in  zwei  gleiche  Theile  getbeilt.     Denn  da  BP  mit 
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A'C  UDd  CP  mit  A'B\  ferner  BT  m\i  AC  und  CT  mit  AB  parallel  ist,  bo 
bilden  BP  mit  der  Verlängerung  von^^  und  BT  mit  ^C  die  Winkel  yr, 
C/>  mit  der  Verlängerung  von  AC  und  CT  mit  CA  die  Winkel  /J. 

3)  Da  die  Winkel  CAL  und  ^^C,  sowie  ^^'6^'  und  ABC  einander 
gleich  sind,  so  ist  L  AG'B'  =iLAGB^  woraus,  wenn  der  Winkel  bei  A  ein 
spitzer  ist,  LLG'L'+ LLGL'r=x\^,  wenn  dieser  Winkel  stumpf  ist, 
LLG'L'^LGL'  folgt.  Daher  liegen  die  Punkte  C,  G\  Z,  L'  auf  einem 
Kreise  und  ist  im  ersten  Falle  L LGG'=^LLL'G\  im  zweiten  LLGG' 
+  LLL'G'=\9(f.  Da  aber  L  der  Mittelpunkt  des  durch  B,  C,  B\  C'  ge- 
legten Kreises  und  L'  die  Mitte  der  Sehne  B'C  ist,  so  ist  LLL'G'  und 
daher  auch  Z.Z(?C  ein  rechter.  Also  theilen  die  in  den  Punkten 
(?,  J7,  /  auf  den  Dreiecksseiten  errichteten  Senkrechten -C^r', 
HH\JJ'  die  entsprechenden  Seiten  des  Höhendreiecks  nach 
denselben  Verhältnissen,  als  die  Seiten  des  gegebenen 
Dreiecks. 

Da  die  Punkte  A^  0,  C,  P  harmonisch  liegen,  so  bilden  LA^  LO^LG^ 
ZjP  einen  harmonischen  Büschel  und  der  Strahl  LO  halbirt  die  mit  LP 
parallele  Dreieckshöhe  AÄ\  Da  0  der  Durchschnitt  dieses  Strahles  mit 
AG  und  GG'  parallel  mit  AA'  ist,  so  muss  auch  A'G'  durch  den  Punkt  0 
gehen  und  von  0  in  demselben  Verhältniss  getheilt  werden,  als  AG, 
Wegen  der  Aebnlickeit  der  Dreiecke  ^^'C  und  ABC  muss  AO^  \0^G' 
=  AO:OG,  daher  00^  mit  GG'  und  AA'  parallel  sein,  folglich  0|  auf  der 
Senkrechten  OB  von  0  auf  BC  im  Abstände  Oi=^OD  liegen.  Man  hat 
daher  Folgendes: 

Die  drei  Geraden,  welche  die  Mitte  jeder  Dreiecks- 
seite und  die  Mitte  der  zugehörigen  Höhe,  sowie  die 
drei,  welche  jede  Ecke  des  Höhendreiecks  und  den 
Durchschnittspunkt  seiner  gegenüberliegenden  Seite 
mit  der  entsprechenden  Schwerlinie  des  gegebenen 
Dreiecks  verbinden,  endlich  die  drei  Senkrechten 
von  dem  Minimumpunkte  jedes  der  durch  das  Höhen- 
dreieck vom  gegebenen  abgeschnittenen  Dreiecke 
auf  die  gegenüberliegende  Seite  des  gegebenen  Drei- 
ecks schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte, 
dorn  Minimurapunkte  ö;  und  zwar  werden  A'G\  B'H\ 
C'J'  in  0  nach  denselben  Verhältnissen  getheilt,  als 
AG^  BH^  CJy  während  die  genannten  Senkrechten  sich 
in  0  halbiren. 

Der  Punkt  0  bildet  mit  den  Seiten  des  Höhendreiecks  Dreiecke, 
welche  sich  wie  diejenigen  verhalten,  welche  er  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks  bildet,  also  wio  die  Quadrate  dieser  Seiten, 

OB'C'  \0C'  A'  lOA'  B'  ^QBC.  OC  A\  0  AB^B&  \'(^  \k}i  ^ 


290    Uebor  das  Minimnm  oder  Maximum  der  Summe  der  positiven 

denn  es  ist 

OB'C :  A'B'C':=OG' :  A'G'^OG  :  AG=zOBC :  ABC, 
OB'C :  OBC=^A'B'C' :  ABC. 

4)  Die  in  voriger  Nummer  bewiesenen  Beziehungen  finden  ihre  ge- 
meinsame Erklärung  darin,  dass  die  beiden  Punktsysteme  A^  B, 
(7,  F,...  und  A\  B\  C\  F' ....  in  solcher  Lage  affin*)  sind,  dass 
der  Punkt  0  in  beiden  Systemen  sich  selbst  entspricht.  Fer- 
ner entspricht  dem  Mittelpunkt  j^  des  umschriebenen  Kreises 
im  ersten  System  der  Höhendurchschnitt  K'^='W  im  zweiten. 
Denn  da  in  affinen  Figuren  entsprechende  Strecken  durch  entsprechende 
Punkte  in  demselben  Verhältniss  getheilt  werden,  so  liegt  der  dem 
Punkte  A  als  einem  des  zweiten  Systems  entsprechende  Punkt  91  des  ersten 
so  auf  OL,  dass  OL.  L%==OL'  iL'A\  und  da  LL'  auf  B'C  senkrecht 
steht  und  daher  mit  AIC  parallel  ist,  so  bestimmt  sich  %  als  der  Durch- 
schnitt von  OL  mit  AIC.  Der  Geraden  ^A  des  ersten  Systems  entspricht 
daher  AA'  des  zweiten  und,  bei  analoger  Bezeichnung,  dem  Durchschnitts- 
punkt K  der  drei  Geraden  9l-i,  S^,  6C  der  Darchnittspunkt  W  von  AA\ 
BB\  CC\  In  den  Seiten  des  Dreiecks  9193S  liegen  die  Ecken  des  Drei- 
ecks CAB  und  theilen  jene  nach  denselben  Verhältnissen,  als  C\  A\  B'  die 
Seiten  des  gegebenen. 

Die  Punkte  /^,  Q,  E  des  ersten  Systems  liegen  mit  den 
ihnen  entsprechenden  /^\  jQ',  i?'  des  zweiten  auf  den  senk- 
rechten Halbirungslinien  der  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB  in 
gleicher  Entfernung  von  denselben  nach  beiden  Seiten. 
Denn  wie  P  zu  A,  0,  G,  so  ist  P'  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A\  0,  G\ 
daher  der  Durchschnitt  von  A'G'  mit  Z/>;  und  da  LO  die  Höhe  AA' 
halbirt,  so  halbirt  LO  anch  die  dazu  Parallele  PP\  Die  Seiten  des 
Dreiecks  P'Q'R'  gehen  durch  die  Ecken  des  Höhendreiecks  C'A'B'  und 
werden  von  diesen  nach  denselben  Verhältnissen  getheilt,  als  Seiten  von 
diesen  nach  denselben  Verhältnissen  getheilt,  als  die  Seiten  von  PQR  in 
C,  A,  B. 

Dem  umschriebenen  Kreise  ^ -5 C  entspricht  die  die  Seiten  von  P'Q'R' 
in  C\  A\  B'  berührende  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Höhendurchschnitt 
FT  ist,  in  welchen  sich  auch  die  Geraden  P'L\  Q'M\  R'N'  gemeinschaft- 
lich schneiden.  Da  ferner  in  affinen  Figuren  das  Verhältniss  entsprechen- 
der Flächen  constant  ist,  so  verhält  sich  die  Fläche  dieser  Ellipse  zu  der 
des  umschriebenen  Kreises  (und  ebenso  jede  Fläche  des  zweiten  Systems 
zur  entsprechenden  des  ersten),  wie  die  Fläche  des  Höhendreiecks  zur 
Fläche  des  gegebenen,  wofür  man  auch  sagen  kann**),  wie  der  Halbmesser 


*)  lieber  die  Eigenschaften  affiner  Figuren  siehe  Mob  ins   barycentrischer 
Calcul  §.  144,  Magnus,  Aufgaben  und  Lehrsätze  §.  16. 
**^  Siebe  Feuerbach,  das  geradlinige  Dreieck  §.  25. 
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desjenigen  Berührnngskreises  des  ersteren,  dessen  Mittelpunkt  Wisty  znm 
Halbmesser  des  dem  zweiten  umschriebenen  Kreises. 

5)  Wird  das  Dreieck  ^ßC  zunächst  als  spitzwinklig  vorausgesetzt 
und  bezeichnet  man  seine  Winkel  bei  Ay  B,  C  mit  a,  j3,  y^  so  ist  L  PCB 
=  LB'Ä'C'=a,  LPBC=:LB'A'C'^a,  folglich  LPCB=LPBC==a,  ebenso 
LOCJ=LQAC=ß,  LRAB=  LRBA=Y.  Daher  berührt  der  Kreis  CAP 
das  Dreieck  PQR  von  innen  und  PL,  QM^  RN  sind  die  senkrechten  Hal- 
birungslinien  der  Seiten  BCy  CA,  AB,  welche  sich  im  Kreismittelpunkte  K 
schneiden.  Ist  das  Dreieck  bei  A  stumpfwinklig  (Fig.  7),  so  fallen  B' 
und  C  auf  die  Verlängerungen  von  CA  und  BA  und  die  durch  B  und  C 
zu  A'C  und  A'B'  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  i\ 
der  mit  A  auf  derselben  Seite  von  BC  liegt.  Da  ferner  LPCB=LB'A'B 
=^C"A'C=LPBC=lS(f—a  ist,  so  sind  PQ  und  QR,  sowie  aus  ähnlichen 
Gründen  0^^  Tangenten  des  Kreises  ABC,  und  zwar  berührt  derselbe  die 
durch  den  Scheitel  des  stumpfen  Winl^els  gehende  Dreiecksseite  QR  von 
Aussen.     Hieraus  folgt:  , 

In  jedem  Dreieck  PQR  ist  der  gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkt  derOeraden,  welche  seine  Ecken 
mit  den  Berührungspunkten  A,  B,  C  eines  seiner  be- 
rührenden Kreise  verbinden,  der  Minimumpunkt  0 
des  Dreiecks  ABC  und  PQR  sind  die  ihm  harmonisch 
zugeordneten  Punkte.  Den  Minimumpunkten  der 
vier  Berührungskreise  des  Dreiecks  P£^ 72  sind  daher 
die  Ecken  demselben  gemeinschaftlich  harmonisch 
zugeordneten  Punkte*). 
t 

§4. 

1)  Da  Z./>CJ9=:a(Fig.  6)  und  L  QCA=ßj  so  sind  die  Abschnitte,  in 
welche  der  Punkt  C  die  Seite  PQ  theilt, 

PC: ^,       CQ=-      " 


folglich  verhält  sich 

PC  :  CQ=za  cosßib  co8a  =  BC' :  C'A, 
and  ebenso 

OA  :  AR^CA' :  A'B,     RB:  BP^AB' :  B'C. 


*)  Erst  nach  Vollendang  dieses  Aufsatzes  lernte  ich  die  reichhaltige  Schrift  von 
Adams,  „die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlinigen  Dreiecks*',  kennen, 
wo  (Lehrsatz  III)  bewiesen  ist,  dass  die  Geraden  von  den  Ecken  A,  B,  C  eines 
Dreiecks,  nach  denen  P,  Q,  R  desjenigen  Dreiecks ,  dessen  Seiten  den  Kreis  ABC 
va.  A,  B,  C  berühren,  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  ersten  im  Verhältniss  der 
Quadrate  der  anliegenden  Seiten  theilen  und  mit  jeder  von  zwei  anliegenden  Seiten 
dicielben  Winkel  bilden,  als  die  Schwerliuieu  mit  der  anderen. 
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Die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  theilen  die  Seiten  des 
Dreiecks /'iß  i?  in  denselben  Verhältnissen,  wiedieHöhendes 
ersteren  die  zugehörigen  Seiten. 

Die  Seitenlange  PQ  beträgt 

2cosa       2cosß  2cosacosß 


PQ-^ 


2  cos a  cos ß 

in  welchem  Ausdrucke  statt  eines  stampfen  Dreieckswinkels  sein  Neben- 
winkel zu  setzen  ist.  Durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  den 
analogen  Werthen  von  QR^  RP  erhält  man 

PQ.QR.RP "^  •  ^^^  •        '^' 

Das  Product  der  Cosinus  der  Dreieckswinkel  kann  man  folgenderweise 
ausdrücken  *) :  Bezeichnet  q  den  Halbmesser  desjenigen  Berührungskreises 
des  Höhendreiecks,  dessen  Mittelpunkt,  der  Höhendurchschnitt  W  ist,  also 
im  spitzwinkligen  Dreieck  ABC  den  Halbmesser  des  A'B'C  von  innen, 
in  einem  bei  A  stumpfwinkligen  Dreieck  den  Halbmesser  des  B'C'  von 
aussen  berührenden  Kreises  und  zwar  negativ  genommen,  bezeichnet 
ferner  R  den  Halbmesser  des  Kreises  ABC^  so  ist 

-^  =  2  cosu  cosßcosy. 

Da  bekanntlich  der  Halbmesser  des  Kreises  A'B'C  oder,  was  dasselbe  ist, 
des  Kreises  LMN,  ^R  beträgt*»),  und  da  diet)reiecke  A'B'C  und  PQR 
ähnlich  sind,  so  verhält  sich,  wenn  P  den  Halbmesser  des  Kreises  PQR 
bezeichnet,  \ 

p:4Ä  =  Ä:/>, 
folglich  ist  auch 

—  =:  4  C05 a  cos ß  cosy. 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  erhält  man 

AB.BC.CA_  R* 

PQ.QR.RP~2^' 
oder   in  Worten:   Das    Seitenproduct  eines  Dreiecks  PQR  verhält   sich 
zum    Seitenproduct    eines    seiner    Berührungsdreiecke    ABC^    wie    die 
doppelte  Kreisfläche  PQR  zur  Kreisfläche  ABC. 

Uebrigens  folgt  dieser  Satz  aus  der  schon  bekannten  Proportion 

*)  Siehe  Feu erb  ach,  das  geradlinige  Dreieck  §.  24. 
**)  Siehe  Feuerbach   §.26;   vorzüglich  aber  Steiner,  geometrische  Con- 
struction  p.  49. 

*»♦>  Siehe  Feuerbach  §.8. 
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wenn  man  die  Beziehung  benutzt,  dass  der  Halbmesser  des  umscbriebenen 
Kreises  gleich  dem  Seitenproduot  des  Dreiecks,  dividirt  durch  seine 
vierfache  Fläche  ist. 

2)  Weil  GG'  parallel  mit  LP  und  das  Dreieck  ABG  dem  Dreieck 
AB'G'  ähnlich  ist,  so  folgt 

AL  _AG'  _AB'  ^ 

AP~  AG  ~  AB  —  ^^*^' 
AL^=APcosa,     BM=BOcosß,     CN=^CRcosy^ 
in  welchen  Ausdrücken  statt  eines  stumpfen  Winkels  a,  ^,  y  sein  Neben- 
winkel zu  setzen  ist.    Indem  man  diese  Gleichungen  mit  einander  mul 
tiplizirt,  erhält  man 

AP.  B  O.CR  =  ^^'"  •  '''^  •  '''^-2R=h' 

Da  ferner  LO  die  Höhe  AA'  halbirt  und  AA'  mit  LP  parallel  geht,  so  ist 

AO ^  ^AA' ^     csinß  bccosa 

dp'~"Tp"'~V^        ^'~^* 

2  .  -^tanga 

B  O 

Maltiplizirt  man  diesen  Werth  mit  den  analogen  Ausdrücken  für  — —    und 

CO 

T-=r,    SO  erhält  man 

AO.BO.CO  ^  Q        R 

Das  Product  der  Abstände  derEcken  des  gegebenen  Drei- 
ecks von  den  Mitten  X,  Af,  iV^  seiner  gegenüberliegenden  Sei  ton 
verhält  sich  zu  dem  der  Abstände  von  den  gegenüberliegen- 
den Ecken  desDreiecksjPjßi^,  und  ebenso  das  der  Abstände  des 
Minimumpunktes  0  von  den  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks 
zum  Product  seiner  Abstände  von  den  Punkten  jP,  0,  R  wie  der 
Halbmesser  des  Mittenkreises  LMN  zum  Durchmesser  des 
Kreises /'iß  A. 

Aus  den  oben  stehenden  Werthe  von  ^0  :  OP  folgt 

AO bcosa      2bccosa  — a*-|-fr'-fc' 

Hieraus  ergiebt  sich  wegen  AL=iAPco8a 

AO  _      2bc 
AL^a^+b^+c^' 
AO  _      ^^      ^^  2fl6c 


'  AL^      BM"      CN     a«  +  6«  +  c« 
a.AOib.BOic.  CO=^AL  :BM:CN, 
d.  i.  die  Rechtecke  aus  jeder  Seite   des  Dreiecks   mit  dem  Abstände  des 
Miniroum[^uuktes  0  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  verhalten  sich  wie 
die  Schwerlinien  des  Dreiecks. 
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Aus  dem  Werthe  von  AOiOP  erhält  man  noch 

PÄ_bccosa  +  a^  _a*+b^+c^ 

PÖ  a^  "~        2flf«       ' 

^PJ       ^^QB        ^RC     a«+^«+c» 

a* =  b*  - —  =  c' =  — —  > 

PO  QO  RO  2 

PO    QO     RO  , 

PA-  QBRC      "  '"  '"' 


§.5. 

Im  Folgenden  sollen  die  Abstände  der  Punkte  0,  P^  Q^  R  von  Seiten 
des  Dreiecks  durch  dessen  Bestandtheile  ausgedrückt  werden. 

1)  Bezeichnen  r, ,  r, ,  r,  die  Abstände  des  Punktes  0  von  den  Seiten 
BC=a,  CA=zb,  AB=:c,  Ä^,  Ä,,  Ä,  die  parallelen  Höhen,  J  die  Fläche 
des  Dreiecks,  so  ist 

2J=^2ABC=:2{0AB  +  0BC+0CJ)  =  cr^  +  ar^+br^, 
woraus  in  Verbindung  mit 

r^  ir^  :  r^=:a  :  b  :  c 

folgt  __      ^ 2a  J 

^'        '  a«  +  6^+7«  -a^J^b^+c^ ' 
b^  2b  ^ 


a«  +  6t  +  c«      a»  +  6»+c* 

''»-"'^»  a«  +  ft«  +  c«  '^a«  +  6«  +  c«' 
woraus  sich  als  Minimalsumme  der  Quadrate  der  Abstände  ergiebt: 

r.'  +  r.'  +  V  =  Z=-j,J^. 

Das  Verhältniss  der  Abstände  zu  den  zugehörigen  Dreiecksseiten  ist  also 
gleich  dem  der  vierfachen  Dreiecksfläche  zur  Quadratsumme  der  Seiten. 
Unterscheidet  man  die  entsprechenden  Abstände  des  Punktes  P  durch 
einen  Strich,  die  von  Q  durch  zwei,  die  von  R  durch  drei  Striche,  so  erhält 
man  die  Abstände  des  Punktes  P  aus  den  Gleichungen 

2z^  =  c/,  +  ar\  +  br\y 

—  r'j :  r',  :  /,  =  a  :  6  :  c , 
und  auf  gleiche  Weise  die  der  Punkte  Q  und  B;  nämlich 

^  = .  .  ..  . — «1  ^    — "; 7i~: — :<        •*     — ■ 


.a*+li>+<^'  — at_5t  +  gf.        --         af+ftt_c.i 
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wo  £\  . .  • .  die  Minimal-  bezüglich  Maximal werthe  der  Aggregate 
—  r/' + ''t' + ''t ^  ••••  bezeichnen.  Zwischen  den  Grössen  £  besteht  die 
Relation 

und  zwischen  den  vier  Abständen  der  Punkte  0,  P,  Qy  R  von  einer  der 
Dreiecksseiten,  etwa  von  a,  die  jener  analoge 

—  4-  ^   —  ^     ,1^2 

Die  letztere  Gleichung  gilt  Übrigens  allgemein  für  vier  Punkte ,  deren  drei 
dem  vierten  harmonisch  zugeordnet  sind  und  enthält  als  besonderen  Fall, 
in  welchem  von  den  Vorzeichen  der  Abstände  abzusehen  ist,  die  bekannte 
Relation  zwischen  den  Halbmessern  der  Qerührungskreise 

1        1.1,1 
-  =  ->  H ?;  H TT,' 

r        r         r  r 

2)  Die  vorstehenden  Ausdrücke  für  die  Abstände  r  vereinfachen  sich, 
wenn  man  die  Dreieckswinkel  o,  /?,  y  ^°^  ^^^  Winkel  8  einführt,  den  drei 
Gerade  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  bilden  müssen, 
wenn  sie  sich  in  einem  Punkte  X  schneiden  und  mit  den  Dreiecksseiten 
einen  und  denselben  Winkel  einschliessen  sollen*).  Dieser  Winkel  wird 
durch  die  Gleichung 

cot  8  =  cota  +  coiß  +  coiy  = 

bestimmt  und  der  Punkt  X  als  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt  dreier 
Kreise  gefunden,  welche  AB^  BC^  CA  zu  Sehnen  und  BC^  CA^AB  zu 
Tangenten  haben;  dann  ist  LXBC  =  LXCA=:zLXAB  =  8  und  ausserdem 
A  X^'X  C  —  a,B  X^X  A  =  ß,  C  X'^XB  =  y.  Berücksichtigt  man  ferner  die 
Beziehungen 


aÄj  =  6Ä,  =  cÄg  =2/^,      coia  • 


12 ' 


so  erhält  man 

2r|    =:a  lang  8       2r,   =  6  iang  8       2r3   =  c  tang  8       £   =J  tang  ö^ 
—  2r/  =a  ianga       2r,'  =6  iang  a       2r^  =  c  iang  a       2?'  =  ^  tanga^ 
2r/'  =a  iangp,  — 2r,"  =  h  iang  ß       Ir^'  =  c  iang  ß       S"  =  J  iang  ß, 
2  ri'"=  a  lang  y       2  r,'"  =  b  tang  y,  —  2  r^'^'=  c  iang  y       £'''=^J  iang  y. 
Aus  diesen  Werthen  folgt,  dass  die  Durchschnittspunkte  von  AX^  BJC,  CX 
mit  den  senkrechten  Halbirungslinien  von  AB^  BC^  CA  von  diesen  Seiten 
die  Abstände  Tg,  fj,  r,  haben.     Die  Ausdrücke  für  die  Abstände  der  Punkte 
Py  0,  B  ergeben  sich  nach  §.  3  auch  sofort  aus  der  Figur. 


*)  Die  Eigenschaften  des  Punktes  X  hat  zuerst  Grelle  betrachtet:  Ueber 
einige  Eigenschaften  des  geradlinigen  Dreiecks.  Berlin  1816;  fernerC.F.  A.Jacob  i, 
de  irümg.  reetil.  proprieiaiibus.    Uptiae  1825. 
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3)  Aus  den  vorstebenden  Gleichungen  lassen  sich  noch  einige  einfache 
Beziehungen  ableiten. 

Multiplicirt  man  die  drei  Abstände  der  Punkte  P,  Q,  R  von  je  einer 
Dreiecksseite  mit  einander,  so  ergiebt  sich,  dass  diese  Producte  sich  wie 
die  dritten  Potenzen  der  Dreiecksseiten,  oder,  dass  die  aus  diesen  Ab- 
ständen gebildeten  Parallelepipeda  sich  wie  die  Würfel  der  Dreiecksseiten 
verhalten, 

^\  ^\  T\     '  ^t  ^t  »*t     •'*»'*»  r^  =  (r  :  6' :  (f. 

Setzt  man  ferner  in  die  trigonometrische  Relation 

iang  a  +  fang  ß  +  tang  y  =  tang  a .  iang  ß ,  fang  y 
die  Werthe 

2^'      ,        a      2r/'      ^  2r/" 

ein,  so  erhält  man 

-  4r/r."r,"'  =  o«  (-  r,'  +  r."  +  r.'"), 

welche  Gleichung  ohne  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  Abstände 

für  das  spitzwinklige  Dreieck  lautet 

4r,  Ti   r,     ^a^(T^  +»-|    +»-|    )» 

für  ein  bei  Ä  stumpfwinkliges 

4ri  r,   r,     ^a^ity^  —t^—t). 

Es  ist  also  im  spitzwinkligen  Dreieck  das  vierfache  Parallelepiped  aus  den 

drei  Abständen   der  Punkte  P^  £),  R  von   einer  Dreiecksseite  gleich   dem 

Parallelepiped  über  dem  Quadrat  dieser  Seite  mit  einer  Höhe  gleich  der 

Summe  jener  Abstände. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Relation 

4r,  r,   fj    =r,  bC'\'T^  ca'\'r^    ab 

auslegen,  die  man  erhält,  wenn  man 

2r/  '  ^  2r,"  2r,'" 

iangti  = -,     iaugß  = — ,     iangy  == — 

a  0  c 

einsetzt. 

Führt  man  in  das  Product 

ianga  tangß  iangy 

die  Werthe  ein 

c  b 

2J=^bcsina.     Ä=  = ;r,     q  =  2R  cosa  cosß  cosy. 

'  2siny        2sinß       ^  ^'        A» 

so  erhält  man 

J 
longa  .  tangß  .  tangy  =  -^, 

wo    das    Doppelte    des   Products  qR  gleich  ist  dem  Producte  je  zweier 
Höhenabschnitte, 

2qR=^AW  .  WA'^BW  .  WB'=^CW  .  WC\ 
der  Fotenz  des  Punktes  W  in  Bezug  auf  die  drei  Kreise,  deren  Durch- 
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messer   die    Seiten    des    Dreiecks   sind*).     Ferner   drückt   der  Quotient 

—  den  Umfang  des  Höhendreiecks  u  =  A'B'  +  B'C  +  CA'  aus,  jedoch 

mit  der  EinschrAnkang,  dass,  wenn  a  ein  Stampfer  Winkel,  die  Seite  B'C 
negativ  zu  nehmen  ist**).     Man  hat  daher 

fang  a  +  tangP-^- tangy  =  tanga  .  tangß  .  langy  =  — ~  =  — , 

und  erhält  man  hieraus,  ohne  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  der  Ab- 
stände, für  das  spitzwinklige  Dreieck  die  Relationen : 

r/+  r/'H- r,"':  /i  =  ^ :  2^Ä  =  u  :  4^, 

deren  erstere  für  das  stumpfwinklige  Dreieck  lautet: 


§.6. 

Das  Folgende  handelt  von  den  Dreiecken,  deren  Ecken  die  Fuss- 
punkte  der  Abstände  r  sind. 

l)  Sind  OD,OE,OF  (Fig.  8)  die  Abstände  des  Punktes  0  von  den 
Seiten  B  C,  CA,  AB,  so  ist  nach  §.  2,  1  0  der  Schwerpunkt  von  2),  E,  F  und 
seine  Abstände  von  den  Ecken  des  Dreiecks  2^  i?/*  sind  den  Seiten  des 
Dreiecks  BGA  proportional  und  stehen  auf  ihnen  senkrecht.  Hieraus 
folgt  aber  nach  §.  1,  3,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  DEF Bich  wie 
die  Schwerlinien  des  Dreiecks  ABC  verhalten  und  auf  den- 
selben senkrecht  stehen, 

EF:  FD  :  DE=^AL  :  BM:  CA; 
i;Fsteht  auf  ^Z,  FD  auf  BM,  DE  auf  CN  senkrecht,  und  die  Winkel  des 
Dreiecks   DEF  sind    den   Winkeln   gleich,    welche    die    entsprechenden 
Schwerlinien  mit  einander  bilden. 

Bezeichnet  T  wie  früher  den  Durchschnittspunkt  der  Parallelen  durch 
B  und  C  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten,  so  sind  die  Dreiecke  FOE  und 
ABT  ähnlich,  weil  sie  in  den  Winkeln  tibereinstimmen  und  die  dieselben 
umschliessenden  Seiten  proportional  sind;  folglich  ist 


4d 


EF 
TA 

EF 
2AL 

OF 
AB 

c      ' 

EF 
AL  = 

FD 
BM 

DE 
CN 

iang  i  = 

/i«+6*  +  c«' 


*)  Siehe  F  e  n  e  r  b  a  c  h  §.  85 ;  v  ergl.  B  a  1 1  z  e  r ,  Element  .-Plan.  §.  14,  7. 
**)  Feaerbach§.  10. 
Z*iuchrift  f.  M»lheninltk  u.  Physik.  XII,  4.  Tft 
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Die  8eiteQ  des  Dreiecks  DEF  verhalten  sich  also  bq  den  Schwerlinien  des 
Dreiecks  ABC^  wie  die  vierfache  Fläche  des  letzteren  zur  Qnadratsamme 
seiner  Seiten.     Das  Flächenverhältniss  heider  Dreiecke  ist 
FOE       IDEF      ,         .,  4zl* 

-Jbf  =  -^-  =  l'«''^«  =  («.+  ^  +  ^).' 

wofür  man  auch  schreiben  ksnn 

|/>i?F:^  =  r,«  +  r,«  +  r,«:a«  +  6«  +  c«. 

Es  verhält  sich  also  das  Dreieck  DEF  zum  gegebenen  wie  die  drei- 
fache Qnadratsamme  der  Abstände  des  Punktes  0  znr  Quadratsamme  der 
Seiten  des  Dreiecks  ABC. 

2)  Sind  PD'  oder  PL,  da  der  Fusspunkt  />'  mit  L  zusammenfallt, 
femer  PE',  PF'  die  Abstände  des  Punktes  P  von  den  Seiten  BC,  CA,  AB, 
so  bilden  nach  %.2y2  D'P=:  LPj  PE\  PF'  der  Grösse  und  Richtung  nach 
an  einander  gesetzt  ein  geschlossenes  Dreieck  LPE\  das  Viereck  PE'LF' 
ist  also  ein  Parallelogramm.  Die  beiden  congruenten  Dreiecke  F'PE'  und 
E'LF'  sind  aus  denselben  Gründen  wie  FOE  dem  Dreieck  ABT  ähnlich, 
woraus  folgt 

E'F'       E'F'       PE'       rJ       . 

-rZ'=iZL=^y  =  T  =  i^"^«' 

E'F'  4J 

:  ianga  = 


AL  "  — at  +  ^«+c« 

Bei  analoger  Bezeichnung  der  Abstände  der  Punkte  Q  und  R  erhält  man 

F'D"       ^       ^  4J 

=  iangß  = 


BM  ^»^       a«_6«  +  c« 

D'"E'"  ikJ 

Das  Fläcbenverhältoiss  des  Dreiecks  LE'F'  vom  gegebenen  ist 
LEF       LE'F'      .        ,  4J* 

—T  =  -ABT  =  *'^^'' =(-«»  + fr» +-C*)»' 
wofür  man  auch  schreiben  kann  (§.  3, 1) 

LE'F' :  -^  =  r/*+r/«  +  r,'« :  a«  +  ^«+  c*, 
zu  welcher  Beziehung  die  in  voriger  Nummer  entwickelte  ganz  analog  ist. 
Es  folgt  hieraus,   dass  das  Yerbältniss  jedes  der  Fnsspunktdreiecke  zur 
Quadratsumme  der  zugehörigen  Abstände  dasselbe  ist,  nämlich 
\l)EF _  LE'F  _  MF"!)"  _  ND'"E'"  _  J 

Z      ^      £'  S'^  r^^-fl  +  ^'+c«' 


Endlich  soll  noch  die  Grösse  des  Zuwachses  betrachtet  werden, 
welchen  die  Quadratsumme  der  Abstände  eines  Punktes  von  den  Dreiecks^ 
weiten  erfahrt,  wenn  derselbe  sich  vom  Minimumpunkte  0  oder  von  einem 
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seiner  sageordneten  Punkte  entfernt.     Es  bedarf  dazu  der  Entwickelnng 
einiger  Hilfsätze. 

1)  Der  Abstand  des  Mittelpunktes  K  des  umschriebenen  Kreises  vom 
Höhendurchschnitt  W  bestimmt  sich  aus  dem  Dreieck  KÄ  W^  nämlich 

ZF*=  Z?  +  TW^  —  2äK  .jiJV.  cosKA  W, 

wo  AK=^R^  ferner  im  spitzwinkligen  Dreieck  • 

AB'       c  cosa         ^  ,  T,  j  -^w,      i% 

AW^-: —  = — : =  2ÄC05a,     LKAW==ß  —  y, 

ttny  imy  ' 

dagegen  in  einem  bei  A  stumpfwinkligen  Dreieck 

AW=^'^2Rcosa   und   L  KAW^\8(fi+{ß  —  y) 
zu  setzen  ist.     In  beiden  Fällen  erhält  man 

K~fF*  =  /?•  +  4Ä* cos*a  —  AH^eosct  cos{ß  —  y) 

=3  Ä«  }1  —  4  cosa  [cos  {ß  +  Y)  +  C08  (ß  —  y)]{ 
=5  Ä*  (l  —  8  CO«  a  cos  ß  cosy). 
Zieht  man  ferner  in  dem  Kreise  ^^C  die  Sehne  BD  senkrecht  zu  AB, 
so  steht  auch  CD  auf  ^  C  senkrecht ,  das  Dreieck  J9672>  hat  die  Winke] 
CDB  =  mf—ci,  DBC=Wf'-ß,  BCD  =  ^^y^  der  Mittelpaokt 
seines  umschriebenen  Kreises  ist  ebenfalls  K^  sein  Höhendarchschnitt  aber 
der  Durchschnitt  T  der  durch  B  und  C  zu  den  gegenüberliegenden  Drei- 
ecksseiten AC  und  AB  gelegten  Parallelen.  Setzt  man  diese  Werthe  in 
die  obenstehende  Gleichung  ein,  s6  erhält  man 

Y^  =  Ä»  (1  +  8  cosa  sinß  siny\ 
und  analog  ist 

YÜ^  =  Ä«  (1  +  8  «'« a  cosß  siny), 
YV*  ==  R*(l+B  sin a  sinß  cosy), 
durch  Addition  dieser  vier  Oleichungen  *)  erhält  man 
YW^+  Fr+  Tü*+TP^  =  12Ä«. 
Die  Quadratsumme  der  Abstände  des  Mittelpunktes   des 
umschriebenenKreisesYomHöhendurchsehnittunddenEcken 
des  parallel  umschriebenen   Dreiecks   ist  gleich   dem   drei- 
fachen  Quadrate   des   Kreisdurchmessers    und    daher  auch 
gleich  der  Quadratsumme  der  Abstände  desselben  Punktes 
von  den  Mittelpunkten    der  vier  berührenden  Kreise;   denn 
letztere  hat  auch  den  Werth  12  Ä***). 

2)  Bezeichnet  c'   den  Zuwachs    der  Qaadratsumme  der  Abstände  in 

Bezug  auf  den  Pankt  0,  so  ist  (§.  2,  1) 

c* 

-  Ä  cos^r^t  +  coi^r^l'\'COi^r^U 


*)  Von  diesen  vier  Gleichungen  ist  die  erste  schon  Feaerbacb§.  53  in  der 
Form  ZfF*=Ä*—4eÄ  gegeben. 
'^*)  Siebe  Feuerbach  §.  50. 
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Da  dieser  Ausdruck  eine  stets  positive  Grösse  ist,  so  ist  0  Minimumpunkt, 

und  der  Ort  constanter   Zunahme   sind  Ellipsen,    deren  Mittelpunkt  0  ist 

und  welche  die  Dreiecksseiten  in  ihren  Minimumpunkten  G^  J7,  /  berühren 

(siehe  §.  6  meines  Aufsatzes  im  Journal  für  reine  Mathematik).     Nimmt 

man  eine  der  Seiten,  etwa  a  im  Sinne  ABj  als  Nulllinie  und  als  positive 

Drehung  die  von  r,  nact  r,,  setzt  msn  a/  =  t/,  so  ist 

rj/  =  riVi  +  ö/  =  90°  +  t/, 

r^i^r^b  +  ba  +  ai^Wfi  +  (lS(f  +  y)  +  u, 

r3/  =  r,c  +  ca  +  a /==9C^+ (180" --jS)  +  w, 

-  =  sin^  u  +  sin*  (u  —  §)  +  sin*  (m  +  y) 

=  sin*  1/(1  +  cos^ß  +  cof^y)  +  cos^u  (sin^ß  +  sin*y) 
+  sin u  cos u  (sin 2 y — sifi2 ß). 
Diesen  Ausdruck  bringt  man  auf  die  Form 

-T-^A  cos*  u  +  B  sin*u, 

wenn  man  die  Nulllinie  um  einen  der  beiden  durch  die  Gleichung 

sin2ß  —  sin2y 

lang  2  w  = ■ ' — 

^  l  +  cos2ß  +  cos2Y 

bestimmten  Winkel  tp  dreht,  und  man  erhält  durch  eine  kleine  hier  zu  über- 
gehende Zwischenrechnung  für  A  und  B  die  Werthe 

2A  =  Z  +  j/i  — 8  CO*«  cos  j3  cos;y 

2Ä  =  3  — ^1  —  Hcosacosßcosy. 

Da  nun  nach  voriger  Nummer 

KW=R}/l  —  Scosacosßcosy^ 
so  erhält  man  die  einfache  Gleichung 

/  Ä^  ff  \ 

2c'  =  /'|3+— ^  cos2uy 

Dieselbe  drückt  also  den  Zuwachs  der  Quadratsumme  der  Abstände  eines 
Punktes  aus,  der  sich  vom  Minimumpunkt  0  um  die  Strecke  t  entfernt  hat, 
welche  mit  einer  der  beiden- Axenrichtungen  der  concentrischen  ähnlichen 
Ellipsen  constanter  Zunahme  den  Winkel  u  bildet.  Das  Axenverhältniss 
dieser  Ellipsen  hat  den  Werth 


f. 


3/?  —^fF 
ZR  +  KW' 


3)  Bezeichnet  c*  die  Zunahme  des  Aggregates  —  r^'*'\-r^*'\-r^*  für 

einen  Punkt,  der  sich  von  P  um  die  Strecke  /  unter  dem  Winkel  al=^u 

entfernt  hat,  so  ist  (§.  2,  2) 

c'* 

-^  =  —  co^ri't+  cos*rf  t  +  cos* r^' i  =  —  cos*rit  +  cos^r^i  + co^r^i 

=  sin*u  {cos^ß—  sin*Y)  +  cos*u  (sin*ß  +  sin*y)  + sinucosu(sin2y'—sin2ß). 
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Diesen  Ansdrack  bringt  man  auf  die  Form 

wenn  man  die  Nulllinie  um  einen  der  beiden  durch  die  Gleichung 

^f>i2y  —  sin2ß 
(ang2(p' —  '^ 


1  — cos2y  —  cos2ß 
bestimmten  Winkel  <p  dreht.     Es  ergiebt  sich 

2^'=l  +yi+Sco8asinß  sin  Y  =  {  +  ---, 

R 

2B'  =  l—}/l  +  Scosasmßsiny  =  l —• 

R 

Ist  a  ein  stumpfer  Winkel,  so  sind  A'  und  B'  beide  positiv;  ist  a  spitz 
to  ist  ^'  positiv,^'  negativ.  Liegt  also  der  Punkt  P  einem  stumpfen 
Dreiecks  Winkel  gegendber,  so  ist  er  Minimumpunkt  und  der  Ort  constanter 
Zunahme  sind  Ellipsen ;  liegt  er  einem  spitzen  Dreieckswinkel  gegenüber, 
so  sind  zwei  Hyperbeln  von  gemeinschaftlichen  Asymptoten  der  Ort  con- 
stanten  positiven  oder  negativen  Zuwachses;  für  jeden  Punkt  der  Asymp- 
toten selbst  hat  das  Aggregat  — r^'+^t'+^s'  dieselbe  Grösse  wie  in  P. 

Setzt  man  die  Werthe  von  A'  und  B*  ein,  so  erhält  man 

(KT  \ 

1  +-^co8  2uu 

nnd  analog  ist  für  die  Punkte  Q  und  R 

2c''  =  l'(l  +  ^co8  2u) 

2v''^=^(i  +  ^cos2u\ 


XI. 

Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  nnd  der  Oamma- 

fonctionen. 

Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Husum. 


Das  Integral 


ist  bereits  in  einer  früheren  Mittheilong   (Zeitschr.  VI,  pag.  308)   für  den 
speciellen  Fall 


fi 


dx  rdx 


^- 0 


von  Enneper  berechnet.  Derselbe  bezeichnet  die  Berechnung  des 
allgemeinen  Falles  mit  Recht  als  ein  ziemlich  complicirtes  Problem.  Ich 
werde  nun  im  Folgenden  zeigen,  wie  man  sogar  das  allgemeine  Integral 


/t'^ 


Ux''+  Bx^-^  +  Caf^-^+ +^0^^  +  yx  +  Z^ 

OXy 


worin  r  eine  beliebige  positive  ganze  oder  gebrochene  Zahl  —  ^l,t<,m  und 

n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  auf  eine  sehr  einfache  Art,  blos  durch 

Auflösung  von  ^^ — —  oderti+1  linearen  Gleichungen  bestimmen  kann 

Den  Beweis  dieses  schönen  Theorems,  zu  welchem  ich  auf  synthetischem 
W^ffe  gelangt  bin,  überlasse  ich  anderen  Fachmännern. 
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§.1. 

OD 

Bettimmnng  des  Integrals    (Elf^, 

Wir  setzen  voraus,  es  sei 

1)  a?» — «dc»-*  -j-j3ar»— *  —  7^"-*  + +  nx  +  q=sO 

die  Gleichung  der  positiven  Quadratwurzeln  von 

2a)         a;*"  — aap^^-'+ftj;*"-^— ca:2«--*+.... +pa:'4:r=0, 
oder  von 

2b)  jr2i.__(„t__2j5)j?2»-2^(^_2„y^.2^)a:2'— *—.... 

...  +  (»•— 2.0. p)a?»±^«  =  0. 

Es  ist  also 

a  =  aro+^i  +  ^t  +  .-.- 

ß  =  x^Xi  +  a?oa?,  +  iF^ja:,+  •  •  •  • 
wobei  rr^rTi  jr, ....  als  wesentlich  reelle  positive  Grössen  betrachtet  weiden. 
Es  wird  alsdann  die  Function 

für  alle  möglichen  reellen  Werthe  von  x  positiv  bleiben  und  wenn  nun  der 
Differentialqnotient  für  kein  reelles  x  innerhalb  der  Oreneen  Null  und  Un* 
endlich  selbst  uoendlieh  wird  oder  sein  Divisor  versehwindet,  so  ist  das 
Integral  endlich  und  zwar  eine  rationale  algebraische  Function  der 
Coefficientei^  a^  ß^  y ....  der  Gleichung  1).  Dagegen  ist  das  allgemeine 
Integral 

i)           f^x^^-'^+  ßx^''-^+  Cx^*-"^  +  ....  + Px  g^ 

./  ar^»+ajr2i.-2^^aj2«-4^ +  «ayt  +  r* 

0 

eine,  wenn  auch  endliche,  jedoch  transcendente  und  zwar  logarith- 
mische  Function  der  Coefficienten  a^ß^y.,..  Ausdrücke  des  algebraischen 
Integrals  in  Functionen  von  a^  ßy  y  ,...  sind  beispielsweise: 

Pdx    ^n  cc  rx'dx n  1 

Ein  logarithmisches  Integral  ist 


/xdx  1  logxo  —  logXf 

X*  +  axi*  +  b  ^a\,  +  x^*       a:^  —  x^ 


»  Für  die  allgememen  Integrale  habe  ich  nnn  mittelst  vieler  mttheroller 
IndoctioDea  folgende  Ausdrücke  gefunden: 
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n  Ä« 


4)   /_£:?_--- 1!? 

JW^li       2'^{-a^-«o)P,+  (,4^-«v)P.-....+  (0^-;r.l)P./^_l} 


5)     I^Üll^^^ ^^JÜ 

^    [^'"]         2*  l-tt^-^o)/>o+(M^-;rv)/>,-....  +  (0^-«l)  />Y,_,J 

je  nachdem  n  von  der  Form  4^  oder  4^  +  3  ist, 

00 

""2'      5o 
je  nachdem  n  von  der  Form  4^+  1  oder  4^  +  3  ist.     Obige  Integrale  gelten 
für  Ar^"/f     Sämmtliche  aber  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 

enthaltenen  Partialintegrale  /^n— 2i  <^2i«— 4»  ••••  «^s«  «^o  lassen  sich  durch 
Auflösung  von  n  linearen  Oleichungen  berechnen.  Setzt  man  nämlich  der 
Kürze  wegen 

f^Jx_  /^^^_7  fx^*-^dx_  y 

so  bilde  man  folgende  Gleichungen : 

a/2i«-2-y/lii-4  +  «'^2i«-6—»? -^211^8+ =- 

/2fi-.2— ^«^2«— 4+  6/211-6 — f  •^211-8  + =0 

«/211-4  —  y/2«-6+«-^2«-8— " =0 

Jln^A  —  ß*^2n  —  9  +  ^  -^2  «— 8  "-" =0 

Ö)  «/2  «-6  -y  /2.-8  + =0 

....  —  |«^e'l"^«^4  '^  ®. 

....  +  v/e—  0/^  +  ^/,  =0 

. . .  .  +  f4/g— |y^  +  ji/,  =0 

+  v/, — o/,  +  ^/o      =ö- 

Wenn  n   beträchtlich  gross  ist ,    so   wird  das  von  E  n  n  e  p  e  r  angewandte 
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Verfahren  der  directen  Bestimmaog  eine  reine  Unmöglichkeit.  Ich  habe 
dasselbe  bis  zu  n  =8  durchgeführt.  Enneper  findet  mittelst  einer  scharf- 
sinnigen aber  schwierigen  Operation  das  Integral 


/\x__fi  aß 


i^—a'd  +  aßY'f) 
wozu  es  nur  der  Auflösung  der  vier  linearen  Gleichungen 

Jfi-ßJi  +  iJt  =0 

«•^4— y-^t       =0 

Ji-ßJt  +  iJo=^ 
nach  der  Grösse  J^  bedarf.     Da  nun  aber  a,  j3,  jr ....  die  Coefficienten  der 

Gleichung  der  Quadratwurzeln  von  \_x^^^  ^=0  sind,  so  ist  die  Verwandlung 
der  Integrale  in  Functionen  von  a,  6,  c . . . .  noch  von  der  Bestimmung  von 
a  abhängig.  Es  lässt  sich  also  das  Integral  nur  in  endlichen  und  all- 
gemeinen Functionen  von  a,  6,  c...  ausdrücken,  so  lange  die  Gleichung 

nicht  den  achten  Grad  übersteigt.  Deshalb  ist  es  einfacher,  von  der 
Gleichung 

auszugehen  und  die  Function  [x^^\  abzuleiten.  Uebrigens  lassen  sich  die 
Wurzeln  x^^x^x^,,,,  immer  durch  eine  der  Näherungsmethoden  finden. 
Für  den  Fall  n  =  4  ist  die  Gleichung  in  a 

«r«  —  4fl  o»  +  (6a«— 86  +  48  /rf)  «*—  (4a»—  16a6  +  64c  +  32  j/3)  o* 
+  (a«  — 46  +  8/d)*=0, 
also  eigentlich  vom  16^*"  Grade.     Sie  reducirt  sich  aber  auf  eine  biquadra-t^^ 
tische  und  unter  gewissen  Voraussetzungen  auf  eine  quadratische  z.  B.  für 
a*d — c'sO,  wenn  also  die  Function  [or^]  reciprok  ist.     Sie  gebt  alsdann 
über  in 

Unter  derselben  Voraussetzung  lässt  sich  das  Polynom  [a^^  in  zwei 
trinomische  Factoren  x^+{v^  —  2)  x*  +  n  und  x^  +  («;• — 2)  x^  +  n  zer- 
legen.    Setzt  man  einstweilen  n=t,  so  erhält  man  das  Integral 

OD 

IQ-v  r      dx  ^71        vrv+i 

J  [x^  +  (»•  —  2)  x*+  1]  [x^+iw*—2)  X^+l]  ^  2  '  vfv{v+w) 

giltig  für  V  und  n^  >  0.     Setzt  man  wt=sVy  so  geht  dasselbe  über  in 

J[ar*  +  (t;«-2)a;«+l]''^2'     2  t;»' 
Vorstehender  Ausdruck  ist  unter  den  acht  verschiedeneu  W^x\.V!kt\i^>H^^^ 
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die  Gleichung  in  o  liefert,  der  einsBig  gütige  nnd  habe  ieh  die  Richtigkeit 
desselben  für  mindestens  acht  beliebige  Zahlenwerthe  von  v  mit  Hilfe  der 
Cotesischen  Näherangsformeln  hestXtigt  gefunden.  Differeniirt  man. die 
Gleichung  11)  nach  r,  so  erhält  man  noch 

,2)  r x^'^dx 1.3.5....(2m— i)    p»4-(2m+l) 

J[a;*+(r»-2)a:»+ll«+2""     (m+l)!2"'+«      '     r««+»     ' 

Die  Berechnung  des  allgemeinen  Integrals  8),  nämlich 
13)       rdj^x^.    A.P,..+  B.P,_,+  ....+P.P,  +  B^ 

geschieht  nach  Enn  ep er  dadurch,  dass  man  das  Polynom  [x^*]  in  Bi- 
nomialfactoren  zerlegt  und  den  Differentialqnotienten  in  ii  Partialbr&cbe. 
Bezeichnen  wir  also  mit  Xq^x^^x^*  .,..  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  2!a),  so 
setzen  wir 

! ^     P.     .      y. 

and  berechnen  U,  U,  U,  n.  8.  w.     Wegen  des  bestimmten  Integrals 

(    dx         «1 


J\ 


_     X^+X^         2'  X^ 

läset  sich  alsdann  die  Summe  der  partiellen  Integrale  in  symmetrischen 
Functionen  der  Wurzeln  x^^^  Xi^  Xt . . . .  ausdrücken.  Da  die  Bestimmung 
Vdes  allgemeinen  Integrals  sich  also  auf  die  Summirung  gewisser  sym- 
metrischer Functionen  reducirt,  diese  aber  für  das  allgemeine  Problem  sehr 
complicirt  sind,  so  habe  ich  durch  Berechnung  der  Integrale  niederer 
Ordnung  von  unten  auf  durch  Induction  zu  den  höheren  fortzuschreiten 
gesucht  und  durch  Zahlenrechnungen  bis  zum  12**°  Grade  inclusive  con- 
trolirt.  Durch  Ableitung  verschiedener  Theoreme  aus  dieser  Reihe 
speeieller  Integralformeln  ist  es  mir  schliesslich  gelmigen,  nicht  nur  das 
allgemeine  Integral  bu  entdecken,  sondern  in  dem  sub  0)  angefahrten 
Systeme  linearer  Gleichungen  das  Verfahren  aufzufinden,  wie  diese  sym- 
metrischen Functionen  summirt  werden  können. 

Zunächst  will  ich  die  von  mir  nach  Enneper*s  Methode  direct  be- 
rechneten Integrale  hier  vorführen«  Ans  denselben  wird  nämlich  theils 
entnommen  werden  können,  welche  Anordnung  derCoefficienten  a,  /?,  y.... 
hergestellt  werden  musste,  um  auf  das  System  O)  zu  gerathen,  theils  wird 
aus  ihnen  der  Sinn  der  Integrale  4),  5),  6),  7)  klar.  Das  allgemeine  Integral 
ist  oämUeh 
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14)        /^"g»^v_ ^iül^ 

S'  >'"]    '    C«.'-a=.')(.V-^.')(«,*-V)--CV-a:._,')' 

Diese  Sammenformel   lässt   Rieh   auch   in  Determinanten  aasrlrticken 
(vergl.  diese  Zeitschrift  X,  pag.  505). 

j\  r  dx    ff     1 n       A^ 

Q 


00 

dx         n      \  n       Bf^ 


x*+ax*+b        2'ßa       "2  '  ß  .  C^ 


J 


OD 

a^dx       n     1 


.       M  2'«         2-6V 


OD 


w ^ _ 


[x^]  -  2 


»     A 


Ix']         2-a/J-y—  2-2>; 
^dx  _n         ß      _n     B\ 

IV)  /*^^ «     g/3 — y «^    ^ 

•-^  M~  2  •^(-.««d+a/Jy  — y«)~  2  *  dT; 


^0 


2-d[-(«Ä-y«C,+(0.c5-y.l)C,]'  ^0-«,  ^i-y, 


2  •(— «»d  +  «/Sy— y»)       2 


*x*dx n  y  »     C, 

3D 

a:'^a: »  /3y  —  da  «     C, 


V)   /Zf.=  *    — «(«<— t)  +  y(«/?— y) »    ^, 

j/[x«^         2  •«[-(|J«-ay)(«/J-y)-(«a-«)']—  2  '   e^. 


/t^ 


0 
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x^dx IS     aß — y  n     D^ 

OD 

y*x^dx n     ad — « n    />, 
„     [xi^~l-~F,  "2-7;' 

o 

t^dx n     iy — ßt »     A 

[^•y  ~  2  ■        li~  ~  2  *  !^' 

-i 

[«'-]       2  •  /;  2  •  n' 

rg^  ^  «  -(«/?-y)[(«/?-y)3-oa  +  («^-0[(«|3-y)(!»-(«<-t)l 

w  _/5^_» /", 

£,=— «(«*-*)  +  )' («^-y) 

£,  =  _a(ot-i,)+t(«|S-y) 

^•,=— y(«t_,)+£(«a_»)=+«(yj-ta)-,(o{:— t.i) 

OD 

/a:*öa: n     — a  (ad  — e)  +  y  (a(5 — y) n     E^ 


/x^dx n     dy  —  ß^ »    £t 

0      ^     ^ 
i^dx  _n     ß{6Y  —  ßf)  —  ö(aö-'t)_  n     D^ 


VI) 


0 


/    [i"]   "~  2  •  G,  ~  2  •  Co' 

/^«^»    —/(«{:)  +  «(ttJ  — 0«    «(yf— ij)-t(0j— tl)^«    ^, 

J    {x»\         2-  -        G.  -2-G.' 
n    E^ 
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VII) 


/aar 

J  [*" 
0      ' 


Tt 


:[(«d-«)->'4(«^-y)]{n(«(3-r)+»(«^«)-y(«g-n)}+«[(«H)-*/«(«/?-y)r 


2'  n(-(d'»-i:0^.+  (i»'J-fr)^.-0-'»-J:«)^.] 


9C 


<?0  "  C, 


/•.=  — («/J-y)  [(„|J_y)3_(„t_,,)]+(«a  — 0  [(«|S_y)^-(««-»)], 

f,=  -{«|3-y)[(«|S-y){;-(«d-0]+(a£-,)[(«/J— y)/J-{aa-«)], 

f,=— («d- j)  [(«/J-y)  {:-(«*- 0]+(«f-i?)  [(«/J-y)«-(«i-»)|S], 


/ 


*a:»ax       »     F, 


Eine    Haoptschwierigkeit  des   Problems   bestand  anfangs  für   mich 
darin,  das  Product  der  Warzelsammen 

5o=(^o+^i)  (^o+'^t)  (^o+^s)  ....  (arn-2+ar,-i), 
welches  der  gemeinschaftliche  Divisor  aller  Integrale  derselben  Ordnung 
ist,  zu  finden  und  demselben  eine  Form  zu  geben,   die   eine  symbolische 
Bezeichnung  znlässt.     Als  solche  eignet  sich  am  besten  die  Gleichung 

15)        S,  =  —  (J(»—7ro)/>o+(f*^  —  wv)/>,—(A:^  —  «A) />,  +  .... 
Sie  ist  immer  möglich  und  bietet  zugleich  die  Werthe  von  Pk  —  x  dar.     Das 
Product  5o  der  Wurzelsummen  der  Gleichung 

kann  ausser  der  von  E  n  n  e  p  e  r  angewandten  Methode  noch  auf  mehrere  andere 
Arten  gefunden  werden.  Erstlich  also  dadurch ,  dass  man  das  System  0) 
nach  /g  /| . . . .  auflöst  und  von  zwei  Werthen  derselben  den  gemeinschaft- 
lichen Theiler  sucht.  Noch  einfacher  aber  ist  folgendes  Verfahren.  Man 
eliminire  x  aus  den  beiden  Gleichungen 
.  a:"  — ox*-» +/Ja:"-^  —  ya?"-* +wa:Hh^  =  0 

Die  Endgleichnng  auf.  Null   und  eine  ganze  Form  gebracht,  ist  dem 

Producte  S^  gleich,  wenn  jene  vom  — ^^ ^ten  Grade  ist  in  Bezug  auf  «. 

Ist  sie  von  höherem  Grade ,  was  gewöhnlich  der  Fall  ist,  so  Iftsst  sie  sich 
stets  durch  Absonderung  überflüssiger  Factoren  auf  den  gedachten  Grad 
reduciren*).  Wie  einfach  dies  Verfahren  im  Vergleich  zu  dem  von 
Enn  eper  angewandten  ist,  möge  ein  Beispiel  beweisen.     Sei  n  =  4. 


♦j   Lacroix,  Eiern.  tTalgkbre  I,  No,  192,  193. 
Brei,  Joum,  de  f^coiepoiyt,  Cah.  XF. 
Lefibure^  Ccrretp.  ßur  Neole  poiyt,  vol,  11^  No.  3. 
Euler^  Inhvd.  in  analyinm  inftniiorum. 
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Aus 

X* —  tfjr*+/Jx* —  yx  +  ^  =  0 

folgen  durch  Addition  und  Subtractiou 

x*+  /5a»+  ö  =  0,     ax^+  y  =  0. 
Die  Endgleichung  ist  also 


(ry-,(i)  +  .=.. 


folglich 

Wir  fügen  bei  dieser  Gelegenheit  hinzu,  dass  man  auf  eine  ähnliche 
Art  die  Gleichung  der  Wurzelsumme  «Q  =  d?,-f  ^i  t  nämlich 

worin   r  =  — ^ zu  setzen  ist,    bestimmen    kann.     Hierzu    hat   man 

1.2  ' 

aus  den  beiden  Gleichungen 

die  Grösse  x  zu  eliminiren.  Die  Endgleichung  in  x  ist  die  gesuchte. 
Dies  Problem  kann  zur  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  verwendet 
werden.     Für  die  biquadratische 

.T* —  aa^  +  ßa^  —  yx  +  d  =  0 
findet  man  die  bicubische  Resolvente 

'*  4  8  16 

32  *  64  ~    ' 

welche  entweder  durch  die  Annahme  a=0  oder  nach  Job  durch  Zerlegung 
in  drei  trinomische  Factoren  auf  den  dritten  Grad  gebracht  wird*). 

Aus  den   sub  I  bis  VII  berechneten  Integralformeln   lassen  sich  nun 
folgende  wichtige  Theoreme  unschwer  erkennen: 

Theorem  I.     Sind  Xq  x\Xt »,,.  a*n— i  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 
a:"— aa?*-*  +  /Jx«-^  — ya;"-*+  ....  +  nx  +  ^  =  0, 
80  ist  nach  14}  und  2b) 


*)  Lacroix^  CompU  den  Elim,  ffalgkbre,     Paris  1804.     iVo.  40. 

Blomstrand,   de  methodiM  praecipuis  aequ,  soiuiiones  invmfendu  Lundae  1847. 

pag.  20. 
Schlesicke,  Auflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades.     Gnin.  Archiy, 

XVI,  1851. 
Job,  Beiträge  zur  Auflösung  der  Gleichungen.    Dresden  1864.    Progr. 
M  atthiessen,  L.,  Die  algebraischen  Methoden  der  Auflösung  der  litteralen 

Gleichungen.     Husum  und  Leipsig  1866.     No.  49. 


Von  Dr.  Ludwig  Matthibssxn.  31 1 


18)  Z 


«-. 


2*— 1 
0 


=  / 

Zar  Ergänzung  dieses  Theorems  fügen  wir  hinza  mit  Hinweis  auf  3) 
19)  ^ ^«""'fog^.      


=/ 


OD 


x^  »  +  ( «•  -  2  /S)  ar2  n  -  2  + ,  _  .j.  (^«  _  2  0  ^ )  x«  +  ^  *  > 
sowie  mit  Hinweis  auf  Band  X  dieser  Zeitschrift  pag.  504 
20)2:  ^ 


=:  Lim 


für  unendlich  wachsende  x  und  2Ar^2n  —  2. 

Theorem  IL  Der  Divisor  S^  sSmmtlicher  Integrale  derselben  Ord- 
nung ist  gleich  dem  Producte  der  Wurzelsummen  der  Gleichung  1). 

Theorem  IIL  Der  Dividend  R^  des  Integrales  J^  hat  denselben 
Typus,  wie  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  —  (oa  —  qtk)  des  Productes 
von  den  Wurzelsummen  der  Gleichung 

dividirt  durch  das  Absolutglied  q, 

Theorem  IV.  Die  Form  der  allgemeinen  Integrale  7^  und  ^2^  i^^t 
in  den  sub  4),  5),  6)  und  7)  aufgestellten  Gleichungen  enthalten. 

Theorem  V,  Dieintegrale  /e,/t..../,ji-2  werden  durch  Auflösung 
der  sub  9)  angeführten  n  linearen  Gleichungen  berechnet. 

Theorem  VI.  Dividirt  man  15)  durch  5^  und  multiplicirt  mit  — ,  so 
folgt  hieraus: 

21)  — (J^— »o)/,  +  (f«e— «v)/4  —  ---±(0p  — »0^  =  1^, 

22)  a/2i.-2— y«^2«-4  +  «-^2i.-e— .... +^7«=  j, 
je  nachdem  n  von  der  Form  4q  oder  4^  +  2  ist;   hingegen 

23)  — (S^  — Äo)«;+(f*^  — iiv)y^— ....  +(1^  — «a)/n-2=^, 

24)  «./jfclj— y./2ji-2+«/2«-6  —  ....  +e'.^n-2=  ~, 

je  nachdem  n  von  jder  Form  ^lQ  +  I  oder  4q+S  ist. 
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/[ü 


Theo  rem  VII.     Das  allgemeine  Integral 

«:•*  dx 

bestimmt  man  dadurch,  dass  man  in  dem  System  9)  statt  der  Coefficienten 
a,  /3,  ^^ . . . .  der  Functionsreihe  die  Coefficienten  ihrer  m}*^  Potenz  einsetzt, 
also  für  m  =  2 

2a,     a*+2/3,     ^aß+^y,     /J»+2ay  +  2d,     2(5y  +  2ad+2£  u.  8.  w. 

§2. 
Folgerungen  fftr  die  Theorie  der  Functionen  r{a)  und  ^(a,  U). 

Aas  den  obigen  Sätzen  ergeben  sich  eine  Menge  schöner  Eigenschaf- 
ten der  Gamma-  und  Betafunctionen.  Setzt  mana:o=a:|C=d:,c=....=a:i,.i, 
so  nehmen  die  Integrale  18)  und  10)  die  Form  von  Betafunctionen  an. 
Nach  Bin  et* 8  Bezeichnung  ist  diese  Function 

if{»,  h)  —  -7; , 

WO  I\a)  das  Euler 'sehe  Integral  erster  Gattung  oder  die  Gammafunction 
bezeichnet.     Da  nun 

J  isf  +  x^     2  r\tt)  x^*-  "- ' 

ist,  80  werden  die  logarithmischen  Functionen  algebraisch,  also 
„X         r.„. s  x,"-*.lognatx„ B[k,n-k) 

'  (.V— ^.*>  (X,*-X,*)....(x,*-Xn.,*)  -  2  .  V»-" 

"^^        ^""'^(i.'-x.')  W-x,*)....ix*-x^.,*)  -    2.V-"-'     ' 

Aus  dem  System  0)  ergeben  sich  nun  unter  derselben  Voraussetzung 
a;p=:a;,  =0*,  =  ...,=  o:«-.!  die  Gleichungen 

nach  der  üblichen  Bezeichnungsweise  derBinomialcoefficienten.  Multiplicirt 
man  in  dem  Systeme  9)  die  zweite  Gleichung  mit  0*01  die  dritte  mit  x^*  etc., 
so  erhält  man  folgendes  System: 

(j)*.^2-2-(;)a:.V2._,+(j)x,» /,„_,- =f 

29)(;)a;./2— ,-(j)*.Vj._4  +  (j^x.'/,,_e- =0 

+  (jV«*-'«»-4-(j)*-»'''»»-«+(j)  *■•'  -^»"-8  -••••=<> 

U.  S.  W.    U.  8.  W. 
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Da  nun  weiter 

7,  _,=  r^ -^dx  _  r(%) .r(n-%) _  B(%  >.-%) 

/   (**+«.')"  2.r(«)x,'  2a:,' 

U.  8.  W., 

80  erhält  man  folgeode  Beziehungen  für  die  Betafunctionen 

30)  (;) /?(%,«-%)- (3) i?(%,«-'A)+ (5) äc/.,«-v.)-.  . . . =«, 

31)  (;)i?(%,«-%)-(j)^{%,«-v.)+(j)^(%,'— %)- ...  .=0 

allgemein : 

»'  (")*(?"-i)-fö*(?+—?-)+-=»' 

»)    ö«(p"-?)-ö»(7+'--F-')+-=«' 

worin  m  eine   ungerade  Zahl   bezeichnet,   welche  grösser  als  die  Ein 
heit  ist. 

Da  r(%)  =  l/n,     r(Vt)  =  ^k  y^,    überhaupt 

/m  \  __  (m  — 2)  (m  —  4)  (m  — 6)  ....3.1 

2    * 
so  erhält  man  noch 

34)  ^O^C-*^)-^!©  ^>-%)  +  li^(5)n«-%)-....  =  ^^.r(»). 

35)  i(;)^(«-%)-.^(.")^x«-%)+^(:)  r(«-v.)-....=o, 

wozu  die  allgemeinen  Formeln  sich  leicht  aus  32)  und  33)  ergeben. 
Da  weiter 

HO  folgern  auch  noch  aus  21)  bis  24)  mehrere  andere  Formeln,  z.  B.: 

*»       -[(ä)ö -(;)©]  *»■■—« 

+[(5)0-(")C)]'»""-'«— ••=--■ 

Zeiitrhiifl  f.  MalhBrnatik  u.  I'hy»ik,  SU,  4,  ^V 
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§.3. 

r^rnlm 
0      "^         ^ 

Obgleich  das  Integral  allgemeinster  Form  das  in  §.  1  betrachtete  als 
speciellen  Fall  in  sich  schliesst,  so  soll  dasselbe  hier  namentlich  deshalb 
besonders  abgehandelt  werden,  weil  meine  Bestimmung  desselben  sich 
einzig  und  allein  auf  das  frühere  gründet  und  meistentheils  aus  den  in 
§.  2  für  die  Betafunctionen  entwickelten  Formeln  durch  Analogie  hergeleitet 
ist.      Wir  gehen  dabei  ans  von  dem  Integral 

worin  r  noch  eine  positive  ganze  Zahl  >•  l  bedeuten  soll.  Der  Fall  [.r*""]*" 
wird  dann  nach  Theorem  VII,  §.  1  behandelt.  Wir  nehmen  also  jetzt  an, 
es  sei 

die  Gleichung  der  r**^"  Potenzen  der  Wurzeln  x^x^  x^,  ,  .  ,  x„^\  der 
Gleichung 

»Sind   diese  n  Wurzeln  sämmtlich  reell  und  positiv,  so  bleibt  der  Divisor 
[o.''"!  für  alle  Werihe  von  x  innerhalb  der  Grenzen  0  7ind  oc  von  Null  vor- 
schiedon  und  da«.  Integral  hat  einen  angebbaren  Werth. 
Das  Integral 

ist    so    lange    eine    bestimmbare   algebraische  Function    des  Coefficientcn 

a,  ß,  Y ,  al«  ''  1*^1"  Factor  von  2  k  ist.      Dieser  Satz  gründet  sich  auf  das 

Intogral 

30) 


J    x''+xj-"^         .    ! 


2kn    ' 
r,sin 

r 

welches  zu  den  Eni  er' sehen  Integralen  erster  Gattung  gehört.  CVergl. 
Inslit.  calcuL  inlcgr,  §.355.  Petrop  1708—1794.)  Ist  r  ein  Factor  von  2A', 
so  wird  das  Integral  eine  transcendente  und  zwar  logarithmische  Function; 
das  Integral  39)  nimmt  alsdann  den  Werth  oo  an.  Die  Berechnung  des 
allgemeinen  Integrals  37)  hängt  von  der  Auflösung  von  (r  —  1)  n  linearen 
Gleichungen  ab  und  es  ist  merkwürdig,  dass  Jille  transcendcnten  Integrale 
durch  die  Natur  des  Gesetzes,  wonach  die  Gleichungen  des  Systems  ge- 
bildet werden,  von  selbst  ausgeschlossen  werden.  Setzt  man  nämlich  der 
liürzp  wc>?en  wiederum 
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SO  bilde  man  folgende^  System  von  Gleichungen: 

CcJrn^2  Sm ßJrn-3  Sttl |-y  •/rii-4«« .... 

r         ^  r 

^rn^2  ««W «/rii-.3  Sttl b  ß  ^rn^A  Sm .... 

r  r  r  , 

....  +  lJrn^r^2Stn''    ^    ^       +   ....  ^0 
r 

r  r 

40)  ....  +  ^J^„^^_2  5m?^^^illl?  +  ....=0 

/rn-4  «W «  An-5  5"' h-.. 

r  r 

=0 

=  0 

a/rn  — r— 2*««^ — ^ — ....    =0 

r 

yri.-.r-2*«w^^ y^ ....  =0 

=0. 

Das  Integral  Jm-r  ist  offenbar  ein  logarithmisches  und   fallt,  wie   man 

T  TL 

Kiolit ,  durch  den  Coefficienten  sin  —  =0  aus  den  Eeihen  aus.     Durch  das 

r 

in  doiii  Syst(5iu  40)  herrschende  Gesetz  wird  auch  die  Bildung  des  Systems  9) 
klar.     Denn  os  ist 

-^CC  J'2n^2''itft  ~  —  ß  J2n-'3  Stn  —  +y  Jq  „  ^^  Stn  —  —  Ö  J2n''bStn  — 
+  BJ2n-BStn—  —  .... 

worin  J2n  -3»  •^2n~5  "•  «.  w.  logarithmische  Integrale  sind. 

Setzt  man  in  40)  r  =  QO,  nachdem  man  durch  —  dividirt  hat,  so  geht 


r 


das  System  wegen  Lim  sin   —  :  —  =  m    über  in 


*a* 
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41)  Jr«-2-2a-^r«-3+3i5Jr»-4-....  =  0 

2Jr«_3— 3aJr«-4+....  =  0 

=0. 

Zar  Erläuterung  des  Bildungsgesetzes  von  40)  bemerke  ich,  dass  die 
(r  +2)*%  (2r+3)*%  (3r+4)'*  Reihe  jedesmal  wieder  mit  dem  Coefücienten  a 
beginnt.  Dasselbe  ist  auch  in  9)  der  Fall,  wenn  man  nachträglich  die 
logarithmischen  Integrale  einschaltet. 

Mittelst  der  aus  40)  berechneten  Integrale  lässt   sich  nun  auch  das 
Product 

^      ^'^        (^0— ^i)    K  — ^l)---  (^1— ^f)(iPi  — a?,)....  (/Tn^i  —  ^n^lY 

wovon  das  Product  Sq  ein  specieller  Fall  ist,  leicht  bestimmen.  Der  Aus- 
druck 5r-2  ist  nämlich  dqr  gemeinschaftliche  Divisor  sämmtlicher  Integrale. 
Beispielsweise  ist  für  r  =  3  und  ft  =  3 

a  J7  —  /3  Jß  =  — ^ 

3  5in-- 
3 

43)  ^«-/5^4  +  y-^8  =  o 

•^4  — «•^»  +  y-^i=ö 

folglich 

_        7g  (flf'—  ß)  ß  —  €ty      _       n  (ft«  —  ß)  ßj^ay 

3  51«  —      '   ^^  ^'^^  '^       ^  sin  —  ^ 

3  3 

y,=  — ^^.^^,     J,==FOoga,ß,Y), 

3  .VI«  —       '     ^ 
3 


/3-  ^.^»  ^4- 

3 


3  5f/i  —       '  3  5f«  — 


Jr^nioga,  ft  y);  ^4  =  — ^^  •  ^^^^' 


3  sin  —  * 

3 

__      7j         tt(/y~«y)— /gy 

3  «m  -- 
3 


Es  ist  also 
^f^-C-^o'+^'o^i  -f-o:,')  {.Vo'+XoX^+x^')  {x,'+x,x,+x,')  =(a'-/3)  /J*-«'^ 
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§.4. 
Folgerungen  fftr  die  Functionen  r(a)  nnd  B(a,b). 

Setzt  man  wiederum  a:o  =  a;,  =0^  =  ....  =  a:«^i,  so  nimmt  das  Inte- 
gral J«    wiederum    die  Form    von  Betafunctionen    an.     Das  Eule  rasche 

j/(i  +  x)'+*-  r(«+6)   -*('*'*^ 

lässt  folgende  Verallgemeinerungen  zu : 

44)  ('"x^'-^dx   ^    r{a) .  r(6)    _  B Ml 

45)         /^^'-^-'ax    <-+;)-^0-;) 


r  .  a:, 


r*' 


Dividirt  man  die  Gleichung  des  Systems  40)  durch  —  ,  schafft  in  der  ersten 

«  r 

Gleichung  die  1  nach  links  und  beachtet,  dass 

so  erhält  man  folgende  Beziehungen  ftlr  die  Betafnnctionen : 
/«\  ^(0,«)      (n\  ^  (7'  "~7)         /«\  ^(7*  "-7) 

W5(o,i)  Vi;  ^^i^ ^_i_^  ^'"^^(f  1-7) 


(ä- 

B 


('.-f) 


(^-f) 


.=0 


.■/(7.°-7)      (./(f-7) 


46) 


„^'(f"-7) 


0  ■ 

B 


(7.-7) 


5 
U.8.W. 
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Beispielsweise  folgt  ans  der  ersten  Gleichung  für  n  =  4,  r=3 

1        ,8.5.2  .  ,7.4.1        ,    1-5.2 

1  —  4 4-6 1. » —  =  "i 

die  Glieder  mit  dem  Divisor  B  {0,  1)  fallen  sämmtlich  weg. 

Für  r  =  oo   erhält    man    eine    bekannte   Eigenschaft    der    Binonüal- 
coefficienten,  nämlich 

(.")-(:)+6)....t(,io±(:)=»- 


§5. 

fvdx 
Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals    /  f~?7p' 

Das  Integral  ist  ebenso  leicht  zu  berechnen,   wenn  r  eine  rationale 

Bruchform  —  hat.     Man  braucht  nur  zu  substituiren 
rv 

l 

a:'^  =  y,     a;  =  y"'   und   dx  =  rvtf*^'^  dy. 

Das  Integral  ist  so  auf  das  Integral  /    ^^^     zurückgeführt.     Da  nun  die 

J    [yvn^ 

nntorc  und  obere  Grenze  der  bestimmbaren  Integrale 

— *ay 


bilden,  so  sind 


vnm  — »  —  1 

dx 


^    1  —  w  f%    vnm — »  — 

-  \  X    ^^    dx  -     _  [x         ** 


0  (» 

die  Grenzen  der  bestimmbaren  Integrale  für  gebrochene  r.  Hieraus  geht 
nun  hervor,  dass  Integrale  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Art  für 
alle  reellen  ganzen   oder  gebrochenen    positiven  oder  negativen  Werthe 

OD 

von  r  sich  berechnen  lassen,  so  lange  in  dem  Integrale    /  _? ^    die    Bo- 

iVwgünf^  U  J^-  i  <C  rntn   erfüllt   bleibt.     So   z.  B.    durch    Substitution    von 
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Das  SystPin  4(1)  ist  nun  gültig    für  positive   und  negative  gebrochene 
Werthe  von  r.     Z.  B.  die  erste  Gleichung  giebt  für 

,    ,     nv,).r(y3)  nV.)-r(V,)         ^       r(%).r(V,) 


r(3)  r(%)  r(%)       r(3)  r(%)  r(-%)    '  r(3)  nv,)  r(-v,) 

=1-%  %.v.-%.y..v.  =  o, 


H=:3,       r  = 


,_3      n%).r(%)  J-(V.).r(V.) r(7.)r(-'A) 

iX3)  r(%)  r(  -  y.j  "^  ^3)  r(%)  r(-  y.)       r(3)  rc"/,)  r(-  %) 
=1+%.'/..'/.  +  %.•/..%  -  V,.V. .'/.  =0, 

"=3,     r=  — % 

1 )    1    3    r(-%).ix%)  r(-v,) . r('y3)_  _ .    r(--.>).r(5) 

r(3)  /'(-ys)  Ays)      A3)  n-%)  m,)       r(3)  r(-2)  /•(3) 

=1-%%  Va  +  yr'7»-y»  -  %-v.  ■%=<>. 

2)  'h.y,.%-%.%-Vz  +  %-'%.y3  -  v,.'ys"/s=o. 

3)  %.%.7,-%.%.% +%■%■%-%.%  %  =  o, 

U.  8.  W. 

Ist   überhaupt  r= ,    so  ist  gemfiss  46) 

/.WQO     /->A^("+7)     /,An"+7)         M<"+T;     „ 

U.   8.  W. 

Für  w  =  r,  also  r  =  — •  1 

/" yo'+i)   />'\  r("+») ,  (»\  /'0«+3)  •_     /«WX2//+1)    ^ 

Vo/    n-i)       Vi/~r(3)    "^VV    r(4)       ■"v«)  i>  Vi^'' 
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allgemein 

^^^\oJr(r+i)\iJ  r(r+2)  '^\y   r(r+3)  Wr(n:^+r) ""^' 

oder  auch  wegen  r(ji  -f-  r)=:  («  +r  -  1)!  als  Facultät  geschrieben 

fn\in+r—i)\      fn\(n+r)\      /n\(n+r+\)\  f„>^{2n  +  r+l)\_^ 

eine  Gleichung,  welche  eine  merkwürdige  Eigenschaft  der  Binomial- 
coefficienten  darstellt. 

Aus  48)     folgt   noch   durch  Einsetzung  der   Gammafunction   für    die 
Binomialcoefficienten 
._1 ^'0__      1        n^  +  i)  ,       1        nn  +  2) 1_    r[n+S) 

^  r  (\y  '  r(n+i)     r{2y  '    r{n)   T /  (3)»  *  r(/i-i)     r(^y '  r(ii-2) 

+  ....=0, 

oder  auch  durch  Einsetzung  des  Binomialcoefficienten  für  die  Gamma- 
functionen,  nachdem  man  durch  /"(n)  dividirt  hat,  folgende  Beziehung 
zwischen  den  Binomialcoefficienten  und  figurirten  Zahlen: 

a)('v')-(")  {")  +0ct')-ö("t>....=« 

-.  G)  (;■)  -(;)("tVö("r)-(a)et>-=» 
ö('t')-(:)("r)+ft)("t')-(s)("tv 

U.   8.    W. 

Diesen  Roihon  lassen  sich  auch  rückwärts  fortsetzen,  wie  folgt : 


=0 


.  =  0 


+C)("/)-Ö  C)  +  ■■-» 


-G)("ö>(;)  CO  -öCtV 
(:)("r)-(')  (0  +G)("t')-(s)("tO 

ö  (")  -öet')+G)("r)-©m+ •■=» 


=  0 
+  ....  =  0 


u.  8.  w. 
Durch  Addition  aller  dieser: 


")(:)("t')-(:)("t;r)+öCt;r)-ö("t;t') 

+  ...    =0. 
Mau  erkennt  hieraus  leicht,  dass  neue  Keihen   durch  Addition  aller 
vorhergehenden   entstehen.      Ebenso  lassen   sich   die  Systeme  46),  47),  48) 
^ückwHi'ta  furtsetzen;  z.  B.  47) 
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55)  +....=0 

+  ....=0. 
Durch  Addition  erhält  man 

V  V  V 


XIL 
Bestimmimg  der  symmetrischen  Function 

der  Wurzeln  einer  Gleichung  Yomm'''''  Grade. 

Von 

Dr.  Ludwig  Matthiessen  in  Husum. 


Wenn  ar^  a:,  a-, ^m-i  die  m  Wurzeln  der  Gleichung 

x^  —  ax'^''^  +  ßx"*^*  —  YX^^^+  .... +7fa:  +  p=:0 
bezeichnen,  so  lassen  sich  folgende  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln 
durch  Auflösung  von  (n  —  1)  m  linearen  Gleichungen  berechnen: 

Xq"— a?^»  Xq"— ar^"  V— arg"        ar^"— gg'»  jr^"  — X3»        ar^^g"— J^m- 1'' 
^o""^i      ^o"~^«      ^o""^3  a?!— arg      a-,— Xj  ^^«-2—^111-1' 

aro+OTi      a:o+a:j     Ä-o+arg  ar^+a-,      a'i+arg  a:,„_2+a;^-i 

....(^m-2"+^r,„-.l"), 

ferner    durch    Auflösung   von    (w  +  r — 2)    m    linearen    Gleichungen    die 
Function 

ar/  +  ar,'- ' x/ ±_x/       a*/  +a-,  'a:,''  +a-,'-        ar,;,_2''  +  u«-!" 

Die  Bestimmung  der  Functionen  2),  3)   und  4)   iHsst  sich  oiTcnbar   auf  die 
von  I)  roduciren.     So  ist  z.  B. 
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•*'0  •*'l  •*'0  '*'l         •''O         "^l 

Die  von  mir  angewandte  Methode,  die  Function  1)  zu  bebtiminen 
durch  die  Coefficienten  a,  |3,  y  ...  der  Gleichung  [a:^]  =  0  besteht  darin, 
das  System  5)  in  XI  nach  y  aufzulösen.     Wenn  alsdann 

R 

der  auf  die  kleinste  Benennung  gebrachte  Wurzelwerth  ist,  so  ist  die  ge- 
suchte Function  1)  gleich  S. 

Bezeichnen  wir  die  Hanptgrössen  des  Systems  mit 

!/nm-2,      yn»i  — 3»      Vnm^K .Vs»       ^f»       Vi»      Vo 

und  setzen  jede  w*®  dieser  Grössen  gleich  Null,  also 

^nm-n~l  =ynm-2»-l=  ....  =y2«-l==yn— 1  =Ö» 

so  ist 

Cfynin-2— i5ynm-3  +  yynm-4— +  Ay«»,-«       +  vynm-«-2 +  ....==  1 

yiim-2— aynm-3  +  ^i^««-4  —  • +xy„«,-n       +  f*y«"i-»-2  +  • . .  .=0 

y«,„«3  — ay„w-4  + ±«yi»m-i.       +^ynm-n-2  +  .    ..=0 

yiim-4  — ay««i-5+ ±xyii«i-«-2  +  ...   =0 

=0 

ay««-ii-2-*/3y»«-.«-.2+...  =0 

y„«-Ä-2— ay«m-«-3+....=0 

y„«-„-3+....=0 

=0. 

Bestimmt  man  aus  diesen  (M^l)m  Gleichungen  ^nm— 2  und  ^nm— 3« 
wobei 

^0  -^t 

ynm— 2 —  "^^      2/fim— 3 —  "^ 

sein  wird,  so  ist  der  gemeinschaftliche  Divisor  S  die  gesuchte  Function. 
Zur  grösseren  Deutlichkeit  nehmen  wir  beispielsweise  fis^5,  m  =  3.  Die 
Functionsreihe  ist 

a:*—  aa:*+  fJa?  —  y  =  0, 
also 

0  =  ^0+^1+^2»     /^  =  ^o^i  +^o^t+-Yi^'2i     y+^o^'i^»- 


Gesucht  wird  die  symmetrische  Function 


.5      /r*  *  — «r^^     .T.^  — .T_* 


L     ^0  '-'^t       ^1  ^t    _ 


:F(a,  (3,  y). 


liierzu  dienen  folgende  zwölf  Gleichungen : 
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— «yii+/5yif— yyii=--i 

yio       — /5y8+yy7=ö 
—  «y8+i5y7-yy6=^ 

y?  — «ye+Z^Vö  =ö 

^6-«%         +yy3=ö 
^5         -/5y8  +  yy2=o 

—  «yg  +  Z^yg— ysf,  =0 
Berechnet  man  hieraus  yi,  und  ^i,,  so  findet  man 

u.  s.  w. 

Die  Function  F{a,  (3,  y)  lässt  sich  noch  auf  einem  anderen  Wege  be- 
stimmen, nämlich  mittelst  der  Discriminante  der  Gleichung  der  n^«" 
Potenzen  der  Wurzeln  der  Functionsreihe. 

Nach  Brioschi  erhält  man  die  Discriminante  einer  homogenen 
Gleichung  zweier  Variabein,  indem  man  die  beiden  partiellen  Diflferential- 
quotienten  gleich  Null  setzt  und  die  Variabein  eliminirt.  Setzt  man  also, 
um  sie  homogen  zu  machen,  in  der  Gleichung 

V»  statt  ar,  multiplicirt  sie  mit  z«  und  sucht  die  partiellen  Differential- 
quotienten, so  erhält  man 

[^^]^]  =  mjr-^--a(m--l)y^-2^+/5(m-2)y«--32« 

Die  Endgleichung  ist  die  Discriminante  D.  Diese  hat  aber  eine  merk> 
würdige  Beziehung  zu  der  Gleichung  derquadrirten  Differenzen, 
indem  sie  proportional  ist  dem  Absolutgliede  derselben. 
Es  ist  also 

^»»  =  ^ (^o-*i)'  (*o-^f)*  K-^a)*. .  •  •  (^m-.2-^«-.t)*. 

Verwandelt    man  nun  die    Functionsreihe  F(x)    in    eine   andere,    deren 
Wurzeln  die  n*«"  Potenzen  derselben  Wurzeln  sind ,  so  kann  man  auch  die 
DIscritüiaaDte  z/^  erhalten  als 
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^«.  =i  (V-^l")'  (V-^«")*  (V-^s")'. . . .  (^in-2"-a  m-l"/. 

Dividirt  man  beide  Gleichungen,  so  erhält  man  offenbar  das  interessante 
Ergebniss 


jr  •  _ 

X„  — Xi  —         —  —  — 


Da  nun  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  dass  F{a,  ß^  y)  stets  eine  rationale 

P^rni  hat,  so  ergiebt  sich  hieraus  noch  das 

Theorem:  Die  Discriminante  einer  algebraischen 
Function  steht  zu  der  Discriminante  einer  Function, 
deren  Wurzeln  die  n*®"  Potenzen  der  Wurzeln  der 
ursprünglichen  Function  sind,  immer  im  quadra- 
tischen Verhältniss. 

Hieraus  folgt  noch 


^V  —  ^t*"     -V  —  V       ^' 


m— 2    — *m  —  1  f        -K^m 


XIIL 


lieber  die  räumliche  Frojeetion  (Relie^erspective), 
insbesondere  diejenige  der  EugeL 


Von 


Rafael  Moestadt, 

Assistent  der  descriptiven  Geometrie  am  Polytechnikum  zu  Prag. 


(Hierzu  Tafel  V,  Figur  9  bis  13.) 


Der  Verfasser  hat  vor  mehreren  Jahren  nach  den  Principien  der 
räamlichen  Darstellungsmethode  Modelle  einfacher  geometrischer  Körper- 
formen, sowie  ein  grösseres  architectonisches  Relief  verfertigt. 

Da  sich  binnen  Kurzem  diese  Arbeiten  an  mehreren  Lehranstalten 
beifälliger  Aufnahme  erfreuten  und  mehrfach  die  Mittheilnng  der  den 
Modellen  zu  Grunde  liegenden  Constrnctionen  gewünscht  wurde,  sowie 
deshalb,  dass  die  Methode  der  Beliefprojection  als  die  allgemeinste  Dar- 
stellungsmethode überhaupt  in  den  Lehrbüchern  über  darstellende 
Geomet;'ie  bisher  keinen  Platz  fand,  berieitete  der  Verfasser  eine  Abhand- 
lung zum  Drucke  vor,  in  welcher  diese  Methode  entwickelt  und  speciell 
die  den  Reliefmodellen  als  Grundlage  dienenden  Constructionen  mit  Be- 
merkungen über  die  Modellirung  selbst  begleitet,  erläutert  werden. 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  zum  Theil  dieser  Abhandlung  entnommen, 
insbesondere  in  denjenigen  Parthien,  für  welche  die  Bildlichkeit  hervor- 
ragend wichtig  ist. 

Jedoch  sollen  gegenwärtig  die  Beziehungen  der  Elementarformen  in 
projectivischeu  Räumen  im  Allgemeinen  in  gedrängter  Kürze  dargestellt 
und  hierdurch  auf  die  folgenden  Constructionen,  welche  sich  auf  Flächen 
zweiten  Grades  und  insbesondere  die  Kugel  beziehen,  vorbereitet  werden. 
Die  neugeometrischen  Beziehungien ,  namentlich  die  der  Involution  von 
rJiiiwJich  collinearen  Systemen,  welche  bedeutender  Erweiterungen  fähig, 
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von  besonderem  wissenschaftlicheu  Interesse  sind,  entlehnt  der  Verfasser 
grossentheils  den  Vorlesungen  des  Herrn  Professor  Dr.  Fiedler  tiher 
darstellende  und  neuere  Geometrie  und  kann  nicht  umhin,  dies  zu 
erwähnen. 


1)  Wenn  man  von  einem  festen  Centrum  Strahlen  nach  den  Punkten 
einer  Raumform  gezogen  denkt  und  in  diesen  zu  jedem  Originalpunkte 
den  ihm  entsprechenden  nach  einem  bestimmten  Gesetze  ableitet,  so  erhält 
man  ein  neues  Gehilde,  von  welchem  man  sagt:  es  sei  mit  dem  Originale 
in  centraler  Lage. 

Die  Art  des  Ableitungsgesetzes  bedingt  zwei  wesentlich  verschiedene 
Formen  des  neuen  Gebildes,  je  nachdem  den  einzelnen  Punkten  eines 
Strahles  als  Originalen  ein  und  derselbe  Punkt,  oder  eine  beschränkte 
Anzahl  von  Punkten  entspricht  oder  je  nachdem  zu  jedem  Punkte  eines 
Strahles  ein  anderer  Punkt  desselben  Strahles  als  entsprechender  gehört. 

Im  ersteren  Falle  ist  das  Ergebniss  der  Ableitung  die  centrale 
l^rojoction  der  gegebenen  Raumform  auf  einer  ebenen  oder  krummen 
Fläche,  in  letzterem  wieder  ein  räumliches  Gebilde,  ein  Modell  im  weiteren 
Sinne.  Die  gewöhnliche  Modellirmethode,  welche  die  Herstellung  eines 
der  Originalform  ähnlichen  Gebildes  zum  Zwecke  hat,  ergiebt  sich  in  der 
That  als  ein  Spccialfall  der  allgemeinen  räumlichen  CentralcoUineation. 

2)  Die  räumliche  Darstellung  von  Raumgrössen  setzt  den  Begriff 
zweier  unendlichen  Räume,  welche  sich  durchdringen,  voraus. 

Diese  beiden  Räume  stehen  vorläufig  in  der  Beziehung  zu  einander, 
dass  auf  jedem  Strahle,  der  dem  projicirenden  Bündel  angehört.  Original- 
pnnkt  und  Ableitung  liegen;  es  tritt  aber  sofort  vollständige  Bestimmtheit 
der  Beziehungen  beider  Räume  ein,  sobald  das  Ablcitungsgesetz  fest- 
gestellt wird. 

Es  muss  sich  auf  folgende  Bedingungen  gründen:  Jedem  Punkte  des 
einen  Raumes  soll  ein  Punkt  des  anderen  Raumes,  jeder  Geraden  wieder 
eine  Gerade  und  jeder  Ebene  wieder  eine  Ebene  entsprechen.  Dies  wird 
erreicht  durch  dio  Annahme  eiucs  Systems  von  zwei  parallelen  Ebenen, 
deren  eine  sich  selbst  entspricht,  d.  h.  Original  und  Ableitung  zugleich  re- 
präsentirt,  während  die  andere  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Orlginal- 
vaumcs  als  Ableitung  zukommt. 

Dio  erstere  soll  CoUineationsebene,  die  letztere  Fluchtebene  heissen 
und  beziehungsweise  durch  S  und  F  bezeichnet  werden.  Dass  sie  parallel 
sein  müssen,  folgt  daraus,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  ihre  Schnittlinie, 
als  der  CoUineationsebene  angehörend,  sich  selbst  und  als  Gerade  der 
Fluchtebene  einer  unendlich  fernen  Geraden  gleichzeitig  entsprechen 
niüshte,  dies  steht  aber  mit  den  festgesetzten  Bedingungen  im  Wider- 
spruche. 
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Bezüglich  der  Lage  des  Centrums  gegen  die  Collineations-  und  Flucht- 
ehene  tritt  bei  der  allgemeinen  Entwickelnng  der  Raumcollineation  nur 
insoweit  eine  Beschränkung  ein,  als  dasselbe  nicht  in  letzterer  liegen 
darf.  Durch  Feststellung  der  drei  Grundfactoren:  Centrum,  Collineations- 
und  Fluchtebene  ist  die  projectivische  Beziehung  beider  Bäume  vollkommen 
bestimmt.  Legt  man  durch  das  Centrum  irgend  eine  Ebene ,  so  schneidet 
dieselbe  die  Ebenen  des  Systems  in  parallelen  Geraden,  welche  mit  dem 
Centrum  ein  ebenes  collineares  System  bestimmen,  in  welchem  die  Schnitt- 
linie mit  der  Coli  ine  ationsebene  die  Spur,  die  Schnittlinie  mit  der  Flucht- 
ebene die  Fluchtlinie  liefern. 

3)  Die  Strahlen,  welche  durch  das  Centrum  nach  den  einzelnen 
Punkten  einer  Geraden  von  beliebiger  Richtung  gezogen  werden,  bilden 
ihre  projicirende  Ebene  und  diese  enthält  die  Ableitung  der  Geraden. 

Man  findet  letztere  einfach  dadurch,  dass  man  die  Ableitung  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  gegebenen  Geraden  als  Schnittpunkt  ihres 
Parallelstrahles  in  der  Fluchtebene  bestimmt  und  den  so  erhaltenen 
Fluchtpunkt  mit  dem  Durchgangspunkte  in  der  Collineationsebene  ver- 
bindet. 

Das  projicirende  Büschel  der  Originalgeraden  schneidet  die  Ableitung 
in  einer  Punktereihe,  welche  mit  der  Reihe  der  Originalpunkte  projoc- 
tivisch  und  gleichzeitig  in  perspectivischer  Lage  ist. 

Bestimmen  die  Originalpunkte  gleiche  Strecken  auf  der  Geraden,  so 
bilden  je  drei  aufeinanderfolgende  Ableitungen  mit  dem  Fluchtpunkte 
vier  harmonische  Punkte. 

Durch  die  Darstellung  der  Geraden  ist  auch  die  eines  einzelnen  Punktes 
gesichert;  denn  man  hat  durch  denselben  nur  irgend  eine  die  Collineations- 
ebene schneidende  Gerade  zu  legen  und  deren  Ableitung  mittelst  des 
projicirenden  Strahles  zu  durchschneiden.  Hiervon  wird  Gebrauch  ge- 
macht ,  wenn  es  sich  um  die  Ableitung  einer  zur  Collineationsebene  paral- 
lelen Geraden  handelt,  weil  für  diesen  Fall  die  Benutzung  von  Flucht- 
und  Durchgangspunkt  nicht  angeht.  Offenbar  ist  die  Ableitung  jetzt  dem 
Originale  parallel.  Denkt  man  die  in  Fig.  9  dargestellte  Gerade  un- 
begrenzt und  von  einem  Punkte  a  vollständig  durchlaufen,  ferner  zur 
jedesmaligen  Lage  des  beweglichen  Punktes  die  entsprechende  in  der  Ab- 
leitung bestimmt,  so  ergeben  sich  folgende  nützliche  Relationen: 

a)  Der  Durchgangspnnkt  d  der  Geraden  in  der  Collineationsebene 
entspricht  sich  selbst; 

b)  dem  unendlich  fernen  Punkte  u  entspricht  der  Fluchtpunkt  /*; 

c)  demjenigen  Punkte  <i,  welcher  bezüglich  des  Centrums  jenseits 
der  Collineationsebene  von  dieser  oben  so  weit  absteht,  als  das 
Centrum  von  der  Fhichtebene ,  entspricht  der  Ilalbirungspunkt  a 
der  Strecke  fd\ 

d)   dem  Punkte  ö,   der  mit  a  den  gleichen  Abstand,    aber  im  ent- 
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gegengesetsstem  Sinne  von  der  Collineationsebene  hat,  entspricht 
der  anendlich  ferne  Punkt  der  abgeleiteten  Geraden,  weil  für  ö     " 
der  projicirende  Strahl  zur  letzteren  parallel  läuft. 
Es  finden  demnach  zwischen  den  Strecken  derheiden  Geraden  (7  und£^' 

folgende  Beziehungen  statt: 

Der  unbegrenzten  Strecke  du  entspricht  die  begrenzte  df, 
der  begrenzten  Strecke  dd  die  unbegrenzte  dö' 

und 

der  unbegrenzten  du  entspricht  die  unbegrenzte  fu. 

Wenn  man  durch  die  Punkte  ö  und  a  Ebenen  parallel  zur  Col- 
lineationsebene.legt,  so  kommt  jedem  Punkte  der  ersteren  Ebene  die 
unter  d  angeführte  Eigenschaft  zu,  ihre  Ableitung  liegt  also  im  Unend- 
lichen und  aus  analogen  Gründen  fällt  die  Ableitung  der  anderen  Ebene 
in  die  Mitte  zwischen  Collineations-  und  Fluchtebene. 

Jene  beiden  Ebenen  mögen  als  erste  und  zweite  Parallebene  (P^  und/\) 
bezeichnet  werden. 

Weil  nun  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Originalraumes  die  Flucht- 
ebene  und  der  als  Original  betrachteten  ersten  Parallelebene  die  unendlich 
ferne  Ebene  des  abgeleiteten  Raumes  entsprechen,  werden  die  Flucht- 
und  erste  Parallelebene  auch  zweckmässig  als  Gegenebenen  des  Systems 
bezeichnet. 

Da  einer  Schaar  von  parallelen  Geraden  ein  und  derselbe  Fluchtpunkt 
zukommt,  so  entspricht  ihr  als  Ableitung  ein  Strahlenbündel  und  insbeson- 
dere eine  Parallelenschaar,  wenn  jene  der  CoUineationsebene  parallel 
ist.  Einem  Strahlenbündel  entspricht  stets  wieder  ein  solches,  wenn  sein 
Scheitel  der  ersten  Parallelebene  nicht  angehört,  im  anderen  Falle  aber 
eine  Parallelenschaar.  Ein  jeder  Strahl  des  projicirenden  Strahlenbündels 
entspricht  sich  selbst,  seine  einzelnen  Punkte  aber  fallen  mit  ihren  ent- 
sprechenden nicht  zusammen ;  die  einzige  Ausnahme  hiervon  bilden  Cen 
trum  und  Durchgangspunkt  in  der  CoUineationsebene. 

Diese  beiden  Punkte  liefern  die  Doppelpunkte  der  in  dem  Strahle 
vereinigten  projecti vischen  Reihen  der  Originalpunkte  und  deren  Ab- 
leitungen. 

Es  liegt  nun  die  Frage  sehr  nahe,  ob  die  beiden  projectivischen  Reihen 
in  einem  Strahle  nicht  involutorisch  werden  können  und  unter  welchen 
Voraussetzungen  dies  geschehe. 

Die  Frage  entscheidet  sich  dahin,  dass  dieser  Fall  eintritt,  wenn  die 
Fluchtebene  in  die  Mitte  zwischen  Centrum  und  CoUineationsebene  gelegt 
wird;  denn  alsdann  findet  ein  Zusammenfallen  der  Gegenebenen  des 
Systems  statt  und  infolge  dessen  eine  Vereinigung  der  den  unendlich 
fernen  Punkten  beider  Reihen  entsprechenden  Punkte. 

Fig.  10  zeigt  diese  Beziehung  an  einem  Strahle.     Dem  PumVX.^  a^  i\^ 
Punkt  der  Originalreihe,   entspricht  a'   als  Ableitnng*^  «\)«ii%c^^oW  ^«t 

'l€\t»chrl/t  r.  Mathematik  a.  Physik,  XU,  4.  ^^ 
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entspricht  dem  Punkte  a,  als  zur  abgeleiteten  Reihe  gehörend,  der  Pnnkt  a 
als  Original,  woraus  die  Vertauschbarkeit  der  entsprechenden  Elemente 
beider  Reihen  klar  hervortritt. 

Centrnm  nnd  Dnrchgangspunkt  des  betrachteten  Strahles  in  der 
Collineationsebene  bilden  die  Doppelpunkte  und  der  Schnittpunkt  in  der 
Fluchtebetie  das  Centrnm  der  Involution. 

Man  überzeugt  sich  ferner  leicht,  dass  bei  der  in  Fig.  10  getroffenen 
Anordnung  des  Systems  auch  Original  und  Ableitung  jeder  beliebig  ge- 
legenen Geraden  diese  Vertauschbarkeit  besitzen,  wie  dies  an  der  Ge- 
raden G  ersichtlich  ist,  dass  man  also  auch  Elemente  des  einen  Raumes  mit 
solchen  des  anderen  Raumes  zu  neuen  Formen  combiniren  könne,  um  in 
den  entsprechenden  Elementen  die  Bestimmungsstücke  der  zugehörigen 
Formen  zu  erhalten. 

4)  Eine  gegebene  Ebene  E  (Fig.  11)  schneide  die  Collineationsebene 
in  der  Geraden  E'  (Spur). 

Wenn  man  in  E  eine  Schaar  paralleler  Geraden  gezogen  denkt,  so 
entspricht  diesen  ein  Strahlenbüschel  mit  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte 
jener  Schaar  als  Scheitel  nnd  wiederholt  man  dasselbe  für  andere  Parallelen - 
schaaren,  so  ergiebt  sich  als  Ort  sämmtlicher  Fluchtpunkte  eine  zur 
Spur  E'  parallele  Gerade  Ef  (Fluchtlinie).  Sie  ist  offenbar  die  Schnitt- 
linie der  Flnchtebene  mit  der  durch  C  gehenden,  zur  gegebenen  parallelen 
Ebene.  Indem  nun  die  Ableitung  jeder  in  E  gezogenen  Geraden  die 
Spur  und  Fluchtlinie  schneiden  muss ,  bildet  die  Ebene  E'  der  parallelen 
Geraden  E'  und  Ef  die  Ableitung  von  E. 

Die  betrachtete  Ebene  wird  durch  das  System  der  vier  Ebenen 
S^F^Pi  und  Pf  in  Parallelstreifen  getheilt,  welche  ganz  analoge  Beziehungen 
zu  ihren  Ableitungen  zeigen,  wie  solche  für  die  Strecken  auf  einer  Geraden 
erörtert  wurden. 

Von  besonderen  Lagen  einer  Ebene  sei  derjenigen  erwähnt,  wo  sie 
der  Collineationsebene  parallel  ist.  In  diesem  Falle  wird  die  Bestimmung 
der  Ableitung  durch  Spur  und  Fluchtlinie  unmöglich;  gleichwohl  aber 
kann  dieselbe  durch  Angabe  eines  einzigen  Punktes  der  abgeleiteten  Ebene 
erfolgen,  da  letztere  dem  Originale  parallel  läuft. 

Für  die  Ableitungen  von  Ebenensystemen  hat  man  unmittelbar 
folgende  Merkmale : 

Einer  zur  Collineationsebene  parallelen  Ebcnenschaar  entspricht 
wieder  eine  solche;  einer  Schaar  von  parallelen  Ebenen  aber 
überhaupt  ein  Ebenenbüschel  mit  der  gemeinschaftlichen  Flucht- 
linie als  Scheitelkante;  endlich  einem  Ebenenbüschel,  dessen 
Scheitelkante  der  ersten  Parallelebene  angehört,  eine  Schnar 
paralleler  Ebenen. 
In  der  Figur  sind  von  jeder  dieser  Schaaren  drei  Ebenen  dar- 
gestellt. 
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5)  Die  Ableitung  einer  ebenen  Figur  ergiebt  sich  als  Querscbnitt 
ihres  projicirenden  Kegels  dnrch  die  Ableitung  ihrer  Ebene. 

Offenbar  besitzen  die  ursprüngliche  und  neue  Figur  nebst  der  Eigen- 
schaft, dass  ihre  entsprechenden  Punkte  auf  Strahlen  eines  Büschels  liegen, 
auch  noch  die,  dass  sich  entsprechende  Gerade  auf  einer  festen  Axe 
schneiden. 

Bringt  man  die  Originalebene  und  ihre  Ableitung  durch  Drehung  um 
ihre  Schnittlinie  in  eine  und  dieselbe  Ebene,  so  werden  die  obigen  Be- 
ziehungen zwischen  den  in  ihnen  liegenden  Figuren  nicht  gestört,  man 
erhält  homologe  oder  collineare  Figuren  in  einerlei  Ebene. 

Dieser  Fall  tritt  auch  unmittelbar  ein,  wenn  die  Originalebene  durch 
das  Centrum  geht. 

Wäre  als  Originalfigur  z.  B.  ein  Parallelogramm  gegeben,  so  ent- 
spricht diesem  ein  Vierseit,  dessen  Gegenseiten  in  der  Fluchtlinie  der 
zugehörigen  Ebene  zusammentreffen  und  umgekehrt  wird  einem  beliebigen 
Vierseit  als  collineare  Figur  ein  Parallelogramm  entsprechen,  wenn  die 
Schnittpunkte  seiner  Gegenseiten  der  ersten  Parallelobene  angehören. 
Die  collineare  Figur  einer  Curve  stimmt  bezüglich  ihres  Grades  sowohl, 
als  ihrer  Ordnung  mit  dem  Originale  überein ;  den  Tangenten  am  Original 
entsprechen  Tangenten  in  den  zugehörigen  Punkten  der  Ableitung. 

Als  CoUinearverwandte  des  Kreises  ergeben  sich  alle  Kegelschnitte. 
Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  eine  oder  die  andere  Gattung  auf- 
tritt, sind  nachstehende: 

Liegt  die  Ebene  des  Originalkreises  parallel  der  Collineations- 
ebene,  so  wird  die  collineare  Figur  stets  wieder  ein  Kreis. 
Gleichwohl  kann  aber  auch  bei  schräger  Lage  der  Kreisebene  die 
Ableitung  als  Kreis  erscheinen,  nämlich  dann,  wenn  die  ab- 
geleitete Ebene  den  projicirenden  Kegel  des  Originalkreises  anti- 
parallel schneidet.  Wenn  der  Originalkreis  die  erste  Parallel- 
ebene berührt,  so  wird  eine  der  Mantellinien  des  projicirenden 
Kegels  und  zwar  die  nach  dem  Berührungspunkte  gehende  der 
Schnittebene  parallel,  die  Ableitung  wird  eine  Parabel.  Durch- 
schneidet endlich  der  Originalkreis  die  erste  Parallelebene,  so 
muss  seine  Ableitung  eine  Hyperbel  werden,  weil  dann  die 
beiden  nach  den  Schnittpunkten  laufenden  Mantellinien  des 
projicirenden  Kegels  der  Schnittebene  parallel  werden.  Wäre 
in  den  angeführten  Fällen  das  Centrum  in  der  Kreisebene  selbst 
gelegen,  so  änderte  dies  Nichts  an  den  Merkmalen  über  die 
Gattung  des  entstehenden  Kegelschnittes. 

6)  Eine  räumliche  Curve  wird  im  abgeleiteten  Systeme  wieder  durch 
eine  solche  von  derselben  Ordnung  und  Classe  repräsentirt. 

Die  gleichzeitige  Betrachtung  der  entwickelbaren  Fläche  einer  Raum- 
curve  lehrt,  dass  den  Tangenten  in  den  einzelnen  Punkten  der  Oi:i^vviA\- 
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carve  die  Tangenten  in  den  zugehörigen  Punkten  der  Ableitung  ent- 
sprechen, ferner  dass  die  abgeleitete  Fläche  die  Fluchtebene  in  einer 
Gurve  durchschneidet,  welche  direct  construirt  werden  kann  als  Quer- 
schnitt des  aus  dem  Centrum  beschriebenen  Fluchtkegels  der  Original- 
fläche mit  dieser  Ebene. 

Selbstverständlich  hat  die  abgeleitete  Fläche  mit  dem  Original  einerlei 
Spur  in  der  Collineationsebene. 

Eine  Kegelfläche  wird  im  abgeleiteten  Systeme  im  Allgemeinen  wieder 
durch  eine  Kegelfläche  vertreten ,  für  deren  Bestimmung  nebst  der  Ab- 
leitung des  Scheitels  die  Fluchtlinie ,  Spur,  oder  die  Ableitung  einer  Leit- 
linie des  Originals  benutzt  werden  können. 

Die  Ableitung  einer  Kegelfläche  nimmt  jedesmal  dann  eine  cjlin- 
drische  Gestalt  an,  wenn  der  Scheitel  des  Originals  in  der  ersten  Parallel- 
ebene liegt  und  enthält  der  nach  ihm  gehende  Strahl  die  Richtung  der 
Mantellinien  des  Cylinders. 

Einer  Cylinderfläche  in  allgemeiner  Lage  entspricht  eine  Kegelfläche 
mit  dem  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkte  der  Mantellinien  als  Scheitel 
und  für  den  besonderen  Fall,  wo  letztere  der  Collineationsebene  parallel 
sind,  wieder  eine  Cylinderfläche. 

7)  Eine  windschiefe  Regelfläche  muss  nothwendigerweise  durch  eine 
Fläche  derselben  Gattung  im  abgeleiteten  Systeme  vertreten  werden; 
denn  ihre  Ableitung  ist  ofi'enbar  zunächst  eine  Regelfläche ,  weil  Geraden 
wieder  Gerade  als  Ableitungen  entsprechen.  Die  neu  erhaltene  Fläche 
muss  aber  auch  windschief  sein;  denn  würden  sich  aufeinanderfolgende 
Lagen  ihrer  Erzeugenden  schneiden ,  so  führte  dies  auf  den  Widerspruch, 
dass  zwei  verschiedenen  Punkten  des  Originalsystems  ein  und  derselbe 
Punkt  im  abgeleiteten  Systeme  entspräche. 

Durch  die  Ableitungen  der  drei  Bestimmungsstücke  der  Originalfläche 
ist  auch  die  neue  Fläche  bestimmt,   überdies  liefert  die  Schnittlinie  des« 
Fluchtkegels    der  Fläche  mit  der   Fluchtebene  des  Systems  ein  viertes 
Bestiramungselement    und    hierdurch    Genauigkeitsproben    für   die    Con- 
struction. 

Wenn  die  ursprüngliche  Fläche  eine  Richtebene  besitzt,  so  degenerirt 
ihr  Fluchtkegel  in  die  durch  das  Centrum  gehende  zur  Richtebene  parallele 
Ebene,  die  Fluchtlinie  der  Fläche  wird  daher  eine  Gerade. 

Die  Anwendung  des  eben  Gesagten  auf  die  Conoide  zweiten  Grades 
führt  sofort  zu  folgenden  Resultaten : 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  habe  als  Leitlinien  die  Geraden  ^,,  M^ 
und  als  Richtebene /?,  welche  der  Collineationsebene  nicht  parallel  sei.   Als- 
dann entsprechen  den  beiden  Leitlinien  zwei  windschiefe  Gerade  M\  M\ 
und  der  Stellung  der  Richtebene,  als  der  dritten  unendlich  fernen  Leit- 
J/n/e  des  Paraboloid»,  die  Fluchtlinie  R^  im  abgeleiteten  System. 
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Offenbar  wird  nun  eine  Gerade,  welche  sich  als  Transversale  Ittngs 
den  drei  sich  paarweise  kreuzenden  Leitlinien  M\M'fR^  {orthewegt^  in 
jeder  ihrer  Lagen  einer  Mantellinie  des  Paraboloids  entsprechen  und  daher 
als  Ableitung  des  letzteren  ein  einfaches  Hyperboloid  erzengen.  Weil 
dieses  aber  die  Flnchtebene  in  der  Geraden  i?/"  schneidet,  mnss  noch  eine 
Eweite  seiner  Mantellinien  derselben  Ebene  angehören  and  man  erkennt 
als  solche  die  Fluchtlioie  der  Richtebene  der  zweiten  Schaar  von  Mantel- 
linien des  Paraboloids. 

Die  beiden  Fluchtlinien  vertreten  die  unendlich  fernen  Mantellinien 
des  Paraboloids  und  ihr  Schnittpunkt  erscheint  als  Repräsentant  des  Be- 
rührungspunktes dieser  Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  eine  der  Richtebenen  der  Collineations- 
ebene  parallel  ist,  giebt  die  Ableitung  wieder  ein  hyperbolisches  Paraboloid, 
dessen  eine  Schaar  von  Mantellinien  der  Collineatiousebene  parallel  läuft, 
während  die  andere  Schaar  die  Fluchtebene  in  einer  Geraden,  der  Flucht- 
linie der  zweiten  Richtebene,  durchschneidet.    . 

Wenn  als  Leitlinien  eines  einfachen  Hyperboloids  die  Geraden  LiL^L^ 
gegeben  sind,  welchen  die  Geraden  L\L\L\  entsprechen,  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  klar,  dass  letztere  die  neuentstehende  Fläche  bestimmen 
und  dass  diese  im  Allgemeinen  wieder  ein  Hyperboloid  sein  werde.  Die 
durch  das  Centrum  parallel  zu  den  Mantellinien  des  gegebenen  Hyperboloids 
gelegten  Strahlen  bilden  den  Fluchtkegel  der  Fläche  und  bestimmen  in 
der  Ebene  F  einen  Kegelschnitt  als  Fluchtlinie  des  Hyperboloids  und 
seines  Asymptotenkegels  zugleich,  die  Ableitungen  der  beiden  letzteren 
Flächen  werden  sich  in  jenem  Kegelschnitte  berühren  müssen,  weil  das 
Gleiche  bezüglich  ihrer  Originale  und  der  unendlich  fernen  Ebene  gilt. 

Specialisirt  man  die  Lage  des  einfachen  Hyperboloids  in  Beziehung 
auf  die  Ebenen  des  Systems ,  indem  man  eine  der  Leitgeraden ,  etwa  Zg  in 
die  erste  Parallelebene  verlegt,  so  folgt,  da  L\  jetzt  ins  Unendliche  fällt, 
d.  h.  zu  einer  Stellung  wird,  dass  die  Ableitung  ein  hyperbelisches  Parabo- 
loid sein  werde,  dessen  zweite  im  Unendlichen  liegende  Mantellinie  der- 
jenigen Mantellinie  des  Hyperboloids  entspricht,  in  welcher  dieses  noch 
von  der  ersten  Parallelebene  geschnitten  wird. 

Die  Erzeugung  der  Regelflächen  zweiten  Grades  aus  projecti vischen 
EbenenbUscheln  überträgt  sich,  da  durch  die  Ableitung  die  Projectivität 
nicht  gestört  wird,  vollständig  in  das  neue  System. 

8)  Die  abgeleiteten  Gestalten  von  Umdrehungsflächen  lassen  sich 
durch  die  Ableitungen  ihrer  Parallelkreise,  Meridiane  oder  auch  von 
Parallelschnitten  zur  Collineationsebene  allgemein  eharakterisiren.  Die 
Mittel,  deren  sich  die  darstellende  Geometrie  bei  Behandlung  von 
Problemen  über  Umdrehungsflächen  zu  bedienen  pflegt,  finden  auch  bei 
Operationen  mit  räumlich  collinearen  Systemen  ihre  A.M'n^tL^xxTi^«  "^ 
s.  B.  übertragen  sich  Beröbrangsebenen,  beiUliYende  Kö%e\-  '«k\i^C;>j|\v«^^^'^* 
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flächen  in  gleicher  Eigenschaft  ans  dem  ursprünglichen  in  das  neue  System 
und  zwar  entsprechen  sich  ihre  bezüglichen  Berührungselemente  als  Origi- 
nal und  Ableitung.  Aus  der  grossen  Menge  von  Umdrehungsflächen  mag 
die  Kugel  als  einfachster  Hepräsentant  hervorgehoben  und  an  ihre  einige 
bemerkenswerthe  Constructionen  gezeigt  werden. 

Denkt  man  die  Kugelfläche,  deren  Collinearverwandte  bestimmt 
werden  soll,  durch  eine  Ebenenschaar  geschnitten,  so  erhält  man  als  Ab- 
leitungen der  entstandenen  kreisförmigen  Schilitte  ein  System  von  Kegel- 
schnitten, welches  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen  muss;  denn 
offenbar  kann  jede  beliebig  geführte  schneidende  Ebene  die  neuerzeugte 
Fläche  nur  in  einer  Linie  zweiten  Grades,  als  der  Collinearverwandten 
desjenigen  Kreises  schneiden ,  welchen  das  der  betrachteten  Schnittebene 
entsprechende  Original  mit  der  Kugel  erzeugt. 

Derjenigen  Schaar  von  Kreisen  der  Kugel,  welche  der  CoUineations- 
ebene  parallel  sind,  entspricht  auf  der  abgeleiteten  Fläche  wieder  eine 
zur  Collineationsebene  parallele  Schaar  von  Kreisen  ^  ausserdem  aber 
existirt  im  Allgemeinen  noch  ein  zweites  System  von  Schnittebenen  der 
Kugel,  welchem  in  der  Ableitung  Kreise  entspringen.  Es  gehören  zu 
letzterem  System  nämlich  solche  Ebenen,  deren  Ableitungen  die  Eigen- 
schaft besitzen ,  dass  sie  mit  den  projicirenden  Kegelflächen  der  in  jenen 
gelegenen  Kreise  antiparallele  Schnitte  hervorbringen.  Wenn  man  ans 
jeder  dieser  beiden  Schaaren  von  Ebenen  diejenigen  betrachtet,  welche 
die  Kugelfläche  in  Kreisen  von  unendlich  kleinen  Halbmessern  schneiden, 
so  übergehen  ihre  Ableitungen  in  Berührungsebenen  der  neuen  Fläche 
und  zwar  in  Ebenen  von  kreisförmiger  Berührung. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  deren  von  jeder  Schaar  zwei,  sie  bestimmen 
die  vier  Kreispunkte  der  Fläche  zweiten  Grades.  Die  Existenz  der 
Kreispunkte,  sowie  der  Umstand,  dass  die  abgeleitete  Fläche  einer  Kugel 
unmöglich  gerade  Linien«  enthalten  kann,  da  sonst  ein  Gleiches  am  Original 
btattfinden  müsste,  weisen  darauf  hin,  dass  alle  Flächen  zweiten  Grades, 
die  Regelflächen  ausgenommen,  als  Ableitungen  der  Kugel  gewonnen 
werden  können. 

Bezüglich  der  Gattung  der  abgeleiteten  Fläche  lässt  sich  im  Vorhinein 
Folgendes  feststellen: 

Wenn  die  gegebene  Kngelfläche  mit  der  ersten  Parallelebenc  keinen 
Punkt  gemein  hat,  ist  ihre  Ableitung,  da  sie  keine  unendlich  fernen  Punkte 
besitzen  kann,  stets  ein  Ellipsoid;  insbesondere  gestaltet  sie  sich  zu  einem 
dreiaxigen  oder  Rotationsellipsoid,  wenn  der  Kugelmittelpunkt  beziehungs- 
weise ausserhalb  oder  in  die  Normale  vom  Centrum  zur  CoUineations- 
ebene  fällt. 

Berührt  die  gegebene  Kugelfläche  die  erste  Parallelebene,  so  werden 
die  Ableitungen  aller  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Kreise 
Parabeln,  die  neue  Fläche  wird  ein  elliptisches   oder  Rotationsparaboloid 
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und  schneidet  endlich  die  Kngelfläche  die  erste  Parallelebene,  so  erscheint 
als  Ableitung  ein  getheiltes  dreiaxiges  oder  Rotationshyperboloid. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Collineationsebene  die  Polarebene 
des  Ceutrums  in  Bezug  auf  die  Kugel  sei  und  die  Fluchtebene  in  der 
Mitte  e wischen  beiden  liege  (vergl.Art.  3  und  Fig.  10),  entspricht  die  Kugel 
sich  selbst  in  der  Weise ,  dass  die  zu  beiden  Seiten  der  Collineationsebene 
gelegenen  Theile  wechselseitig  Original  und  Ableitung  darstellen ,  sie  ent- 
■yrechen  «ich  involutorisch. 

9)  Es  sei  das  Systein  dmr  tetei  Ebenen  S  und  F  (Fig.  12)  mit  dem 
Centrum  C  in  solcher  Lage,  dass  S  zwischen  Fnn^  Cliege;  :flberdies  seien 
diese  Ebenen  normal  zur  Zeichnnngsebene  und  das  Centrum  C,  sowie  der 
Mittelpunkt  m  der  darzustellenden  Kugel  in  ihr  gelegen,  Voraussetzungen, 
welchen  stets  durch  eine  einfache  Transformation  genügt  werden  kann. 

Beschreibt  man  aus  m  den  grössten  Kreis ,  in  welchem  die  Kugel  die 
Ebene  der  Zeichnung  durchschneidet,  so  ergiebt  sich  nach  der  vorher- 
gehenden Nummer,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Ableitung  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  sein  werde. 

Ueber  die  Lage  seiner  Axen  gegen  die  Ebene  S  giebt  folgende  Be- 
trachtung Anfschluss: 

Die  Zeichnungsebene ,  als  Symmetrieebene  der  Kugel  sowohl ,  als  des 
Ellipsoids,  bildet  jedenfalls  die  Ebene  eines  Hanptschnittes ;  ihre  normale 
Lage  aber  gegen  die  zur  Collineationsebene  parallele  Schaar  von  Kreis- 
schnitten des  Ellipsoids  charakterisirt  sie  vollends  als  Ebene  der  grossen 
und  kleinen  Aze  des  letzteren  und  demgemäss  ist  die  mittlere  Aze  der 
Collineationsebene  parallel. 

Der  zu  S  normale  Durchmesser  der  Kugel  liefert  in  der  Ableitung 
einen  Durchmesser  des  Hauptschnittes,  welcher  den  zu  S  parallelen  Sehnen 
conjugirt  ist. 

Man  verlängere  ab^  bis  S  m  d  getroffen  wird,  ziehe  Cf\\ab,  verbinde  d 
mit  f  und  bemerke  darin  die  Punkte  a  b'  mittelst  der  projicirenden  Strah- 
len aCund  bC, 

Der  zu  ab'  conjugirte  Durchmesser  des  Hauptschnittes  ergiebt  sich 
entweder  dadurch,  dass  man  zum  Halbirungsp  unkte  o'  der  Strecke  ab'  den 
entsprechenden  Punkt  o  aufsucht  und  die  in  letzterem  zu  a6  normale 
Sehne  ^A  nach  g'h' (\\gK)  projicirt,  oder,  indem  man  gh  als  Polare  des 
Schnittpunktes  t  von  ab  myf,  der  ersten  Parallelebene  P|  bestimmt  nnAg' h' 
daraus  ableitet '^).  Aus  den  beiden  conjugirten  Durchmessern  Hessen 
sich  nun  sofort  die  Azen  des  Hauptschnittes  finden,  sie  würden  nach  dem 
Obigen  zugleich  die  grosse  und  kleine  Aze  des  Ellipsoids  liefern  und  da 


*)  Da  taoh  vier  harmonische  Punkte  sind  und  /'  ins  Unendliche  fällt,  muss 
ao'  =  0  b'  werden. 


,    ^   li^L^ TWif #gtion ,  insbüsondere  diejenige  der  Kugel. 

•  Xmie  def  Ellipsoids  darstellt,  ist  die  mittlere  Axe 
A  Gt^^^^  nach  bekannt.     Man  bemerkt,  dass  ab' 
'^'.'^^  i^^tfj^akten  des  Ellipsoids  ist. 

.f..  ^^ouAT  TOD  Kreisscbnitteu  des  Ellipsoids  za  ermitteln, 
«iif  Pvlarebene  @   des   Centrums   in  Beziebung   auf  die 
;.    ii»r  Mstte  zwiscben  @  und  C  eine  Ebene  0  und  bestimme 
*  .   .j^^  "  aüx  der  ersten  Parallelebene  /^,. 

s«»     lutMQcechen  allen    Kreisen  auf  der  Kagel,  deren  Ebenen 
•..«.•^-^laiir  «ttibdten,  abermals  Kreise  in  der  Ableitung;  den  beiden 
•^•aui&wa  aber  von  Ebenen  dieses  Büscbels  entspricht  das  zweite 
^     .^   vmt^^iaaikien  des  Ellipsoids. 

,^.^^  ^>Aa>4Ttiction  findet  in  Nachstehendem  ihre  Begründung: 
,-^.    4^  f^^  das  System  der  Ebenen  5,  F^  P^  mit  dem  Centrum  und 
N^.^.»u,.if*.v*«kte  in  derselben  gegenseitigen  Lage,  wie  in  Fig.  12. 

>x  iiii»i^lc  sich  nun  darum,  eine  cur  Zeichnungsebene  normale  Schnitt- 
^KMv  %  i-ei  Kugel  so  zulegen,  dass  ihre  Ableitung  E'  den  projicirenden 
V  H^»  «'^>  ^<^  ergebenden  Scbnittkreises  vw  antiparallel  schneidet,  d.h .  dass 
4  •..«  -  :  Cm  V  werde.  Besässe  die  Ebene  E  in  der  That  diese  Eigen- 
>K*u^t  ><^  ^'^'®  *"^^  sofort  die  ganze  Schaar  der  Kreisschnittebenen  des 
>ni2^»s<ä%U  bekannt;  denn  weil  dieselbe  E'  parallel  sein  mnss,  so  wäre  sie 
j«f  AMeituDg  des  Ebenenbüschels,  welchem  7  als  Scheitelkante  zukommt. 
,\^«*l  St.  4.) 

Ueukt  man  die  Ebene  E  durch  Drehung  um  T  in  die  Grenzlage  E^ 
^v^raoht,  in  welcher  siedle  Kugel  in  dem  unendlich  kleinen  Kreise  p 
»s'hiieiilet,  so  zieht  sich  der  zugehörige  projicirende  Kegel  in  den  Strahl 
y<'  aukauimen,  gleichwohl  muss  auch  dieser  noch  die  Eigenschaft  des 
aiitiparallelen  Schnittes  an  sich  tragen,  d.h.  <,CpE^'  mnss  =:<^Cp  E/ 
k«iu.     Da  aber  ^pp  E^'c^pCT,  so  folgt  pr=  CT, 

Gleiches  gilt  auch  für  die  zweite  Grenzlage  der  Ebene  E.  Hierdurch 
wird  aber  das  Problem  der  Kreisschnitte  der  projicirenden  Kegel  auf  das 
einfachere  reducirt:  an  den  Kreis  vpw  eine  Tangente  so  zu  legen,  dass 
das  Dreieck  Cp  7  gleichschenkelig  und  zwar  TC=  Tp  werde. 

Diese  Aufgabe  findet  in  folgender  Construction  ihre  directe  Lösung: 
Man  lege  an  den  Kreis  eine  Tangente  3)m  verbinde  ihren  Berührungs- 
punkt pi   mit  C,  mache  ^zp^C=^  zCp^  und  bemerke  z^  als  Schnittpunkt 
von  %  und  dem   nenerhaltenen  Schenkel  Cz,  «  Wiederholt  man   dasselbe 
für  andere  Tangenten  des  Kreises,  namentlich  für  die  durch  C  gehenden, 
für  welche  z  in  die  Mitte  zwischen  p  und  C  fällt,  so  findet  man  als  Ort  des 
Punktes  z  eine  gerade  Linie.     Denn  fast  man  die  Figur  als  centralprojec- 
e  Construction  auf,  in  welcher  je  ein,  aus  einem  Punkte  der  Polare  ® 
Kreis  gehendes  Tangentenpaar  Original  und  Bild   einer  Kreis- 
e  darstellt,  so  erhalten  die  Geraden  Cp,  welche  offenbar  den  Tan- 
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gentenpaaren  parallel  sind,  die  BedeotuDg  von  FluchtutrahleD  und  müssen 
ald  solche  mit  den  zugehörigen  Bildern  der  Tangenten  in  Punkten  einer 
Geraden,  der  Fluchtlinie  (Gegenaxe)  des  central  -  collinearen  Systems,  zu- 
sammentreffen. 

Sie  ist  offenbar  der  Polare  des  Punktes  C  io  Bezug  auf  den  Kreis 
parallel  und  hälftet  den  Abstand  von  Pol  und  Polare. 

Unterlegt  man  den  Linien  der  Figur  ihre  eigentliche  Bedeutung  als 
Spuren  von  Normalebenen  zur  Ebene  der  Zeichnung,  so  erkennt  man  in 
den  Geraden  @  und  %  die  Collineations-  und  Fluchtebene  eines  involu- 
iorischen  Systems  (Nr.  8  Schlussbemerkung)  und  lässt  sich  demgemäss  die 
Gerade  T  als  Schnittlinie  der  beiden  ersten  Parallelebenen  des  involuto- 
rischen  und  ursprünglichen  Systems  definiren. 

Die  Construction  Fig.  12  giebt  nun  in  p  und  q  diejenigen  Punkte  der 
Kugel,  welchen  das  zweite  Paar  von  Kreispunkten  des  EUipsoids  ent- 
spricht und  in  der  Ebene  To  den  Kreis  rs  als  Original  des  zweiten  gröss- 
ten  Kreisschnittes. 

Man  kennt  jetzt  zwei  Paare  conjugirter  Durchmesser  des  Haupt- 
Schnittes ,  welche  gegen  die  Axen  desselben  symmetrisch  liegen  und  kann 
nun  letztere  höchst  bequem  ihrer  Lage  und  Grösse  nach  ermitteln.  Dem 
Umstände,  dass  die  Scheitelkante  T  des  Ebenenbüschels,  welchem  in  der 
Ableitung  die  zweite  Schaar  von  Kreisschnitten  des  EUipsoids  entspricht, 
als  die  Durchschnittslinie  der  ersten  Parallelebenen  des  ursprünglichen 
und  involutorischen  Systems  hervorgeht,  entspringt  die  Eigenthümlichkeit, 
dass  man  das  ursprüngliche  System  SF  gegen  das  festgedachte  Centrum 
verschieben,  den  Abstand  der  Ebenen  S  und  F  von  einander  oder  vom 
Centrum  vergrössern  oder  verkleinern  könne,  ohne  dass  die  Ebenen  des 
neuen  Büschels  aufhörten,  ihre  zugehörigen  projicirenden  Kegelflächen  in 
Kreisen  zu  schneiden. 

Specialisirt  man  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Systems  S  F  gegen 
@  ^  und  setzt  die  Ebenen  beider  Systeme  parallel  voraus,  so  hat  dies  zur 
Folge,  dass  jetzt  die  Schnittlinie  T  im  Unendlichen  liegt  und  daher  die 
beiden  Schaaren  von  Kreisscbnitten  übereinfallen.  Die  vom  Centrum  nach 
dem  Kugelmittelpunkte  geführte  Gerade  wird  zur  Axe  der  nun  entstehenden 
Umdrebungsfläche. 

Die  Darstellung  des  elliptischen  Paraboloids  und  getheilten  Hyperbo- 
loids als  Ableitungen  der  Kugel  wird  durch  ganz  analoge  Operationen 
erledigt. 

10)  Wenn  man  Centrum,  Collineations-  und  Flucbtebene  in  der  an- 
geführten Reihenfolge  anordnet  und   die    abgeleiteten  Gestalten  von  Ob- 
jecten,    die    in  Bezug  auf  das   Centrum  jenseits  der   Collineationsebene 
situirt  sind,  wirklich  körperlich  vorhanden  denkt,  so  müssen  dle«^  ¥c).Tav«<cv 
einem  im   Centrum  befindlichen  Auge  den  EindtueVL  d^^t  Ori^vciA^  ^|^^- 
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«äJu-en,  da  die  projicirenden  Strablenkegel  beiden  Gruppen  von  Raum- 
gebildea  ^iiainiiAaftlicb  sind. 

In  diesem  Sinn«  WMet  ^ae  Methode  der  ränmlichen  Darstellang  die 
allgemeinste  Modellirmethode;  sie  eiMtefc die  Originalformen  durch  solche 
von  geringeren  Dimensionen  und  findet  als  DBnüdiam^  €n  relief  in  den 
bildenden  Künsten  praktische  Verwerthung. 

Bei  der  Darstellung  eines  Reliefs  aber  treten  sofort  Beschränkungen 
in  der  Wahl  des  Projectionssjstems  auf,  durch  welche  die  früher  befolgte 
Methode  des  unmittelbaren  Projicirens  ihre  Brauchbarkeit  verliert;  denn 
der  Maassstab  der  Darstellnng  nnd  die  Distanz  werden  fast  ausnahmslos 
eine  solche  Grösse  besitzen,  dass  die  Bestimmungselemente  des  Reliefs 
ausserhalb  der  zu  Gebote  stehenden  ZeichnungsflHche  fallen. 

Am  zweckdienlichsten  für  die  wirkliche  Ausführung  eines  Reliefs 
erscheinen  wohl  in  den  meisten  Fällen  seine  orthogonalen  Projectionen 
auf  die  Collineationsebene  und  auf  eine  das  Centrum  enthaltende  Normal- 
ebene zu  letzterer,  welche,  der  natürlichen  Lage  des  Systems  im  Räume 
entsprechend,  als  horizontal  vorausgesetzt  werden  darf. 

Es  lehrt  nun  eine  einfache  Betrachtung,  dass  die  erstere  Projection 
erhalten  wird,  indem  man  das  perspectivische  Bild  des  Originals  auf  der 
Collineationsebene  (Bildebene)  für  denjenigen  Punkt  alsProjectionscentrum 
construirt,  in  welchem  die  durch  das  ursprüngliche  Centrum  gebende 
Tafelnormale  die  erste  Parallelebene  des  räumlichen  Systems  trifft. 

Die  andere  Projection  erscheint  als  collineare  Figur  der  Orthogonal- 
projection  des  Objectes  auf  der  betrachteten  Ebene. 

Lässt  man  die  Collineationsebene  und  die  zu  ihr  normale  zweite  Projec- 
tionsebene  mit  der  Aufriss-  und  Grundrissebene  einer  Orthogonalprojection 
zusammenfallen,  so  hat  man,  um  die  Projectionen  des  Reliefs  irgend  eines 
Objectes  zu  erhalten,  nur  zwei  perspectivische  Bilder  unter  obigen  Voraus- 
setzungen zu  construiren,  wobei  man  nicht  unterlassen  wird,  durch  zweck- 
mässige Benützung  des  einen  derselben  Vereinfachungen  bei  der  Con- 
struction  des  anderen  zu  erzielen  und  sich  der  in  der  Perspectivlehre  ent- 
wickelten Constructionsbehelfe  im  ausgedehntesten  Maasse  zu  bedienen. 

Anhang. 

Schliesslich  mögen  noch  einige  im  Vorhergehenden  begründete  Be- 
merkungen über  die  Beleuchtungsverhältnisse  folgen,  sofern  sie  die  Selbst- 
und  Schlagschatten  an  einem  Relief  betroffnen. 

a)  Wenn  ein  Relief  durch   parallel   einfallende  Lichtstrahlen ,   also 
Sonnenlicht ,  beleuchtet  wird ,  so  entprechen  die  erscheinenden  Schatten- 
grenzen im  Allgemeinen  einer  Central  beleuchtung  des  Originals,  wobei  die 
Lichtquelle  der  ersten  Parallelebene  angehört  (Nr.  3).     Nur  in  dem  be- 
aonderen  Falle ,    wo    die    Lichtstrahlen   der   Collineationsebene   parallel 
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einfallen,    stimmen  Relief  nnd  Original  bezüglich    der  Schattengrenenz 
überein. 

b)  Umgekebrt  setzt  die  Beleuchtung  des  Reliefs  aus  einem  Punkte  der 
Fluchtebene  Parallelbelenchtung  des  Originals  voraus. 

c)  Jeder  anderen  Centralbeleuchtung  des  Reliefs  entspricht  wieder 
Centralbeleuchtung  im  Original,  aber  für  eine  andere  Lichtquelle.  Ein 
Zusammenfallen  der  leuchtenden  Punkte,  also  Uebereinstimmnng  der  Be- 
leuchtung im  Relief  und  Original  tritt  dann  ein,  wenn  der  leuchtende 
Punkt  in  der  Collineationsebene  liegt. 

Welche  von  diesen  natürlichen  und  künstlichen  Beleuchtungsarten 
realisirbar  sei ,  ist  der  Beschaffenheit  eines  Reliefs ,  als  eines  körperlichen 
Gebildes,  unschwer  zu  entnehmen. 


XIII. 

lieber  einen  besonderen  Fall  anomaler  Flftchenneignng 

an  Apatit. 

Von 

Director  A.  Pürgold  in  Aussig. 


(ffierzu  Tafel  IV,  Figur  14.) 


Nachdem  die  vom  Herrn  Professor  Brei  thaupt  vor  bereits  länger  als 
dreissig  Jahren  nachgewiesenen  Anomalien  der  Flächenneigung  an 
tetragonaleu  und  hexagonalen  (resp.  rhomboedrischen)  Kryst  all  formen 
neuerdings  nicht  blos  um  neue  Beispiele  dieser  Art  vermehrt,  sondern  über- 
dies auch  noch  durch  die  Beobachtung  der  gleichzeitig  mit  ihnen  auf- 
tretenden Modificationen  der  optischen  Eigenschaften  bestätigt  und  zu 
allgemeiner  physikalischer  Bedeutung  erhoben  wurden,  musste  sich  auch 
das  Interesse  an  den  Krjstallaxen,  als  Argumenten  des  optischen 
Charakters  der  Krystalle,  erhöhen.  Ich  unterzog  daher  den  Einfluss, 
welchen  eine  Aenderung  der  relativen  Grösse  und  Lage  der  Krjstallaxen 
auf  die  Neigung  der  Krystallflächen  zunächst  im  tetragonaleu  und  hexa- 
gonalen Systeme  ausübt,  einer  systematischen  Untersuchung,  deren  Er- 
gebnisse ich  seiner  Zeit  zu  veröffentlichen  hoffe,  aus  denen  ich  hier  jedoch 
vorläufig  einen  besonderen  Fall  hervorheben  möchte,  welcher  sich  bei  An- 
wendung der  gefundenen  allgemeinen  Formel  auf  gemessene  Neigungs- 
winkel des  Apatit  ergeben  hat. 

Nach  Herrn  Professor  Breithaupt  (Handb.  d.  Mineralogie  II,  277) 
zeigen  am  alpinen  Apatit  (^PoUachiles  galaclicus)  die  Flächen  der 
primären  Pyramide  P  dreierlei  Neigungen  gegen  die  Hanptaxe,  nämlich: 


ben  einander  liegendes  Flächenpaar  /a=4-~j  vornje=49^  45', 


ein 
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lieben  einander  liegendes  Flächenpaar  M=— -j    hinten  je=  49^  4l'   nnd 

endlich  ein  domatisch  einander  gegenüber  liegendes  Flächenpaar  (y)  je 
=^  40°  49',  entsprechend  dem  auf  Taf.  IV,  Fig.  14  ersichtlichen  Orundriss, 
und  daher  denn  bei  unverändert  rechtwinkliger  Stellung  der  Hauptaxe 
zur  Ebene  der  Nebenaxen  der  Pyramide  P  halbe  Mittelkeile 

an  Flächen  a  =  40°  15', 

an  Flächen  ß  =  A(f  19' 

an  Flächen  y  =  40°  11'. 

Diese  Verschiedenheiten  der  Neigung  der  Pyramidenflächen  wider- 
sprechen einer  oder  mehreren  der  normalen  Bedingungen  der  Axen  des 
hexagonalen  Systems,  d.  i.  Gleichheit  der  sechs  horizontalen  Halbaxen, 
jede  mit  den  ihr  benachbarten  den  Winkel  von  60^  bildend  und  rechtwinklig 
zur  Hauptaxe.  Die  immerhin  symmetrische  Anordnung  der  gleichen  und 
ungleichen  Mittelkeile  aber  deutet  auf  die  entsprechende  Symmetrie  in  den 
Anomalien  jener  Axenbedingungen.  Da  inzwischen  trotz  alledem  am 
Apatit  die  Symmetriegesetze  des  hexagonalen  Systems  in  voller  Wirk- 
samkeit bleiben,  so  liegt  schliesslich  nahe  und  erscheint  am  natürlichsten, 
nach  wie  vor  von  der  normalen  Lage  und  Grösse  hexagonaler  Axen  aus- 
gehend, die  beobachteten  Winkel  Verschiedenheiten  als  Anomalien  von  den 
normalen  Bedingungen  abzuleiten. 

Wird  angenommen,  dass  in  einem  beliebigen  Sextanten,  z.  B.  Sextant  I 

eines  hexagonalen  Krystalles  das  Verhältniss  v  =  -  der  Nebenaxen  ö   zur 

Hauptaxe  a  sich  an  der  Nebenaxe  zwischen  Sextanten  I  und  VI  nm  dv 
ändere  und  zugleich  der  Winkel  dieser  nämlichen  Nebenaxe  mit  der 
Hauptaxe  um  d  Fj  von  90°  abweiche;  dass  ferner  an  der  Nebenaxe  zwischen 
Sextanten  I  und  II  sich  das  Axenverhältniss  v  um  dt^i  ändere  und  dieser 
letzteren  Nebenaxe  Winkel  mit  der  Hauptaxe  um  d  F  von  90°  abweiche; 
dass  endlich  der  Winkel  der  beiden  genannten  Nebenaxen  in  Sextant  I 
um  du  von  60^  abweiche,  so  muss  infolge  dieser  Anomalien  der  nor- 
malen Vorbedingungen  der  halbe  Mittelkeil  ^a  der  Pyramidenfläche  in 
genaontem  Sextanten  I  sich  ebenfalls  ändern,  und  zwar  um 

^*   ^  3i;'  +  4 

welche  allgemeine  Formel  selbstverständlich  nicht  blos  für  Sextant  I  gültig 
ist,  sondern  auf  jeden  anderen  Sextanten,  in  dem  eine  entsprechende 
Aenderung  vor  sich  geht,  übertragen  werden  kann. 

Es  ist  leicht  zu  übersehen ,  dass  mit  Berücksichtigung  der  Lage  der 
veränderlichen  Stücke  zu  den  übrigen  Sextanten  sich  infolge  der  an- 
gegebenen Veränderlichkeit  der  Flächenelemente  in  Sextant  I  sich  die 
sechs  halben  Mittelkeile  der  Pyramide  folgenderroaasseiv  ^x^^V^^w« 


»yjigT-     ji'?;  _.  •••**';  l:T".'  !Z1 "    "■ 


t     ZLÜT-    ZTlZ^l*:       V  -:;,£.. 


-     --^.^    .-•     -■    ..■;./.-■.*  „,,  ^r"i:.      :1h.    -:    :     :■.-:•*     ■ 

**'••'      ''•       "  ■'     •*•■•'  -     ".    ■    .         2-.«»-    xrrz-    Irrrrciziinu.  j-eu:!: 

•■     '••''-■-*  -  *«**     ■-.....*»««.      i.  ci.  j.iovi-     :v    *■•.  .»«Tirn:    er     u^'fr'icn? :?  •" 
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Ebene  der  Nebenaxen  aucb  ferner  als  nnveränderlicb,  mitbin  dV 
=^  F,  =  0  und  nur  eine  Abweichung  5  ü"  der  gegenseitigen  Winkel  der 
Nebenaxen  von  tSKf  ▼oramgea^lmk  Diese  Abweichung  d  ü  finde  im  Sex- 
tant III,  selbstverstftndlicb  mithin  auch  gleieiier  WeiM  m Sttstani  VI  statt; 


ausserdem  sei  das  normale  Axenverhältniss  v  =  —  einer   der  gegen  jene 

a 

Sextanten  III  und  VI  symmetrisch  liegenden  Halbaxen,  also  z.  B.  der 
Halbaxe  zwischen  Sextant  I  und  U  um  dv  verändert,  während  alle  übrigen 
Halbaxen  unverändert  bleiben;  aber  selbstverständlich  die  Winkel- 
änderung d  ü  sich  nicht  auf  die  Sextanten  III  und  VI  beschränken  kann, 
sondern  auch  auf  die  Winkel  der  übrigen  Sextanten  einwirken  muss  — :  so 
muss,  entsprechend  der  Hauptformel ,  offenbar  werden  halber  Mittelkeil 

■r      .        1      -/idv  +iv.dü 

in  Sextant  I   =ta,  =4of  — ^ z-r-i 5 

3  p*  +  4 

in  Sextant  II  =  i  »2=  i  '^i  ? 

vdU 
in  Sextant III  ==ia3=|a  +  ^^;rTr^; 

in  Sextant IV=ta.  =  ia rr— ; 

*  3p'+4' 

in  Sextant  V  =i(Y5=icr^; 

in  SextantVI  =  ia^,=4ijr3, 
also  was  die  Vertheilung  der  gleichen  und  ungleichen  Keile  anbelangt, 
der  am  Apatit  beobachteten  durchaus  entsprechend;  eine  nähere  Prüfung 
erst  kann  ergeben ,  ob  auch  die  numerischen  Ergebnisse  der  Formeln  mit 
der  Beobachtung  stimmen. 

Ganz  allgemein  muss  sein,  da  Winkeländerung  d  C^  immer  nur  sehr 
klein   ist:    halber  normaler  Mittelkeil  =4  a=i  (iag +  2  .  iaj,  =^  arith- 
metisches Mittel  der  drei  halben  Mittelkeile  in  Sextanten  III,  IV,  V. 
Normales  Axenverhältniss  v  =  |j/3 .  cntang  ia^ 
Abweichung  des    Axenwinkels  von  60°  in  Sextanten  III  und  VI 

stna 
Verhältniss  der  Axenänderung  zur  normalen  Axe 
_dv 2 

1  +  4^3  iangd  ü  +  (2-ll/l iang  d  f/)./^^^^^- 3 

Winkel  des  Prisma:  zwischen  Sextanten  I  und  11  =  2.  ^; 
zwischen  Sextanten  II  und  III,  sowie  zwischen  I  und  VI  =  180*^— Ar; 

colangk=^\  .  -  (2  j/l+tangd  J7)+^/3  — J  tangd  ü] 

zwischen  Sextanten  III  und  IV,  sowie  zwischen  V  und  VI=120P— ^8  U\ 
endlich  zwischen  Sextanten  IV  und  V  =  I2Qf^-V\dU. 


243  lieber  eineii  besonderen  Fall  anomaler  Fläcbenneignng  an  Apatit. 


in  Sextant  111=  1  «,=  l«—  * ^*  ^,  ^ ^S 

*^      *  3r«+4 

'  *      *    ^                   3r*+4 
iD  SextaotV  =  >a3=4a-  ^ Zv'  +  A 

mSextant\I  =  >a^=4a— ?^ ? ^^^^^     '- 

Die  am  Apatit  naehgewiesene  Yertheilang  gleich  nnd  angleich  ge- 
neigter Flächen  wärde  sich  demnach  darsteHen  als  4a,=  ^cE,;  i04=4<'5^ 
4«r5=4a(  und  Terschiedene  Vorgänge  sind  möglich,  dnrch  welche  die^e 
besonderen  Fälle  sich  aas  Torstehenden  Formeln,  sanäch^t  ohne  Rücksicht 
anf  das  Maass  der  wirklich  beobachteten  Winkelonterschiede  ableiten 
können. 

I.  Wird  die  relatire  Lage  der  Axen  als  nnrerändert, d. h.  d  V=dy^=di' 
=0  ToraoMgesetzt,  ferner  dF=dr,  und  auch  ausserdem  noch  gleichzeitig  die 
nämliche  Aendernng  dt  des  Axen  Verhältnisses  der  dritten  Halbaxe 
zwischen  Sextanten  II  nnd  III  angenommen,  so  mnss  offenbar  werden 

4«,=  4a,=  4a— -^-— .ar, 


« 


3ü»  +  4" 


4  csr.!  =  4  <'5=  4  '  y  normal . 
Dem  Ansprache  der  Flächenvertheilnng  würde  hierdnrch  also 
genügt;  zugleich  indessen  macht  sich  auch  die  Voraussetzung  nothwendig. 
dass  die  domatischen  Mittelkeile  o,  und  a^  {y  Breith.)  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  vorderen  (a^^o,,  a Breith.)  und  hinteren  (»4=05,  ^Breith.) 
seien,  d.  h.  «s^^^e^lC*"^! +  ^4)*  ^*  ^'®  beobachteten  Fälle  aber  durch- 
aus nicht  dieser  Voraussetzung  entsprechen,  so  ist,  bis  nicht  bestätigende 
thatsächliche  Beobachtungen  Torliegen,  auch  die  hier  angenommene  Ab- 
leitung der  Anomalien  unzulässig.  Eine  kurze  Betrachtung  genügt, 
um  einzusehen ,  dass  demnach  Überhaupt  die  Ableitung  der  beobachteten 
Anomalien  aus  Torstehenden  Formeln  ohne  Aenderung  der  relativen 
Lage  der  Axen,  d.  h.  ohne  Abweichung  ihrer  gegenseitigen  Winkel  von 
der  normalen  Grösse  unmöglich  ist. 

II.  Um  jedoch  jede  überflüssige  Alteration  der  normalen  Bedingungen 
zn  vermeiden,  werde  die  rechtwinklige  Stellung  der  Hauptaxe   zur 
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Ebene  der  Nebenaxen  auch  ferner  als  unveränderlich,  mithin  dV 
==^  F,  =  0  und  nur  eine  Abweichung  5  ü"  der  gegenseitigen  Winkel  der 
Nebenaxen  von  fSKf  ▼orauigea^lmk  Dieae  Abweichung  d  ü  finde  im  Sex- 
tant III,  selbstverständlich  mithin  auch  gleieiier WeiM  m Sttstani  VI  statt; 


ausserdem  sei  das  normale  Axenverhältniss  v  =  -~  einer   der  gegen  jene 

a 

Sextanten  III  und  VI  symmetrisch  liegenden  Halbaxen,  also  z.  B.  der 
Halbaxe  zwischen  Sextant  I  und  II  um  do  verändert,  während  alle  übrigen 
Halbaxen  unverändert  bleiben;  aber  selbstverständlich  die  Winkel- 
änderung d  ü  sich  nicht  auf  die  Sextanten  III  und  VI  beschränken  kann, 
sondern  auch  auf  die  Winkel  der  übrigen  Sextanten  einwirken  muss  — :  so 
muss,  entsprechend  der  Hauptformel,  offenbar  werden  halber  Mittelkeil 

•   Q    ♦   .  T     1       X      /aar  +iv.dü 

in  Sextant  I   =ta,  =iof  — ^ --^, ; 

3  fr  +  4 

in  Sextant  II  =icf2=4ai; 

vdU 

in  Sextant II I  =  .i£r3=|a  +  ^^;rT:^; 

.     «  ivdU 

in  Sextant IV=ta.  =  ia—  ,  ,  .     ; 
*  3p'+4 

in  Sextant  V  =i-(Y5=4cr^; 

in  Sextant  VI  =  2  a^=i<»8, 
also  was  die  Vertheilung  der  gleichen  und  ungleichen  Keile  anbelangt, 
der  am  Apatit  beobachteten  durchaus  entsprechend;  eine  nähere  Prüfung 
erst  kann  ergeben ,  ob  auch  die  numerischen  Ergebnisse  der  Formeln  mit 
der  Beobachtung  stimmen. 

Ganz  allgemein  muss  sein,  da  Winkeländerung  du  immer  nur  sehr 
klein   ist:    halber  normaler  Mittelkeil  =:4a=i  (ia3  +  2  .  iaj,  =^  arith- 
metisches Mittel  der  drei  halben  Mittelkeile  in  Sextanten  III,  IV,  V. 
Normales  Axenverhältniss  v  =  |j/3 .  cntang  ia, 
Abweichung  des    Axenwinkels  von  60°  in  Sextanten  III  und  VI 

sin  a 
Verhältniss  der  Axenänderung  zur  normalen  Axe 
_dv  __  2 

i  +  i/3to/ie7a^  +  (2-i/3/a;i(;af7)y^^^^-3 

Winkel  des  Prisma:  zwischen  Sextanten  I  und  11  =  2.  ^; 
zwischen  Sextanten  II  und  III,  sowie  zwischen  I  und  VI  =  180*^— A; 

colangk  =  l.  -  {2j/z+tangdü)+lj/z  —  :^tangdü'j 

zwischen  Sextanten  III  und  IV,  sowie  zwischen  V  und  VI= 120^—^0  U\ 
endlich  zwischen  Sextanten  IV  und  V  =  I20P+\3ü. 


M4  V^h^  ^oen  hmonderen  Fall  jnBomaler  FÜchcDn^psD^  ui  Apatit. 


Wird  HfilfiFwhikel  ifr=«P,  d.b.cofa  ngk=^}/i,  ImMgcU^tJ  3. 


r — rr 

•o  fsHeo  die  drei  Prismen vinkel  zviscben  Seztaates  I  and  IL  zvi»cliea 
n  aod  IILi  aad  zvincben  I  md  VI  jeder  noraial  =  IVf  aas. 

Hatidek  ef  sich  oao  daraiu,  die  gemeüsenen  Winkel vcrtbe  in  diese 
Cleiebangen  einzofubr^'n ,  so  ergebt  sieb  sogleicb  der  Zvfifel,  velcbe^ 
der  beiden  Fläebenpaare,  ob  das  ▼  ordere  («  Fiicbea  Breitb.)  oder  ob 
das  biatere  (ß  Flicben  Breitb.)  ab  in  dea  Seztaatea  I  aad  H  aad 
welcbes  von  ibnen  in  dea  Sextanten  IV  and  V  liegend  aasanebmen  sei, 
eine  Alternative «  welebe  niebt  an  amgeben  ist,  aad  welcbe  mitbin  fär  jede 
der  Torstebenden  Gleiebongen  zweierlei  Anflosangen  ergiebt,  Ton 
denen  dann  diejenigen  als  die  wabrsebeinlicb  ricbtigen  zn  gelten  baben, 
aus  deren  GeKauoitbeit  die  mindere  Störang  der  Normal verhültni&se  folgt, 
wofür  namentiicb  die  Winkel  des  Prisma  masssgebend  sein  dörflen. 
Ueber  die  Lage  der  domstiseben  (/)  FUieben  in  den  Sextanten  III  and  VI 
kann  nie  ein  Zweifel  stattfinden. 

Erste  Au fldsnng,  .f&r  a  Fllcben  in  SexUnten  I  nnd  IL  ß  Fllcben 
in  IV  und  V,  mitbin  J  a,  =  4Ä,=4a*15';  ia^=^\a^^¥f  itf  nnd  ia,  =  las 
==40»  11'. 

Demnacb : 

Normaler  Mittelkeil  =4  or=4(fi(^';  <;otoa^=:L  180319; 

(0/1^  =  0,847229;    fth  a=0,986413; 
Normales  Axenverbältniss  =|^.co<aii{/^a=  1,36292; 
Abweichung  des  CentriwinkeU  von  6(f  in  Sextanten  UI  nnd  VI 
=  ai^  =  — 3/27";    tew^  =  — 0,0108042, 

T  =  0,990506  +  2'ooa290.0,498i  ^  '  =''^*'  ^^  ^'  ^erUnge- 
r  u  D  g  der  Halbaxe   zwiscben  Sextanten  I  und  II 
um  0,0051  ihrer  ursprünglichen  Länge, 
colang  Ar=0,005l  (1,15470  —0,00363)  +  0,57735  +  0,00363  =  0,58696 
Ar  =  59»  35'  lO" 

und  prismatischer  Winkel: 
zwischen  Sextanten  I  und  11=^119»  10' 20", 
zwischen  Sextanten  II  und  III,  =3  zwischen  Sextanten  I  und  VI 

=  120»  24' 50", 
zwischen  Sextanten  III  und  IV,  =  zwischen  Sextanten  V  und  VI 

=120»  9' 22", 
zwiscben  Sextanten  IV  und  V  =  119»  4l'  17". 
Z  w  e  i  t  e  A  u  f  1  ö s  u  n  g ,  f ttr  /?  FlAchen  in  Sextanten  I  und  11,  a  Fläcben 
in  IV    und  V,     mithin    4«»  =  Ja,  =  40<>  19',      «  a^=  Ja^  =  40»  15'     und 
J«B  =  i««  =  40»ll'. 
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Normaler  Mittelkeil  =  4  « = 40°  13|' ;    r.otang  =  1 ,1821772, 
Umg  =  0,8458970,   sin  o = *i«  80°  27f  =  0,9861573 ; 

normales  Axeu verbftltniss  =  t^  =  |  j/z.  eotang  ^  a  =  1,30506 ; 

Abweichung  des  Centriwinkols  der  Axen  von  60^  in  Sextanten 
III  nnd  VI  =  a  ü=  —  18'  38" ;    tengr  =  —0,0058822, 

l/^t-"-f  =  V^^^mt  =  0,5063, 
y    t€mg^\a      *       f"    '  '        ' 

—  = 1  =  — 0,0047,     d.    h.    Ver- 

©        0,90534  +  2,003107.0,5063  '         ' 

kürz  an  g  der  Halbaxe  zwischen  den   Sextanten  I 
und  II  {ß  Flächen  Breith.)  um  0,0047  ihrer  ursprüng- 
lichen Länge, 
eotang  Ä=— 0,0047  (1,15470— 0,00179) +0,57735 +0,00179 =0,57372, 
^  =  60° 9' 42"; 
Winkel  des  Prisma: 
zwischen  Sextanten  I  und  11=120°  19'  24"; 
zwischen  Sextanten  II  und  III  =  zwischen  Sextanten  I  und  IV 

=  119°  50' 18"; 
zwischen  Sextanten  III  und  IV  =  zwischen  Sextanten  V  und  VI 

=  120^  4' 15"; 
zwischen  Sextanten  IV  und  V  =  119°50'4r. 
Werden  die  Ergebnisse  der  beiden  Auflösnugen  nun  mit  einander 
verglichen,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  zweite  Auflösung  die  geringere 
Abweichung  von  den  normalen  Bedingungen  des  hexagonalen  Systems 
voraussetzt  und  also  um  so  mehr  die  grössere  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
hat,  als  sie  gleichzeitig  eine  auffallende  Uebereinstimmung  der  prisma- 
tischen Winkel  zwischen  Sextanten  IV  und  V  einerseits,  und  zwischen 
Sextanten  II  und  III,  sowie  I  und  VI  andererseits  nachweist,  so  dass  mit- 
hin nur  dreierlei  Prismenwinkel  stattfinden  würden,  während  der  all 
gemeinste  Fall  deren  allerdings  viererlei  giebt.  Leider  scheinen  die 
Winkel  des  Prisma  in  der  Voraussetzung  ihrer  Uebereinstimmung  mit  dem 
Normal werthe  von  120^ nur  sehr  selten  gemessen  zu  sein.  Nur  in  v.  Kok- 
scharow's  Vorlesungen  pag.  264  findet  sich  ein  Winkel  des  Prisma  am 
Apatit  vom  Gotthardt  (der  also  zu  Pollachites  galacticus  Breith.  gehören 
dürfte),  ausdrücklich  als  normal  120^  messend  angegeben;  freilich  ist  auch 
hier  nicht  die  Lage  der  gemessenen  Prismenflächen  zu  anderen  gemessenen 
Flächen  kenntlich.  Der  Mangel  an  Uebereinstimmung  zwischen  den  Winkeln 
des  Prisma,  wie  sie  sich  durch  die  vorstehende  zweite  Auflösung  des  voraus- 
gesetzten Falles  ergeben ,  und  wie  sie  zufolge  der  Beobachtung  des  Herrn 
v.Kokscharow  tbatsächlich  sind^  indem  wenigstens  einer  normal  =  120^ 
sein  mnss,  legt  es  nun  nahe,  noch  einen  dritten  Vorgang  zu  prüfen, 
durch  welchen  die  allgemeine  Formel  die  am  Apatit  wirklich  stattfind^xi^^xw 
Anomalien  motiviren  kann. 
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m.  Wh-d  Blmlich  wie  bisher  swar  in  den  SexUnten  III  and  VI 
eine  Abweichiing  des  Centri winkeis  der  Nebensxen  von  (Xf  um  c  U  Torsns- 
geseilt;  aber  nnn  femer,  ämss  nicht  blos  eine  einzige  Halbaxe  ihr  Verhält- 
niss  cur  Hsaptsxe  nm  d9  ändere,  sondern  dsss  alle  drei  Halbaxen 
einerseits  der  beiden  Sextanten  III  und  VI  jede  am  ^p  vom  normalen 

Axenverhältniss  p  =  ~  abweichen ,   so  gestalten  sich  die  Gleicbangeo    für 

die  sechs  halben  Mittelkeile: 

in  Sexfanten   I   and  II  =4«,=  ««^=«« ^ -\^ 

3r*+4 

in  Sextanten  in  und  VI=4a,=  iirg=4a—'''^^^''~''^^ 


in  Sextanten  IV  und  V  =  la^=la^=^a—  ^ 


3r«+4 
vdü 


31^+4* 

Die  allgemeine  Vertheilung  der  gleichen  und  ungleichen  Keile 
stimmt  also  wiederum  mit  der  Beobachtung  und  es  findet  »ich  sogar  viel 
einfacher,  ab  in  dem  vorhergehenden  Falle,  hieraus 

halber  normaler  Mittelkeil  =  4«==y(2.4ff3  +  ö.^a^— -iff,\ 
normales  Axenverhältniss  r  :=  |  ^3  cotang  4  a, 

Verhältniss  der  Axenänderung  zur  ungeänderten  Axe  =  — 

r 

cotang  4*1  —  cotang  \  a^ 

cotang  4  ^4  ' 

Abweichung  des  Axenwinkels  von  60<*  in  Sextanten  III  und  VI 

•  sina  ' 

Winkel  des  Prbma,  dreierlei,  nHmlich 
swischen  Sextanten    I    und    II  =  «wischen  IV  und  V=120*+4^r, 
zwischen  Sextanten  II  und  III  ^zwischen   I  und  VI=60^-^j^d  f^+A-, 
zwischen  Sextanten III  und  IV  =: zwischen  V  und  VI=180°-|d  T-A-, 

2  .  —  +\+ylAangdU 

cotang  k  = -z . 

yZ  +  fang  d  U 

FürAr  =  6(f — l  du  würden   also  die  zwei  Prismenwinkel  zwischen  II 

und  III  und  zwischen  I  und  VI  normal  je  =  120*  werden    und   dann  muss 

dv  — 1 

sein  —  =  — ;= ;  für  Ar  =  eo^  +  f  ^  f/  hingegen  werden  die  zwei 

^       2.yz.colüngdU-^\  *  ^^ 

Prismenwinkel  zwischen  III  und  IV  und  zwischen  V  und  VI  normal  und 

für  diesen  Fall  muss  sein 

*  "  4—yltangdU  2,2(m  —  langdü 
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Auch  für  diese  Gleichungen  besteht  selbstverständlich  die  Alternative 
fort ,  dass  einmal  die  a  Flächen  Breith.  als  in  den  Sextanten  I  und  II  und 
die  ß  Flächen  als  in  IV  und  V  liegend  anzunehmen  sind ,  dann ,  dass  die 
umgekehrte  Lage  der  genannten  Flächenpaare  stattfindet;  es  sind  mithin 
ebenfalls  zweierlei  Auflösungen  der  Gleichungen  möglich. 

Erste  Auflösung,  für  ß  Flächen  in  Sextanten  I  und  II,  a  Flächen 
in  Sextanten  IV  und  V;  also  ^a,  =  Ja,c=40®  19',  cotew^=  1,17846;  i(*s=\oQ 
=40°  n';    ^«^=»«5=40"  15',  cotow^=  1,18125. 

Halber  normaler  Mittelkeil  ==4a=|(2. 40»  ll'+5.40°  15'— 40'>i9') 

=  40' 13'; 
normales   Axenverhältniss  v  =J  j/^.cotang  40°  13'= 1,36560; 

Verhältniss  der  Axenänderung  zur  ungeänderten  Axe 

dv        1.17846  —  1,18125  ^  ,^^^    ,  ,  /•   j  *    • 

—  = =  —  0,00236,  d.  h.  es  findet  eine 

V  1,18125  '  ' 

Verkürzung   der  drei  den  Mittelkeilen  von  40^  Ifi' 

anliegenden  Halbaxen  jeder  um  0,00236  ihrer  normalen 

Länge  statt; 

Abweichung  des  Centriwinkels  in  Sextanten  III  und  VI  von  «0^ 

"^  5i>i80°26  ' 

/an^  =  — 0,0081741; 

coiang  *=  r_iM?.^+L=jl:10i???il)  =  o,569I3; 

^8  —0,00817 
Ar=60°2l'44"; 
Winkel  des  Prisma,  mithin 
zwischen  Sextanten    I   und   II  £=  zwischen  Sextanten  IV  und  V 

=  119°  45' 57", 
zwischen  Sextanten  II  und  III  =  zwischen  Sextanten  I  und  VI 

=  120°  14'  43", 
zwischen  Sextanten  III  und  IV  =  zwischen  Sextanten  V  und  VI 

=  119°  59' 20", 
also  um  nur  —  40  Secunden  vom  Normalwerthe  abweichend. 

Zweite  Auflösung,  füra  Flächen  in  Sextanten  I  und  II,  /? Flächen 
in  Sextanten  IV  und  V,  also  ^a,=5^  »2  =  40°  15',  co/aw^=  1,18125;  ^a^=\€CQ 
=  40°  ir  und  endlich  4«^=»  »5= 40°  19',  coto«ör= 1,17846. 

Halber  normaler  Mittelkeil  =4of=^(2.40°  ll'  +  5.40°19'— 40°  15') 

=  40°  17',  colan'g  40°  17'=  1,17986,    sin  80°  34'=0,98648; 
normales  Axenverhältniss  e=f  ^3  coton^  |a= 1,36238; 

Verhältniss  der  Axenänderung  zur  ungeänderten  Axe 

dv       1.18125—1,17846       ^  ^_^      ,  ,  v.      :v    • 

—  = rröTa ^^  0,00236,  aVao  ^w\.%^x^O^«\jA  %\w«t 
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Verlängerung  der  drei  Nebenaxen  an  den  Mittel- 
keilen  von  40^  15'  um  je  0,00230  ihrer  normalen  Länge; 
Abweichung  des  Centriwinkels  von  00°  wie  in  der  ersten  Auf- 
lösung =  —  28'  O",  d.  h.  Centriwinkel  in  den  Sextan- 
ten III  und  VI  je  =  59^  3l'  44",  in  jedem  der  übrigen 
vier  Sextanten  =  60^  14'  3" 

,        .        +2  (0,00236)  + l-j/r(0,008l7)       ^  ^^^^^ 
eotang  k  =  - — ^-^ -i— ^ — ^--^ =  0,57462 : 

^3—0,00817 
Hüifswinkel  Ä=:60»7'3" 
und  deiimach 

die  Winkel  des  Prisma 
zwischen  Sextanten   I  und  II  =zwischen  IV  und  V  =  119^  45'  57", 
zwischen  Sextanten  I  und  VI  =:  zwischen  II  uudIII=:l2ü"0'  1 J", 

d.  h.  normal, 
zwischen  Sextanten  III  und  IV = zwischen  V  uud  VI  =  120'*  14'  l". 

Indem  also  schon  die  erste  Auflösung  ein  Ergebniss  liefert,  welches 
in  Bezug  auf  zwei  Winkel  des  Prisma  nur  eine  so  geringe  Abweichung 
(um  nur  40  Secunden)  vom  Normalwinkel  120°  zeigt,  dass  sie  innerhalb  der 
Grenzen  der  zulässigen  Beobachtungsfehler  bleibt,  so  entspricht  die 
zweite  Auflösung  noch  viel  strengeren  Anforderungen  der  Genauigkeit. 
—  Die  der  ganzen  Berechnung  zu  Grunde  liegenden  Anomalien  der  Pyra- 
midenwinkel des  alpinen  Apatit  lassen  sich  also  durchaus  ungezwungen 
ableiten  aus  einer  Verkleinerung  des  Centriwinkels  der  Nebenaxen  in 
den  beiden  Sextanten  mit  40°  U'  Pyramidenwinkel  (y  Flächen  Breith.)  um 
je  28'  6"  (Centriwinkel  =  59°  31'  54"),  wodurch  in  den  übrigen  Sextanten 
diese  Centriwinkel  je  60^  14' 3"  werden,  und  aus  der  gleichzeitigen  Ver- 
längerung jeder  der  drei  Halbaxen  an  den  zwei  Pyramiden  winkeln  von 
40°  15'  (a  Flächen  Breith.)  um  je  0,00236  ihrer  normalen  Länge.  —  Diese 
geringfügigen  Abweichungen  von  der  normalen  Lage  und  Grösse  der  hexa- 
gonalen  Nebenaxen  motiviren  nicht  blos  die  beobachteten  Winkelunter- 
schiede nun  als  eineNothwendigkeit,  sondern  haben  überdies  auch  noch  die 
bemerkenswerthe  Eigenthümlichkeit,  sich  in  ihrem  Einflüsse  auf  je  zwei 
Winkel  des  Prisma  zu  paralysiren,  so  dass  dieselben  genau  den  Normal- 
werth  von  120°  bewahren ,  während  von  den  übrigen  ein  Paar  um  je  etwa 
^  Grad  grösser,  das  andere  Paar  um  so  viel  kleiner  geworden. 

Allerdings  muss  die  Uebereinstimmuug  dieser  letzteren  Winkel  mit 
den  Ergebnissen  der  Kechnung  erst  durch  künftige  Messung  bestätigt 
werden,  indessen  erschien  es  immerhin  sehr  interessant,  an  einem  be- 
stimmten Beispiele  die  wirklich  beobachteten  Anomalien  aus  den  normalen 
ungestörten  Bedingungen,  den  theoretischen  Voraussetzungen  der  regel- 
rechten Krystallisation  durch  eine  Berechnung  abzuleiten,  auf  welchem 
fVege    alleiu  es  möglich   sein  dürfte ,   ein  Maass   zu  gewinnen  für    die 
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Grenzen  y  innerhalb  deren  die  relative  Lage  und  Grösse  der  Krystallaxen 
schwanken  kann,  ohne  die  Symmetriegesetze  der  Flächen vertheilung, 
d.  h.  das  Krystallsystem  selbst  zu  ändern.  Diese  Grenze  wird  bei  den 
verschiedenen  Krystallspecien  voraussichtlich  von  sehr  verschiedenem 
Umfange  ausfallen,  indem  der  Grad  der  Empfindlichkeit  der  Flächen- 
vertheilung  gegen  Axen-  (resp.  Winkel-)  Verschiedenheiten  sehr  ver- 
schiedenartig ist,  so  dass  z.  B.  die  Flächen  des  krystallisirten  Kupfer- 
kieses den  Symmetriegesetzen  des  tetragonalen  Systems  folgen,  während 
der  Winkel  seines  Octaeders  um  noch  nicht  einen  halben  Grad  von  dem 
des  regulären  Octaeders  abweicht,  und  andererseits  wieder  z.  B.  die 
verschiedenen  Specien  der  Feldspathfamilie  bei  aller  Verschiedenheit  der 
numerischen  Grundlagen  ihrer  Krystallgestalten  die  auffallendste  Analogie 
in  der  Flächenvertheilang  zeigen. 
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XVI.  Bemerkung  ftber  die  dekadischen  Werthe  der  Potenzen  ganzer 
Zahlen.  Die  Zahl  81  ist  die  einzige  Quadratzalil  von  der  Eigenschaft,  dass 
ihre  Quersumme  zugleich  ihre  Wurzel  ist;  unter  den  Cuhikzahlen,  den 
Biquadraten  u.  s.  w.  finden  sich  dagegen  mehrere  solche  Zahlen,  z.  B. 

]^^  =  8,        }^^2  =  18,    /l7576  =  26,     J/'i9683  =  27; 


j/2401=7,      ^234256  =22,      ^390625  =  25,      ^614656  ==28; 
J^'l72103Ö8= 28,      /52521875  =  35,      ^60466176=  36 ; 
j/275i2614iiT==31,  ^52523350144=34,  ^271 81861 1107 =43,  J^l  17471 1139837  =  53; 
]^45848500718449031  =  71. 
Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  derartige  Zahlen  ohne  mechanisches 
Probiren  zu  entdecken  sind. 

SCHLÖMILCH. 

XVn.  Den  Winkel  zweier  Ebenen  auszudrücken  durch  ihre  Para- 
meter auf  drei  schiefwinkligen  Axen.  Von  Dr.  Gustav  Jdnohann. 
Auf  drei  schiefwinkligen  Axen  seien  die  Parameter 

OA=u,     OB  =p,     OC  ==:q  einer  Ebene  E  und 
OA'=^u\   Off^=zp,    0C"  =  / einer  zweiten  Ebene  i:' 
gegeben,  sowie  auch  die  Winkel  der  Axen. 
Damit  sind  auch  die  Dreiecksflächen 

BOC^\pqsin(pq)^A^       B'OC'  =  \pq  sin{pg)=:d\ 
AOC=^\uq  sin  {uq)^=J^       A'O  C'=^uq'  sin  (uq)z=J\ 
AOB^^up  sin{up)^A^       A!OB'=:lup' sinlup)=:J\ 
als  gegeben  anzusehen,  sowie  auch  die  Flttchenwinkel  der  Ecke  0: 

welche  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  (pq), 
(ug),  (up)  zu  berechnen  sind. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  in  den  Ebenen  Ey  E'  durch  die  Axenebenen 
bestimmten  Dreiecke : 

und  die  Flächenwinkel,  welche  dieselben  mit  den  Axenebenen,  und  zwar 
im  Innern  der  beiden  Tetraeder  OABC,  OA'B'C'  bilden: 
Aq  A^  =d,      Aq  At  =«,      z/o^/s=J:, 
A\a\  =  6\     A\A\  =  b,     ^o^8  =  fi 
80  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung  der  Projectionen  von  Ai,  A^^  A^ 
anf  z/q,    von  A^^  Af^  A^    auf  A^y    von  A^^  A^^  A^   auf  z/s»    ^on  A^^  z/|,  A% 
auf  A^\ 

Aq  =     AiCos  d  + AfCos  E+ A^cosi 

AqCosö^     Ai  — A^cosy  —  A^cosß 

^  AqCos  9  =^  —  AiCosy  +  A^  —  A^  cos  et 

J^  €0$^  =  "  Ai  cos  ß  —  A^cosa+  A^, 
Addiren  wir  diese  Gleichungen,  nachdem  wir  sie  der  Reihe  nach  mit 
A^y  A^y  A^y  A^  multiplicirt  haben,  so  erhalten  wir  den  auerst  von  Tinsot 
mitgetheilten  Satz : 

2)  Aq=A^^  +  A^  +  A^'-2  A^A^  cosa — 2 zi,  A^  cosß — 2^/,  A^  cosy. 
£benso  erhalten  wir  z/q*  ausgedrückt  durch  //', ,  A'^,  A\f  «,  j5,  y,  wonach 
also  nun  auch  Aq^  A\  als  bekannte  Grössen  eingeführt  werden  können. 

Nun  ist  nach  einem  von  dem  Verfasser  1862  mitgetheilten  Lehrsatze 
der  Tetraedrometrie*)  für  denjenigen  Winkel  der  Ebenen  E  und  E\ 
welcher  dem  Punkte  0  zugekehrt  ist : 

3)  — A^  cosEE'  =  A^  cosS'  +  A^  cosi+A^  cos^'    oder  auch 
—  A\cosEE'=iA\cos6  +A\cosb  +A\cosi. 

Wählen  wir  von  diesen  beiden  Gleichungen  die  zweite,  so  ist  nach  den 
Gleichungen  1) : 

^       A^  —  A.  cos  y  —  Aj.  cos  ß 

cos  6  =  — = 7 

Aq 

^^, — ^>  cosy  +  At  —  A^cosa 

cos  i  = = 

A^   . 

cos  t  =  ~^i  cosß  — A^  cos  ti+A^ 
Substltuirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  8),  so  ergiebt  sich : 


•)  Siehe  „Tetraedrometrie  von  Dr.  Gustay  Junghann"  f2  Theile  1862/63. 
Gotha  bei  Thienemann)  I,  pag.  04,  Gleichnng  50  b.  —  Der  Satz  ist  dort  nicht  für  die 
Dreieckflächen  der  beiden  Tetraeder  OABCy  0  A*B'C\  sondern  für  die  JT-sinns  der 
ihnen  gegenüberliegenden  Ecken  ansgesproohen  nnd  bewiesen.  Der  hier  gebrauchte 
Satz  ergiebt  sich  aber  ans  jenen  Gleichungen  50b,  wenn  man  dieselben  mit 

n,       il,       i7,      ils 
(siehe  Tetraedrometrie  II,  pag.  47,  Gleichung  169)  muUipUoirt. 
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Für  rechtwinklige  Azen  ist 

C05  0  =  CO* /3 = CO*  jr  =  0 
und 


aUo 


-COSEE'z: 


j/p^q'+u^g'  +  u^p*  j/pY*+u''q^+u*p'*'' 


WM  ;)p  ^r^r 


/4+^+?/7.+7«+7i 


wAtt  mit  der  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Formel  überein- 
stimmt. 


XVni.  Einige  allgemeine  Sätze  ftber  algebraische  Curven.  In 
mehreren,  im  0.  und  10.  Bande  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsätzen 
habe  ich  Betrachtungen  angestellt  über  einen  interessanten,  für  alle 
algebraischen  Curven  giltigen  Satz,  welcher  lautet : 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel,  unter  welchen  eine 
gerade  Linie  einer  Curve  n^°  Grades  begegnet,  ist  ebenso  gross, 
als  die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit 
den  n  Asymptoten  einschliesst. 
Mit  Hülfe  dieses  Satzes  gelangt  man  sehr  leicht  zu  folgendem  ebenfalls 
allgemein  giltigen  interessanten  Lehrsatz: 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  Winkel,   unter 
welchen  eine  beliebige  algebraischeCurve  von  einem 
Kreise  geschnitten  wird,  ist  Null. 
Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  nehme  man  in  dem  gegebenen  Kreise 
einen  beliebigen  Punkt  an  und  transformire  den  Kreis  und  die  Curve  nach 
der  Methode  der  reciproken  Radien -vectoren.     Alsdann  entspricht  dem 
Kreise    eine  gerade  Linie  und  der  Curve  w*®°  Grades  eine  solche  2n*'" 
Grades.     Nun  gilt  aber  für  die  nach  jener  Methode  transformirten  Gebilde 
der  bekannte  Satz :    Wenn  zwei  Curven  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
so  schliessen  die  entsprechenden  Curven  im  entsprechenden  Punkte  den- 
selben Winkel  ein.     Also  kann  man  auch  die  Summe  aus  den  Cotangenten 
der  2n  Winkel,  unter  welchen  sich  der  Kreis  und  die  Curve  ra^®°  Grades 
schneiden,  ersetzen  durch  die  Summe  aus  den  Cotangenten   der  Winkel, 
unter  welchen  die  entsprechende  gerade  Linie  der  entsprechenden  Curve 
y//**"  Oradea  begegnet.     Diese   Summe  ist    aber  ebenso   gross,   als  die 
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^•MW^V^t^V^^^^^ 


Summe  aas  den  Cotangenten  der  Winkel,  unter  welchen  die  Linie  die 
2n  Asymptoten  trifft.  Nun  ist  aus  der  Gleicliung  der  Curve  2n^^^  Grades 
leicht  zu  erkennen,  dass  der  Pol  und  die  beiden  imaginären  unendlich 
fernen  Kreispunkte  n  fache  Punkte  derselben  sind.  Daher  laufen  von  den 
2n  Asymptoten  dieser  Curve  n  parallel  der  Linie  x+  f^=0,  die  übrigen 
und  n  parallel  zu  x  —  f^  =  0.  Da  aber  jede  beliebige  Linie  die  Linien 
x-|-f^=0  und  a;  —  iy  =  0  unter  Winkeln  schneidet,  deren  Cotangenten 
resp.  —  t  und  +  <  sind,  so  muss  auch  jene  Summe  der  Cotangenten  gleich 
ni — ni  sein,  also  verschwinden.     Der  Satz  ist  also  bewiesen. 

In  diesem  Beweise  ist  stillschweigend  vorausgesetzt  worden ,  dass  der 
Kreis  der  Curve  wirklich  in  2it  Punkten  begegnet.  Dies  tritt  aber  nur 
dann  ein ,  wenn  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Curve 
nicht  angehören.  Sobald  dieser  Ausnahmefall  statt  hat,  so  vermindert 
sich  jene  Anzahl  um  2,  sobald  jene  beiden  Punkte  einfache  Punkte,  und 
um  3j9,  sobald  sie  p  fache  Punkte  der  Curve  sind.  Es  ist  nun  die  Frage, 
ob  unser  Satz  auch  noch  Giltigkeit  hat  für  die  übrig  bleibenden  2n — 2, 
resp.  2n — 2p  Winkel.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies  wirklich  der 
Fall  ist.  Denn  jetzt  entspricht  der  gegebenen  Curve  eine  andere  Curve 
(2n  —  2)*«°,  resp.  (2;i  —  2^)^*"  Grades,  welche  die  unendlich  fernen  imagi- 
nären Kreispunkte  zu  (n  —  1) fachen,  resp.  (n — p) fachen  Funkten  hat, 
und  die  Schlüsse,  welche  oben  mit  der  Curve  2;i^<'"  Grades  gemacht  worden 
sind ,   behalten  auch  hier  völlig  ihre  Giltigkeit 

Es  braucht  wohl  nicht  besonders  hinzugefügt  zu  werden,  dass  man 
nicht  allein  die  reellen,  sondern  auch  die  imaginären  Schnittwinkel  der 
Curven  zu  berücksichtigen  hat. 

Ein  specieller  Fall  unseres  Satzes  ist  der  folgende : 

Wenn  eine  Curve  mit  einem  Doppelpunkt  3^'"  Grades 
durch  die  beiden  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte geht,  so  schneidet  jeder  Kreis,  welcher  eine 
Halbirungslinie  des  von  den  Doppelpunktstangenten 
gebildeten  Winkels  im  Doppelpunkte  berührt,  die 
Curve  noch  in  zwei  Punkten  und  zwar  unter  gleichen 
Winkeln. 

Es  musste  sehr  wahrscheinlich  sein,  dass  die  beiden  Sätze  für  die 
Winkel,  unter  welchen  eine  Curve  durch  eine  gerade  Linie  und  durch 
einen  Kreis  geschnitten  werden,  eine  gemeinschaftliche  Quelle  haben,  und 
es  ist  mir  auch  wirklich  gelungen,  eine  solche  aufzufinden.  Diese  besteht 
in  folgendem  höchst  interessanten  Satz: 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  sämmtlichen 
Winkel,  unter  welchen  sich  zwei  algebraische  Curven 
schneiden,  ist  ebenso  gross,  als  die  Summe  aus  den 
Cotangenten  der  Winkel,  unter  welchen  sich  ihre 
Asymptoten  treffen. 
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Ich  will  diesen  Satz  möglichst  knre  zu  beweisen  versuchen. 

Sind  die  Gleichungen  beider  Curven  tp  (ar,y)=0  und  <p,  (t,  y)  =  0,  so 
ist  die  Cotangente  des  Winkels,  welchen  die  Tangenten  der  beiden  Curven 
im  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  {Xp^p)  bilden,  gleich: 

q)\xp)  q>\  {yp)  —  fp\yp)  q>\  (Xp) ' 
wobei  der  Kürze  halber  der  Werth  von 

dx 
für  x=pj   y^=yp  gleich  tp'  (Xp)  gesetzt  worden  u.  s.  w.     Man  hat  nun  die 
Summe  jener  Cotangenten  zu  bilden  und  auszudehnen  über  alle  mn  Durch- 
Schnittspunkte,  d.  h.  man  hat  zu  finden : 

2;  y^  i^p)  v'i  i^p)  +  <p\yp)  y  i  (yp) 
9  i^p)  Vi  (yp)  —  vXyp)  Vi  C^j») 

Der  Nenner  sowohl,  als  der  Zähler  sind  Functionen  (2n — 2)^®°  Grades  der 
Werthe  Xp  und  pp.  Es  ist  aber  bekanntlich,  sobald  F(xy  y)  eine  Function 
(2n  —  3)*«°  Grades  von  x  und  y  ist, 

^  ^   ^(^P^Vp) ^Q^ 

V  (^p)  Vi  (yp) — V  (yp)  Vi  (^p) 

Ist  dagegen  F(x^  y)  vom  (2n— 2)*'"  Grade,  so  ist  diese  Summe  nur  abhängig 
von  den  Coefficientenderhöchsten  Potenzen  der  Variablen  in  F.  Also  ist  auch 
die  Summe,  welche  in  unserem  Falle  vorkommt,  nur  abhängig  vondenCoef- 
ficienten  der  höchsten  Potenzen  der  Variablen  in  den  Gleichungen  der  beiden 
Curven.  Sie  ist  somit  constant,  so  lange  diese  Coefficienten  ihren  Werth 
beibehalten ,  mögen  auch  die  übrigen  Coefficienten  sich  ändern.  Dies  be- 
deutet aber  geometrisch  so  viel,  als  dass  jene  Summe  gleich  bleibt,  wenn 
nur  die  Asymptoten  der  beiden  Curven  dieselben  bleiben.  Da  man  aber 
die  Gesammtbeit  der  Asymptoten  einer  Curve  ansehen  kann  als  eine 
Cnrve,  welche  mit  derselben  gleiche  Asymptoten  besitzt,  so  ist  unser  Satz 
erwiesen. 

Chemnitz.  Fr.  Em.  Eokardt. 

XIX.  Geometrischer  Satz.  Schneidet  man  von  den  nöthigenfalls  über  ii 
verlängerten  Seiten  ^^nnd  CA  eines  Dreiecks  ABC  die  Stücke  BC^^  und 
CBa  =  BC  ab,  und  zieht  von  A  über  den  Schnittpunkt  von  BB^,  und  CC« 
eine  Gerade,  welche  BC  in  ^«  trifft,  verschafft  sich  ferner  durch  das  ent- 
sprechende Verfahren  (cyklische  Vertauschung  von  ABC  und  von  ab  c) 
auf  CA  und  AB  die  Punkte  B^  und  C«,  so  liegen  die  drei  Punkte  ^«,  ^»,  Cc 
auf  einer  Geraden,  welche  nichts  Anderes  ist,  als  die  gemeinschaftliche 
Tangente  der  zwei  einander  berührenden  Kreise,  von  denen  der  eine  in 
das  Dreieck,  der  andere  durch  die  Mitten  der  drei  Seiten  beschrieben  wird. 
(Inkreis  und  Mittenkreis.) 

Stuttgart.  C.  W.  Baue. 
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XX.  Angenäherte  Quadratur.  Zieht  man  an  einen  Currenbogen  AB^ 
dessen  Länge  als  Grösse  der  ersten  Ordnung  gilt,  drei  Tangenten:  zwei, 
welche  sich  in  C  schneiden  sollen ,  in  den  Endpunkten  A  und  B^  die  dritte, 
deren  Berührungspunkt  D  heisse,  parallel  zur  Sehne  ^i9=c,  so  sind : 

^AADB  und  ^AACB 
oder,  wenn  die  Höhen  dieser  Dreiecke  mit  h  und  ff  bezeichnet  werden : 

fch  und   \cff 
Näherungswerthe  der  vierten  Ordnung  einschliesslich   für  den  Abschnitt 
ABB.     Combinu't  man  dieselben  aber  zu: 

so  erhält  man  einen  Nähernngswerth  der  sechsten  Ordnung. 

Lambert  hat  in  seiner  Abhandlung  über  Quadratur  und  Rectification 
krummer  Linien  (Beiträge  IL  Theil,  Seite  271,  §.  25)  infolge  eines  Bech- 
nungsfehlers  den  Nähernngswerth  }  cJ7  als  einen  nur  der  dritten  Ordnung 
angegeben. 

Stuttgart.  C.  W.  Badr. 


XXL  Aufgabe  aus  der  Wahrsoheinliolikeitsreohnung:  Fasohen  mit 
seehi  Würfeln.  Ein  Wurf  mit  drei  Würfeln  heisst  bekanntlich  ein  Pasch, 
wenn  wenigstens  zwei  Würfel  gleiche  Augzablen  geben,  und  es  kommt  der 
Wurf  mit  der  Summe  der  drei  Augzahleii  in  Rechnung.  Weil  nun  häufig 
andere  Würfe  als  Pasche  fallen,  welche  als  ungiltig  ein  wiederholtes  Wer- 
fen erfordern,  so  hat  man  zur  Zeiiersparniss  das  Auskunftsmittel  ersonnen, 
sechs  Würfel  in  der  Weise  anzuwenden,  dass  immer  der  höchste  im  ganzen 
Wurf  enthaltene  dreiwürfelige  Pasch  in  Rechnung  kommt.  Die  Zweck- 
mässigkeit dieses  Auskunftsmittels  leuchtet  aus  einer  bekannten  Rechnung 
ein,  wonach  die  Wahrscheinlichkeit  eines  ungiltigen  Wurfs  mit  drei  Wür* 

.,  6.5.4      5        .,        ,  ,  6.5.4.8.2.1        5         ,    ,  .   , 

fem  zu  — Ti—  =-,  mit  sechsen  aber  zu -5 = —    erhoben  wird. 

6'         9  6®  324 

Eine  andere  Frage  ist  die  nach  dem  mittleren  giltigen  Wurf,  für 
welchen  eine  einfache  Betrachtung  auf  Qrund  der  bekannten  Eigenschaft 
der  Würfel,  dass  die  Augzahlen  auf  je  zwei  gegenüberstehenden  Flächen 
sich  zur  Summe  7  ergänzen,  bei  drei  Würfeln  den  Werth  10|  liefert. 

Bei  sechs  Würfeln,  welche  in  oben  angegebener  Weise  angewendet 
werden ,  lässt  sich  diese  Betrachtung  nicht  anwenden ,  weil  die  höchsten 
dreiwürfeligen  Pasche,  welche  in  zwei  complementären  Würfen  enthalten 
sind,  nicht  selbst  complementär  sein  müssen.  Man  hat  vielmehr  für  jede 
Summe  von  3  bis  18  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle,  in  denen  sie  auftreten 
kann,  zu  ermitteln. 
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Man  findet  für  die  Summe 
I)  3a  als  Anzahl  der  möglichen  Fälle:  1  +  6  (a— l)  +  15(a  — l)*+20((i  — l)» 
II)  2a+6,  wenn  a  >6,    15{l  +  4(6-l)+    6  (6—1)*+ 4  (6—1)»  j 

III) 0  +  1=6,  6|  1   +  5  (a— 1)  +  10(a— l)«+10(a— 1)»} 

IV) a+2=6,  6{  6  +25(a— 1)+  40(a  — l)'  +  10(a  — l)«j 

V) a+3=:6,  6  I  31  +  105  (flr—l)+   7ö(a— l)»+10(a-- 1)»} 

VI) 0+4=6,  6{l36+245(a— l)  +  100(a— l)*+10(a-l)»} 

VII) a  +  5=6,  6.381=2286. 

Demgemftss  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  für  die  Summe  15 
zu  berechnen  nach  Ij  mit  ^  =  5  und  nach  II)  mit  <i  =  6,  6=3;  für  die 
Summe  14:  nach  II)  mit  a  =  6,  6  =  2  und  a=5,  6=r=4;  ferner  nach  IV) 
mit  a=4,  6  =  6. 

Ich  will  dem  Leser  das  Vergnügen  überlassen,  die  Anzahl  der  Falle 
zu  jeder  Summe  von  3  bis  18  selbst  zu  berechnen  und  füge  nur  noch  einige 
Folgerungen  bei: 

Man  kann  fast  1  gegen  6  auf  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  als  die 
Summe  16  und  mit  Vortheil  1  gegen  7  auf  14  wetten.  Man  kann  mit  Vor- 
theil  l  gegen  1  auf  wenigstens  14  und  fast  2  gegen  1  auf  eine  gerade  Summe 
wetten.  Der  mittlere  Wurf,  nicht  als  Durchschnittszahl,  sondern  in  dem 
hier  allein  zutreffenden  Sinne,  dass  er  eben  so  oft  gut  als  schlecht  ist,  liegt 
zwischen  14  und  15.  Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  mehr,  dsLss  nicht  mehr 
und  nicht  weniger,  und  dass  weniger,  als  14  geworfen  wird,  sind  0,403...  ; 
0,155....;  0,442.... 

Stuttgart,  April  1867.  C.  W.  Baur. 


XXn.  üeber  eine  nene  Methode,  die  Widerstände  galvanischer  Ketten 
zu  messen.  Von  Prof.  Dr.  A.  von  Waltenhofen.  Während  man  zur 
Bestimmung  der  elektro  -  motorischen  Kräfte  und  zur  Messung  der  Wider- 
stände metallischer  Leiter  Methoden  besitzt,  welche  einen  sehr  hohen 
Grad  von  Präcision  und  Sicherheit  erreichen  lassen ,  sind  die  bisherigen 
Methoden  zur  Messung  der  Widerstände  galvanischer  Ketten  noch  sehr 
mangelhaft.  Sie  gewähren  selbst  unter  den  günstigsten  Umständen  keine 
exacte  Genauigkeit  und  sind  in  vielen  Fällen  geradezu  unbrauchbar. 
Letzteres  gilt  namentlich  von  den  inconstanten  Ketten,  von  welchen 
Poggendorff  nachgewiesen  hat,  dass  dabei  die  Anwendung  der  0hm- 
schen  Methode  in  der  Begel  zn  desto  grösseren  Werthen  für  den  inneren 
Widerstand  führt,  je  grösser  die  äusseren  Widerstände  genommen  wurden, 
wodurch  bei  solchen  Ketten  das  ganze  Verfahren  illusorisch  wird. 

Man  hat  bisher  angenommen,  dass  dieses  eigenthümliche  Verhalten  der 
ijDConstanten  Ketten  in  der  Polarisation  seinen  Grund  habe,  insofern  die- 
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selbe  der  elektro  -  motorischeD  Kraft  der  Kette  von  einem  Versuche  zum 
anderen  —  nach  Maassgabe  der  verschiedenen  Stromintensitäten  —  in  an-, 
gleichem  Maasse  entgegenwirkt.  Der  Verfasser  hat  jedoch  durch  Kech- 
nnng  nachgewiesen,  dass  diese  Annahme  zur  Erklärung  der  besagten  Er- 
scheinung unzureichend  ist,  indem  die  Polarisation,  soweit  man  bisher 
deren  Abhängigkeit  von  der  Stromstärke  kennt,  bei  constantem  Ketten- 
widerstande ein  ganz  anderes  Verhalten  bedingen  mttsste.  Der  Verfasser 
folgert  hieraus,  dass  die  fraglichen  Widerstandsänderungen,  welche  sich 
bei  Anwendung  der  Ohm' sehen  Methode  zeigen,  keine  scheinbaren  —  in- 
folge der  Polarisation  —  sondern  durch  eine  thatsächliche  Abhängigkeit  des 
Ketten  Widerstandes  von  der  Stromstärke  bedingt  sein  müssen,  was  denn 
auch,  mit  Rücksicht  auf  die  offenbare  Abhängigkeit  der  sogenannten  Ueber- 
gangswiderstände  von  der  Stromstärke,  eine  ganz  natürliche  Erklärung 
findet. 

Ist  diese  Annahme  richtig ,  dann  muss  es  ebensowohl  Ketten  geben, 
deren  innerer  Wideristand  bei  zunehmendem  äusseren  Widerstände  (d.  h. 
bei  abnehmender  Stromstärke)  kleiner  wird,  als  auch  solche,  bei  welchen 
das  Gegentheil  stattfindet,  je  nachdem  nämlich  die  Uebergangswider- 
stände  —  nach  Maassgabe  der  chemischen  Beschaffenheit  und  Anordnung 
der  Kettenbestandtheile  —  das  eine  oder  das  andere  Verhalten  bedingen. 

Ohne  hierauf  in  diesem  Auszuge  näher  einzugehen,  sei  nur  bemerkt, 
dass  experimentelle  Untersuchungen  über  diese  und  ähnliche  für  die 
Theorie  der  Ketten  wichtige  Fragen  die  Möglichkeit  voraussetzen,  die 
Widerstände  galvanischer  Ketten  möglichst  unabhängig  von  dem  Einflüsse 
der  Polarisation  zu  messen,  was  natürlich  nur  bei  sehr  geringen  Strom- 
stärken möglich  ist.  —  Wollte  man  jedoch  diese  sehr  geringen  Stromstärken 
durch  Anwendung  entsprechend  grosser  äusserer  Widerstände  hervor- 
bringen und  dabei  die  Ohm' sehe  Methode  zur  Ermittelung  der  verhältniss- 
massig  sehr  kleinen  inneren  Widerstände  benutzen,  so  würden  —  wie  eine 
einfache  Rechnung  zeigt  —  die  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  bei 
weitem  nicht  mehr  die  erforderliche  Sicherheit  der  Resultate  erlauben. 

Die  Absicht,  solche  Untersuchungen  zu  ermöglichen,  hat  den  Ver- 
fasser veranlasst,  eine  den  angedeuteten  Anforderungen  entsprechende 
Methode  zur  Bestimmung  der  Kettenwiderstäpde  ausfindig  zu  machen, 
nämlich  eine  Methode,  welche  die  Anwendung  sehr  kleiner  Stromstärken 
ohne  die  Anwendung  grosser  Schliessungswiderstände  gestattet.  Die- 
selbe beruht  auf  folgenden  Principien. 

Wenn  man  die  zu  untersuchende  Kette  mit  einer  anderen,  von 
grösserer  elektro  -  motorischer  Kraft,  in  entgegengesetztem  Sinne  verbindet 
und  au  dieser  Combination  eine  Nebenschliessung  an\>t\ik^^  ^^  ^\\^\  xsbw^'cl 
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ein  System  von  drei  Strombahnen  zwischen  swei  Knotenpankten ,  von  der- 
^selben  Anordnung,  wie  bei  der  Poggendorff'schen  Compensations- 
methode.  Bezeichnet  man  die  Widerstände  in  den  Strombahnen  der 
stärkeren  Kette,  der  schwächeren  Kette  und  der  Nebenschliessung  der 
Beihe  nach  mit  a,  ß  und  y  und  die  in  den  genannten  Strombahnen  statt- 
findenden Stromstärken  mit  ^,  B  und  C^  und  denkt  man  sich,  bei  beliebigem 
Verhältnisse  der  Widerstände  a,  ß  und  y^  wobei  also  B  im  Allgemeinen 
von  Null  verschieden  sein  wird,  durch  eine  sehr  kleine  Aenderung  von  o 
eine  entsprechende  Aenderung  der  vorhandenen  Stromintensitäten  bewirkt, 
80  gelangt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Principien  des  Ohm'scheu  Gesetzes 
unmittelbar  zur  Gleichung: 

ßdB=:ydC 
oder  wenn  man  die  mit  A  gleichlaufenden  Ströme  als  positiv  und  somit  C 
als  negativ  gelten  lässt,  zur  Gleichung : 

ßdB^  —  ydC. 

Die  Integration  führt,  wenn  man  den  Werth,  welchen  C  für  Ä=0  an- 
nimmt, mit  C^  bezeichnet,  zur  Relation : 

Hat  man  vorerst  durch  Compensation  der  untersuchten  Kette  ^  =  0 
und  somit  C=:Cq  gemacht,  und  hierauf  durch  eine  sehr  kleine  Aenderung 
von  a  das  Gleichgewicht  der  Compensation  gestört,  so  stellen  Cq — C  und 
B  die  Stromesänderungen  in  den  Strombahnen  y  und  ß  vor,  und  die  obige 
Relation  spricht  in  der  Form: 

den  Lehrsatz  aus:  dass  der  Quotient  der  nach  Aufhebung  der  Compen- 
sation in  y  und  ß  beobachteten  Stromesänderungen,  mit  dem  Widerstände  y 
der  Nebenschliessung  multiplicirt,  sofort  den  Widerstand  ß  und  somit  auch 
den  gesuchten  Kettenwiderstand  angiebt. 

Diese  Methode  unterscheidet  sich  also  wesentlich  von  allen  bisherigen 
und  namentlich  von  der  Ohm 'sehen  Methode,  indem  sie  den  Widerstand 
der  untersuchten  Kette  in  der  Nähe  ihres  Compensationspunktes 
ermitteln  lässt  und  die  Anwendung  äusserst  geringer  Stromstärken  ohne 
die  Anwendung  grosser  Sfthliessnngswiderstände  gestattet.  Sie  entspricht 
dadurch  zugleich  der  Anforderung,  den  inneren  Widerstand  einer  Kette 
möglichst  unabhängig  von  dem  störenden  Einflüsse  der  Polarisation, 
nämlich  unter  Umständen  zu  untersuchen,  bei  welchen  die  Polarisation 
auf  ein  Minimum  reducirt  ist. 

Zur  Messung  von  B  kann  ein  nach  der  P eggend orf fischen  Methode 
^radnirter  Mnltiplicator  dienen;  zur  Messung  von  C,  —  C  eine  Gangain- 
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sehe  Tangentenbassole.  Der  genau  gemessene  Widersland  y  der  Neben- 
schliessnng  bleibt  angeändert.  Zar  Veränderung  des  Widerstandes  o  dient 
ein  Rheochord« 

Näheres  über  die  experimentelle  Ausführung  dieser  Methode  und 
Mittheilungen  über  die  mittelst  derselben  bereits  erzielten  Resultate  ent- 
hält eine  ausführlichere  Abhandlung,  deren  Veröffentlichung  der  Verfasser 
sich  vorbehält,  sowie  auch  seiner  Untersuchungen  über  die  elektro- 
motorische Kraft  der  D an i eil* sehen  Kette  nach  absolutem  Maasse, 
worüber  er  einstweilen  im  ,, Dingler 'sehen  polytechnischen  Journal" 
(Bd.  183)  einige  für  praktische  Zwecke  bemerkenswerthe  Mittheilungen 
gemacht  hat.  (Wiener  Akad.) 


XXm.  Erklärung  in  Betreff  einer  Bemerkung  desHm.Bauschinger. 
Im  zweiten  diesjährigen  Hefte  dieser  Zeitschrift,  S.  180,  befindet  sich  ein 
Aufsatz  des  Herrn  Bauschinger,  welcher  eine  Entgegnung  auf  einen 
von  mir  geschriebenen  Artikel  (Bd.  XI,  S.  455)  ist,  und  dessen  Schlusssatz 
folgendermaassen  lautet : 

„Ich  halte  damit  diese  im  Grunde  sehr  einfache  Sache  für  ab- 
gethan,  und  zwar  um  so  lieber,  als  ich  nach  einigen  Stellen  in  der 
letzten  Antwort  des  Herrn  Claus  ins  befürchten  muss,  dass  von 
seiner  Seite  die  Diseussion  nicht  in  der  Weise  fortgeführt  werden 
dürfte,  wie  es  einem  wissenschaftlichen  Streite  angemessen  ist.'' 

Da  dieser  Satz  für  mich  persönlich  beleidigend  ist  und  bei  Lesern, 
welche  meinen  Artikel  nicht  kennen  oder  nicht  im  Gedächtnisse  haben, 
einen  durchaus  falschen  Begriff  von  der  Art,  wie  er  geschrieben  ist,  her- 
vorrufen muss,  so  sehe  ich  mich,  so  ungern  ich  auf  Auseinandersetzungen 
dieser  Art  eingehe,  zu  einer  kurzen  Erklärung  genöthigt. 

Es  ist  mein  Grundsatz  —  und  ich  lege  ein  besonderes  Gewicht  darauf — , 
in  wissenschaftlicher  Polemik  zwar  meine  Ansicht  offen  und  ohne  Rück- 
halt auszusprechen ;  aber  mich  dabei  stets  in  den  Grenzen  der  rein  wissen- 
schaftlichen Diseussion  und  fern  von  Persönlichkeiten  zu  halten.  Diesem 
Grundsatze  gemäss  ist  auch  der  hier  in  Rede  stehende  Artikel  abgefasst, 
und  ich  glaube  mich  auf  das  Urtheil  jedes  unbefangenen  Lesers  berufen 
zu  dürfen,  wenn  ich  behaupte,  dass  auch  nicht  ein  Wort  darin  vorkommt, 
was  einem  wissenschaftlichen  Streite  nicht  angemessen  wäre  und  zu  einer 
solchen  Bemerkung,  wie  Herr  Bauschinger  sie  sieh  erlaubt,  Veranlassung 
geben  könnte. 

Was  den  übrigen,  wissenschaftlichen  Theil  des  Aufsatzes  des  Herrn 
Bauschinger  anbetrifft,  so  halte  ich  es  nach  Dem,  was  ich  über  die 
Sache  schon  gesehrieben  habe,  nicht  für  nöthig,  nocli  weVlet  Sl^tvolI  ^v(VLxx%^«ci^ 
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und  gebe  daher  die  Entscheidung  über  die  Richtigkeit   der   einen   oder 
anderen  Ansicht  einfach  dem  wissenschaftlichen  Pnbliknm  anheim. 

Zürich,  den  14.  Mai  1867.  K.  Clausius. 


Bariehtigimg.  Seite  462,  am  Schlüsse  des  Aufsatzes  von  R.  Clausius  statt: 
„mnss  man  daher  statt  des  Wortes  „,,Radins'***  das  Wort  ,, „Durchmesser'*'* 
setzen**,  ist  zu  lesen:  „muss  man  daher  diesen  Unterschied,  dass  der  Durch- 
messer einer  solchen  Kugel  gleich  dem  Radius  jener  Wirkungssphäre  ist,  be- 
rücksichtigen.** 


XV. 
Einige  Sätze  ans  der  Analysis  situs  Biemann'Bcher  Flächen. 

Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Docent  an  der  Universität  Halle. 


(Hierzu Tafel  V,  Figur  1  bis  3.) 


In  seiner  Theorie  der  AbePsclien  Functionen  hat  Riemann  die 
Sätze  der  Analysis  situs,  welche  für  Unters achangen  algebraischer  Func- 
tionen und  deren  Integrale  wichtig  sind,  gegeben.  Wir  wollen  hier,  um 
diese  Theorie  zugänglicher  zu  machen,  jene  Sätze  etwas  umständlicher  her- 
leiten, die  Belation  zwischen  den  Querschnitten  und  Verzweignngspunkten, 
welche  Biemann  mit  Anwendung  des  Dirichl et' sehen  Princips  findet, 
geometrisch  nachweisen  und  daran  Untersuchungen  über  die  möglichen 
Lagen  kanonischer  Querschnittnetze  knüpfen. 


Bei  der  Betrachtung  der  Functionen  einer  reellen  Veränderlichen 
stösst  man  in  Bezug  auf  ihren  Verlauf  auf  Eigenschaften ,  durch  welche 
sehr  einfache  Functionen,  die  man  für  einander  verwandt  halten  mnss,  weit 
von  einander  getrennt  werden.  So  giebt  es  für  eine  ganze  Function 
#!*•"  Grades  zuweilen  w,  zuweilen  weniger  Werthe  der  Veränderlichen,  für 
welche  die  Function  Null  wird.  Diese  Trennung  zu  vermeiden ,  hat  man 
in  das  Zahlengebiet  ideale  Grössen  eingeführt,  welche  eben  Das  leisten, 
jene  ganzen  Functionen  unter  einem  Gesichtspunkte  zu  vereinigen.  Histo- 
risch sind  die  Functionen  zweiten  Grades  der  Anlass  hierzu  gewesen ;  aber 
es  ist  in  der  Folge  gezeigt  worden,  dass  diese  idealen  Gebilde,  die  man 
complexe  Zahlen  genannt  hat,  nicht  blos  hinreichen,  die  angeführten  Eigen- 
schaften ganzer  Functionen  auszugleichen,  sondern  auch  noch  viel  weiter 
hinaus  befriedigende  Aufschlüsse  über  den  Verlauf  der  Functionen  zu 
geben. 
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Die  Untersuchungen  üher  den  Verlauf  der  Functionen  einer  complexen 
Variahein  w^erden  am  meisten  unterstützt  durch  die  graphische  Darstellui^g 
der  complexen  Zahlen,  welche  Gauss  erfunden  hat.  Wegen  der  zwei- 
fachen Mannichfaltigkeit  henutzt  er  räumliche  Gebilde  von  eben  so  viel- 
facher Mannichfaltigkeit,  von  zwei  Dimensionen,  nämlich  die  Ebene.  Wir 
denken  uns  nach  Gauss 's  Vorgange  in  einer  Ebene  in  jedem  Punkte  die 
Maasszahlen  der  Entfernungen  von  einem  rechtwinkligen  Axenpaare  auf- 
getragen und  lassen  die  Entfernung  von  der  einen  (der  a;-Axe)  den  imagi- 
nären, von  der  anderen  (der  y-Axe)  den  reellen  Theil  einer  Zahl  2=:a:+yf 
bilden.  Der  Punkt  als  Träger  einer  Zahl  ist  nach  und  nach  so  mit  der- 
selben verwachsen,  dass  Punkt  und  Zahl  im  Sprachgebrauche  mit  einander 
verwechselt  werden.  Diese  Anschauung  schafft  gleichzeitig  eine  bequeme, 
fasslicho  Terminologie.  Die  Lage  der  Punkte  als  Träger  der  Zahlen 
spielt  eine  wesentliche  Bolle  in  der  Analjsis;  durch  sie  muss  z.  B.  der  Be- 
griff grösser  oder  kleiner  ersetzt  werden,  der  für  complexe  Zahlen  keine 
eigentliche  Bedeutung  hat.  Für  solche  Beziehungen  hat  man  eine  be- 
sondere Disciplin,  die  Analysis  situs  erfunden,  in  welcher  Sätze  anschau- 
lich und  einfach  erwiesen  werden,  welche  rein  analytisch  oft  fernliegende 
transcendente  Hülfsmittel  erfordern. 

Eine  Function  von  z  =  x  +  yi^  welche  in  einem  bestimmten  Grössen- 
gebiete  betrachtet  wird,  kann  so  eine  Function  eines  Flächenstücks  heissen. 
Wenn  die  Function  für  jeden  Punkt  des  betrachteten  Stückes  nur  einen 
Werth  hat,  so  heisst  sie  dort  einwerthig ,  im  anderen  Falle  mehrwerthig. 
Denkt  man  sich  die  Werthe  einer  solchen  Function,  welche  selbst  complexe 
Zahlen  sind,  in  einer  anderen  Ebene  aufgetragen,  so  erhält  man  eine  Ab- 
bildung, oder  Abbildungen  der  ersten  Ebene,  und  zwar,  wie  Gauss  gezeigt 
hat,  solche,  dass  die  entsprechenden  .Figuren  in  den  kleinsten  Theilen 
einander  ähnlich  sind,  ausgenommen  in  einzelnen  Punkten. 

Cauchy  verdanken  wir  den  wichtigen  Satz,  dass  das  Integral  einer 
Function  von  x+yi  auch  eine  complexe  Function  der  oberen  Grenze  x  +  yi 
sei.  Dies  würde  nicht  der  Fall  sein,  wenn  ein  Integral  auf  jedem  anderen 
Integrationswege  zwischen  zwei  Punkten  einen  anderen  Werth  erlangte. 
Es  ist  aber  die  Integration  eine  Hauptquelle  zur  Erlangung  neuer  Func- 
tionen, und  es  war  daher  nöthig,  diesen  wichtigen  Satz  zu  finden.  Cauchy 
zeigte,  dass  das  Integral  einer  Function  von  T+yi  genommen  über  eine 
geschlossene  Curve  der  Ebene  Null  sei,  wenn  innerhalb  derselben  die 
Function  endlich  und  einwerthig  ist.  Das  heisst,  das  Stück  darf  keinen 
(singulären)  Punkt  enthalten,  um  welchen  herum  die  Function  neue  Werthe 
erlangt,  wenn  die  Variable  auf  einem  geschlossenen  Wege  um  ihn  geführt 
wird.  Enthält  das  Stück  keinen  solchen  singulären  Punkt,  so  ist  sie  dort 
einwerthig,  wie  man  auch  die  Variable  darin  herumführen  mag. 

Bei  der  Untersuchung  der  Integrale  complexer  Functionen  gelangt 
man  ordnungsmässig  von  denen  der  rationalen,  welche  nur  eine  neue  Trans- 
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cendeote,  denLogariibmos,  liefern,  zu  denen,  welche  Wurzeln  algebraischer 
Gleichangen  unter  d^p  Integralzeichen  enthalten.  Bei  diesen  bilde 
gerade  die  Mehrwerthigkeit  einen  wesentlichen  Bestandtheil  und  ein 
Hinderniss  in  der  Behandlung.  Dem  hat  K  lern  an  n  dadurch  abgeholfen, 
dass  er  für  algebraische  Functionen  eine  neue  Vorstellung  schuf,  indem  er 
sie  auf  Flächengebilde  bezieht,  in  welchen  sie  als  einwerthige  betrachtet 
werden  können.  Die  Ebene,  welche  der  Träger  der  Zahlen  z^=:x  +  yi 
ist,  heisse  die  z-Ebene,  s  sei  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 
zwischen  s  und  z.  Dann  giebt  es  für  jeden  Werth  von  z,  ausgenommen  in 
einzelnen  Punkten,  gleichviele  Werthe  von  5,  etwa  n  an  Zahl.  Wir  neh- 
men nun  mit  Riemann  an,  dass  zu  jedem  dieser  Werthe  von  s  ein 
anderer  über  der  z- Ebene  gelegener  Punkt  gehöre,  deren  orthogonale  Pro- 
jectionen  zusammenfallen.  Indem  wir  dies  für  jeden  Punkt  ausführen, 
gelangen  wir  zu  n  Überall  über  der  z- Ebene  ausgebreiteten  Blättern. 
Diese  n  Blätter  sind  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung  der 
Ebene,  auf  welcher  die  Werthe  von  s  aufgetragen  sind.  Jedem  Punkt 
des  Systems  entspricht  ein   und  nur  ein  Punkt  der  5 -Ebene. 

Wir  stellen  uns  nundieEbe'heals  eine  geschlossene  Fläche  vor,  etwa  als 
Kugelmit  unendlich  grossem  Radius,  so  dass  sie  einen  unendlich  fernen 
Punkt  enthält.  Ein  System  von  n  Blättern  wird  dann  vorgestellt  werden 
müssen  als  n  unendlich  grosse  in  einander  liegende  Kugeln  mit  n  unend- 
lich fernen  Punkten. 

Es  kann  das  System  zunächst  der  Art  sein,  dass  die  Blätter  ohne 
jedweden  Zusammenhang  sind,  so  dass  ein  Punkt,  welcher  sich  in  einem  der 
Blätter  beliebig  bewegt,  stets  in  demselben  bleibt.  Solche  Systeme  jedoch, 
welche  entweder  ganz  oder  theilweise  unverbunden  sind,  werden  als  von 
geringer  Bedeutung  hier  ausgeschlossen.  Wir  nehmen  daher  an,  dass  ein 
Punkt,  der  sich  um  einen  gewissen  Punkt,  einen  Verzweigungspunkt  herum 
bewegt,  aus  einem  Blatt  in  ein  anderes  gelange.  Die  algebraische  nwerthige 
Function  s  gelangt,  wie  Puisseux  ausführlich  gezeigt  hat,  wenn  man  die 
Variable  z  um  einen  solchen  Punkt  bewegt,  den  wir  früher  in  der  Ebene 
einen  singulären  Punkt  nannten,  zu  einem  anderen  Werthe,  wenn  die 
Variable  ihren  ursprünglichen  wieder  hat.  Ebenso  muss  auch  der  Punkt 
zn  einem  anderen  Punkte  des  Systems  gelangen;  weil  wir  annahmen,  dass 
jedem  anderen  Werthe  von  s  ein  anderer  des  Systems  entspräche.  Wenn 
die  algebraische  Function  bei  einem  zweiten  Umgange  der  Variabein  um 
den  Verzweigungspunkt  denselben  Werth  wieder  annimmt,  so  muss  auch 
der  Punkt  im  System  seine  erste  Lage  wieder  erhalten.  In  diesem  Falle 
heisst  der  Punkt  ein  einfacher  Verzweigungspunkt.  Befindet  sich  im 
Bweiten  Blatte  ein  eben  solcher  Verzweigungspunkt,  der  dieses  mit  einem 
dritten  verbindet,  so  kann  durch  Umgehung  eines  Systemstückes,  dessen 
Projection  in  der  z-Ebene  beide  Punkte  enthält,  ein  Punkt  bei  einem  ersten 
Umgange  in  ein  zweites,  beim  folgenden  in  ein  drittes  Blatt  uiid  dAxcw^\^\. 
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zurück  gelangen.  Nähert  man  die  heiden  Punkte  einander,  his  sie  zu- 
sammenfallen ,  so  enthält  die  Projection  eines  Flächenstücks  beide  Punkte, 
wenn  sie  einen  enthält,  und  man  muss  nun  der  Reihe  nach  ia  drei  Blätter, 
oder  wenn  mehr  solche  Punkte  in  ähnlicher  Weise  zusammfallen,  durch  Um- 
gänge um  denselben  in  mehr  Blätter  gelangen.  Ein  solcher  Punkt  heisst  ein 
mehrfacher  Verzweigungspunkt  und  er  leistet  genau  dasselbe,  was  mehrere 
einfache  Verzweigungspunkte  leisten.  Ebenso  können  algebraische  Func- 
tionen   um    gewisse   Punkte    herum    erst   nach    mehreren  Umgängen   der 

Variabein  ihren  ersten  Werth  wieder  erlangen,  z.  B.  ^2  im  Punkte  2  =  0. 
Wenn  aber  zwei  Verzweigungspunkte  zusammenfallen,  welche  dieselben 
Blätter  verbinden,  so  führt  uns  ein  Umgang  um  beide  immer  zum  Ursprünge 
zurück,  die  beiden  Verzweigungspunkte  haben  sich  aufgehoben.  Ein  sich 
Aufheben  kann  offenbar  immer  nur  zwischen  einer  geraden  Anzahl  von 
Verzweigungspunkten  stattfinden.  Wir  führen  nun  von  allen  wirklichen 
Verzweigungspunkten  Linien  nach  n  übereinander  liegenden,  sich  decken- 
den Punkten  des  Systems,  und  nehmen  an,  dass  längs  einer  solchen  Linie 
ein  Blatt  mit  einem  anderen  zusammenhänge,  d.  h.  dass  man  durch  Ueber- 
schreitung  einer  derselben  aus  einem  Blatte  in  ein  anderes  gelange.  Führt 
man  nämlich  einen  Punkt  einmal  über  die  Linie,  und  ein  andermal  um 
den  zugehörenden  Punkt  herum  nach  einem  festen  Punkte,  so  bilden  beide 
Wege  zusammen  einen  Umgang  um  den  Verzweigungspunkt,  und  müssen 
daher  zu  verschiedenen  Punkten  des  Systems  führen.  Zu  jedem  unserer 
Verzweigungspunkte  kann  man  in  der  Nähe  des  Endpunkts  und  auf  der 
zugehörigen  Linie  einen  gleichartigen  annehmen;  lässt  man  dann  alle 
jene  Punkte  in  einem  Punkte  (Knotenpunkt)  zusammenfallen,  so  wird  das 
System  in  Nichts  geändert;  da  wir  nun  den  Knotenpunkt  willkürlich  wähl- 
ten, so  kann  man  ihn  so  bestimmen,  dass  dort  keine  Verzweigung  (um  ihn 
herum)  stattfindet.  In  diesem  Falle  müssen  alle  jene  Verzweigungspunkte 
sich  aufheben.  Hieraus  folgt,  dass  in  einer  geschlossenen  (begrenzungs- 
losen) Fläche  die  Anzahl  aller  Verzweigungspunkte  gerade  sein  muss, 
wenn  man  die  mehrfachen  so  vielen  einfachen  gleichsetzt,  als  solche  das- 
selbe leisten. 

Die  von  uns  angegebene  Art,  Linien  zu  ziehen,  ist  immer  ausführbar 
ond  gewährt  ein  festes  Bild.  Was  die  Vorstellung  anbetrifft,  so  nimmt 
Biemann  eben  an,  dass  längs  der  Linien  Verzweigung  stattfinde,  dass  die 
Blätter  in  einander  und  durch  einander  hindurch  verwachsen  seien.  Die 
Verzweigungspunkte  erscheinen  dann  als  Schrauben  mit  in  sich  zurück- 
laufenden Windungen.  Wir  können  aber  auch  die  Linien  als  blose  Grenz- 
marken oder  Brücken  ansehen,  über  welche  wir  nur  vermittels  des  Willens 
in  ein  anderes  Blatt  gelangen.  Die  Verzweigungspunkte  sind  dann  Nichts, 
als  die  Endpunkte  jener  Brücken. 

Zuerst  sind  die  algebraischen  Functionen  wirklich  der  Qrund  dieser 
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Flächenbildnng  gewesen;  hernach  hat  jedoch  Kiemann  die  Flächen 
früher  construirt,  und  dann  nachgewiessen,  dass  za  jedem  Systeme  eine 
Classe  algebraischer  Functionen  gehöre,  die  einwerthig  in  ihr  sind. 

Für  die  Ebene  gilt  nun  die  für  den  C au chy 'sehen  Satz  wichtige  Be- 
ziehung, dass  jede  geschlossene  Curve  ein  Stück  vollständig  aus  ihr 
heraus  schneidet.  Wenn  daher  jener  Satz  verlangt,  dass  die  behandelte 
Function  innerhalb  der  geschlossenen  Curve  endlich  und  einwerthig  sein 
soll,  so  entsteht  kaum  ein  Zweifel  über  den  Sinn  des  Innerhalb.  Es  bleibt 
zwar  noch  zu  wählen  zwischen  demTheile,  der  den  unendlich  fernen  Punkt 
enthält  und  dem,  welcher  ihn  ausschliesst;  aber  das  Wort  ist  bezeichnend 
genug,  um  den  zweiten  Sinn  darin  finden  zu  lassen. 

Diese  Eigenschaft  haben  die  algebraischen  Flächen  keineswegs,  und 
es  hat  Riemann  diejenigen  Flächen  einfach  zusammenhängend  genannt, 
welche  die  Eigenschaft  der  Ebene  haben ,  von  jeder  geschlossenen  Curve 
zerstückelt  zu  werden.  Mehrfach  zusammenhängende  aber  nennt  er  solche, 
in  welchen,  wie  etwa  auf  der  Oberfläche  eines  Ringes,  Querschnitte  gezogen 
werden  können,  welche  die  Fläche  nicht  zerstückeln.  Unter  einem  Quer- 
schnitte aber  verstehen  wir  eine  Linie,  welche  zwei  Punkte  der  Begren- 
zung verbindet,  oder,  wenn  die  Fläche  eine  geschlossene  ist,  eine  in  sich 
zurücklaufende,  sich  selbst  aber  oder  die  Begrenzung  niemals  schneidende 
Linie.  Die  algebraischen  Flächen  sind  nun  freilich  anderer  Natur,  als 
die  Oberfläche  eines  Ringes ;  aber  die  Sätze  über  den  Zusammenhang  gelten 
ganz  allgemein. 

Die  erste  Forderung  an  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist 
die,  dass  sie  wirklich  zusammenhänge,  nicht  aus  getrennten  Stücken  be- 
stehe, wie  etwa  das  erwähnte  System  von  n  Blättern  ohne  Verzweigungs- 
punkte, und  eine  erste  Folgerung  ist  die,  dass  die  Begrenzung  derselben 
aus  einem  Stück  bestehe.  Im  anderen  Falle  können  wir  zwei  Punkte  der 
verschiedenen  Begrenzungsstücke  mit  einander  durch  einen  Querschnitt 
verbinden  und  dieser  wird  die  Fläche  nicht  zerstückeln.  Denn  man 
kann  nun  von  einem  zum  anderen  Ufer  des  Querschnittes  dadurch  gelangen, 
dass  man  sich  längs  der  Begrenzung  fortbewegt,  weil  die  einzelnen  Be- 
grenzungsstücke in  sich  zusammenhängen. 

Stossen  zwei  einfach  zusammenhängende  Flächen  so  an  einander,  dass 
sie  entweder  die  ganze  Begrenzung  oder  einen  continuirlichen  Theil 
derselben  gemein  haben,  so  bilden  sie  zusammen  nach  Aufhebung  der 
gemeinsamen  Begrenzung  ein^e  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Wird  die  Fläche  T  durch  einen  Quersi^hnitt  cc  in  eine  einfach  zusam- 
menhängende T'  verwandelt,  so  heisst  sie  zweifach  zusammenhängend, 
und  sie  wird  durch  jeden  möglichen  Querschnitt  a,  der  T  nicht  zerstückelt, 
in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt.  Denn  der  Querschnitt  a 
zerstückelt  T'  in  mehrere  einfach  zusammenhängende  Stücke;  hebt  man 
a  auf,  so  stossen  solche  Stücke  längs  eines  conliii\x\T\\t\i^Ti  TWA% '^x«t^^* 
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grenzuDg  an  einander,  die  eiftstehende  Fläche  T"  ist  einfach  zusammen- 
hängend. 

Giebt  es  in  einer  mehrfach  znsammenliMngenden  Fläche  irgend  einen  nicht 
zerstückelnden  jQuerschnitt,  welcher  zwei  Punkte  der  Begrenzungen  G  und' 
G^  (die  auch  dieselben  sein  können)  mit  einander  verbindet,  so  kann  man 
auch  einen  eben  solchen  Querschnitt  von  einem  beliebigen  Punkt  von  G 
nach  einem  beliebigen  von  G^  führen;  denn  man  kann  einmal  den  Theil 
von  G  zwischen  dem  Anfangspunkte  des  Querschnitts  und  dem  gegebenen 
Punkte  zum  Querschnitt  hinzunehmen,  oder  man  kann  auch,  anstatt  den 
Querschnitt  in  G  einmünden  zu  lassen,  ihn  in  endlicher  Entfernung  etwa 
parallel  mit  G  bis  zu  jenem  Punkte  hinführen  und  dort  erst  auslaufen  lassen, 
wobei  die  Parallele  so  zu  ziehen  ist,  dass  zwischen  ihr  und  G  ein  einfach 
zusammenhängender  Flächenstreifen  liegt. 

Wird  eine  Fläche  T  durch  einen  Querschnitt  a  in  eine  7t -fach  zu- 
sammenhängende T'  verwandelt,  so  heisst  sie  n  +  1-fach  zusammenhängend 
und  sie  wird  durch  jeden  in  ihr  möglichen,  T  nicht  zerstückelnden  Quer- 
schnitt a  in  eine  fi-fach  zusammenhängende  T"  verwandelt.  Um  den 
Schluss  von  n  auf  n  +  l  anzuwenden,  setzen  wir  voraus,  der  Satz  sei  für 
eine  n-fach  zusammenhängende  Fläche  völlig  erwiesen. 

Wenn  die  Querschnitte  a  und  a  keinen  Punkt  mit  einander  gemein 
haben,  so  können  wir  sie  durch  einen  Querschnitt  c  verbinden,  was  immer 
als  geschehen  angenommen  wird,  wenn  sie  nicht  schon  durch  die  Begren- 
zung von  Tmit  einander  verbunden  sind;  es  ist  dann  a-|-c  ein  nicht  zerstückeln- 
der Querschnit  in  T'  und  a+c  ein  eben  solcher  Querschnitt  in  T'\  weil  eine 
Linie  c,  die  getrennte  Begrenzungsstücke  verbindet,  nach  dem  Früheren  eine 
Fläche  nicht  zerstückelt.  Wenn  a  und  a  (und  c)  kein  Stück  der  Fläche 
völlig  begrenzen,  so  wird  die  n-fach  zusammenhängende  Fläche  T'  durch 
a  in  eine  n  —  1-fach  zusammenhängende  P  zerschnitten.  Da  T"  durch  a 
in  P  zerlegt  wird,  so  ist  T"  ;i-fach  zusammenhängend  w.  s.  e.  w.  Wenn 
a  (und  c)  T'  zerstückelt,  so  kann  es  einen  Querschnitt  ß  geben,  der  weder 
T'  noch  T"  zerstückelt.  Dann  kann  erst  ß  den  Querschnitt  o,  darauf  a 
den  Querschnitt  ß  ersetzen.  Einen  solchen  Querschnitt  ß  giebt  es  aber 
jedesmal,  so  lange  eins  der  Stücke  mehrfach  zusammenhängend  ist.  Wenn 
aber  keins  der  Stücke  mehrfach  zusammenhängend  ist,  so  können  wir  von  a 
diejenigen  Stücke  tilgen,  zu  deren  beiden  Ufern  verschiedene  einfach 
zusammenhängende  Stücke  der  Fläche  sich  ausbreiten.  Der  Rest  von  a  und 
der  Querschnitt  et  zerschneiden  dann  T  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  £).  Die  einzelnen  Stücke  von  a  bilden  daher  n  —  1  Querschnitte ,  weil 
T'  durch  jedwede  n  —  1  Querschnitte,  aber  auch  nur  durch  so  viel,  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  zerlegt  wird.  Tilgen  wir  aber  nun 
statt  jener  Stücke  von  a  diejenigen  von  a,  welche  mit  ihnen  Stücke  der 
FJiiche  völlig  begrenzen ,  so  werden  von  der  einfacli  zusammenhängenden 
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Fläche  0  hier  einfach  zasammenhäogende  Stücke  abgeschnitten  und  dort 
längs  eines  continuirlichen  Theiles  ihrer  Begrenzung  angefügt.  Die  Reste 
von  a  bilden  aber  (weil  sie  mit  den  Resten  von  a  in  Q  gleichviel  Anfangs- 
nnd  Endpunkte  und  gleichviel  Punkte  auf  der  Begrenzung  von  T  haben 
n — 1  Querschnitte.  Es  wird  also  T'  durch  n — 1  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  und  ist  daher  n-faph  zu- 
sammenhängend, w.  z.  e.,w. 

Flächen,  welche  längs  einer  Linie  sich  spalten,  können  unberücksich- 
tigt bleiben,  weil  sie  einen  unendlich  grossen  Zusammenhang  haben. 
Z.  B.  wenn  anfeiner  Ebene  irgendwo  ein  Halbkegel  aufsitzt,  so  sind  alle 
grössten  Kreise  durch  einen  Punkt,  wenn  man  sie  in  der  Ebene  durch 
Gerade,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  verbindet,  nicht  zerstückelnde 
Querschnitte. 

Ausser  diesem  Falle  gehört  aber  zu  jeder  Fläche  eine  ganz  bestimmte 
Anzahl  von  Querschnitten.  Für  eine  geschlossene  (begrenzungslose) 
Fläche  ist  diese  Anzahl  gerade ,  was  wir  nur  für  eine  bestimmte  Art  von 
Querschnitten  beweisen,  da  es  wegen  der  Unveränderlichkeit  dieser  Zahl 
dann  für  alle  Arten  gilt. 

Ein  einzelner  Querschnitt,  der  in  unserem  Fall  in  sich  zurückläuft, 
kann  eine  geschlossene  Fläche  nicht  in  eine  einfach  zusammenhängende 
verwandeln,  weil  seine  beiden  Ufer  zwei  getrennte  Begrenzungsstücke 
bilden.  Eine  Verbindungslinie  der  beiden  Ufer  bringt  die  ganze  Be- 
grenzung in  einen  einzigen  Zusammenhang.  Die  Fläche  kann  nun  einfach 
zusammenhängend  sein.  Einen  dritten  Querschnitt,  wenn  noch  einer  mög- 
lich ist ,  kann  man  so  ziehen ,  dass  er  von  einem  Punkte  des  früheren  aus- 
geht und  in  sich  zurückläuft.  Dadurch  wird  die  Begrenzung  irgendwo 
geöffnet,  das  eine  Ufer  des  neuen  Querschnitts  eingeschaltet,  das  andere 
bildet  ein  getrenntes  Begrenzungssttick;  es  ist  daher  noch  ein  vierter 
Querschnitt  möglich  u.  s.  f. 

Es  findet  nun,  wie  Riemann  angiebt,  bei  einer  einfach  zusammen- 
hängenden, über  einen  endlichen  Theil  der  z-Ebene  ausgebreiteten  Fläche 
zwischen  der  Anzahl  ihrereinfachen  Verzweigungspunkte  und  der  Anzahl  der 
Umdrehungen,  welche  die  Richtung  ihrer  Begrenzungslinie  macht,  die  Relation 
statt,  dass  die  letztere  um  eine  Einheit  grösser  ist,  als  die  ertere,  und  aus 
dieser  ergiebt  sich  für  eine  mehrfach  zui^ammenhängende  Fläche  eine 
Relation  zwischen  diesen  Anzahlen  und  der  Anzahl  der  Querschnitte, 
welche  sie  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt. 

Den  letzten  Theil  dieses  Satzes,  den  wir  geometrisch  nachweisen,  hat 
Riemann  mit  Hülfe  einer  logarithmischen  Transcendenten  erwiesen. 

Von  dem  vertikalen  Abstände  der  Blätter  einer  über  die  2-Ebene  aus- 
gebreiteten Fläche  können  wir  absehen,  wir  stellen  uns  dieselben  als 
einander  sehr  nahe  vor,  müssen  jedoch  in  Betracht  ziehen,  dass  eine  Ver- 
zweigung der  Blätter  auch  um  Löcher  herum  stattfinden  kooiTi. 
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Wenn  Jemand  auf  der  Begrenzung  eines  Flächenstückes  fortschreitet» 
das  Gesicht  in  der  Bewegnngsrichtung ,  so  sagt  man,  er  durchlaufe  die 
Begrenzung  in  positiver  Richtung,  wenn  die  anstossende  Fläche  immer 
zur  Linken  bleibt;  und  wenn  Jemand  um  einen  Kreis  herumgegangen  ist, 
so  sagen  wir,  er  habe  eine  ganze  positive  Umdrehung  seiner  Richtung 
ausgeführt. 

Das  betrachtete  Flächenstück  besteht  nun  ^aus  mehreren  Blättern, 
jedes  vielleicht  mit  anderen  Grenzen.  Diese  Blätter  setzen  sich  um  die 
Verzweigungspunkte  oder  Löcher  herum  in  einander  fort.  Dass  Blätter 
am  Rande  dieser  Löcher  oder  der  Grenzen,  wie  etwa  die  platt  gedrückte 
Oberfläche  eines  Ringes,  zusammenhängen,  wollen  wir  der  Einfachheit 
wegen  vermeiden. 

Betrachten  wir  nun  ein  einzelnes  Blatt  der  Fläche ,  so  hat  es  etwa 
folgende  Gestalt:  Um  die  Verzweigungspunkte  herum  ziehen  wir  Kreise  k 
und  verbinden  einen  Punkt  derselben  mit  der  Begrenzung,  was  auf  mehrere 
Arten  geschehen  kann.  Die  Linie  /  (Taf.  V,  Fig.  l),  welche  anzeigt,  dass 
das  Blatt  sich  längs  derselben  in  ein  anderes  fortsetzt,  welche  aber  hier 
nur  einen  Theil  der  Begrenzung  bildet,  kann  entweder  an  die  äussere  Be- 
grenzung s  wie  /|  oder  zu  einem  Loche  wie  /,  geführt  werden ,  oder  es 
kann  eine  frühere  Linie  /  als  Begrenzung  angesehen  werden,  so  dass  /^  in  /, 
einläuft  und  den  Schnittpunkt  eine  Linie  l  mit  der  übrigen  Begrenzung 
verbindet.  Ebenso  lassen  sich  Löcher  durch  Linien  mit  der  übrigen  Be- 
grenzung verbinden  (welche  Verbindungslinien  ebenfalls  einen  Ort  der 
Verzweigung  angeben  können);  endlich  kann  eine  Linie,  wie  in  der 
Figur  f,  gleichßam  als  eine  Spitze  der  äusseren  Begrenzung  ins  Innere 
hineinragen.  Alle  jene  Linien  aber  sollen  sich  unter  sich  oder  mit  der 
vorhandenen  Begrenzung  nicht  schneiden ,  und  alle  zusammen  als  die  Be- 
grenzung des  Flächenstücks  5  angesehen  werden.  Wie  man  sieht ,  ist 
dann  in  5 jeder  Querschnitt  ein  zerstückelnder,  also  S  einfach  zusammen- 
hängend. 

Die  Umdrehung,  welche  die  Richtung  der  äusseren  Grenze  s  macht, 
ist  offenbar  eine  ganze  positive.  Eine  beliebig  in  S  liegende  Linie,  die 
beiderseits  begrenzt  ist,  ändert  ihre  Richtung  so,  dass  sich  die  Aenderungen 
auf  beiden  Ufern  gegenseitig  aufheben ;  aber  in  ihren  Endpunkten  macht 
die  Richtung  zusammen  eine,  ganze  negative  Umdrehung,  weil  sie  von 
links  nach  rechts  vor  sich  geht,  wenn  die  Linie  /  lu  positiver  Richtung 
durchlaufen  wird.  Hieran  wird  Nichts  geändert,  wenn  wir  an  einem  End- 
punkte einen  Kreis  oder  ein  Loch  anfügen,  weil  von  der  Linie  zum  Kreise 
und  vom  Kreise  zur  Linie  genau  eine  halbe  positive ,  auf  dem  Kreise  oder 
Loche  aber  eine  ganze  negative  Umdrehung  gemacht  wird.  Von  der  Be- 
grenzung zu  einer  Linie  t  oder  A,  von  dieser  zur  Begrenzung  $  wird  in 
Summa  eine  halbe  positive  Umdrehung  gemacht,  so  dass  der  gesammte 
Einfluss  einer  Linie  €,  oder  einer  Linie  k  oder/  mit  einem   Kreise  oder 
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Loche  in  Bezug  aaf  die  Anzahl  der  Umdrehungen  Null  is^t,  und  irgend  ein 
solcher  Theil  der  Begrenzung  schadlos  aufgehoben  werden  kann.  Da 
S  keinen  Verzweigungspunkt  enthält  und  die  Richtung  von  s  eine  ganze 
Umdrehung  macht,  so  ist  die  letztere  Zahl  wirklich  um  Eins  grösser,  als 
die  der  Verzweigungspnnkte. 

Fügen  wir  hieran  ein  zweites  Blatt,  so  müssen  in  diesem  die  Linien  /, 
längs  welcher  es  mit  dem  ersten  zusammenhängt,  sich  decken,  soweit  über* 
haupt  sich  die  Blätter  decken;  sonst  kann  eine  Linie  in  dem  einen  Blatte 
wohl  über  das  andere  Blatt  hinausgehen.  Um  nun  einen  Zusammenhang 
zwischen  den  beiden  Blättern  herzustellen,  tilgen  wir  das  eine  Ufer  dner 
Linie  in  5  und  das  andere  der  entsprechenden  Linie  in  5|.  Der  dort 
liegende  Verzweigungspunkt  bleibt  durch  die  Kreise,  welche  zusammen  eine 
Schraubenlinie  bilden,  welche  durch  die  beiden  anderen  Ufer  von  /  mit 
der  äusseren  Begrenzung  verbunden  ist,  ausgeschlossen.  Die  Summe  der 
Umdrehungen  der  Kichtung ,  welche  die  Begrenzung  von  5  und  5,  machf, 
war  2;  aber  in  den  Endpunkten  der  zerstörten  Ufer  macht  die  Richtung 
zusammen  genommen  genau  eine  ganze.  Diese  wurde  zerstört,  es  bleibt 
also  eine  Umdrehung.  Wenn  jener  Verzweigungspunkt  ein  einfacher  ist, 
so  wird  durch  Aufhebung  der  beiden  anderen  Ufer  und  der  Kreise  die 
Fläche  in  sich  zurück  fortgesetzt  und  ein  Verzweigungspunkt  eingeschaltet. 
Die  Umdrehungen  werden  um  eine  vermehrt  (zwei  negative  an  den  Kreisen 
und  eine  positive  an  den  Ufern  werden  aufgehoben),  also  ist  noch  die 
letztere  Zahl  um  Eins  grösser,  als  die  erstere.  Jede  geschlossene  Curve 
zerstückelt  die  Fläche,  sie  ist  daher  einfach  zusammenhängend. 

So  können  wir  ein  drittes  und  viertes  Blatt  hinzufügen.  Wir  nehmen 
nun  an,  der  Riem  an  nasche  Satz  sei  bewiesen  für  eine  Fläche  von  k  Blät- 
tern, die  auf  die  beschriebene  Weise  an  einander  gefügt  wurden,  wir 
zeigen,  dass  er  dann  noch  gilt,  wenn  wir  ein  Ar+l^"'  Blatt  hinzufügen. 

Wir  fügen  zunächst  das  Blatt  so  an,  dass  kein  Verzweigungspunkt 
in  die  Fläche  eingeschaltet  wird.  Sei  es  nun ,  dass  der  Znsammenhang 
dadurch  hergestellt  wird ,  dass  zwei  entsprechende  Ufer  von  Linien  /  auf- 
gehoben werden  als  Begrenzung,  welche  von  einem  Punkte  oder  Loche 
ausgehen,  uro  das  herum  sich  die  Fläche  zweimal  windet,  sei  es  von  einem 
solchen,  um  welches  sich  die  Fläche  mehrmals  windet,  es  stossen  immer 
zwei  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  längs  eines  continuirlichen 
Theilswhrer  Begrenzung  an  einander,  und  es  wird  die  hinzugekommene 
Umdrehung  des  neuen  Blattes  durch  die  wegfallende  an  den  Ufern  von  / 
aufgehoben,  so  dass  der  Satz  von  Riemann  gilt. 

Wenn  aber  /  von  einem  a- fachen  Verzweigungspunkte  ausging,  und 
wenn  dort  schon  o  Blätter  zusammenhängen,  so  können  wir  nun  auch  die 
beiden  letzten  noch  übrig  gebliebenen  Ufer  von  /  aufheben  sammt  den 
a  +  1  Kreisen,  die  sich  um  jenen  Verzweigungspunkv  V\u<ieti,    Y^^  Ni^\^^\i. 
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dadurch  genau  a  ümdrehangen  (a  +  1  ans  den  Kreisen  nnd  eine  negatire 
von  l)  hinzugefügt  nnd  genau  a  Verzweigungspunkte  eingeschaltet.  Eine 
Linie,  welche  vorher  zwei  benachbarte  Punkte  der  Ufer  von  /  verband, 
zerstückelte  die  Fläche.  Jetzt  ist  sie  als  geschlossene  Curve  anzusehen, 
nnd  da  weder  auf  der  einen ,  noch  auf  der  anderen  S^ite  von  /  ein  Weg 
von  ihrem  Inneren  nach  dem  Aeusseren  führt,  so  zerstückelt  sie  die 
Fläche  noch,  oder  jene  ist  einfach  zusammenhängend  und  es  gilt  der  Sats 
Riemann's.  Es  sind  jedoch,  wenn  die  Fläche  aus  n  Blättern  besteht, 
nicht  mehr,  als  n  —  1  Verzweigungspunkte  in  die  Fläche  hinein  gekommen 
und  ein  Loch  können  wir  überhaupt  nicht  einfügen,  weil,  wenn  dies 
nicht  mit  der  äusseren  Begrenzung  verbunden  ist,  die  Fläche  mehrfach 
zusammenhängend  ist.  Wir  wollen  nun  noch  die  übrigen  Verzweigungs- 
punkte in  die  Fläche  hineinbringen  und  annehmen,  dass  Löcher  in  der 
Fläche  nicht  enthalten  seien,  indem  wir  deren  Begrenzung  als  äussere  Be- 
grenzung mit  betrachten. 

Zerstören  wir  einen  Kreis  um  einen  Verzweignngspunkt,  einen  Kreis 
in  einem  Blatte,  so  fliesst  sofort  ein  einfach  zusammenhängendes  Flächen- 
stück in  die  Fläche  ein  längs  einer  continuirlichen  Begrenzung.  Die 
Fläche  bleibt  also  einfach  zusammenhängend.  Die  inneren  Ufer  der  an 
diesen  sich  anhängenden  Kreise  um  den  Verzweignngspunkt ,  deren  genau 
noch  so  viel  sind,  als  der  Verzweigungspunkt  vielfach  ist,  werden  so  der 
Begrenzung  hinzugefügt  und  sind  durch  die  Linie  /  des  ersten  Blattes  mit 
der  übrigen  Begrenzung  verbunden,  deren  ein  Ufer  sich  an  einen  solchen 
Kreis,  deren  anderes  an  den  letzten  Kreis  sich  anschliesst.  Hierdurch 
werden  a  Umdrehungen  von  den  inneren  Kreisen  und  ein  a-facher  Ver- 
zweigungspunkt hinzugefügt,  nnd  sonst  wird  Nichts  geändert.  Fügen  wir 
so  nach  und  nach  alle  Verzweigungspunkte  in  die  Fläche  ein,  so  können 
wir  noch  die  Kreise  zu  anderen  Curven  ausdehnen,  die  Linien  /  zusammen- 
ziehen, immer  gilt  der  Rie mann* sehe  Satz.  Um  nun  den  zweiten  Theil 
desselben,  von  den  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  und  der  Quer- 
schnittzahl nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  dass  alle  Verzweigungspunkte 
durch  Linien  /  mit  einem  im  Inneren  liegenden  Punkte  verbunden  seien  und 
von  dort  aus  in  jedem  Blatte  nur  eine  einzige  keine  Verzweigung  anzeigende 
Linie  k  nach  der  äusseren  Begrenzung  führe.  Wenn  wir  diese  äussere  Begren- 
zung nach  und  nach  erweitern,  so  können  wir  diese  endlich  in  einen  Punkt, 
den  unendlich  fernen,  zusammenziehen  und  dann  die  Linie  A  bis  ins  End- 
liche verkürzen.    Während  nun  vorher  an  die  Endpunkte  der  Linien  k  sich 

die  äusseren  Begrenzungsstücke  anschlössen  und  mit  diesen  ^  +  "^  positive 

Umdrehungen  zusammen  dort  stattfanden,  so  finden  jetzt  -  negative  statt. 

Der  Zusammenhang  ist  hierbei  nirgend  geändert.  Ist  nun  rv  die  Anzahl  der 
Verzweigungspunkte,  so  war  vorher  w  +  1,  und  ist  jetzt  w  +  l  —  2it  die 
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genaue  Anzahl  der  Umdrehangen ,  welche  die  Bichtung  der  ganzen  Be« 
grenzoDg  macht.  Die  Linien  X  können  sodann  noch,  wie  wir  wissen,  ohne 
Schaden  weggelassen  werden. 

Wird  nun  die  Fläche  T  durch  2p  Querschnitte  in  eine  einfach  zu- 
samroenhilngende  verwandelt,  so  ist  die  Umdrehung  der  Richtung  auf  dem 
einen  Ufer  immer  die  entgegengesetzte,  als  auf  dem  anderen,  diese  Um- 
drehungen hehen  sich  anf ;  aber  wo  zwei  Querschnitte  an  einander  stossen, 
was  4p  —  2  mal  geschieht,  wird  je  eine  halbe  positive  Umdrehung  gemacht« 
Daher  ist  die  Anzahl  der  Umdrehungen  2  (p  —  1),  woraus  die  von  R le- 
rn an  n  schon  algebraisch  bewiesene  Gleichung  folgt:  w  —  2n  =  2(p  —  l). 

Wir  nennen  nun  ein  kanonisches  Querschnitts jstem  in  einer  Fläche  T 
ein  solches,  in  welchem  der  Querschnitt  6,  zwei  benachbarte  Punkte  der 
beidenUfer  des  Querschnitts  a,  verbindet  und  <7t  aus  einer  Linie  C|,  welche  von 
einem  Punkte  von  6,  ausläuft  und  aus  einem  in  sich  zurücklaufendei^ 
Schnitte  a,  besteht.  Ein  vierter  Querschnitt  b^  führt  von  einem  Ufer  von 
a^  zu  dem  benachbarten  Punkte  anf  dem  anderen  Ufer  etc.  So  besteht 
das  ganze  Netz  aus  Systemen  a^^  6^,  denen  eine  Linie  c^.|  vorauf  geht 
und  eine  c/a  folgt. 

Es    giebt  unendlich  viele  solcher  kanonischer  Netze.      Bildet  man 

alle   so  zerschnittenen  Flächen,   etwa   J',  T'\  T" durch   ein  überall 

endliches  Integral  in  T  ab,  welches  in  einem  endlichen  Theile  von  7*  jedes- 
mal dasselbe  ist,  so  bestehen  zwischen  den  Ortsverschiedenheiten  der 
parallelen  Begrenzungsstücke  (Periodicitätsmoduln)  aller  dieser  Abbil- 
dungen lineare,  ganzzahlige  Relationen,  welche  die  Ab  einsehen  Trans- 
formationsrelationen genannt  werden  und  welche  aus  der  Theorie  der 
d- Functionen  bekannt  sind. 

Hat  u  in  T  die  Periodicitätsmoduln  A\^  A\ — A\^  bei  «,,  a„  ....«p; 
^i,^„  .,B\  bei  b^,b^,...bp,  und  in  r"  an  a  \,a\,,..a"p  die  A'\,A'\,...A"p, 
an  6"„  b*\y,.,b"p  die  5",,  B\y,.,B'\y  so  besteht  die  Relation: 

^'^==i,(^',a^,+i9',/3^«),    B"i,^l^i^A\y^,JrB\if,,\     ^=1,2,. ..p, 

worin  u^yi  ganze  Zahlen  sind.  Alle  Abbildungen  durch  m,  also  auch  die, 
zu  welchen  A\  und  A"il  gehören,  müssen  denselben  Flächeninhalt  haben, 
und  bildet  man  ^'^,  A'\  durch  p  von  einander  unabhängige  Functionen 
ab,  so  müssen  für  jede  Abbildung  durch  irgend  ein  u  dieselben  Relationen 
bestehen,  und  da  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  verschiedenere  be- 
stimmte, von  Riemann  (Abel' sehe  Functionen  Theil  4,  §.20)  gegebene 
Beziehungen  stattfinden,  so  müssen  jene  ganzen  Zahlen  folgenden  Be- 
dingungen Genüge  leisten : 
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woraus  noch  folgt: 

p  p 

p  p 

Diese  nothwendigen  Bedingungen  können  wir  als  bekannt  voraussetzen; 
wir  begnügen  uns  hier  damit,  nachzuweisen,  dass  sie  auch  hinreichende 
sind,  d.  h.  dass  zu  jedem  System  solcher  Zahlen  ein  kanonisches  Quer- 
schnittnetz existirt.  Welches  Ufer  eines  Qaerschnitts  positiv  oder  negativ 
genannt  werde,  ist  an  sich  gleichgültig;  aber  im  kanonischen  System  muss 
eine  bestimmte  Ordnung  getrofiPen  werden,  so  dass  man  beim  Durchlaufen 
des  Querschnittsystems  in  ganz  bestimmter  Reihenfolge  die  positiven  und 
negativen  Ufer  durchläuft. 

I)  Wir  wählen  nun  zuerst  T'  und  T"  so,  dass  sie  ganz  übereinstimmen, 
bis  auf  die  Linien  c%_]  und  e"«.],  so  dass  sie  zwar  einen  gemeinsamen 
Anfangs-  und  Endpunkt  haben,  letztere  aber  auf  dem  entgegengesetzten 
Ufer  von  a^  liegen,  und  bis  auf  die  Linien  c^  und  c\,  deren  Anfangspunkte 
auf  entgegengesetzten  Ufern  liegen  sollen.  Es  findet  dann  in  a  ^  h\  und 
a\  b"^  die  entgegengesetzte  Uferordnung  statt,  so  dass  A\^=z  —  A"^^ 
B^^  =  —  ^"j,  sonst  aber  A\^=^  A'\^  B^y  =  B'\  ist.  Demnach  ist  a^=l, 
^ßfi,  =  ^1  """*  ^«a ^^  —  ^»  ^iM  =  — ^  ^^^  ^^^^  übrigen  aß  y  S  sind  Null. 

II)  Es  sollen  ferner  T'  und  T"  übereinstimmen,  es  soll  nur  c\_^  zu 
dem  Endpunkte  von  cV-i  führen,  und  c"a'_i  zu  dem  Endpunkte  von  c  f_i, 
dann  muss  an  die  Stelle  von  a^'  b\'  ^  a'^b"^,  an  Stelle  von  a'^  6'^,  a"^'  b"^'  ge- 
setzt werden  und  es  ist  demnach  A'\=a\%  ^'«=  -^V»  -^'V^^-^  «>  ^V^^^V 
oder  o^n  =  1  ausser  a^g,  a^y,  welche  Null  sind,  a^^' =  a^'^  =  1 ;  ebenso 
^^^=1  ausser  Ä^g^d^Y,  welche  Null  sind,  und  J^^' c=  5^»^  =  i ,  alle  übrigen 
a  ß  y  ö  sind  Null. 

III)  Nun  sei  T'  von  T"  dadurch  verschieden,  dass  c"e_i  von  6'«— i 
nach  b\  führe,  welcher  Querschnitt  dann  a\  heissen  wird,  und  dass  c'^  von 
ai  (=ft"0  nach  a's^i  führe.  Hierbei  vollzieht  sich  entweder  eine  Umord- 
nung  des  Ufervorzeichens  an  b'^  oder  an  a^.  Man  hat  daher  A'\=  +  JB^ ^^ 
^\=  +  ^'g,  oder  es  ist:  a^^  =  1  ausser  a^^sO,  ß^^^  +  1,  dfifi  =  1  ausser 
d^3  =  0,  ygg=  Ip  1  und  alle  übrigen  a  ßy  6  sind  Null. 

IV)  Ferner  sollen  die  Netze  T'  und  T"  zusammenfallen,  nur  b'\  nicht 
mit  b' ^,  Es  soll  b'\  mit  b\  von  a^  anfangen,  wie  in  Fig.  2,  über  die  Linien 
/',  /r^,  aus  ^inem  Flächenast  in  einen  anderen  gehen ;  dort  aber  soll  b" ^  sich 
n  Mal  um  k^k^  rechts  oder  links  herum  winden,  also  im  zweiten  Flächen- 
ast b'^  n — 1  Mal  schneiden  und  beim  n**"*  Zusammentreffen  wieder  mit  b' ^ 
auf  das  andere  Ufer  von  a  ^  zurückgehen.  Es  ist  dann  A'\^=iA\  +  n  B\^  je 
nach  der    Richtung    der    Umläufe    von   b"^    oder    es    ist   o^^  =  J^^  =  l, 
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(i=}^2y,,.pj  ßgf=  +n  und  sonst  sind  alle  a /3  y  ^  Nnll.  Es  ist  nicht  immer 
möglich,  die  Windungen  hios  um  k^k^  hemm  zu  machen;  aber  es  ist  stets 
möglich  mit  Hinzuziehung  noch  anderer  Verzweigungspunkte. 

Eine  ganz  analoge  Operation  kann  man  auch  auf  a'^  anwenden,  wodurch 
man  erhält  Ußß  =  öfjß  =  1,   /g«  =  +  «  und  sonst  aß  yd  =  0. 

V)  Bndlich  mögen  sich  T'  und  T"  dadurch  unterscheiden,  dass  b'\ 
etwa  eben  da,  wo  b'^  oder  in  der  Nähe  auf  a^  anfange  nnd  durch  das 
Innere  von  T'  nach  b\*  hinlaufe  und  überschreite,  wie  es  in  Fig.  3  an- 
gedeutet ist.  Es  sei  hierbei  £'=£  +  l.  Von  dort  aus  kann  man  dann, 
weil  die  Fläche  einfach  zusammenhängend,  also  jedenfalls  zusammenhängend 
ist,  ohne  irgend  einen  Querschnitt  zu  schneiden,  und  ohne  einen  frühereu 
Punkt  der  Linie  zu  treffen,  die  Linie  b*\  zu  dem  dem  Anfangspunkte  auf 
dem  anderen  Ufer  gegenüberliegenden  Punkte  führen.  Von  irgend  einem 
Punkte  von  a\'  ziehen  wir  b'\'  nach  b'g  nnd  überschreiten  diese  Linie  und 
führen  6"^',  ohne  irgend  eine  der  schon  gezogenen  Linien  zu  schneiden, 
die  Querschnitte  als  Wegweiser  benutzend,  zu  dem  dem  Anfangspunkte 
auf  dem  entgegengesetzten  Ufer  von  a\'  gegenüberliegenden  Punkte  zu- 
rück. Dann  verbinden  wir  6"^  mit  a\'  (oder  a^*)  durch  c'g.  Man  zeigt 
leicht,  dass  J"  einfach  zusammenhängend  ist.  Dann  ist  A*\  =  A\  —  B'^»^ 
A"^'  =  A\'—B\  oder  a^^  =  d^^=l,  ^=1,  2,..  .p,  /Jj^'s=/J^*^=  +  1.  Das 
untere  Zeichen  wird  durch  Ueberschreitnng  in  entgegengesetztem  Sinne 
erhalten.  Ein  selbiges  Verfahren  auf  a^  und  a^»  angewendet,  liefert  das 
verwandte  System,  in  welchem  statt  i3«V=ft'»=i  1»  Ysi^^Yts^^i.  ^ 
zu  setzen  ist. 

Wenn  man  das  angewandte  Verfahren  wiederholt,  so  gelangt  man  zu 
einem  System,  in  dem  ßft'  =  ßgB  =  +  ^»  o«^®'  7 es  ==  Ysb^^  ±  ^  *^*» 
nnd  wegen  II)  können  wir  noch  s\  welches  gleich  e  +  I  war,  willkürlich 
wählen. 

Betrachten  wir  T"  als  erstes  System  und  T'  als  abgeleitetes,  so 
fliessen  hieraus  ebenso  viele  Zahlensysteme,  denen  wirkliche  Trans- 
formationen eines  Schnittnetzes  entsprechen.  Beide  Arten  von  Trans- 
formationen können  beliebig  oft  wiederholt  und  in  beliebiger  Reihenfolge 
angewandt  werden ,  so  dass  man  aus  T'  T"  und  hieraus  J'"  etc.  erhält, 
weil  wir  ja  das  erste  System  ganz  willkürlich,  nur  von  kanonischer  Form 
annahmen,  von  welcher  die  folgenden  auch  sind. 

Schreiben  wir  das  Zahlensystem  aßyi  in  der  Form  einer  Determi- 
nante 

«ll»«l2>"-«lp»/?lH-    ßip 

ytu yip»  *jif •••*!/» 
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80  bewirken  zwei  aufeinander  folgende  Transformationen  ein  System, 
welches  aus  dem  System,  das  T^")  angehört  und  dem  System  der  Trans- 
formatidn  der  Art  zusammengesetzt  ist,  wie  sich  Determinantenproducte 
zusammensetzen.  Wendet  man  diese  Transformationen  (I  bis  V)  auf  ein 
vorliegendes  System  aßy  d  an,  so  findet  man  folgende  Regeln : 

Man  kann  die  Zahlen  einer  der  p  ersten  Horizontalreihen  oder  Ver- 
tikalreihen ihr  Zeichen  wechseln  lassen,  wenn  man  dasselbe  gleichzeitig 
mit  denen  der  entsprechenden  Keihe  aus  den  p  letzten  Horizontal-,  be- 
ziehentlich Vertikalreihen  thut. 

Man  kann  zwei  beliebige  der  p  ersten  Horizontal-  oder  Vertikalreihen 
und  die  entsprechenden  der  p  letzten  Horizontal-,  beziehentlich  Vertikal- 
reihen mit  einander  vertauschen. 

Man  kann  eine  der  p  ersten  Horizontal-  oder  Vertikalreihen  mit  der 
entsprechenden  der  p  letzten  Horizontal-,  beziehentlich  Vertikalreihen 
vertanschen  und  muss  gleichzeitig  das  Vorzeichen  einer  derselben  ändern. 

Man  kann  eine  der  p  ersten  Horizontal-  oder  Vertikalreihen,  mit  einem 
ganzen  positiven  oder  negativen  Factor  multiplicirt,  zu  der  entsprechenden 
der  p  letzten  Horizontal-,  beziehentlich  Vertikalreihen  addiren  und  um- 
gekehrt. 

Man  kann  die  v^^  Horizontal-  oder  Vertikalreihe  mit  einem  beliebigen 
ganzen  positiven  oder  negativen  Factor  multiplicirt ,  zur  p  +  v'**°  Horizon- 
tal-, beziehentlich  Vertikalreihe  addiren,  wenn  man  gleichzeitig  die  v^  mit 
demselben  Factor  zur  p  +  v**"  addirt  und  umgekehrt. 

Hierbei  sind  die  Abel* sehen  Transformationsrelationen  Invarianten. 
Wendet  man  also  diese  Transformationen  auf  ein  vorliegendes  System 
an,  so  oft  und  in  der  Art,  dass  so  viel  als  möglich  Glieder  des  ent- 
stehenden Systems  Null  werden,  so  findet  man,  dass  jedwedes,  den 
AbeTschen  Transformationsrelationen  genügendes  System  auf  das  ein- 
fache afiß=dßfi=l  fi=l  2. . . .p,  sonst  a ßy  6  gleich  Null  gebracht  werden 
kann.  Wir  brauchen  diese  Rechnung  nicht  auszuführen ,  da  ihre  Art  hin- 
länglich bekannt  ist. 

Umgekehrt  kann  man  durch  eine  Reihe  von  Transformationen  zu 
jedwedem  möglichen,  d.  h.  den  Abel' sehen  Transformationsrelationen 
genügenden  System  von  Zahlen  aßy  öy  oder  von  einer  Zerschneidung  J' 
zu  einer  diesem  Systeme  entsprechenden  Zerschneidung  T"  gelangen, 
und  man  erhält  so  alle  möglichen  Zerschneidungen  der  Fläche  T  in  eine 
einfach  zusammenhängende  durch  ein  kanonisches  Querschnittnetz. 
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neiiy  welche  durch  imaginäre  Elemente  derselben 

▼eronacht  wird. 

Von 

Dr.  Cheistian  Wiener, 

Professor  an  der  polyieebnischen  Schule  zn  Carlsruhe. 


(Hierzu  Tafel  V,  Figur  4  bis  8.) 


1)  Es  geschieht  häufig ,  dast  geometrische  CoDStrnctionen  von  Carven 
aD  einer  gewissen  Stelle  keine  Punktet  mehr  liefern,  während  andere  Ersen- 
gnogsweisen  der  Carve  zeigen,  dass  dieselbe  an  jener  Stelle  nicht  begrenzt 
ist.  Diese  Unterbrechnng  der  Stetigkeit  der  geometrischen  Construction 
rührt  daher,  dass  Constructionselemente  imaginär  werden,  ohne  dass  dies 
anch  für  die  Constructionsergebnisse  stattfindet.  Es  kommt  in  diesen 
Fällen  darauf  an,  die  Construction  von  den  Elementen  frei  zu  machen, 
weiche  imaginär  werden,  und  dadurch  ihre  Stetigkeit  herzustellen. 

Wir  wollen  einige  Beispiele  untersuchen,  in  welchen  die  zwischen- 
liegenden imaginären  Elemente  in  verschiedener  Weise  im  Endergebnisse 
verschwinden. 

2)  I.  Der  Mittelpunkt  zwischen  zwei  conjugirten  imagi- 
nären Punkten  ist  reell. 

Geometrisch  erklärt  man  zwei  conjugirte  Punkte  als  die  reellen 
oder  imaginären  Doppelpunkte  einer  Involution,  welche  auf  einer  Geraden 
durch  zwei  project*vi«che  Punktreihen  gebildet  wird.  Sind  die  Doppel- 
punkte reell,  so  ergiebt  sich  bekanntlich,  dass  ihr  Mittelpunkt  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Involution  zugammenfällt,  d.  h.  mit  dem^^\i\^^i(i  ^^\iVXA 


376  lieber  scheinbare  Unstetigkeit  geometrischer  Constructionen  etc. 


jeder  Eeibe,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  anderen  Reihe  ent- 
spricht. Der  Begriff  des  Mittelpunktes  eines  Paares  conjugirter  imagi- 
närer Punkte  ist  von  vornherein  nicht  gegeben.  Er  muss  durch  Aus- 
dehnung des  Begriffes  und  aller  Eigenschaften  des  Mittelpunktes  f&r 
conjugirte  reelle  auf  imsginiire  Punkte  gewonnen  werden.  Einige  dieser 
Eigenschaften  können  imaginäre  Elemente  enthalten,  andere  nicht.  Dia 
verallgemeinerte  Eigenschaft,  dass  der  Mittelpunkt  der  Doppelpunkte 
mit  dem  Mittelpunkte  der  Involution  zusammenfällt  und  dass  dieser  letztere 
auch  für  imaginäre  Doppelpunkte  reell  ist,  zeigt  die  Realität  des  Mittel- 
punktes conjugirter  imaginärer  Punkte. 

Analytisch  werden  die  Coordinaten  eines  imaginären  Punktes, 
wenn  i=}/ — 1  und  a,  6,  c,  d  reelle  Strecken  bedeuten,  durch 

x^=  a'\-bi,     y,  =  c  +  di 
ausgedrückt.     Conjugirt  zu  diesem  Punkte  nennt  man  denjenigen,  dessen 
Coordinaten 

x^'=za  —  6f,     yf==c  —  di 
sind.     Dehnt  man  wieder  den  Begriff  und  alle  Eigenschaften  des  Mittel- 
punktes zwischen  zwei  reellen  Punkten  auf  den  zwischen  zwei  conjugirten 
imaginären  aus,   so    erhält  man  die   Coordinaten  desselben,  in   unserem 
Falle 

wodurch  dessen  Realität  nachgewiesen  ist. 

3)  Aufgabe.  Den  geometrischen  Ort  /  der  Mittelpunkte /> 
der  Sehnen  zu  bestimmen,  welche  aus  einem  Punkte  A  zu 
einem  Kegelschnitte  k  gezogen  werden. 

Auflösung.  Die  Punkte  D  (Fig.  4)  auf  den  Strahlen  aus  A,  welche 
k  in  zwei  reellen  Punkten  ff^  J  schneiden,  lassen  sich  durch  Halbiren  der 
reellen  Strecke  BJ  in  D  unmittelbar  finden.  Sobald  aber  A  in  der 
äusseren  Fläche  des  Kegelschnitts  k  liegt  und  die  Schnittpunkte  ff  und  / 
imaginär  werden,  versagt  dieses  Verfahren. 

Damit  die  geometrisdhe  Stetigkeit  nicht  unterbrochen  werde,  muss  der 
Begriff  der  gemeinsamen  Punkte  einer  Geraden  und  eines  Kegelschnitts 
von  ihrer  reellen  Beschaffenheit  auf  die  imaginäre  ausgedehnt  werden. 
Nennt  man  auf  einer  Geraden  a  zwei  Punkte  A  und  A'  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  k  conjugirt,  wenn  der  eine  auf  der  Polaren  des  anderen  liegt, 
so  sind  bekanntlich  die  Punktreihen  der  A  und  A'  projectivisch  und 
befinden  sich  in  Involution.  Da  nun  die  Doppelpunkte  dieser  Involution, 
wenn  sie  reell  sind,  die  Durchschnittspunkte  der  a  und  k  darstellen,  so 
können  die  letzteren ,  indem  wir  den  Begriff  der  gemeinsamen  Punkte  der 
a  und  k  auf  ihre  imaginäre  Beschaffenheit  ausdehnen,  auch  durch  imagi- 
näre Doppelpunkte  jener  Involution  dargestellt  werditn.  Der  Mittelpunkt 
zwischen  beiden  Doppelpunkten  ist  stets  der  Mittelpunkt  Z>  der  Involution. 
Dieser  wird  aber  auf  a  unabhängig  von  den  (reellen  oder  imaginären) 
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Doppelpnnkton  als  Dnrclischnitt  D  mit  dem  znr  Richtnug  a  conjugirten 
Durchmesser  MD  des  Kegelschnitts  k  gefunden,  und  dies  ist  die  in  Fig.  4 
angewendete  Construction. 

4)  Analytische  Auflösung.  Nimmt  man  A  (Fig.  4)  zum  Ur- 
sprung eines  recht-  oder  schiefwinkligen  Coordinatensystems,  so  ist  die 
Gleichung  eines  Strahles  a 

1)  y^=mx^ 

und  die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnitts  k 

2)  Ax^  +  Bxy  +Cy^-{'Dx+Ey  +  F=^  0. 
Eliminirt  man  y  ans  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

a:*  (^  +  5m  +  Cm«)  +  a;  (/>  +  Em)  +  F=  0, 
oder,  wenn  man 

A  +  Bm  +  Cm*  =  G,     D  +  Em^^H 
setzt, 

woraus 


X  = =- 

2G 

als  die  Abscissen  der  beiden  Durchschnittspunkte  der  a  und  k  folgen.  Die 
Abscisse  des  Mittelpunktes  der  Sehne  auf  a  ergiebt  sich  als  das  arithme- 
tische Mittel  beider  letzteren  Werthe: 

,_       ^_  D+Em 

^^  ^~        G~      A+Bm  +  Cm*' 

Dieser  Werth  ist  stets  reell,  wenn  auch  jene  Schnittpunkte  imaginär  wer- 
den, was  fär  B*<4GF  eintritt. 

Um  noch  die  Gleichung  des  Ortes  /  der  Sehnenmittelpunkte  zu  erhal- 
ten, eliminire  man  m  aus  3)  und  der  aus  1}  folgenden  y=mx\  so  erhält 
man  als  Gleichung  von  / 

4)  Ax*  +  Bxy  +  Cy*  +  Bx  +  Ey  :=zO. 

5)  Die  durch  die  Punkte  D  gebildete  Curve  /  ist  bekanntlich  ein  mit 
k  Ähnlicher  und  ähnlich  liegender,  durch  A  gehender  Kegelschnitt.  Dies 
zeigt  zunächst  die  Vergleichung  der  Gleichungen  4)  und  2)  der  vorigen 
Nummer.  Man  kann  aber  auch  diesen  Satz  als  einen  besonderen  Fall  des 
folgenden  allgemeineren  Satzes  betrachten: 

Wenn  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  k  (Fig.  5) 
eine  beliebige  Gerade  d  und  ein  Strahlenbüschel -4 
annimmt  und  au f  jedem  Strahle  a  zu  seinem  Schnitt- 
punkte 2)'  mit  d  den  conjugirten  Punkt  D  in  Bezug  auf 
/r  sucht,  so  bilden  die  2>  einen  Kegelschnitt /,  welcher 
durch  ^,  durch  denPol  Pder  Geraden  (/  in  Bezug  auf 
Ar,  durch  die  Punkte  B  und  C  geht,  in  denen  die  Tan- 
genten  aus  A  den   k  berühren   und   vr^\c\iex  \\i  A  V\^ 

Zelurhfi/l  /.  Mathematik  tu  Phy»ik,  Xlt,  6,  % 
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OeTade  ^J^and  inPdieOerade  PE  berührt,  die  durch 
den  Schnittpunkt  E  der(<i  mit  der  BC  gehen. 

Beweis.  D  wird  durch  a  und  durch  die  Polare  p  von  D'  bestimmt. 
Alle  a  bilden  einen  mit  der  Punktreihe  der  D'  projectivischen  Strahlen- 
biischel  A,  allep  bilden  einen  mit  der  Punktreihe  der/^'projectivischenStrah- 
lenbüschel ,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  P  der  Geraden  d  ist.  Die  Durch- 
schnitte entsprechenderstrahlen  der  demnach  unter  einander  projectivischen 
Strahlenbüschel  A  und  P  bilden  die  Curve  /,  welche  daher  ein  Kegelschnitt 
ist  und  durch  A  und  P  geht.  Da  in  den  Tangenten  AB  und  ^C  an  A' jedem 
Punkte  der  Berührungspunkt  conjugirt  ist,  so  liegen  B  und  C  auf  /.  Da 
ferner  der  Pol  der  Geraden  AP  der  Schnittpunkt  E  der  Polaren  BC  zn  A 
und  der  Polaren  d  zxx  P  ist,  so  entspricht  dem  Strahle  AP  aus  A  der  Strahl 
PE  und  dem  Strahle  PA  aus  P  der  Strahl  AE.  Daher  sind  PE  und  AE 
Tangenten  an  /. 

6)  Besonderer  Fall:  Rückt  d  ins  Unendliche,  so  wird  7  mit 
k  ähnlich  und  ähnlich  liegend. 

Oder:  Die  Mittelpunkte  D  der  aus  einem  Punktet  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts  k  zu  diesem  gezogenen  Sehnen 
bilden  einen  mit  k  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegel- 
schnitt/, welcher  die  Strecke-4^,  worinilfder  Mittelpunkt  von 
k  ist,  zum  Durchmesser  hat. 

Beweis.  Bückt  d  und  rücken  daher  auch  die  Punkte  D'  ins  Un- 
endliche, so  sind  D  die  Mittelpunkte  der  auf  den  Strahlen  a  liegenden 
Sehnen  von  k  (Fig.  4).  Der  Pol  der  d  wird  dann  der  Mittelpunkt  M 
von  k.  Der  Punkt  E  auf  BC  rückt  dann  ebenfalls  ins  Unendliche  und  die 
Tangenten  AE  und  ME  werden  parallel,  daher  AM  ein  Durchmesser  von  /. 
Die  entsprechenden  Strahlen  a  und  p  sind  nach  3)  conjngirte  Richtungen  in  k. 

Schneidet  nun  AM  den  k  in  reellen  Punkten  R  und  S,  den  Endpunkten 
eines  reellen  Durchmessers,  und  legt  man  in  R  ein  mit  A  und  in  S  ein  mit 
itf  gleiches  und  paralleles  Strahlenbüschel,  so  sind  entsprechende  Strahlen 
aus  R  und  S  conjugirte  Sehnen,  schneiden  sich  daher  in  einem  Punkte 
von  Ar.  Daher  werden  k  und  /  ähnlich,  und  entsprechende  Längenmaasse 
verhalten  sich  wie  RS:  AM,  —  Schneidet  dagegen  der  Durchmesser  AM 
den  k  nicht  in  reellen  Punkten,  was  nur  eintreten  kann,  wenn  k  eine 
Hyperbel,  so  lege  durch  M  irgend  einen  reellen  Durchmesser  von  k  mit 
den  Endpunkten  T,  Z7,  lege  in  T  ein  mit  A  und  in  U  ein  mit  M  gleiches 
und  paralleles  Strahlenbüschel,  so  schneiden  sich  wieder  entsprechende 
Strahlen  in  Punkten  von  Ar.  Da  nun  die  beiden  gleichen  und  parallelen 
Paare  von  Strahlenbüscheln  A^  M  und  7,  V  dieselben  Richtungen  ent- 
sprechender Paare  paralleler  Strahlen  haben  müssen,  so  bestimmen  diese 
die  Richtungen  paralleler  Asymptoten  und  /  und  k  sind  ähnliche  und 
ähnlich  liegende  Hyperbeln,  ^^ist  ein  Durchmesser  von  /,  weil  die  ent- 
sprechenäen  Strahlen  der  Büschel  A  und  M  conjugirte  Richtungen   für  k 
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nnd  daher  auch  für  den  mit  k  ähnlicbenKegelschnitt  /  sind.     Das  Verhält- 
niss  entsprechender  Längenmaasse  ist  in  diesem  Falle  ein  imaginäres. 

Ist  k  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M^  so  ist  /  ebenfalls  ein  Kreis 
mit  dem  Durchmesser  Ä  M  und  die  zu  den  Strahlen  a  aus  A  conju|i;irten 
Durchmesser  von  k  stehen  auf  den  ä  senkrecht. 

7)  II.  Der  Träger  zweier  conjugirter  imaginärer  Punkte 
ist  eine  reelle  Gerade. 

Der  geometrische  Begriff  zweier  conjugirter  Punkte  bringt  es  mit 
sich ,  wie  wir  unter  2)  gesehen  haben ,  dass  dieselben  auf  einer  reellen  Ge- 
raden liegen,  mögen  die  Punkte  nun  reell  oder  imaginär  sein. 

Analytisch  sind  zwei  conjugirte  imaginäre  Punkte  bestimmt  durch 

o:,  =  a  —  6f,     y%=^c  —  di. 
Die  Gleichung  der  durch  beide  Punkte  gelegten  Geraden  ist 

y  —  yi_yt  —  yi 

X  —  a:,       oc^  —  ar,' 

oder,  wenn  man  die  obigen  Werthe  einführt, 

h  d 

y -^  X =  1. 

hc  —  ad  hc  —  ad 

Weil  hierin  f  nicht  mehr  vorkommt,  ist  die  Gerade  reell;  sie  geht  durch 

den  reellen  Mittelpunkt  (j:  =  fl,  y=:c)   zwischen   den  beiden  imaginllren 

Punkten  und  hat  dieselbe  Neigung  o  gegen  die  Abscissenaxe ,  wie  wenn  f 

ein  reeller  Factor  wäre;  die  Neigung  ist  bestimmt  durch 

d 
lang  a  =—, 

Es  soll  zunächst  die  bekannte  Aufgabe  über  die  Chordale  gelöst 
werden,  sowohl  weil  sich  die  folgende  Aufgabe  auf  dieselbe  stützt,  als  auch 
weil  hier  eine  neue,  dem  ursprünglichen  Sinne  sich  am  engsten  an- 
schliessende Auflösung  gegeben  werden  soll. 

8)  AufgaT)e.  Von  zweien  ineinerEbene  liegenden  Krei- 
sen die  gemeinschaftliche  Sehne,  d.  h.  ihre  Chordale  oder 
Potenzliniezuconstruiren.  ^ 

Sobald  beide  Kreise  zwei  reelle  Punkte  gemein  haben,  ist  deren  Ver- 
bindungsgerade die  gemeinsame  Sehne.  Andernfalls  aber  versagt  dieses 
Verfahren. 

Erste  Auflösung.  Auf  jeder  in  der  Ebene  der  Kreise  liegenden 
Geraden  befindet  sich  nach  3)  eine  Involution,  deren  Punktepaare  in  Bezug 
auf  den  Kreis  Atj,  dessen  Mittelpunkt  iKf,  sei,  conjugirt  sind,  nnd  eine  solche  in 
Bezug  auf  den  Kreis  Ar,,  dessen  Mittelpunkt  3/,.  Die  beiden  Paare  reeller  oder 
imaginärer  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  sind  die  Punktepaare,  welche 
die  Gerade  mit  den  Kreisen  gemein  hat.  Unsere  Aufgabe  verlangt,  die- 
jenige Gerade  zu  suchen,  auf  welcher  beide  Paare  von  Do^^^Xv^^*^^"^ '^'^ 
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einander  fallen.  Eine  Involution  ist  bekanntlich  durch  zwei  Paare  con- 
jugirter  Elemente  bestimmt.  Wenn  wir  daher  eine  Gerade  finden,  auf 
welcher  irgend  zwei  Paare  von  Punkten  sowohl  in  Bezog  auf  den  Kreis  Atj, 
als  in  Bezug  auf  Ar,  einander  conjugirt  sind,  so  fallen  auch  die  Doppel- 
punkte zusammen  und  jene  Gerade  ist  die  Chordale. 

Da  dem  unendlich  fernen  Punkte  einer  Goraden  der  Mittelpunkt  der 
Involution  conjugirt  ist,  welcher  auf  dem  zur  Geraden  senkrechten  Durch- 
messer liegt,  so  fallen  zunächst  die  unendlich  fernen  Punkte  und  die  damit 
conjugirten  Mittelpunkte  der  Involutionen  nur  auf  den  zu  der  Centrallinie 
My  M^  senkrechten  Geraden  zusammen;  daher  muss  die  Chordale  senkrecht 
auf  M^  Mf  stehen. 

0)  Um  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  zur  Deckung  zu  bringen, 
lege  man  eine  Gerade  g  (Fig.  6)  in  der  Ebene  der  Kreise,  die  wir  der 
Einfachheit  halber  parallel  zur  Centrallinie  Mi  M^  und  berührend  an  den 
Kreis  k  annehmen  wollen.  Eine  zu  M^  M^  senkrechte  und  sonst  beliebige 
Gerade  a  schneidet  g  im  Punkte  ^,  zu  dem  wir  den  conjugirten  Punkt 
auf  a  in  Bezug  auf  den  Kreis  k^  finden,  indem  wir  a  mit  der  Polaren  von  A, 
welche  durch  den  Pol  von  g  geht,  schneiden.  Entsprechend  ergiebt  sich 
der  zu  A  conjugirte  Punkt  A^  in  Bezug  auf  den  Kreis  Ar,.  Fallen  A^  und 
A^  zusammen,  so  ist  a  die  Chordale. 

Der  geometrische  Ort  der^,  istabereine  Parabel  p|.  Denn  die  a  bil- 
den einen  auf  </  senkrechten,  mit  der  Reihe  der^  projectivischen  Parallel- 
strahlenbtischel.  Die  Polaren  der  A  bilden  einen  mit  der  Reihe  der  A 
projectivischen  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  P^  der  g  in 
Bezug  auf  den  Kreis  Ar,,  d.  h.  deren  Berührungspunkt  mit  demselben  ist. 
Der  Parallelstrahlenbüschel  der  a  und  der  Büschel  der  Polaren  sind  daher 
projectivisch,  und  die  Durchschnitte  entsprechender  Strahlen,  welche  den 
geometrischen  Ort  der  i4,  bilden,  erzeugen  einen  K^egelschnitt.  Derselbe 
hat  nur  einen  Punkt  im  Unendlichen,  bestimmt  durch  die  unendlich  ferne 
Gerade  a  und  den  derselben  entsprechenden  Strahl  Pi  ^/^;  er  ist  daher 
eine  Parabel.  /*,  ist  ihr  Scheitel ,  weil  gr,  der  dem  P,  M^  ^entsprechende 
Strahl,  die  Curve  in  Pj  berührt  und  senkrecht  auf  P^  iüf,  steht.  P,  My  ist 
demnach  die  Hauptaxe.  —  Ebenso  ist  der  geometrische  Ort  der  A^  eine 
Parabel  p,,  deren  Scheitel  P„  der  Pol  der  g  in  Bezug  auf  den  Kreis  A„ 
und  deren  Hauptaxe  P^  M^, 

Beide  Parabeln  p^  und  p,  sind  congruent  und  parallel.  Denn 
ziehe  von  P,  und  P^  die  beiden  parallelen  Strahlen  P^  A^  und  PiA\^  be- 
stimme zu  ihnen  die  Pole  A  und  A '  auf  g  durch  die  beiden  auf  den  Strahlen 
senkrechten  Halbmesser  M^A  und  Mf  A\  so  ergiebt  sich  Py  A  =  P\  A\ 
wobei  P\  der  Schnitt  von  g  mit  Pf  ^/,.  Daraus  folgt  P,  Ay  =  P^  A\  und 
daraus  die  Congruenz  und  der  Parrallelismus  von  />,  und  />,. 

10)  In  einem  Schnittpunkte  B  von  p,  und  p,  fallen  zwei  demselben 
^  conjugii'te  Punkte  Ai  und  A^  zusammen,  und  die  durch  B  gehende  Senk- 
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rechte  zu  ^/f  M^  ist  eine  Chordale.  Zwei  congrucnte  parallele  Parabeln, 
wie  pi  und  p^y  haben  aber  drei  Punkte  im  Unendlichen  nnd  einen  vierten 
Punkt,  der  im  Allgemeinen  im  Endlichen  liegt,  gemein.  Daher  haben 
zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise  zwei  Chordalen,  die  un- 
endlich ferne  Oerade  und  eine  im  Allgemeinen  im  Endlichen 
befindliche  zu  der  Centrallinie  senkrechte  Gerade. 

Werden  beide  Kreise  concentrisch,  so  wird  die  Centrallinie  unbestimmt; 
welche  Kichtung  man  aber  auch  der  Geraden  g  geben  mag,  es  werden  die 
coiigruenten  Parabeln  p^  und  p,  eine  gemeinschaftliche  Hauptaxe  besitzen, 
und  daher  wird  der  vierte  gemeinsame  Punkt  B  ebenfalls  ins  Unendliche 
rücken,  so  dass  die  beiden  Chordalen  zweier  concentrischen 
Kreise  in  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfallen. 

11)  Diese  Betrachtungen  führen  zu  einer,  so  viel  ich  weiss,  neuen 
Constrnction  der  Chordalen.  Um  den  Schnittpunkt  B  der  con- 
grnenten  parallelen  Parabeln  p,  nnd  pti  deren  Scheitel  P,  und  /\  sind,  zu 
linden,  lege  man  in  eine  derselben,  z.  B.  in  Pxy  eine  Sehne  CB  gleich  und 
gleich  gerichtet  mit  P^  P,;  der  dem  Punkte  iP,  entsprechende  Endpunkt 
ist  der  Schnittpunkt  B^  wie  eine  Parallelverschiobung  der  pj  in  p,  zeigt. 
Um  die  der  unbekannten  Sehne  CB  conjugirte  Axe.  zu  finden ,  lege  die 
damit  parallele  Sehne  P^  Pf^  deren  zweiten  mit  Pt  gemeinsamen  Punkt  A'\ 
man  erhält,  wenn  man  M^A"  _L  -^i  A  ^^^^9  ^^  ^'  schneidet  und  A"A'\  X.  9 
zieht.  Der  Mittelpunkt  D  von  Pi  A"  liegt  auf  der  Axe,  welche  CB  con- 
jngirt  ist.  Nimmt  man  dann  ß  in  der  Mitte  von  A"P\^  so  ist  D  i9'  =  ^P,  P',, 
und  B  liegt  auf  der  durch  Bf  senkrecht  zu  g  gelegten  Geraden.  Bf  be- 
stimmt daher  die  Chordale. 

Die  Constrnction  der  Chordale  zweier  Kreise  Atj  ,  k^  ist  daher 
folgende :  Lege  an  den  Kreis  k^  eine  Tangente  g  parallel  der  Centrallinie 
M^M^y  bestimme  den  Berührungspunkt  -P, ,  fälle  von  M^  die  Gerade 
M^  P\  J_  g  mit  dem  Fusspunkte  P'„  bestimme  auf  A/,  P\  den  Pol  P,  der  g 
in  Bezug  auf  k^,  ziehe  P^  Pg,  fälle  ilf,  A"  J.  Pj  i\,  welche  g  in  A"  schnei- 
det, halbire  A"  P\  in  B\  ziehe  B'B  J^  ^i  M^,  so  ist  PB  die  Chordale. 

12)  Anmerkung.  Legt  man  di^Gerade^  beliebig  in  der  Ebene  der 
beiden  Kreise,  so  werden,  wie  in  Nr.  20  und  21  gezeigt  wird,  die  geometrischen 
Orte  p,  und  p^  der  Punkte  A^  und  A^  ähnliche  Hyperbeln,  welche 
durch  den  Pol  Pj ,  bezüglich  P,  der  g  gehen  und  die  durch  den  Schnittpunkt 
H  von  g  und  My  M^  senkrecht  zu  M^  M^  gelegte  Gerade  zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben,  während  die  beiden  anderen  Asymptoten  senkrecht 
auf  g  stehen  und  die  g  in  Punkten  Zf  und  Z,  schneiden ,  deren  Abstände 
Z,  H  und  L^Byon  J7  durch  die  auf  ^  senkrechten  Durchmesser  der  Kreise 
/r,  nnd  /r,  halbirt  werden.  Auch  diese  Hyperbeln  haben  stets  drei  Punkte 
im  Unendlichen  gemein,  während  der  vierte  B  im  Allgemeinen  im  End- 
lichen liegt.     Werden  die  Kreise  concentrisch,  tso  faW^u  ^>x^\l  ^\^  i.vi^\\.^\^ 
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Asymptoten  zasammen  nnd  der  vierte  Punkt  sammt  der  Chordalen  gehen 
ebenfalls  ins  Unendliche. 

13)  Zweite  Auflösung.  Sie  ist  eine  bekannte  und  beruht  auf 
einer  abgeleiteten  Eigenschaft  der  Chordale.  Da  nämlich  für  alle  durch 
einen  Punkt  ^  gehenden  Sekanten  eines  Kreises  das  Product  der  auf  jedem 
durch  den  Kreis  gebildeten  Abschnitte  AB  und  ^C  dasselbe  ist,  so  hat  die 
Chordale  die  Eigenschaft,  dass  die  Producte  der  bezeichneten,  von  einem 
Punkte  der  Chordale  ausgehenden  Sekantenabschnitte  in  beiden  Kreisen 
dieselben  sind,  weil  dies  auf  der  Chordale,  auf  der  die  Schnittpunkte  überein- 
stimmen, stattfindet;  dass  demnach  auch  die  von  einem  Punkte  der  Chor- 
dale an  die  beiden  Kreise  gelegten  Tangenten  unter  einander  gleich  sind. 
Daraus  folgt,  dass  die  drei  Chordalen  je  zweier  von  drei  gegebenen 
Kreisen  durch  denselben  Punkt  gehen  und  hieraus  ergiebt  sich  die  be- 
kannte einfachste  Construction  der  Chordale  zweier  Kreise  Ati,  A*,, 
welche  keine  reellen  Punkte  gemein  haben.  Man  lege  einen  dritten 
Kreis  Ar, ,  welcher  die  beiden  ersten  in  reellen  Punkten  schneidet ,  so  be- 
stimmen die  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  k^  und  Ar,  und  von  k^  und 
Ar,  einen  Punkt  der  Cbordale  von  ki  und  Ar^.  In  gleicher  Weise  kann  man 
noch  einen  zweiten  Punkt  suchen  oder  beachten,  dass  die  Chordale  senk- 
recht auf  der  Centrallinie  steht. 

14)  Die  analytische  Auflösung  ergiebt  sich  folgendermaassen: 
Seien  r,  nnd  r,  die  Halbmesser  der  Kreise  /ti  und  k^  und  legt  man  den  Ur- 
sprung der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  JST^, 
während  a  und  b  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  des  Kreises  k^  sind, 
so  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Kreise 

^'  +  y'  =  rt\ 
{x-^ay+(t/  —  b)*  =  r,\ 
Daraus  folgt  durch  Subtraction 

1)  2ax  +  2by  =  ä^+  b*+  r^^^-rt^ 

welche  Gleichung  die  Abhängigkeit  der  beiden  Coordinaten  jedes  der  beiden 
Schnittpunkte  von  einander  ausdrückt  und  daher  auch  die  Gleichung  ihrer 
Verbindungslinie,  d.  h.  der  Chordale  ist.     Dasselbe  Ergebuiss  werden  wir 
erhalten,  wenn  wir  zuerst  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  bestimmen. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 

a*+b^  =  d^   und    a»  +  6«  +  r,«  -  r^*  =  c«, 
so  ist  d  der  Abstand  der  beiden  Mittelpunkte  und  es  folgt  aus  1) 

2)  2aa:  +  2fty  =  c'. 

Eliminiren  wir  aus  den  beiden  Kreisgleichungen  y,  so  erhalten  wir 

ac*  +  b  l/4rf'r.*  — c* 

X  = ^= — ^ 


2rf* 


^_ac'  +  by{d  +  r,+  r,)  (d  +  r,  -  r,)  {d—r,  +  r,)  (~  d+r,  +r,) 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  beider  Kreise 
und  diese  selbst  imaginär  sind,  wenn  einer  der  drei  Fälle  eintritt: 

d.  b.  wenn  der  eine  Kreis  keinen  Punkt  des  anderen,  oder  wenn  k^  den 
k^  oder  k^  den  /ti  ganz  einscbliesst. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  mit  f|,  ^i  und 
X,,  y,  und  setzen 

(rf+r,  +  rO  (rf+r,  -r,)  (d—r,+r,)  (  -rf+r,+r,)=«*, 
so  erhalten  wir  aus  3)  und  2) 

ac*  +  6e*  frc* — ae* 

*'—       2rf«       '      ^'—       2(f       V 

ac* — 6g*  __6c*+ae* 

""•"•        2rf«       '      ^••■"      2d*      ' 
Für  imaginäre  Schnittpunkte  ist  e*  imaginär;  x^  und  s^^  sowie  jf,  und 
^2  sind  dann   conjngirte  imaginäre  Grössen  oder  die  imaginären  Punkte 
sind  conjngirt.   Die  Oleichung  der  durch  dieselben  gehenden  Geraden  oder 
der  Chordale  ist  nach  7  und  übereinstimmend  mit  i) 

26    ,       2a 
^■?  +  *7^  =  '- 
Die  Chordale  ist  also  stets  reell.     Da  ihr  Winkel  a  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  Abscissenaxe  durch 

der  Winkel  a  der  Centrallinie  mit  der  Abscissenaxe  aber  durch 

iang  o'  =  - 

ausgedrückt  ist,  so  ergiebt  sich 

iang  a .  fang  a'  =  —  1, 
d.  h.  die  Chordale  steht  senkrecht  auf  der  Centrallinie. 

15)  Aufgabe.  Ziehe  in  einem  Kreise  /,  dessen  Mittelpunkt  M  ist 
(Fig.  7),  einen  Durchmesser  AMB^  lege  \_ÄB  eine  Gerade  c,  welche  /  in 
den  Punkten  Cj,  C,  und  AB  m  D  schneidet,  mache  auf  c  J)  D^=iD I)t=^ACx 
=  A  Cfy  so  sind  />i  und  2>,  offenbare  Punkte  einer  Parabel ,  welche  A  zum 
Scheite]  und  AB  zur  Hauptaxe  hat.  Rückt/)  auf  der  dem  ^  entgegen- 
gesetzten Seite  ausserhalb  des  Kreises  nach  D\  so  werden  die  Punkte  (7|, 
Cf  imaginär  und  die  Constructipn  scheint  ihre  Stetigkeit  verloren  zu  haben. 
Es  ergiebt  sich  daraus  die  Aufgabe,  die  Stetigkeit  jener  Con- 
struction   nachzuweisen. 

Auflösung.  Um  zuerst  das  Uebertragen  von  AC^  nach  BBi  in  eine 
Construction  zu  bringen,  ziehe  AF^  \_ABy  lege  aus  A  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  k  durch  Cj  und  C^,  schneide  ihn  mit  AF^  in  F^  und  ^g,  ziehe  F^D^ 
und  F^Ü^  ^  AB  und  schneide  sie  mit  c  in  2>j  und  D^,     Oder:   F^  und  F^ 


384  Ueber  scheinbare  Unstetigkeit  geometrischer  Constructionen  etc. 

liegen  anf  einem  Kreise  Ar,  der  A  zum  Mittelpunkte  und  c  zur  gemein- 
schaftlichen Sehne  mit  dem  Kreise  /  hat. 

In  dieser  Fassung  derselben  Constructioa  ist  aber  vermittelst  der 
Chordale  die  gesuchte  Stetigkeit  hergestellt.  Rückt  D  ausserhalb  des 
Kreises  /  nach  D\  so  findet  man  den  Kreis  k\  welcher  c  zur  Chordale  mit 
dem  Kreise  /  hat,  indem  man  einen,  diese  Kreise  /  und  k*  in  reellen  Punk- 
ten schneidenden,  sonst  beliebigen  Hülfskreis  /i  aus  einem  Mittelpunkte  Af| 
schneidet,  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  Kreise  /  und  /j,  als  welche  der 
Einfachheit  halber  ^^  gewählt  ist,  zieht,  deren  gemeinschaftlichen  Punkt  D' 
mit  c  bestimmt ,  von  D'  eine  Senkrechte  auf  A  ilf ,  fällt,  diese  mit  dem 
Kreise  /i  in  6?f  und  Gf  schneidet  und  von  A  als  Mittelpunkt  den  Kreis  k' 
durch  C,  und  G,  legt.  Durch  k'  werden  dann  F'^  und  F'fj  sowie  D\  und 
I)\  bestimmt.  Die  Chordale  von  k'  und  /  geht  nun  wirklich  durch  />', 
weil  die  Chordale  von  /i  und  k '  und  die  von  /i  und  /  in  D'  zusammen- 
treffen. 

Rückt  D  auf  die  dem  B  entgegengesetzte  Seite  von  A^  so  werden  die 
Punkte  G^  und  ^t  imaginär,  und  damit  auch  der  Kreis  A',  die  Punkte  /^i 
und  F^  und  die  Punkte  2>i  und  D^j  wie  dies  der  Parabel  entspricht. 

16)  A  u  f  g  a  b  e.  Die  Durchschnittslinie  zweier  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  von  der  vierten  Ordnung  ist,  projicirt  sich  bekanntlich  auf 
eine  gemeinschaftliche  Hauptebene  beider  Flächen ,  wenn  diese  eine  solche 
besitzen,  als  das  Ganze  oder  als  Stücke  einer  Curve  zweiter  Ordnung. 
Tritt  der  letztere  Fall  ein ,  so  ergeben  sich  durch  die  gebräuchlichen  Con- 
structionsmethoden  die  fehlenden  Stücke  nicht,  weil  sie  nicht  die  Projec 
tionen  reeller  Punkte  der  Durchschnittscurve  sind.  Insofern  diese 
Methoden  auch  Constructionen  von  Curven  zweiter  Ordnung 
sind,  bietet  sich  die  Aufgabe  dar,  dieselben  so  zu  verall- 
gemeinern, dass  durch  sie  allePunkte  geliefert  werden,  und 
zu  erklären,  wie  es  kommt,  dass  reelle  Punkte  jener  Curve 
zweiter  Ordnung  die  Projection  von  imaginären  Punkten  der 
Raumcurve  vierter  Ordnung  sind. 

17)  Erstes  Beispiel.  Die  Projection  des  Durchschnitts 
zweierKegel  flächen  zweiter  Ordnung  mit  gemeinschaftlich  er 
.Hauptebene  auf  die  letztere  zu  construiren,  und  zwar  ins- 
besondere diejenigen  reellen  Punkte  jener  Curve,  welche 
nicht  mehr  die  Projectionen  reeller  Punkte  der  Durch- 
schnittscurve sind. 

Sei  eine  zur  Hauptebene  senkrechte  Ebene  die  erste  Projectionsebene, 
die  Hauptebene  selbst  die  zweite,  seien  in  Fig.  8  Ä",  Äf"  und  E\  E"  die 
ersten  und  zweiten  Projectionen  der  in  der  Hauptebene  liegenden  Spitzen 
if,  E  beider  Kegel  *,  «,  seien  k\  k"  und  e\  e"  die  Projectionen  der 
Schnitte  A",  c  der  Kegel  mit  der  ersten  Projectionsebene,  d.  i.  der  ersten 
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Spuren  der  Kegel ,  welche  der  Voraussetzung  gemäss  Kegelschnitte  sein 
müssen,  von  denen  die  eine  Hauptaxe  in  der  Hauptebene  liegt,  die  andere 
darauf  senkrecht  steht. 

18)  Erste  Auflösung.  Man  legt  bekanntlich  Hülfsebenen  durch 
die  die  Spitzen  verbindende  Gerade  KE^  schneidet  mit  einer  solchen  die 
Kegel  in  je  zwei  Erzeugenden,  deren  vier  Schnittpunkte  die  vier  in  der 
Hiilfsebene  liegenden  Punkte  der  Schnittcurve  c  sind.  Geht  man  dem- 
gcmäss  von  einer  durch  die  zweite  Projection^^'^'',  gegebenen  Erzeugenden 
des  Kegels  e  aus ,  so  ist  deren  erste  Spur  einer  der  beiden  Schnittpunkte 
der  zur  Uauptebene  senkrechten  Geraden  E'\E\  und  des  Kegelschnitts  e'\ 
einer  derselben  ist  mit  E\  bezeichnet.  Durch  jeden  dieser  Funkte  und 
durch  die  erste  Spur  W  der  KE  legt  man  die  ersten  Spuren  der  an- 
zuwendenden Hülfsebenen,  deren  eine  ß'  noch  in  E\^  k*  in  K\  und  K\ 
schneidet.  Die  Erzeugenden  üTifj,  K Ki  und  EEy^  EE^  liefern  dann  in 
beiden  Projectionen  die  vier  Punkte  6?|,  C„  Cj,  6?^  der  Curve.  Die  andere 
Hülfsebene  würde  vier  zu  diesen  in  Bezug  auf  die  Hauptebene  symmetrische 
Punkte  liefern. 

Geht  man  von  einem  Strahle  E"F''  aus,  der  nicht  mehr  die  Projection 
einer  Erzeugenden  des  Kegels  E  ist,  so  schneidet  die  durch  ihre  erste 
Spur  senkrecht  zur  Hauptebene  gelegte  Gerade  F"F'  den  Kegelschnitt  e' 
nicht  in  reellen  Punkten.  Daher  enthält  EF  keine  reellen  Punkte  von  c. 
Da  aber  E" F"  dennoch  reelle  Punkte  von  c"  enthalten  kann ,  so  muss  das 
erste  Verfahren  so  erweitert  werden  können,  dass  diese  reellen  Punkte 
sich  ergeben. 

10)  Betrachten  wir  daher  die  Eigenthümlichkeit  des  Reellen  und 
Imaginären  als  Zufälligkeit  und  suchen  die  Construction  davon  unabhängig 
zu  machen,  so  bemerken  wir,  dass  die  vier  zur  Hauptebene  senkrechten 
Geraden  £',^"„  E\E'\,  K\K'\,  K\K'\  die. Eigenthümlichkeit  haben, 
dass  die  Doppelpunkte  der  auf  ihnen  befindlichen  Involutionen  —  auf  den 
beiden  ersteren  in  Bezug  auf  e',  auf  den  beiden  letzteren  in  Bezug  auf  k' — 
sich  von  H'  aus  auf  einander  projiciren.  Dies  findet  aber,  infolge  der  Nr.  8, 
unabhängig  von  der  Realität  der  Doppelpunkte  dann  statt,  wenn  zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  von  W  aus  perspectivisch  liegen.  Für  ein  Paar 
ist  dies  auf  allen  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  der  Fall ,  nämlich 
für.  den  in  der  Hauptebene  gelegenen  und  den  damit  conjugirten  unendlich 
fernen  Punkt;  es  erübrigt  daher,  die  Bedingung  noch  für  ein  zweites 
Paar  zu  erfüllen. 

Zu  dem  Ende  schlagen  wir  denselben  Weg  wie  in  9  ein  und  zwar  in 
der  in  12  angedeuteten  verallgemeinerten  Weise.  Wir  legen  aus  //'  einen 
beliebigen  Strahl  IV F' ^  denken  uns  durch  jeden  Punkt  F'  desselben  eine 
Senkrechte  ['  zur  Hauptebene  gezogen  und  auf  ihr  den  Punkt  A'  W«^l\\!Kvsi^.^ 
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welcher  in  Bezug  auf  t  dem  F'  conjngirt  ist,  und  den  Punkt  ff^  der  in  Be- 
zug auf  k'  dem  F'  conjugirt  ist.  Alle  Punkte  A'  bilden  eine  Curve  a\ 
alle  Bf  eine  Curve  b\  die  wir  zunächst  untersuchen  wollen. 

20)  A'  ist  bestimmt  durch  den  Strahl  f  aus  F'  und  die  Polare  von  F' 
in  Bezug  auf  t\  welche  durch  den  Pol  P'  der  H'F'  geht.  Alle  Strahlen  f' 
bilden  einen  mit  der  Punktreihe  der  F'  projectivischen  Parallelstrahlen- 
büschel,  alle  Polaren  der  F'  einen,  mit  Jer  Punktreihe  der  F'  projec- 
tivischen Strahlenbüschel  P\  Beide  Strahlenbüschel  sind  daher  unter 
einander  prbjectivisch  und  bestimmen  durch  die  Durchschnitte  A'  ent- 
sprechender Strahlen  einen  Kegelschnitt  a\  Derselbe  geht  durch  die 
Punkte  Ä'  und  S\  in  welcher  e  die  Hauptebene  schneidet,  weil  hier  die 
Strahlen  f  die  e  berühren  und  der  Berührungspunkt  jedem  anderen 
Punkte  der  Tangente,  also  auch  dem  zugehörigen  F\  conjugirt  ist.  Ebenso 
geht  d  durch  die  Schnittpunkte  TJ*  und  V  der  WF*  mit  c',  weil  hier  die 
Strahlen  f*  Doppelpunkte  besitzen,  in  denen  conjugirte  Punkte  zur 
Deckung  gelangen.  Endlich  geht  d  durch  den  Mittelpunkt  P'  des  einen 
ihn  erzeugenden  Strahlenbüschels  und  wird  hier  von  P' R'  berührt,  weil 
P'ü'  der  Strahl  aus  P'  ist,  welcher  dem  durch  P'  gehenden  Strahle  f^  der 
ü '  zum  Pole  hat,  entspricht. 

21)  Der  Kegelschnitt  d  ist  eine  Hyperbel,  von  der  die  Bich- 
tungen  der  Asymptoten  durch  diejenigen  Strahlen  des  Büschels/'' 
bestimmt  sind,  welche'  ihre  entsprechenden  Strahlen  f  im  Unendlichen 
treffen.  Der  eine  davon  ist  der  mit  den  f  parallele  Strahl,  der  andere  der 
dem  unendlich  fernen  f  entsprechende  Strahl,  also  der  Durchmesser  P'M' 
von  e. 

Die  Asymptoten  selbst  findet  man,  indem  man  die  Hyperbel  aus 
dem  Strahlenbüschel  P'  und  je  einem  solchen  parallel  einer  Asymptote 
entstehen  lässt.  Diejenigen  Strahlen  der  Parallelbüschel,  welche  den  mit 
ihnen  parallelen  Strahlen  aus  P'  entsprechen,  sind  die  Asymptoten.  Da 
nun  dem  mit  f  parallelen  Strahl  aus  P'  der  durch  H'  gehende  Strahl  f 
entspricht,  indem  H'  der  Pol  jenes  Strahles  aus  P'  ist,  so  bildet  der 
durch  H'  gehende  Strahl  f  die  eine  Asymptote  von  a. 

Andererseits  entsprechen  den  mit  der  zweiten  Asymptotenrichtung 
P'M'  parallelen  Strahlen  durch  T]\  V\  P'  die  Strahlen  P'ü\  P'V\  P'H\ 
und  es  soll  der  dem  Strahle  P'M'  aus  P'  entsprechende  Strahl  des  Parallel- 
strahlenbüschels  gefunden  werden.  Beide  Büschel  bestimmen  auf  H'F* 
zwei  projectivische  Punktreihen  U'V'S'  und  U'V'H\  wobei  S'  der  Schnitt- 
punkt von  P'M'  mit  H'F']  der  vierte  Strahl  P*M'  aus  P'  bestimmt  den 
Punkt  S',  der  entsprechende  Parallolstrahl  den  unbekannten  Punkt  L',  Es 
muss  aber  werden 

\,ü'V'B'S')^{U'V'S'L') 
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Daraus  folgt,  da  man  zwei  willkürliche  Pnnktepaare  jeder  Reihe  ver- 
tauschen darf, 

Legt  man  beide  Punktreihen  auf  einander,  so  dass  V  und  ü'  der  zweiten 
Beihe  mit  ü'  und  V  der  ersten  zur  Deckung  kommen,  so  fällt  auch  S'  der 
zweiten  auf  S*  der  ersten,  weil  Ü'S'  =  V'S\  Dann  sind  aber  drei  Paare 
entsprechender  Punkte  zur  Deckung  gelangt,  deswegen  muss  dies  auch  für 
das  vierte  Paar  L'  und  H'  eintreten;  oder  es  ist  S'ff'  =  S'L\  d.  h.  die 
mit  dem  DurchmesS'Cr  P'M'  parallele  Asymptote  von  a  geht 
durch  denjenigen  Punkt  Z'  der  Il'F\  dessen  Abstand  von  ^' 
durch  jP'^'  halbirt  wird. 

In  übereinstimmender  Weise  findet  man  die  Hyperbel  ft'  als  geo- 
metrischen Ort  des  Punktes  ^,  welcher  auf  einem  Strahle  f  dem  Schnitt- 
punkte F'  desselben  mit  der  Geraden  HF'  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
k'  conjugirt  ist. 

22)  Diese  Hyperbeln  schneiden  sich  in  vier  Punkten ,  wovon  zwei  im 
unendlich  fernen  Punkte  der  gemeinschaftlichen  Asymptote,  welche  durch 
H'  geht,  liegen,  zwei  die  Punkte  T\  und  T\  sind.  Auf  den  durch  T\ 
und  T\  gehenden  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  fallen  nun  die 
beiden  auf  e  und  k'  bezogenen  Involutionen  ganz  ineinander,  also  auch 
deren  Doppelpunkte  auf  e*  und  k\  oder  die  Geraden  gehen  durch  die 
reellen  oder  imaginären  Schnittpunkte  von  e  und  k'.  Diese  Con- 
struction  liefert  daher  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  zweier 
Kegelschnitte,  bei  denen  zwei  Hauptaxen  in  eine  Gerade 
fallen,   ebenso  wie  sie  die  Chordale  zweier  Kreise  lieferte. 

23)  Schneidet  man  einen  Strahl  /^,  etwa  F''F\  mit  a\  was  immer,  da  /*' 
mit  einer  Asymptote  von  n  parallel,  in  zwei  reellen  Punkten  geschieht, 
von  denen  der  eine  unendlich  fern,  der  andere  der  im  Allgemeinen  in 
endlicher  Entfernung  liegende  Punkte',  ist,  legt  die  Gerade  H'A\y 
welche  a  in  den  beiden  Punkten  A\^  A\  und  6'  in  -5*1,  ^,  trifft,  so  sind 
die  durch  diese  Punkte  A\^  A\^  ^,,  ff^  gehenden  Geraden  /"  solche,  deren 
Involutionen  in  Bezug  auf  e\  bezüglich  k'  sich  aus  H'  auf  einander  proji- 
ciren,  weil  einerseits  der  in  der  Hauptebene  liegende  und  der  darauf  senk- 
rechte Strahl  und  andererseits  die  Strahlen  H'F'  und  H'A'  zwei  conjugirte 
Punktepaare  auf  denselben  bestimmen.  Daher  projiciren  sich  auch  die  auf 
diesen  vier  Strahlen  f  liegenden,  in  unserem  Falle  imaginären  Doppel- 
punkte aus  H'  aufeinander.  Die  zweiten  Projectionen  der  vier  Strahlen, 
nämlich  ^"i, ^''2  lind  B\^  tf\  liefern  die  Strahlen  aus  E"  und  K'\  welche 
die  vier  gesuchten  Punkte  iV", ,  iV",,  iV"j,  iV"^  der  Curve  c"  bestimmen. 

Man  bemerkt,  dass  c"  auch  die  zweite  Projection  des  Durchschnittes 
der  Kegel  Ea  und  Kb'  ist,  welche  die  Mittelpunkte  £*,  K  und  die  Leitlinien 
«',   //  besitzen,   mit  dem  einzigen  Unterschiede,   dass    die   Qt\it«k\Vk  Civ«N^ 
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theilweise  Projectionen   imaginärer  Punkte,  letztere  nur  die  von  reellen 
enthält. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  zur  Bestimmung  der  Durchschnitts- 
punkte A'i^  A\  der  Geraden  B'A'  mit  der  Hyperbel  a  die  letztere  leicht 
durch  einen  Kreis  ersetzt  werden  kann ,  sowie  die  Hyperbel  b'  zur  Bestim- 
mung der  Punkte  ^, ,  ^,.  Ebenso  können  die  Kegelschnitte  e  und  k' 
zur  Bestimmung  ihrer  Durchschnittspunkte  E\^  E\  und  K\^  K\  mit  der 
Geraden  H'E\  durch  Kreise  ersetzt  werden. 

24)  Die  Erklärung  der  Erscheinung,  dass  die  Projection  imaginärer 
Punkte  der  Schnittcurve  c  auf  die  Hauptebene  reelle  Punkte  des  Kegel- 
schnitts c"  sind,  auf  dem  sich  auch  die  Projectionen  der  reellen  Punkte  be- 
finden, liegt  darin,  dass  jeder  Punkt  von  c"  die  Projection  zweier  Punkte 
von  c  ist,  welche  die  gemeinsamen  Doppelpunkte  der  auf  den  projicirenden 
Geraden  befindlichen  beiden  Involutionen  sind,  die  durch  die  conjugirten 
Punkte  in  Bezug  auf  die  Kegel  i  und  x  gebildet  werden.  Werden  diese 
Doppelpunkte  imaginär,  so  sind  sie  als  Doppelpunkte  conjugirte  imaginäre 
Punkte,  welche  auf  einer  reellen  Geraden  liegen.  Die  Punkte  iV  sind  aber 
die  Punktprojectionen  dieser  reellen  Geraden,  also  selbst  reell. 

25)  Die  Asymptoten  von  c'  sind  nicht  immer  die  Projectionen 
reeller  Asymptoten  von  c.  Sind  sie  es,  so  findet  man  sie  bekanntlich  als 
Durchschnitte  der  Tangentialebenen  an  die  Kegel  £  und  x,  welche  nach 
solchen  Erzeugenden  berühren ,  die  unter  einander  parallel  sind.  Diese 
Erzeugende  findet  man  aber,  indem  man  den  einen  Kegel  parallel  mit  sich 
selbst  so  verschiebt,  dass  er  mit  dem  anderen  concentrisch  wird.  Haben 
dann  diese  Kegel  vier,  zwei  oder  keine  reelle  Erzeugende  gemein,  so  hat  c 
vier,  zwei  oder  keine  reelle  Asymptoten.  In  unserem  Falle  besitzt  c  deren 
zwei,  welche  sich  als  eine  Asymptote  von  c'  projiciren,  während  die 
zweite  von  c"  wieder  die  Projection  eines  Paares  conjugirter  imaginärer 
Asymptoten  von  c  ist.  Um  diese  zu  finden,  bedenke,  dass  die  zweite 
Projection  des  Schnittes  der  Kegel  Ed  und  Kb*  mit  c'  übereinstimmt,  und 
suche  die  Asymptote  dieses  Schnittes  in  der  bezeichneten  Weise,  wie  es 
in  Fig.  8  ausgeführt  ist. 

26)  Zweite  Auflösung  der  Aufgabe  in  Nr.l7.  Wenn  man  die  bei- 
den Kegel  c  und  x  mit  gemeinschaftlicher  Hauptebene,  deren  Durchschnitts- 
linie c  gesucht  wird,  dahin  ändert,  dass  an  den  Leitlinien  e  und  k'  die 
beiden  auf  der  Hauptebene  senkrechten  Axen,  die  wir  die  zweiten  nennen 
wollen,  sich  in  gleichem  VerhältnlRse  verändern,  während  die  ersten  un- 
geändert  bleiben ,  so  bemerkt  man ,  dass  die  zur  Hauptebene  senkrechten 
Sehneu  von  c  sich  in  demselben  Verhältnisse  ändern,  während  die  zweite 
oder  die  Projection  auf  die  Hauptebene,  nämlich  c",  ungeändert  bleibt. 
Führt  man  diese  Aenderung  so  weit,  dass  die  zweiten  Axen  von  e  und  k' 
unendlich  gross   werden,   so  gehen   die  Kegelflächen   in  zwei  Paare  zur 
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llaaptobenc  senkrechter  Ebenen  über^  welche  die  bisherigen  Umrisse  der 
zweiten  Projection  derselben  projiciren,  und  c  wird  zn  den  vier  auf  der 
Hauptebene  senkrechten  Geraden,  welche  die  vief  Schnittpunkte  dieser 
Umrisse  projiciren. 

Führt  man  die  Aenderung  der  beiden  zur  Hauptebene  senkrechten 
Axen  Von  e  und  k'  noch  weiter,  so  werden  dieselben  imaginär;  denn  die 
Scheitel  der  fraglichen  Axen  sind  Doppelpunkte  einer  Involution.  Lftsst 
man  einen  Punkt  Z  derselben  fest  und  den  conjugirten  Z'  sich  von  dem 
Mittelpunkte  der  Involution  und  des  Kegelschnitts  aus  durch  Z  ins  Unendliche 
gehen,  so  sind  die  beiden,  die  Involution  bildenden  Punktreihen  entgegen- 
gesetzt und  die  Doppelpunkte  stets  reell.  Die  in  dieselben  fallenden 
Scheitel  der  zweiten  Axe  des  Kegelschnitts  bewegen  sich  dabei  mit  ihnen 
vom  Mittelpunkte  bis  ins  Unendliche.  Von  hier  an  geht  aber  Z'  auf  die 
andere  Seite  des  Mittelpunktes  über,  die  Punktreihen  werden  gleich 
gerichtet  und  die  Doppelpunkte  und  Scheitel  imaginär.  Die  Ellipse  geht 
dabei  in  eine  Hyperbel  über.  Nennt  man  nun  die  ideelle  Axe  einer 
Hyperbel  die  Strecke  zwischen  denjenigen  conjugirten  Punkten  auf  der 
imaginären  Axe,  welche  gleich  weit  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind 
—  und  nennen  wir  diese  Punkte  auch  die  ideellen  Doppelpunkte  der 
auf  derselben  Geraden  befindlichen  Involution  — ,  so  nimmt  die  ideelle 
Axe  bei  der  weiteren  Bewegung  des  Z*  von  unendlich  gross  an  ab,  bis  sie 
zu  Null  geworden  ist.  Die  Veränderung  der  auf  der  Hauptebene  senk- 
rechten Axen  der  Kegelschnitte  e  und  Ar'  ist  eine  verhältnissmässige, 
wenn  das  Verhältniss  der  ideellen  Axen  der  Hyperbeln  dasselbe,  wie  das 
der  ursprünglichen  Ellipsen  bleibt. 

27)  Es  leuchtet  nun  ein,  dass  auch  der  Schnitt  der  beiden  Kegel- 
flächen, welche  zu  Leitlinien  Hyperbeln  haben,  die  durch  verhältnissmässige 
Aenderung  der  zweiten  Axen  der  ursprünglichen  elliptischen  Leitlinien 
entstanden  sind,  eine  Durchschnittslinie  bilden,  welcho  mit  der  Durch- 
Bchnittslinie  der  ursprünglichen  Kegel  €  und  x  dieselbe  Projection  c"  auf 
die  Hauptebene  besitzt,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  bei  der 
ersteren  diejenigen  Theile  die  Projectionen  conjugirter  reeller  Punkte  sind, 
welche  bei  letzteren  Projectionen  conjugirter  imaginärer  Punkte  darstellen, 
und  umgekehrt. 

Um  dies  aber  über  jeden  Zweifel  zu  erheben,  nehme  man  die  ideellen 
Axen  der  Hyperbeln  gleich  den  in  ihre  Richtung  fallenden  reellen  der 
Ellipsen  und  beachte,  dass  dann  auf  einer  ausserhalb  der  reellen  Axe  R'S' 
liegenden  zur  Hauptebene  senkrechten  Geraden  f*  die  reellen  Doppelpunkte 
der  Involution  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  mit  den  ideellen  derselben  in 
Bezug  auf  die  Ellipse  zusammenfallen.  Erstere  sind  die  reellen  Schnitt- 
punkte mit  der  Hyperbel  und  können  auch  erhalten  werden  als  die  Doppcl- 
punkte   der   projectivischen    Punktreihen,    welche   zwei    die  C^irv^    ^x« 
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zeugende  StrahleDbüschel  aaf  der  Geraden  bilden.  Scheitel  dieser  Bü- 
schel sind  zwei  Punkte  der  Hyperbel,  als  welche  wir  die  reellen  Scheitel 
/^,  S'  derselben  wählq^  wollen.  Die  drei  entsprechenden  Strahlenpaare 
seien  aas  B'  die  Parallelen  mit  den  Asymptoten  und  die  Tangente  in  T?', 
aus  S'  daher  ebenfalls  die  Parallelen  mit  den  Asymptoten  und  S*R',  Die 
mit  den  Asymptoten  parallelen  Strahlen  gehen  aber  durch  je  einen  Scheitel 
der  zweiten  Axe  der  Ellipse  e\  Jene  Punktreihen  auf  /"  haben  wegen 
ihrer  entgegengesetzten  Richtung  zwei  Doppelpunkte,  die  wegen  der 
Symmetrie  jeder  durch  drei  Punkte  bestimmten  Reihe  in  Bezug  auf  die 
Hauptebene  gleich  weit  von  derselben  abstehen.  Dieselben  sind  auch  die 
Doppelpunkte  der  Involution  auf  f  in  Bezug  auf  ^ie  Hyperbel. 

Da  R' und  S'  auch  Scheitel  der  Ellipse  e',  so  bestimme  man  auch 
e  durch  Strahlen büschel  aus  B'  und  S\  Ist  S*  derselbe  Büschel  wie  der 
eben  betrachtete,  so  sind  die  Strahlen  aus  R'  diejenigen  nach  den  Scheiteln 
der  zweiten  Axe  und  die  Tangente  in  R^.  Man  erhält  ihn  aus  dem 
früheren  aus  R>  durch  Umdrehung  desselben  um  die  in  der  Hauptebene 
gelegene  Hauptaxe.  Dadurch  dreht  sich  auch  die  eine  der  Punktreihen 
in /'um,  während  die  andere  bleibt.  Die  Punktreihen  werden  dadurch 
gleichgerichtet  und  die  in  den  reellen  Doppelpunkten  vereint  gewesenen 
Punkte  werden  zu  den  ideellen  Doppelpunkten  der  in  /**  befindlichen  In- 
volution. 

28)  Construirt  man  nun  die  Hyperbel  e  \ ,  welche  die  erste  Axe  mit 
der  Ellipse  e'  gemein  hat  und  deren  ideelle  Axe  mit  der  zweiten  von  e'  zu- 
sammenfällt, und  construirt  die  Hyperbel  k\^  welche  in  derselben  Weise 
von  der  Ellipse  k'  abhängt  (Fig.  8),  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  der  Durch- 
schnitt der  Kegel  Ee^  und  Kh^  den  Kegelschnitt  c'  zur  zweiten  Projection 
hat.  Denn  wenn  die  auf  einer  Geraden  f  befindliche  Involution  in  Bezug 
auf  die  Hyperbel  e\  aus  H'  perspectivisch  ist  mit  der  auf  einer  anderen 
Geraden  /"'  befindlichen  Involution  in  Bezug  auf  k\ ,  so  ist  auch  die  auf 
der  ersteren  f  befindliche  Involution  in  Bezug  auf  e'  aus  H'  perspectivisch 
mit  der  auf  der  zweiten  f  befindlichen  Involution  in  Bezug  auf  Ar' .  Ist 
nämlich  das  Erstere  der  Fall;  so  projiciren  sich  die  reellen  Doppelpunkte 
auf  beiden  /^,  d.  h.  ihre  reellen  Schnittpunkte  mit  e/,  bezüglich  k\  aus  H* 
aufeinander;  mit  diesen  reellen  Punkten  fallen  aber  die  ideellen  Doppcl- 
punkte der  beiden  Involutionen  in  Bezug  auf  e\  bezüglich  k'  zusammen; 
dieselben  liegen  daher  ebenfalls  perspectivisch  aus  H\  Und  ist  letzteres 
der  Fall,  so  projiciren  sich  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  —  die  ideellen 
Punkte,  sowie  Mittelpunkt  und  unendlich  femer  Punkt — ,  also  auch  die 
ganzen  Involutionen  aus  H'  auf  einander.  Die  beiden  Geraden  f  sind 
also  derart,  wie  sie  die  Auflösung  verlangt  (23), 

Daher  liefert  jeder  Strahl  aus  H*  in  seinen  Schnittpunkten  mit  e\  zwei 
Punkte  C,,  C',,  und  in  seinen  Schnittpunkten  mit  k\  zwei  solche  Z>'i,  i>'j, 
welche  auf  die  Hauptebene  nach  A'\y  A'\  und  J9''„  ^',  projicirt,  zwei 
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Strahlenpaare  aus  E"  und  K"  bestimmen,  deren  Durchschnitte  vier  Punkte 
iV"  von  c"  sind. 

Zugleich  bestimmen  die  beiden  reellen  Schnittpunkte 
J\j  J\  von  e\  und  k\  die  den  beiden  Ellipsen  e'  und  k'  gemein- 
same, keine  reellen  Punkte  derselben  enthaltende  Sehne. 

Aendert  man  die  ideellen  Axen  der  Hyperbeln  e\  und  K\  verhältniss- 
massig,  so  ändert  sich  c'  nicht. 

Wäre  eine  der  Leitlinien  e,  k  eine  Ellipse,  die  andere  eine  Hyperbel, 
so  würde  die  durch  proportionale  Aenderung  der  zweiten  Axen  daraus  ge- 
bildete Hyperbel  und  Ellipse  die  Punkte  von  c'  liefern,  welche  die 
ursprünglichen  Kegel  nicht  unmittelbar  ergeben. 

29)  Zweites  Beispiel  der  Aufgabe  in  Nr.  16.  Die  Projection 
des  Durchschnitts  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  ge- 
mein  schaftlich  er  Haupt  ebene  auf  die  letztere  zu  construireu, 
und  zwar  insbesondere  diejenigen  reellen  Punkte  jener 
Curve,  welche  nicht  mehr  die  Projectionen  reeller  Punkte  der 
Durchschnittscurve  sind. 

Erste  Auflösung.  Jede  zur  Hauptebene  senkrechte  Hülfsebene 
schneidet  die  beiden  gegebenen  Flächen  in  Kegelschnitten,  welche  vier 
Punkte  gemein  haben,  von  denen  je  zwei  zu  der  Hauptebene  symmetrische 
sich  auf  diese  in  einen  Punkte  projiciren.  Sind  von  den  beiden  gemein- 
samen Punktepaaren  beider  Kegelschnitte  eines  oder  beide  imaginär,  so 
findet  man  die  eine  oder  die  beiden  Geraden,  welche  diese  conjugirten 
imaginären  Punktepaare  tragen,  bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte 
der  Hülfshyperbeln,  welche  wie  die  a  und  b'  in  20  construirt  werden. 

Zweite  Auflösung.  Diese  eine  oder  beide  Geraden  können  auch 
gefunden  werden ,  indem  man  nach  28  zu  den  beiden  Kegelschnitten  die- 
jenigen sucht,  welche  mit  ihnen  die  Axen  in  der  Hauptebene  gemein  haben, 
während  die  darauf  senkrechten  Axen  der  Grösse  und  Lage  nach  mit  denen 
jener  Kegelschnitte  übereinstimmen,  aber  den  Charakter  von  reell  in  ideell 
oder  umgekehrt  umtauschen.  Die  reellen  Schnittpunktpaare  der  letzteren 
Kegelschnitte  bestimmen  dann  die  gesuchten  Geraden. 

Carlsruhe,  9.  Mai  1867. 
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Beiträge  zur  Oeschichte  der  Fortschritte  in  der  elektriBchen 

Telegraphie. 

Von 

Professor  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


y.    Die  unterseeif che  Telegraphie. 

(Erste  Abtheilung.) 

Nach  einem  Jahrzehent  rastloser  Anstrengungen  und  unter  Aufwendung 
der  höchsten  wissenschaftlichen  und  technischen  Leistungen,  sowie  sehr 
heträchtlicher  Geldmittel  ist  im  verflossenen  Jahre  ein  Werk  glücklich 
vollendet  worden,  welches  in  seinem  Verlauf  einen  neuen  Beleg  dafür 
bietet,  dass  selbst  wiederholte  Misserfolge  die  Ausdauer  und  erfinderische 
Thatkraft  des  menschlichen  Geistes  nicht  zu  lähmen  vermögen,  und 
welches  ebensowohl  als  einer  der  herrlichsten  Erfolge  des  menschlichen 
Fleisses,  wie  wegen  der  vielseitigen  und  bedeutungsvollen  Folgen,  die  sich 
an  seine  Vollendung  knüpfen,  mit  markiger  Schrift  in  das  Jahrbuch  glän- 
zender Schöpfungen  eingetragen  zu  werden  verdient.  Für  die  Männer, 
welche  mit  beharrlicher  und  ausgiebiger  Erfindungsgabe  schlüsslich  alle 
Schwierigkeiten,  so  unüberwindlich  und  erdrückend  dieselben  auch  er- 
scheinen mochten,  glücklich  zu  besiegen  wusstcn,  bleibt  der  zur  telegraphi- 
schen Verbindung  der  alten  und  neuen  Welt  durch  den  atlantischen  Ocean 
gelegte  Draht  (selbst  wenn  er  vielleicht  nach  wenigen  Jahren  durch  einen 
neuen  ersetzt  werden  mtisste)  für  alle  Zeiten  ein  rühmliches  Denkmal; 
ermüdend  aber  und  dazu  überflüssig  wäre  es,  den  Nutzen  aufzuzählen, 
welcher  dem  geistigen  Verkehre  und  der  Wissenschaft  nicht  minder,  als 
dem  Geschäftsleben  aus  der  firmöglichung  eines  bezüglich  des  Zeitaufwan- 
des fast  unmittelbaren  Gedankenaustausches  zwischen  Europa  und  Amerika 
nothwenäig  erwachsen  muss.     Hielten  sich  doch  beide  Häuser  des  nord- 
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amerikanischen  Congresses  für  verpflichtet,  Cyrus  W.  Field  in  NewYork, 
dem  Hanptforderer  des  grossen  Unternehmens,  die  höchste  Ehre,  eine 
Dankmedaille  zuzuerkennen. 

Die  telegraphische  Ueherhrückung  des  atlantischen  Weltmeeres  bildet 
zugleich  gewissermaassen  den  Schlussstein  in  der  Entwickelungsgeschichte 
der  unterseeischen  Telegraphie.  Wenn  es  daher  jetzt  an  der  Zeit  ist,  in 
den  nächstfolgenden  Blättern  einen  Blick  auf  die  Geschichte  dieses  Zweiges 
der  elektrischen  Telegraphie  zu  werfen,  so  mögen  nach  einem  allgemeinen 
geschichtlichen  Ueberblick  zunächst  die  unterseeische  Leitung,  ihre  Her- 
stellung und  Versenkung,  darauf  die  bei  unterseeischen  Linien  angewandten 
Apparate  ausführlicher  besprochen  werden  und  zum  Schluss  die  Vorgänge 
bei  der  Legung  des  atlantischen  Telegraphenseils  eingehender  geschildert 
werden. 

I.  Geschichtlicher  Ueberblick. 

Beim  Bau  von  Telegraphenlinien  musste  sich  je  nach  der  Oertlichkeit 
früher  oder  später  von  selbst  die  Nothwendigkeit  einstellen,  mit  einer 
Telegraphenleitung  einen  Fluss,  einen  See  oder  ein  Meer  zu  überschreiten, 
und  in  der  That  scheinen  die  ersten  Versuche  zur  Ueberschreitung  eines 
Flusses  bereits  in  eine  Zeit  zti  fallen,  wo  auch  die  Landleitungen  noch  keines- 
wegs eine  nennenswerthe  Ausdehnung  erlangt  hatten,  und  diess  ist  um  ho  we- 
niger zu  verwundern ,  weil  an  den  betreffenden  Oertlichkeiten  eben  nur 
mit  Ueberschreitung  grösserer  Flüsse  Telegraphenleitungen  angelegt  werden 
konnten.  Die  durch  fiiessende  oder  stehende  Gewässer  verursachten 
Schwierigkeiten  im  Bau  von  Telegraphenlinien  hat  man  durch  verschiedene 
Mittel  zu  überwinden  gesucht. 

Obschou  man  das  Wasser  als  einen  Leiter  der  Eloktricität  kannte, 
wurden  doch  in  England,  Amerika  und  Indien  Versuche  angestellt,  mit 
nicht  isolirten,  in  das  Wasser  eingelegten  Drähten  durch  das  Wasser 
hindurch  zu  telegraphiren.  In  England  versenkten  Edward  Highton 
nnd  sein  Bruder  blose  Drähte  in  Canäle,  um  das  Gesetz  für  den  Verlust 
der  Elektricität  bei  nicht  isolirten  Leitern  zu  erforschen  (ffiglhon,  Ihc  eJeciric 
telegraph:  London  1852,  S.  161);  dabei  machten  sie  zwar  mit  Leichtigkeit 
Mittheilungen  auf  eine  Entfernung  von  etwa  '4  englische  Meile *J,  über- 
zeugten sich  aber,  dass  man  ebne  Isolirung  nicht  in  irgend  eine  beträcht- 
liche Ferne  telegraphiren  könne.  Aehnliche  Versuche  stellten  Wright 
nnd  Bain  am  3.  .Juni  1842  auf  dem  Serpentine  River  im  Hy depark  in  Lon- 
don an  (Dingler,  polytechnisches  Journal  85,  S.  348).  In  Ostindien  legte 
Dr.  O'Shaughnessy  nicht  isolirte Drähte  durch  einen  über  eine  englische 


♦)  1  British  oder  Statute  mile  =  5280  engl.  Fuss  =  1,61  Kilometer  =  0,217 
deutsche  Meilen;  oder  I  deutsche  Meile  =  4  Knots  oder  Nautical  miles  (Seomeileri) 
s=  4»0  engl.  Meilen  =  7,407  Kilometer.     Die  London  oder  English  mile^  tv^\L\v  \n^\- 
eher  in  England  im  bürgerlichen  Leben  häufig  gerechnet  wird,  Wt  tvwt  ^QWi  Y\x«»^» 

Zrilichi  irt  f.  Mathewalik  u.  l'hyhik.  XII,  5.  "iÄ 


394     Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Meile  hroiten  Flnss  {Higihon^  electric  ielegraph  8.  161)  und  fand,  dass 
durch  eine  so  lange  nicht  isolirte  Leitung  auf  seinem  telegraphischen  In- 
strumente nur  ein  Strom  von  250  galvanischen  Elementen  sichtbare  Zeichen 
hervorbringen  konnte,  und  dieser  kaum.  Hierher  scheint  endlich  noch  der 
in  Dingler's  Journal  (Bd.l05,  S.  314,  aus  Momteur  Jnduslriel  1847,  Nr.ll46) 
erwähnte,  1847  auf  der  Insel  Wight  ausgeführte  Versuch  mit- einem  Nott- 
schen  Telegraphen  zu  gehören,  wobei  zwischen  dem  östlichen  und  west- 
lichen Ufer  der  Bucht  zu  Cowes  ein  einfacher  Eisendraht  durch  das  Wasser 
gelegt  war  und  das  Wasser  den  Strom  ohne  die  mindeste  Schwächung  an 
die  Quelle  zurückführte;  dieser  Draht  reichte  vom  Hotel  Medina  bis  zu 
dem  \k  englische  Meile  davon  entfernten  Hotel  de  la  Fontaine. 

Auch  ganz  ohne  Draht  hat  man  wiederholt  durch  Flüsse  und  Seen 
hindurch  zu  telegraphiren  versucht.  So  Morse  1842  in  Amerika,  in  einem 
80  Fuss  breiten  Canale  und  in  dem  fast  1  englische  Meile  breiten  Flusse 
Susquehanna  ( D i n g  1  e r ' s  Journal  09,  S.  54 ;  Labnnlaye^  öiclionnaire  des 
Arls  et  Manufactures,  Paris  1847,  S.  3578;  Karsten,  Fortschritte  der  Physik 
II,  S.  531).  Später  Dr.  Gintl  im  Meerbusen  von  Triest  und  noch  1859  J. 
B.  Lindsay  in  Dundee  (Wieck,  deutsche  Gewerbozeitung  1859,  S.  2i5) 
Ueber  den  jüngsten  Vorschlag  vrgl.  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.-Ver.  1867,  S.40. 

Kleine  Flüsse  konnte  man  mit  der  grössten  Leichtigkeit  mit  einer 
Luftleitung  tiberschreiten,  welche  man  auf  entsprechend  hohen  Masten 
aufhing.  Je  breiter  aber  ein  so  zu  überschreitender  Strom  ist  und  mit  je 
grösseren  Schiffen  er  befahren  wird,  desto  schwieriger  wird  nicht  nur  die 
Herstellung  einer  solchen,  den  Winden,  Regen,  Hagel-  und  Schneestürmen 
ausgesetzten  Luftleitung  mit  Rücksicht  auf  die  erforderliche  Festigkeit, 
sondern  desto  stärker  und  höher  müssen  auch  die  Masten  werden,  wenn 
die  auf  ihnen  ausgespannten  Drähte  nicht  Beschädigungen  durch  die 
Schiffsmasten  ausgesetzt  sein  sollen.  Die  häufig  eintretenden  Unter- 
brechungen Hessen  solche  Leitungen  in  Amerika  als  sehr  kostspielig  er- 
scheinen (Shafffiery  thc  ielegraph  manual^  New-Vork  1859,  S.  509)  und 
abgesehen  von  den  Kosten  der  Wiederherstellung  und  dem  Ausfall  in 
der  Einnahme  blieb  bei  ihrer  Anwendung  eine  höchst  lästige  Unsicherheit 
in  dem  telegraphischen  Verkehre.  So  knickte  am  27.  November  1850  ein 
plötzlicher  Wirbelwind  die  Masten  des  kurz  vorher  fertig  gewordenen 
Mississippi-Ueberganges  von  ihren  mit  Eisen  beschlagenen  unteren  Enden 
ab  und  führte  einzelne  Stücke  davon  mehrere  englische  Meilen  weit  fort. 
Im  Januar  1851  aber  wurde  der  eine  Mast  des  Ohio  -  Ueberganges  ab- 
gebrochen; kaum  war  er  wieder  hergestellt,  so  schnitten  Böswillige 
den  Tennessee -Uebergang  durch;  einige  Tage  später  zerstörte  ein  Orkan 
den  einen  Mast  am  Illinois -Ufer  des  Ohio  und  einige  Wochen  später  brach 
ein  Sturm  den  307  Fuss  hohen  Mast  am  Kentucky -Ufer  entzwei.  Trotz 
dieser  Schwierigkeiten  sind  sowohl  in  Europa,  als  in  Amerika  über  be- 
Jentende  Flüsse  Luftleitungen  gespannt  worden.  So  wurde  1848  die  1200  Fuss 
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breite  Elbe  bei  Hamburg  mit  einem  vierfachen,  stark  zusammengedrehten, 
nicht  geglühten  Stahldrahte  auf  100  Fuss  hohen  Masten  überspannt 
(Steinheil,  die  galvanische  Telegraphie  Deutschlands;  Abhandl.  der 
Münchener  Akademie  der  Wissenschaften  Y.  Bd.  III.  Abth.  S.  793;  etwas 
abweichende  Angaben  macht  Shaffner,  ielegraph  manual  S.65Ö)  mit  einem 
Aufwände  von  0000  Mark.  Der  Uebergang  über  den  Niemen  bei  Kowno 
hat  1700  Fuss  Breite  von  Mast  zu  Mast,  während  der  Fluss  nur  halb  so 
breit  ist,  Aehnlich  wurde  die  Dwina  bei  Dünaburg,  die  Weichsel  in 
Preussen,  die  Donau  beiPeterwardein  in  1000 Fuss  und  der  Po  bei  Borgo- 
forte  in  1096  Fuss  Breite  überspannt.  Die  Leitung  über  die  Save  bei 
Belgrad  und  Semlin  hat  220  Ellen  Spannweite,  16  Fuss  Pfeilhöhe,  15^^  Ctr. 
Horizontalzug  im  Scheitel  und  besteht  aus  20  einzelnen  Drähten  mit 
24—26  Ctr.  Tragfähigkeit.  1803  wurde  der  Rhein  bei  Bingerbrück  von 
der  Ruine  Ehrenfels  nach  der  Elisabethhöhe  mit  einem  hartgezogenen 
Stahldraht  von  3  Millimeter  Durchmesser  überspannt  (Zeitschrift  des  deutsch- 
österreichischen Telegraphenvereins  10,  S.  255 — 262).  Grösser  sind  die 
Flus^süber^etzungen  in  Amerika  {Shaffner^  telegr,  man,  S.  662flg.).  Auf 
der  Versuchslinie  Washington-Baltimore  wurde  1845  der  Susquehanna 
überschritten.  Nach  Zerstörung  der  1845  durch  den  Hudson  gelegten 
Leitung  wurde  unter  der  Leitung  von  Henry  J.  Rogers  über  den  2700 
Fuss  breiten  Hudson  eine  Luftleitung  gespannt,  deren  Drähte  man,  so  oft 
ein  Schiff  an  der  Stelle  den  Fluss  passiren  wollte,  in  das  Wasser  niederliess 
und  später  wieder  in  die  Höhe  zog.  Henry  O'Reilly  baute  im  Westen 
mehrere  Flussübergänge  von  1000  —  3000  Fuss  Breite;  so  über  den  Ohio 
bei  Wheeling  1300  Fuss  breit;  über  den  Ohio  bei  Louisville,  2100  Fuss  vom 
Indiana-Ufer  bis  zu  einer  Insel  und  von  dieser  1300  Fuss  bis  zum  Kentucky- 
Ufer;  anfangs  sollte  ein  Seil  aus  3  Drähten  Nr.  18  gespannt  werden,  konnte 
aber  nicht  hoch  genug  gehoben  werden,  da  die  Schornsteine  der  Schiffe 
90  Fuss  über  Deck  emporragten,  und  deshalb  wurden  einzelne  Pianoforte- 
Stahldrähte  benutzt,  welche  zwar  hoch  genug  aufgezogen  wurden,  aber  oft 
rissen ,  so  dass  man  schliesslich  Eisendraht  Nr.  16  mit  sehr  gutem  Erfolg 
hier  und  bei  allen  folgenden  Uebergängen  benutzte.  Der  Wabash  ward 
bei  Vincennes,  der  Ohio  bei  Maysville  und  bei  Parkersburg,  der  Niagara 
bei  Buffalo,  der  St.  Lawrence  bei  Montreal,  der  Mississippi  bei 
Hannibal  und  die  schmaleren  Buchten  des  Meerbusens  bei  Neuorleans 
überschritten.  Bei  St.  Louis  ist  der  nicht  schiffbare,  2700  Fuss  breite  Arm 
des  Mississippi  vom  Illinois -Ufer  bis  zur  Insel  Bloody  und  ebenso  von 
da  der  2200  Fuss  breite  Arm  bis  zum  St.  Louis -Ufer  überspannt;  der  Mast 
auf  dem  Illinois-Ufer  ist  160  Fliss  hoch,  auf  der  Bloodylnsel  185  Fuss ,  auf 
dem  St.  Louis  Ufer  steht  ein  Thurm  von  gleicher  Höhe.  1840  — 1850  über- 
schritten Shaffner  und  Mac  Af  ees  innerhalb  100  englischer  Meilen  den 
Mississippi  bei  Cape  Girardeau  in  Missouri  bei  2980  Fuss  Breite  auf 
210  und  205  Fuss  hohen  Masten,   den  Ohio  bei  Paducah  auf  drei  307^  %\5s 
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und  205  Fuss  hohen  Masten  in  Abständen  von  2400  und  3720  Fuss,  den 
2300  Fuss  breiten  Tennessee  nahe  bei  Paducah  auf  90  und  160  Fuss  hohen 
Maston  und  den  Cumberland  mit  einer  Breite  von  1850  Fuss.  Die  Auf- 
richtung des  grossen  Mastes  am  Ohio  und  die  Aufhängung  des  Drahtes 
beschreibt  S  h  a  f  f  n  e  r  im  telegraph  manual  S.  664—667.  ^ 

Wo  man  ein  stehendes  oder  fliessendes  Wasser  nicht  mit  einer  Luft- 
leitung tiberspannen  konnte,  war  man  demnach  darauf  angewiesen,  eine 
isolirte  Leitung  durch  das  Wasser  zu  legen.  Die  Herstellung  einer 
solchen  submarinen  oder  unterseeischen  Leitung  fällt  nahe  zu- 
sammen mit  der  Herstellung  einer  unterirdischen  Leitung  und  setzt 
nothwendig  das  Vorhandensein  eines  im  Wasser  nicht  zerstörbaren  isoliren- 
den  Materials  voraus.  Schon  W^heatstone  legte  (1839)  bei  seinen  ersten 
Telegraphenleitungen  an  der  Great-Western-Bahn  die  gut  isolirten  Drähte 
in  gusseisernen  Bohren  thcils  über,  theils  unter  der  Erde  (Poggendorff, 
Annalen  58,  S.  410).  Jacobi  legte  1842  bei  der  9030  Fuss  langen  Leitung 
auf  dem  Admiralitätsplatze  in  St.  Petersburg  die  mit  Zwirn  übersponnenen, 
darauf  in  eine  heisse  Mischung  von  Wachs,  Harz  und  Talg  getauchten, 
nochmals  besponnenen  und  wieder  mit  demselben  Mastix  bestrichenen 
Drähte  in  Glasröhren  (Poggendorffs  Annalen  58,  S.  411;  ö6,  S.  211)  und 
auch  die  1 843  gebaute  Linie  St.  Petersburg-Zarsko-Selo  war  eine  unterirdische 
und  durch  Harz  isolirt  (Poggendorff 's  Annalen  06,  S.  208;'  Polytechn. 
Centralblatt  1844,  IV,  S.  220).  Ausserdem  legte  man  vor  dem  Bekannt- 
werden der  Guttapercha  die  untei-irdischen  Leitungen  oft  in  Furchen  in 
Uolzbohlen  und  füllte  diese  Furchen  mit  einem  Gemisch  aus  Gyps,  Ziegel- 
staub ,  Talg  und  Pech  ans ,  während  die  Drähte  selbst  mit  Baumwolle  um- 
wickelt und  mit  Talg,  Wachs  und  Harz  überstrichen  waren.  Kautschuk 
bewährte  sich  nicht,  reine  Guttapercha  auch  nicht  und  Erdharz  ebenso 
wenig,  weil  es  rissig  wurde  und  sich  zersetzte.  Es  ist  bekannt,  dass  man 
in  Europa  anfangs  vulkanisirte  (oder  geschwefelte,  d.  h.  im  warmen  Zn- 
stande mit  Schwefelstaub  versetzte)  Guttapercha  als  Isolationsmittel  an- 
wandte, welche  sich  anfangs  zwar  gut  bewährte,  bald  aber  sich  gerade 
wegen  der  Beimischung  des  Schwefels  als  unbrauchbar  erwies,  selbst  wenn 
man  die  Drähte  in  Cemcntschichten,  oder  in  Zicgelcanäle,  oder  in  Bleiröhren, 
oder  in  Dränageröhren  oder  in  Eisenröhren  einlegte,  so  dass  man  von  den 
trotz  ihrer  hohen  Anlagekosten  seit  1848  in  grösserer  Ausdehnung  an- 
gelegten unterirdischen  Leitungen  (Prcussen  besass  davonEnde  1849  etwa  300 
und  Oesten-eich  Ende  1850  etwa  100  deutsche  Meilen)  zu  den  Luftleitungen 
zurückkehren  musste  und  erstere  höchstens  etwa  bei  Leitungen  in  Städten 
beibehalten  konnte.  Aehnlich  ging  es  in  ftussland  mit  der  Leitung  von 
St.  Petersburg  nach  Moskau.  Bessere  Erfolge  erzielte  man  in  England  an  den 
mit  Guttapercha  oder  Theer,  Talg  und  Harz  isolirten  und  in  hölzernen, 
thönernen  oder  eisernen  Höhren  gelegten  Drähten  (Shaffner^  iclegr,  man, 
S.  589flg.;    Lardner,  Lehre  v.  d.  elektr.  Telegr.,  Weimar  1856,  S.  Mflg). 
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In  neuerer  Zeit  macht  man  unterirdische  Leitungen  ganz  ähnlich,  wie  unter- 
seeische, nur  lässt  man  die  äussere  Schutzhülle  aus  Eisendrähten  weg  tiud 
legt  die  Leitung  dafür  in  eiserne  Röhren.  Ueber  mehrere  neuere  Vor- 
schläge vergleiche  Du  Moncel^  Iraile  detelegr,  electr,^  Paris  1864,  S.  2ftl.  In 
Amerika  legte  man  0  englische  Meilen  von  Baltimore  Kupferdrähte  Nr.  16, 
mit  Baumwolle  und  Schellack  überzogen,  in  Bleiröhren ;  vertauschte  sie 
aber  1844  unter  Morse's  Führung  mit  einer  Luftleitung  {Shaffner^  iclcgr. 
man.  S.  587).  Dr.  O'Shaughnessy  baute  1851  mit  Erfolg  auch  eine 
unterirdische  Leitung  von  Calcutta  nach  Bishtapore,  12  englische  Meilen 
lang,  und  zwar  schweisste  er  aus  13'^  Fuss  langen  Eundeisenstäben  200 
Fus# lange  Stücken  zusammen  und  stellte  dann  aus  diesen  die  Leitung  her; 
die  Stäbe  wurden  spiralförmig  umwickelt  mit  zwei  Lagen  von  Madraszeug, 
das  mit  geschmolzenem  Pech  und  Theer  getränkt  war;  jede  Lage  war 
2}k  Zoll  dick.  Das  Ganze  wurde  in  halbrunde  Dachziegel  gelegt,  welche 
halb  mit  einem  Gemisch  aus  3  Gewichtstheilen  trockenem,  ausgewaschenem 
Sande  und  1  Theil  Harz  ausgefüllt  waren,  und  darauf  wurde  die  ganze 
Rinne  mit  demselben  Gemisch  vollends  ausgefüllt  {Shaffner^  ielegr,  man. 
S.  595  und  799). 

Eine  wirkliche  unterseeischeLeitung  scheint  zuerst  Dr.  0*S  h  a  u  g  h- 
n  essy  in  Hindostan  ausgeführi  zu  haben,  welcher  im  April  und  Mai  1839 
in  der  Nähe  von  Calcutta  eine  21  Meilen  lange  Versuchslinie  baute ,  welche 
auch  7000  Fuss  Flussleitung  enthielt  {Shaffner^  telegr.  man.  S.  799;  Bigh- 
ton,  electr.  telegr,  S.33).  Diese  Leitung  dürfte  nicht  mit  der  oben(S.  393)  er- 
wähnten nicht  isolirten  Flussleitung  zusammenfallen,  sondern  durch  den 
Hugli  (Hoogly,  Hooghley),  den  Arm  des  Ganges,  an  welchem  Calcutta 
liegt,  gelegt  worden  sein  und  zwar  als  isolirte  Leitung,  indem  der  Draht 
zuerst  mit  getheertem  Bindfaden  umwickelt,  darauf  in  gespaltenes  indisches 
Bohr  eingeschlossen  und  dieses  wieder  mit  getheertem  Faden  umwickelt 
wurde.  Von  diesen  Versuchen  gab  das  Journal  der  Asialic  society  Nach- 
richt (vergl.  Wieck's  deutsche  Gewerbezeitung  1857,  S.  157).  Shaffner 
erwähnt  zugleich,  dass  1852  der  Hugli  und  Hui di  erfolgreich  überschritten 
wurden,  um  Calcutta  mit  dem  Meere  in  Verbindung  zu  setzen. 

1840  legte  Wheatstone  dem  englischen  Unterhause  einen  Plan  vor, 
2ur  Verbindung  von  Dover  und  Calais  ein  Telegraphenseil  durch  den 
Canal  zu  versenken. 

1842  legte  Morse  einen  isolirten  (?)  Kupferdraht  im  Hafen  von  New- 
York  (The  allantic  telegraph^  London  1806,  S.  108;  Wiener  Zeitung  vom 
20.  Mai  1857  aus  Monileur  de  Paris)  und  im  August  1843  regte  er  in  einem 
Briefe  an  den  Schatzsecretär  der  Vereinigten  Staaten  die  unterseeische 
Verbindung  Amerikas  und  Europas  an  (Delamarche,  Elemente  der 
unterseeischen  Telegraphie,  Berlin  1859,  S.  68). 

Hier  mögen  ferner  die  in  den  Jahren  1838 — 1843  in  England  angestellten 
Versuche,  Sprengungen  unter  Wasser  mittelst  der  ElektiicvUlil  7A]l\^^^v^^\^> 
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erwähnt  werden;  dabei  dienten  zwei  mit  Garn  und  einer  wasserdichten 
Oomposition  überzogene  Drähte  als  Elektricitätsleiter,  sie  waren  durch  einen 
anderthalbzolligen ,  mit  derselben  Oomposition  getränkten  Strick  von 
einander  getrennt;  das  Ganze  aber  war  wieder  mit  Garn  umwickelt  und  mit 
der  Composition  tiberzogen  (Cji;i7  Engineer  and  Archilecls  Journal  1843,  8.337; 
1844  S.  251). 

1843  wurde  die  Guttapercha,  der  eingetrocknete  Saft  eines  auf  der 
Halbinsel  Malacca  und  den  Inseln  des  ludischen  Archipels  wachsenden 
Baumes  (Isonandra]  Gutta),  durch  den  Wundarzt  Dr.  Montgomerie  in 
Singapore  bekannt  und  Prof.  Faraday  sfthlug  vor,  sie  zur  Isolatioi^von 
Telegraphen  drahten  zu  benutzen.  1847  wurde  in  Brooklyn  (New-York) 
eine  Guttaperchamanufactur  zur  Herstellung  isolirter  Drähte  von  Samuel 
T.  Armstrong  eingerichtet  und  schon  1848  wurde  ein  Versuch  mit  einem 
mit  Guttapercha  überzogenen  Drahte  im  Hudson  gemacht  {Shaffner^ 
lelegr,  man.  S.  524)  und  zwar  mit  so  gutem  Erfolge,  dass  Armstrong  noch 
\S4S  im  New 'Vor k- Journal  of  Commerce  den  Vorschlag  machte,  ein  Tele- 
graphentau mittelst  Guttapercha  zu  isoliren  und  durch  den  atlantischen 
Ocean  zu  legen;  die  Kosten  schlug  Armstrong  auf  3500000  Dollars  an. 
In  England  und  Deutschland  fing  man  etwa  gleichzeitig  die  Guttapercha 
zur  Isolation  zu  benutzen  an. 

Bevor  jedoch  die  Guttapercha  zur  Isolation  unterseeischer  Leitungen 
verwendet  wurde,  war  schon  am  20.  November  1845  von  Ezra  Cornell 
durch  den  Hudson  bei  Fort  Lee,  12  englische  Meilen  oberhalb  New-York, 
eine  Leitung  in  Bleiröhren  gelegt  worden  (Shaffner^  ielegr.  man,  S.  662), 
deren  Draht  mit  Baumwolle  umwickelt  und  mit  Kautschuk  isolirt  war;  es 
waren  2  Taue  so  hergestellt  worden  und  arbeiteten  mehrere  Monate  sehr 
gut,  bis  sie  1846  vom  Eis  fortgerissen  wurden,  worauf  die  oben  (S.  395)  er- 
wähnte Luftleitung  ausgespannt  wurde.  1847  aber  wurde  ein  von  S.  T. 
Armstrong  gefertigter,  mit  Guttapercha  überkleideter  Kupferdraht  von 
T.  M.  Clark  und  J.  W,  Nortons  für  die  Magnetic- Telegraph -Company 
im  Hudson  versenkt  {Sha  ff ner^  ielegr.  man,  S.  603),  aber  schon  am  näch- 
sten Tage  von  einem  Anker  zerrissen.  Durch  die  oben(S.394flg  )  berührten 
Unfälle  der  Luftleitungen  Über  den  Mississippi  und  Ohio  veranlasst,  ver- 
senkte Shaffner  Eisendrähte  Nr.  10  mit  drei  Lagen  von  Guttapercha  im 
Mississippi  (ielegr,  man.  S.  600),  von.  diesen  hatte  aber  das  sandige  Wasser 
des  Mississippi  schon  nach  kurzer  Zeit  die  Guttapercha  abgerieben.  Um 
das  Isolationsmittel  zu  schützen^  umgab  Shaffn  er  dasselbe  mit  drei  Lagen 
gut  mit  Theer  getränkter  Leinwand,  legte  ätif  die  Leinwand  entlang  dem 
ganzen  Seil  sechs  Drähte  Nr.  10  und  band  diese  aller  20  Zoll  mit  Eisendraht 
Nr.  16  fest;  allein  auch  dieses  Tau  dauerte  nur  wenige  Monate;  daher  ent- 
schloss  sich  Andreas  Wade,  durch  den  Mississippi  bei  St.  Louis  ein  Tau 
zu  legen,  bei  dem  die  Guttapercha  ringsum  mit  Eisendrähten  belegt  war. 
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Im  Juli  1846  stellte  Hay  im  Hafen  zu  Portsmouth  am  Bord  der  Schiffe 
Pique  und  Blake  und  zwischen  den  Schiffen  und  dem  Lande  Versuche  mit 
einem  isolirton  Drahte  an,  welcher  halb  so  lang  war,  als  er  hätte  sein  müssen, 
um  vom  Admiralitätsgebäude  in  Portsmouth  bis  zur  Bucht  von  Gosport  zu 
reichen  (D  i  n  gl  er '  s  Journal  102,  S.  80  aus  Moniteur  Industriel  1846, Nr.  1035). 
Ende  November  1846  aber  wurde  in  dem  Hafen  von  Portsmoulh  eine  unter- 
seeische Leitung  von  Watering -Island  im  Dock -Yard  bis  zur  Landungs- 
treppe bei  Royal -Clarence- Yard  auf  der  Insel  Wight  gelegt  (Polytechn. 
Centralblatt  1847,  S.  108). 

Die  South-Eastem-Railway-  Company  beabsichtigte  1847  ein  Tau  zwischen 
Folkestone  uudBoulogne  zu  versenken  (Civ.Eng,andArch,  J,  1847,  S.31);  im 
Jahre  vorher  aber  hatte  das  englische  und  französische  Gouvernement  die 
Erlaubniss  zur  Legung  eines  Taues  zwischen  Cap  Gris  Nez  oder  Blanc  Nez 
und  South-Foreland  ertheilt  und  an  dieses  sollte  sich  ein  Tau  von  Marseille 
nach  Algier  anschliessen  (^CiVs  Eng,  and  Arch,  J,  1846,  S.  160). 

Noch  vor  1848  soll  ferner  ein  Amerikaner,  Colonel  Colt,  eine  kurze 
mnterseeische  Leitung  von  Hellgate  nach  Fireisland  gelegt  und  auch  bei 
der  amerikanischen  Regierung  um  die  Geldmittel  zu  einem  Telegraphen 
zwischen  Amerika  und  Europa  nachgesucht  haben  (Wieck,  deutsche  Ge- 
werbezeitung 1857,  S.  157;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  155). 

Im  Jahre  1846  machte  W.  Siemens  in  Berlin  seine  ersten  Versuche, 
den  Draht  für  unterirdische  Leitungen  mittelst  Guttapercha  zu  isoliren,  und 
1848  legte  er  im  Hafen  zu  Kiel  in  reine  Guttapercha  eingeschlossene  Drähte 
nach  unterseeischen  Minen;  auch  führte  er  in  demselben  Jahre  einen  Draht 
durch  den  Rhein  von  Deutz  nach  Köln  (Poggendorff's  Annalen  70, 
S.  481  flg.).  Dieses  auf  dem  Rheinbette  liegende  Flusskabel  wurde  anfangs 
öfter  durch  die  Anker  der  Schiffe  zerrissen  oder  beschädigt,  weshalb 
Nottebohm  einige  Fuss  oberhalb  desselben  eine  ungemein  starke  Anker- 
kette quer  durch  den  Rhein  legen  Hess;  die  Beschädigungen  des  Kabels 
hörten  nun  auf,  aber  in  der  Ankerkette  fand  man  beim  Aufheben  derselben 
14  meist  schwere  Schiffsanker  eingehakt,  welche  die  Schiffer  hatten  kappen 
müssen,  da  sie  dieselben  nicht  wieder  aufzuwinden  vermochten  (Schellen, 
das  atlantische  Kabel,  Braunschweig  1867,  S.  26).  Auch  in  deuCanälcn  von 
Tricst  und  Venedig  wurden  1850  mit  vulkanisirter  Guttapercha  isolirte  sub- 
marine Leitungen  hergestellt  und  mittelst  angehängter  Gewichte  auf  den 
Boden  versenkt,  mussten  aber  ähnlich  wie  die  unterirdischen  Linien  auf 
dem  Fcstlande  bald  wieder  aufgegeben  werden  (Dr.  Militzer,  die  öster- 
reichischen Telegraphenanstalten,  Wien  1866,  S.  7  und  10). 

Am  10.  Januar  1840  telegraphirte  8*  V.  Walker,  der  Dirigent  der 
englischen  Südwesteisenbahngesellschaft,  im  Hafen  zu  Folkestone  bei  Dover 
auf  einem  2  Meilen  langen  in  das  Meer  versenkten  Kabel  (Knies,  der 
Telegiaph    als   Verkehrsmittel,    Tübingen  1857,   S.  135;    Schellen,    der 
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clektro -magnetische  Telegraph,   1.  Aufl.,    Braunschweig   1850,   S.  293    aus 
Cio.  Eng.  and  Arch.  J,  1840,  S.  61). 

Noch  in  demselben  Jahre  erlangte  die  Pariser  Socidt^  Carmichael 
und  Comp.,  an  deren  Spitze  Brett  stand,  von  der  französischen  Hegie- 
rung  eine  Concession  mit  dem  ausschliesslichen  Rechte,  innerhalb  10  Jahren 
von  England  n^ch  bestimmten  Punkten  der  französischen  Küste  zu  telegraphi- 
ren;  aber  unter  der  Bedingung,  die.  telegraphische  Verbindung  beider  Länder 
noch  vor  dem  September  1850  herzustellen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,«  102; 
/iighion,  electr.  telegr.  S,  Ibl \  Shaffner^  telegr,  man.  S.  607 flg.)  Nach 
einem  am  27.  August  1850  angestellten,  aber  durch  den  Sturm  unterbroche- 
nen Vorversuch,  bei  welchem  sich  Jacob  Brett,  Reid  und  Wollaston 
auf  dem  Schiff  Goliath  befanden  {Mechauics  Magazine  53,  S.  196  und  215), 
legte  der  Engländer  Charles  J.  Wollaston,  der  Ingenieur  der  Sub- 
marine-Telegraph-Company,  am  28.  August  1850  einen  29  englische  Meilen 
langen ,  einfachen ,  mit  Guttapercha  überzogenen  Kupferdraht  Nr.  14  von 
Dover  nach  Calais;  John  VVntkins  Brett  blieb  am  Ufer  zurück;  das 
Schiff  lief  am  28.  August  10  Ulir  von  Dover  aus  und  langte  um  8^A  Uhr  bei 
liera  21  englische  Meilen  von  Dover  entfernten  Cap  Gris  Nez  an.  Die 
Guttapercha  bestand  aus  drei  Lagen  und  war  %  Zoll  dick;  versenkt  wurde 
das  Telegraphenseil  vermittelst  bleierner  Klampen  von  20 — 25  Pfund  Ge- 
wicht, welche  in  Abständen  von  je  Vie  Meile  an  dem  Seil  befestigt  wurden. 
Die  grösste  Tiefe  betrug  30  Faden*).  Leider  dauerte  der  Erfolg  des  nach  langen 
Vorarbeiten  und  mit  gewaltigen  Anstrengungen  vollendeten  Unternehmens 
nur  wenige  Stunden;  denn  die  Wellen  durchscheuerten  das  Seil  an  dem 
felsigen  Ufer  bei  Cap  Gris  Nez.  Shaffner  [telegr,  man,  S.  607)  fand  bei 
einem  fünf  Jahre  versenkt  gewesenen  Stück  dieses  Seils  die  Guttapercha 
noch  in  ganz  gutem  Zustande.  Da  das  Tau  gut  gearbeitet  hatte,  so  blieb 
die  Concession  aufrecht  erhalten  und  schon  im  nächsten  Jahre  fertigten 
Robert  Stirling  Newall  &  Co.  in  ihrer  grossen  Seilerwaarenfabrik  in 
Gateshead  am  Tyne  im  Verlaufe  von  drei  Wochen  ein  neues,  24  englische 
Meilen  langes  und  180  Tonnen**)  schweres  Tau;  in  diesem  befanden  sich 
vier  Kupferdrähte  Nr.  16,  von  denen  jeder  in  der  unter  der  Direction  von 
Samuel  Statham  stehenden  Guttapercha -Company  in  London  mit 
einer  doppelten  Hülle  von  Guttapercha  Überzogen  worden  war;  nachdem 
nach  NewalTs  Erfindung  {Mechanics  Magazine  hl ^  S.  392)  zwischen  die 
vier  Drähte  getheerte  Hanfstricke  gelegt  waren,  wurde  das  Ganze  mit  ge- 
theerten  Hanfstricken  spiralförmig  eng  umwickelt  und  endlich  auf  einer 
grossen,  vom  Ingenieur  Fenwick  eigens  dazu  gebauten  Maschine  mit 
einer  aus  zehn  verzinkten  Eisendrähten  Nr.  1  yon  Vig  Zoll  Dicke  bestehen- 
• 

*)  1  Faden  =  0  Fuss  englisch  =  5,8268  Fuss  preuasisch, 
**)  1  Tonne  =  20  Ctr.  =  2240  Pfund  Avoir-du-pois  =  2032  Zollpfund;    l  Pfund 
Avoir-du  pois  =  0,90720  Zollpfund. 
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den  Metallhülle  umwunden.  Das  Seil  selbst  kostete  9000  Pfand  Sterling 
und  die  Gesammtkosten  waren  auf  15000  Pfund  Sterling  geschätzt  (Mech. 
Magnz,  57,  S.  410,  mit  Abbildung  des  Taues;  Shaffner^  ielegr,  man,  S.  608; 
Lardner,  Lehre  von  dem  elektrischen  Telegraphen,  Weimar  1856,  S.  395 
Higthon  giebt  die  Kosten  auf  20000  und  75000  Pfund  Sterling  an).  Am 
25.  September  1851  wurde  dieses  Seil  von  Crampton  unter  Beihülfe 
WoUaston^s  versenkt.  Zu  diesem  Behufe  war  aus  dem  früheren  Kriegs- 
dampfer Blazer  die  Maschine  nebst  Schornstein  entfernt  worden ,  um  Platz 
für  das  Tau  gewinnen  5  darauf  wurde  der  Blazer  von  London  nach  Dover 
nnd  am  25.  September  von  Dover  nach  South  Forelan d  geschleppt,  hier  das 
eine  Tauende  an  die  englische  Küste  geschafft  und  nun  der  Blazer  nach 
Cap  Gris  Nez  fortgeschleppt.  An  der  französischen  Küste  wurde  das  Tau, 
welches  noch  um  1  Meile  verlängert  werden  musste,  bei  Saangate,  1  Meile 
südlich  von  Calais  gelandet.  Obgleich  das  Tau  beim  Legen  durch 
Schlingenbildung  und  die  Reibung  beim  Austritt  aus  dem  Schiffe  mehrfach 
beschädigt  wurde,  zeigte  es  sich  doch  bei  der  Prüfung  gut  isolirt  {Highlon^ 
eleclr,  telegr.  S.  157—159).  Mit  der  glücklichen  Legung  dieses  Taues  hatte 
die  Submarine  Telegraph  Company  und  überhaupt  die  unterseeische  Tele- 
graphie festen  Boden  für  die  Zukunft  gewonnen.  Highton  ((^e  ^/(;c/r. 
telegr,  S.  160)  theilt  mit,  es  sei  schon  damals  ein  zweites,  zwischen  England 
und  Frankreich  zu  legendes  Tau  in  Arbeit  gewesen. 

Das  nächste  Tau  wurde  bereits  am  1.  Juni  1862  zwischen  England  und 
Irland,  von  Ho  lyh  ead  nach  Ho  wth,  aufKosten  derHerrenNewall&Co« 
gelegt,  in  deren  Fabrik  in  Gateshead  bei  Newcastle  es  in  vier  Wochen 
gefertigt  worden  war,  worauf  es  in  20  Eisenbahnwagen  nach  Maryport 
geschafft,  dort  an  Bord  derBritannia  gebracht  und  nachHolyhead  an  der 
Küste  von  Wales  gefahren  wurde.  Es  enthielt  nur  1  Kupferdraht  Nr.  16, 
welcher  in  der  grossen  Fabrik  von  Statham&Co.  in  London  mit 
zwei  Lagen  Guttapercha  umkleidet  worden  war;  das  in  die  tiefe  See  kom- 
mende Stück  dieses  Taues  war  mit  einer  leichteren  Schutzdecke  versehen, 
als  die  Küstenenden ;  denn  während  bei  ersterem  die  Guttapercha  nur  mit 
zwölf  verzinkten  Eisendrähten  Nr.  16  umsponnen  war,  so  dass  das  Seil 
etwa  einen  Finger  dick  war,  hatten  die  Küstenenden  desselben  eine  Hülle 
von  sechs  sehr  dicken  verzinkten  Eisendrähten ,  wodurch  es  um  die  Hälfte 
dicker  wurde.  Vom  Schiff  aus  wurde  das  eine  Ende  des  70  englische 
Meilen  langen  und  nur  80  Tonnen  schweren  Taues  bei  Holyhead  befestigt 
und  mit  einem  Telegraphen  verbunden;  während  nun  das  Schiff  nach  dem 
60  Meilen  entfernten  Howth  bei  Dublin  fuhr  und  dabei  das  im  Schiffsräume 
s^hr  sorgfältig  aufgewickelte  Tau,  mehrmals  über  ein  Bremsrad  in  die  See 
ablaufend ,  auf  den  Meeresboden  versenkt  wurde ,  unterhielt  man  vom  Ufer 
aus  durch  das  ganze  Tau  hindurch  eine  beständige  Correspondenz  mit  dem 
Schiffe,  da  in  dessen  Kajüte  ein  zweiter  Telegraph  aufgestellt  war.  Durch 
einen  Zählapparat  am  Bremsrade  wurde  die  abgelaufene  Läu^Q  d^>^  T«^^^ 
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angegeben.  Die  Tiefe  des  Wassers  stieg  bis  70  Faden,  also  über  das 
Doppelte  der  Tiefe  zwischen  Calais  und  Dover.  Innerhalb  18  Stunden 
waren  64  Meilen  Tau  gelegt,  1  Stunde  später  das  Seil  an  die  Küste  ge- 
bracht, mit  der  Leitung  von  Howth  nach  Dublin  verbunden  und  London 
und  Dublin  standen  in  unmittelbarem  Verkehr  mit  einander.  Allein  nach 
drei  Tagen  versagte  das  Seil  den  Dienst,  da,  wie  sich  bei  dem  noch  1852 
erfolgten  Wiederaufheben  des  Seils  {Hiyhton^  electr.  telegr,  S.  100) 
zeigte,  ein  Schiffsanker  nahe  an  der  irischen  Küste  den  Eisen draht  zerrissen, 
das  innere  Seil  aber  sehr  gedehnt  hatte  (L ardner,  elektr.  Telegr.  8.  39 
und  40;  Shaffner,  telegr,  man,  S.  611).  Der  Plan  zur  Verbindung  Eng- 
lands und  Irlands  war  schon  1850  aufgetaucht  (Mech.  Magaz,  53,  S.  328). 

Am  9.  October  1852  machten  Newall&Co.  noch  den  Versuch,  durch 
den  schmälsten  Theil  des  irischen  Canals,  zwischen  Donaghadee  und 
Port  Patrick  in  Schottland,  21  englische  Meilen,  ein  Tau  zu  legen.  Von 
dem  sechs  kupferne  Leitungsdrähte  Nr.  16  enthaltenden,  mit  zwölf  Eisen- 
drähten Nr.  2  geschützten,  25  englische  Meilen  langen  Tau  waren  von  der 
Britannia  bereits  16  Meilen  glücklich  gelegt,  als  eine  plötzliche  Kühlte 
die  Steuerung  in  der  erforderlichen  Richtung  unmöglich  machte,  so  dass 
das  Tau  in  7  Meilen  Entfernung  von  der  irischen  Küste  gekappt  werden 
musste  und  9  Meilen  Tau  an  Bord  blieben.  Die  versenkten  16  Meilen 
wurden  1854  von  Newall  wieder  heraufgeholt  und  zeigten  sich  noch  gut 
erhalten,  obgleich  stellenweise  die  Schutzdrähte  angefressen  waren  und  an 
anderen  Stellen  Zoophyten  hingen.  Das  Aufholen  war  sehr  schwierig,  da 
die  Tiefe  bis  150  Faden  beträgt,  und  trotzdem  ein  von  einer  Dampfmaschine 
getriebener  Apparat  am  Bord  des  Dampfers  angewendet  wurde,  dauerte  die 
Arbeit  vier  Tage,  da  man  wegen  der  Stärke  der  Fluth,  die  sich  mit  einer 
Geschwindigkeit  von  0  Meilen  in  einer  Stunde  bewegte,  nur  während  der 
Zeit  des  Hoch-  und  Tiefwassers  arbeiten  konnte  {Mech.  Magaz,  57,  S.  391 ; 
Lardner,  elektr.  Telegr.  S.  41;  Shaffner^  telegr.  man,  S.  612J. 

In  Nordamerika  wurde  im  December  1852  ein  von  Newall  &  Co. 
gefertigtes  Tau  zwischen  dem  Vorgebirge  Torment ine  in  Neubraun- 
schweig  und  Carlton  Head  auf  der  Prinz  Eduards-Insel  im 
St.  Lorenzbusen  glücklich  gelegt;  die  Entfernung  beider  Punkte  beträgt 
10  englische  Meilen.  Das  Tau  enthielt  nur  einen  Leitungsdraht  un'd  neun 
Schutzdrähte;  es  war  dazu  bestimmt,  einen  Theil  einer  Leitung  zu  bilden, 
welche  von  der  Prinz  Eduards-Insel  nach  der  St.  Pauls -Insel  oder  der 
Westküste  von  Neufundland  laufen  sollte  {Shaffner^  telegr,  man,  S.  616; 
Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  17). 

Im  Winter  1852—1853  fertigten  Newall&Co.  in  hundert  Tagen  ein 
Seil  von  70  Knoten  Länge  zur  Verbindung  Englands  mit  Belgien  für  eine 
zweite  Privatgesellschaft,  die  sich  aber  am  21.  Juni  1853  mit  der  Socidt^ 
Carmichael&Co.  zur Submarine-Tclegraph-Company  vereinigte.  Dieses 
Seil  enthielt  sechs  kupferne  Leitungsdrähte  Nr.  10  in   Guttapercha,    war 
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üusserlicli  durch  zwölf  Eisendrähte  Nr.  2  geschützt,  so  dass  es  einen  Zug 
von  etwa  50  Tonnen  aushalten  konnte;  es  wog  500  Tonnen  und  kostete 
33000  Pfund  Sterling;  in  70  Stunden  wurde  es  eingeschifft  und  am  6.  Mai 
1853  in  18  Stunden  zwischen  Dover  und  Mittelkerke  bei  Ostende 
gelegt  (Shaffner,  lelegr.  man.  8.  013;  Knies,  d.  Telegraph,  S.  130;  Zeit- 
schrift d.  Tel.-Ver.  1,  S.  113;  8,  S.  102). 

Nach  diesem  glücklichen  Erfolge  arbeiteten  Ne wall  &  Co.  in  24  Tagen 
ein  neues  Kabel  von  derselben  Dicke  und  demselben  Gewichte,  dessen 
6  Drähte  Nr.  10  indess  etwas  anders  angeordnet  waren;  es  war  25  Meilen  lang, 
kostete  13000  Pfund  Sterling  und  wurde  am  23.  Juni  1853  für  die  British 
and  Irish  Magnetic  Telegraph  -  Company  zwischen  Donaghadee  und 
Port  Patrick  gelegt.  An  derselben  Stelle  wurde  1854  zwischen  Port 
Patrick  undWhitehead  noch  ein  zweitai,  fast  ganz  gleiches  Tau  von 
27  Meilen  Länge  für  dieselbe  Gesellschaft  versenkt  {Shaffner,  telcgr.  man, 
S.  614). 

Am  15.  August  1853  wurde  ferner  die  schon  im  Jahre  vorher  für 
Kujssenaers  concessionirte  (Civ.Eng.and  Arch.J,  1852,  S.  239)  Linie  Ox- 
fordness-Haag  der  Electric  and  International  Telegraph  Company  eröffnet« 
Durch  sie  wurden  England  und  Holland  mittelst  eines  von  Oxfordness  bei 
Ipswich  in  der  Grafschaft  Suffolk  nach  dem Fischerdorfe  Scbeveningen, 
%  Stunde  westlich  vom  Haag  laufenden  Taues  von  eigen thümlich er  Con- 
struction-  verbunden.  In  der  tiefen  See  wurden  nämlich  in  Entfernungen 
von  etwa  %  Meile  von  einander  drei  von  Newall  &  Co.  gelieferte  dünne 
Seile  mit  je  einem  Leitungsdrahte  Nr.  16  und  einer  Hülle  von  je  zwölf 
Eisendrähten  versenkt;  das  erste  im  Mai,  das  zweite  im  Juni,  das  dritte  im 
September.  Ihre  Länge  beträgt  119,  118  und  123  englische  Meilen.  Die 
beiden  Küstenenden  aber  sind  aus  sieben  solchen  dünneren  Seilen  zu- 
sammengedreht, von  denen  drei  mit  jenen  drei  Seilen  vereinigt,  die  anderen 
vier  aber  für  den  späteren  Bedarf  aufgespart  wurden  {Shaffner^  telcgr, 
man,  S.  615).  Schon  am  30.  September  1855  wurde  hier  in  21  Stunden  noch 
ein  viertes,  119  Meilen  langes,  ebenfalls  von  Newall  verfertigtes  Kabel 
gelegt;  aber  die  Landstation  vom  Haag  nach  Amsterdam  verlegt  (Zeit- 
schrift d.  Tel.-Ver.  2,  S.62  und  266).  Das  erste,  dritte  und  vierte  Kabel  wurden 
wiederholt  von  Ankern  zerrissen  und  vor  1861  aufgenommen,  während  das 
zweite  damals  noch  gut  arbeitete  (Zeitung  des  Vereins  deutscher  Eisenbahn- 
verwaltungen 1861,  8.  334;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  I,  S.  64  und  214).  Ferner 
wurde  ina  September  1858  noch  ein  136  Meilen  langes,  bei  Glass, 
Elliot  &  Co.  gefertigtes  Seil  zwischen  Oxfordness  und  Haarlem  ge- 
legt; es  hat  vier  mit  Guttapercha  überzogene  Kupferdrähte  Nr.  13,  von 
denen  zwei  mit  Chatterton's  Mischung  und  jeder  wieder  mit  zehn  Eisen- 
drähten Nr.  00  bedeckt  ist;  l  Meile  wiegt  9%  Tonnen.  Endlich  wurde 
1802  noch  ein  von  Glass  &  Co.  gefertigtes  Tau  mit  \vet  lix-^VV^^  \yäÄ.^> 
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dessen  15  Meilen  langes  Küstenende  10  Tonnen  ftlr  1  englische  Meile  wog, 
während  das  Mittelstack  10%  Tonnen  wog  (Deatsche  Ind.-Ztg.  1862,  S.  302). 

Im  Jahre  1853  wurden  noch  drei  von  Ne  wall  &  Co.  verfertigte  Kabel 
versenkt,  nämlich  das  erste  mit  vier  Drähten,  von  6  Meilen  Länge  und  von 
8  Tonnen  Gewicht  auf  1  Meile,  im  Meerbusen  (Firth  oder  Frith)  des  Forth 
in  Schottland ;  das  zweite  für  die  Electric  and  International  Company  von 
2  Meilen  Länge  mit  vier  Drähten  imFlussTay  in  Schottland;  und  das 
dritte  im  grossen  Belt  von  Korsör  auf  Seeland  über  Sprogoe  nach 
Nyborg  auf  Fünen.  Das  letztere  war  16  englische  Meilen  lang,  hatte  drei 
durch  Guttapercha  und  Garn  gut  isolirte  kupferne  Leitungsdrähte  Nr.  18, 
äusserlich  aber  neun  dicke  Eisendrähtc  Nr.  2,  wog  6  Tonnen  für  die  Meile 
und  wurde  am  7.  Mai  1853  gelegt;  am  9.  Mai  folgte  die  Legung  eines  Kabels 
durch  den  kleinen  Belt  vog  Strüb  auf  Fünen  nach  Friedericia  und  am 
1.  Februar  1854  wurde  die  Linie  Helsingör- Hamburg  eröffnet  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  1,  S.  81,  88  und  205;  Dingler's  Journal  150,  S.  430).  Von 
Vedbck  bei  Helsingör  auf  Seeland  nach  dem  Edelhof  Hillesborg  bei 
Helsingborg  in  Schweden  wurde  1854  ein  2,q  geographische  Meilen  langes, 
mit  zehn  Eisendrähten  Nr.  2  umsponnenes  Tau  mit  drei  kupfernen  Drähten 
Nr.  16  durch  den  Sund  gelegt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  284;  2,  S.  88). 
Die  Kosten  der  Legung  dieses  von  Glass,  Elliot&Co.  in  Green  wich 
gelieferten  Taues  wurden  von  der  dänischen  und  schwedischen  Regierung 
gemeinschaftlich  getragen.  Wassertiefe  bis  14  Faden.  Gewicht  8  Tonnen 
für  1  Meile  (Zeitung  des  Vereins  deutscher  Eisenbahn  Verwaltungen  1861, 
S.  334).  Im  Jahre  1863  wurde  diese  durch  Schiffsanker  oft  beschädigte  und 
ganz  zerrissene  Leitung  durch  ein  neues,  von  W.  T.  Henley  in  London 
verfertigtes,  vorzügliches  Tau  mit  vier  Drähten  ersetzt  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  11,  S.  203). 

Aus  dem  Jahr  1854  wären  noch  aufzuführen  ein  5  Meilen  langes  Tau 
mit  sechs  Kupfer-  und  zehn  Eisendrähten  im  Zuydersee  in  Holland 
(Lardner,  elektr.  Telegr.  S.  37),  und  drei  für  die  Electric  and  Inter- 
national Company  gelegte  Taue,  eins  von  1  Meile  Länge  zwischen  Hurst 
Castle  und  der  Insel  Wight  von  Newall  &  Co.,  und  zwei  65 
Knoten  lange  zwischen  Holyhead  und  Howth,  das  erste  von  Fentor, 
Hyde  &  Co.,  welches  nicht  arbeitete,  das  zweite  von  Newall  &  Co., 
welches  bis  1859  arbeitete;  beide  letztere  wurden  im  September  1854  gelegt 
(Zeitung  d.  Ver.  d.  Eisenbahnverw.  1861,  S.  334). 

Shaffner  (<e/föfr.ma;i.S.617)  erwähnt  unter  anderen  vonNewall&Co. 
gearbeiteten  Tauen  auch  zwei  Flusskabel;  nämlich  ein  2  Meilen  langes  und 
4  Tonnen  schweres  Seil  mit  blos  einem  Leitungsdrahte  und  zehn  Schutz- 
drähten, welches  bei  New -Orleans  durch  den  Mississippi  gelegt  wurde 
für  den  Balize •  Telegraphen ,  und  ein  ähnliches,  durch  den  Hudson  bei 
New  York  gelegtes. 


Telegraphie.   Ven  Dr.  Eduard  Zetzsche.  405 

Im  Jahre  1854  begannen  auch  die  Arbeiten  im  Mittelmeere.  Die- 
selheu nehmen  ein  höheres  Interesse  für  sich  in  Anspruch,  theils  durch  die 
weit  grösseren  Entfernungen  und  die  grösseren  Meerestiefen*),  welche  mit 
dem  Tau  zu  überschreiten  waren,  theils  durch  die  grössere  Wichtigkeit  der 
beabsichtigten  Linien  für  den  Verkehr.  Galt  es  doch  nicht  blos  Piemont 
mit  der  Insel  Sardinien  und  Frankreich  mit  Corsica  und  Algier  zu  ver- 
binden, sondern  John  Watkius  Brett  fasste  zugleich  die  Fortführung 
der  Leitung  nach  Aegypten  ins  Auge,  behufs  der  Herstellung  einer  tele- 
graphischen Verbindung  zwischen  England  und  Ostindien,  und  zwar  wurde 
anfänglich  die  Fortführung  der  Leitung  entlang  der  Nordküste  Afrikas,  sehr 
bald  aber  auch  eine  Linie  von  Sardinien  Über  Malta  gerade  nach  Alexandria 
beabsichtigt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  71  und  273;  2,  S.  144;  3,  S.  04). 
Die  von  der  französischen  und  italienischen  Regierung  ertheilten  Con- 
cessionen  erstreckten  sich  vom  Jahre  1853  auf  50  Jahre;  ausserdem  garan- 
tirtc  die  französische  Regierung  der  zum  Bau  der  Leitung  zwischen  Europa 
und  Afrika  zusammengetretenen  Privatgesellschaft,  an  deren  Spitze  J.  W. 
Brett  stand,  eine  4%  Verzinsung  des  Anlagekapitals  bis  zur  Höhe  von 
4^^  Millionen  Francs  und  erhöhte  diese  Garantie  später  auf  5%^  während 
die  italienische  für  weitere  3  Millionen  Francs  5%  gärantirte  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  1,  S.  71 ;  2,  S.  143).  In  ähnlicher  Weise  stellte  die  englische 
Regierung  eine  jährliche  Unterstützung  von  5%  des  auf  120000  Pfund 
Sterling  geschätzten  Anlagekapitals  für  die  Leitung  nach  Malta  und  Corfu, 
die  Ostindische  Compagnie  aber  eine  Zinsgarantie  von  5%  für  das  Anlage- 
kapital zu  einer  Linie  nach  Ostindien  in  Aussicht  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3, 
S.  04).  Das  erste  Stück  der  Mittelmeerlinie,  nämlich  von  Spezzia  bei 
Genua  nach  Corsica  wurde  am  24.  Juli  1854  innerhalb  12  Stunden  von 
J.  W.  Brett  gelegt;  es  war  bei  61a8s,Elliot<&  Co.  in  einer  Länge  von 
HO  Meilen  angefertigt  worden,  enthielt  sechs  Drähte  und  glich  übrigens 
dem  im  Jahre  1853  zwischen  Port  Patrick  und  Donaghadee  versenkten  Seil. 
"Während  der  Legung  überfiel  ein  heftiger  Sturm  das  Schiff,  so  dass  man 
eine  Zeit  lang  ein  Zcrreissen  des  Seils  befürchtete.  Zwischen  den  Inseln 
Corsica  und  Sardinien,  durch  die  Strasse  von  Bonifacio,  wurde  ein 
auch  bei  Glass,  Elliot  &  Co.  gefertigtes,  10  Meilen  langes  und  8  Tonnen 
"für  l  Meile  wiegendes  Seil  mit  ebenfalls  sechs  Kupferdrähteu  Nr.  16  und 
zwölf  eisernen  Schutzdrähten  Nr.  1  noch  in  demselben  Jahre  gelegt,  worauf  am- 
15.  April  1855  die  Linie  von  Spezzia  nach  Sardinien  eröffnet  wurde  (Zeit- 
schrift d.  Tel.-Ver.  J,  S.  174;  2,  S.  115)      Im  September  des  Jahres  1855 


"")  Nach  den  im  Frühsommer  1855  von  dem  französischen  Hydrographen- 
Ingenieur  Daroudcau  ausgeführten  Sondirungeu  steigen  die  Meerestiefen  zwischen 
Sardinien  und  Afrika  bis  auf  2000  —  3000  Meter  =  1100—  1500  Fadeu.  Das  Aus- 
führlichere über  die  drei  vorgeschlagenen  Kouten  vergl.  Zeitschr.  d.  TeL-Yer.  2, 
8.  280. 
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aber  machte  J.  W.  Brett  den  ersten  Versuch,  Afrika  mit  der  Insel 
Sardinien  von  deren  südlichster  Spitze,  dem  Cap  Spartivento,  aus  su 
verbinden.  Das  benutzte ,  162  Meilen  lange  Seil  enthielt  sechs  einfache, 
einzeln  mit  Guttapercha  umhüllte ;  kupferne  Leitungsdrähte,  welche  mit 
einer  Seele  und  einer  Hülle  von  Hanf  zu  einem  runden  Tau  vereinigt  und 
mit  zwölf  Eisendrähten  tibersponnen  waren.  Die  Legung  begann  am 
25.  September,  verlief  anfangs  ganz  glücklich;  allein  am  26.  September  lief 
das  Seil  in  1640  Meter  =  5225  preussische  Fuss  Tiefe  zu  schnell  ab  usd 
musste,  da  sich  Schlingen  bildeten,  wieder  aufgewunden  werden;  dies  ging 
aber  äusserst  langsam  von  Statten  und  nach  einigen  Tagen  angestrengter 
Arbeit  riss  endlich  das  SeiL  Man  machte  zwar  noch  den  Versuch,  den 
Rest  des  Seils  vom  Cap  Spartivento  aus  nach  der  Insel  Galita  zu  legen;  aber 
auch  dies  misslang.  Brettes  Bericht  an  die  französische  Regierung  ent- 
hält die  Zeitschrift  des  deutsch -österreichischen  Telegraphen -Vereins 
(2,  S.  281).  Im  August  1856  versuchte  Brett,  ein  175  Meilen  langes  Tau 
mit  nur  drei  Drähten  und  zehn  Schutzdrähten  zu  versenken ,  welches  blos 
5  Tonnen  für  1  Meile  wog,  während  das  frühere  12  gewogen  hatte;  nachdem 
man  sehr  bedeutende  Tiefen  (bis  über  200<)  Meter)  glücklich  überschritten 
und  sich  der  Insel  Galita  bis  auf  einige  Meilen  genähert  hatte ,  wurde  das 
Tau  am  19.  August  an  einer  scharfen  Felsenkante  durchschnitten  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  3,  S.  152  und  269  flg.).  Die  französische  Regierung  hielt  trotz- 
dem die  der  Gesellschaft  ertheilte  Concession  mit  einigen  Abänderungen 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  4,  S.  181  flg.)  aufrecht  und  nun  übernahmen  Ne- 
wa II  &  Co.  für  die  Gesellschaft  der  Mittelmeerlinie  die  Anfertigung  und 
Legung  eines  Seils  mit  vier  Leitungsdrähten.  Jeder  dieser  Leitungs- 
drähte bestand  aber  aus  vier  dünnen  Kupfer  drahten;  als  Umhüllung  dagegen 
hatte  das  Seekabel  achtzehn  dünnere,  das  Küstenkabel  zwölf  weit  stärkere 
Eisendrähte.  Die  absolute  Festigkeit  betrug  8  Tonnen.  Im  Ganzen 
war^n  162  Meilen  Kabel  an  Bord  der  Elba,  welche  die  Legung  ausführen 
sollte.  Von  dem  Küstenkabel  waren  6  Meilen  schon  mit  dem  Seekabel 
verbunden  und  10  Meilen  lagen  in  einem  Schiffsräume  besonders.  Am 
5.  September  1857  traf  die  Elba  in  Bona  in  Algie»  ein,  von  wo  aus  das 
Kabel,  ohne  die  Insel  Galita  zu  berühren,  nach  dem  125  Meilen  entfernten 
Cap  Spartivento  gelegt  werden  sollte.  Bei  der  Legung,  welche  Dela- 
jnarche  (Elemente  der  unters.  Telegr.  S.  93 — 102)  ausführlich  beschreibt, 
wurde  nach  einem  Vorschlage  von  Siemens  eine  Vorrichtung  benutzt, 
welche  einestheils  zum  Messen  der  Spannung  des  Kabels  dienen ,  anderen- 
theils  den  Einfluss  der  Schwankungen  des  Schiß's  mildern  sollte.  Am 
7.  September  Nachmittags  brachte  man  das  Ende  des  Kabels  in  einer 
kleinen  Bucht  beim  Fort  Gßnois  ans  Land  und  Abends  7  Uhr  segelte  die 
Elba  ab,  in  Begleitung  dreier  kleiner  Kriegsdampfer.  Während  der  Nacht 
wurden  aller  10  Minuten  einige  Worte  durch  zwei  Drähte  des  Kabels  ge- 
wechselt,  während   die  beiden   anderen    so    verbunden   waren,    dass   sie 
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beständig  auf  ihre  Isolation  geprüft  werden  konnten.  Um  das  Kabel  nicht 
zu  schnell  auslaufen  zu  lassen,  machte  man,  jißdoch  ohne  wesentlichen  Er- 
folg, einige  Versuche  mit  Fallschirmen ,  nämlich  mit  dreieckigen  Stücken 
Segeltuch,  an  deren  drei  Zipfeln  dünne  Stricke  befestigt,  unterhalb  zu- 
sammengeschürzt und  mit  einer  Kugel  versehen  waren,  welche  um  das 
Kabel  geschleudert  wurde.  Am  nächsten  Tage,  Abends  11  Uhr,  war  das 
Seekabel  und  auch  das  noch  vorhandene  Küstenkabel  ausgelegt ,  das  Schiff 
aber  war  noch  20  Meilen  von  der  sardinischen  Küste  entfernt  und  musste 
sich  hier  vor  Anker  legen.  Ein  am  0.  September  Vormittags  angespleisstes 
dünneres  Kabel,  von  derselben  Construction,  wie  das  Malta -Kabel,  war 
gegen  Mittag  ebenfalls  ausgelegt  und  das  Land  immer  noch  nicht  erreicht; 
daher  wurde  ein  noch  dünneres  Kabelstück  angeknüpft;  allein  kaum  war 
die  Verbindungsstelle  über  Bord,  so  riss  es  8 — 10  Meilen  vom  Lande  bei 
80  Faden  Tiefe.  Am  28.  October  traf  der  Blazer  mit.  einem  neuen  Kabel 
aus  England  ein  und  begann  die  Aufsuchung  des  versenkten  Taues, 
welches  am  nächsten  Morgen  8  Uhr  am  Bord  erschien;  5  Minuten  später 
war  die  Correspondenz  schon  im  Gange  und  nun  wurde  das  Tau  von  12—15 
Arbeitern  mit  den  ELänden  heraufgezogen,  bis  Abends  11  Uhr  das  vier- 
drähtige  Tau  an  Bord  war.  An  dieses  wurde  am  folgenden  Morgen  das 
neue  Tau  angeknüpft,  die  Legung  begonnen,  um  l  Uhr  bei  Cap  Spartivento 
das  Land  erreicht  und  um  4  Uhr  zuerst  von  hier  telegraphirt.  Die  Stationen 
Algiers  waren  so  mit  Europa  in  Verbindung  gesetzt;  allein  schon  1860  war 
die  Strecke  Cagliari  -  Bona  betriebsunfähig  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  141). 
Im  Juni  1858  wurde  das  Kabel  wegen  einiger  Isolationsfehler  theilweise  bis 
zu  600—700  Faden  Tiefe  von  Ne  wall  wieder  aufgenommen  und  die  fehler- 
haften Stellen  herausgeschnitten,  so  dass  alle  vier  Drähte  brauchbar 
wurden.  Zugleich  wurden  auch  die  beiden  Taue  von  1855  und  1856  auf- 
geholt, das  erstere  vollständig  bis  zu  einer  Tiefe  von  600  Faden,  das  zweite 
dagegen  riss  wegen  der  darin  befindlichen  Schleifen  bei  400  Fäden  Tiefe. 

Für  die  Mediterranean- Extension -Telegraph -Company  hatten  Ne- 
wall  &  Co.  die  Herstellung  einer  Linie  Sardinien-Malta-Corfu 
übernommen.  Das  für  diese  Linie  bestimmte  Tau  enthielt  nur  einen ,  aus 
hieben  dünnen  Kupferdrähten  Nr.  14  gebildeten  Leitungsstrang  und  war 
mit  achtzehn  einfachen  Eisendrähten  Nr.  10  umsponnen;  die  englische  Meile 
desselben  wog  1060  englische  Pfund ;  die  absolute  Festigkeit  betrug  3%  Ton- 
nen. Das  Küstenende  hatte  eine  Hülle  von  zehn  weit  stärkeren  Eisen- 
drähten. Die  Elba  traf  am  10.  November  1857  mit  etwa  800  Meilen  Tau  in 
Cagliari  ein ,  wohin  auch  das  englische  Kriegsschiff  Desperate  und  der 
Blazer  kam,  der  die  Elba  ins  Schlepptau  nehmen  sollte.  Am  13.  fuhren 
diese  drei  Schiffe  nach  Cap  S.  Elia,  4  Meilen  östlich  von  Cagliari,  und 
legten  das  Küstenkabel,  welches  jedoch  am  folgenden  Morgen  gekappt 
wurde,  weil  es  beim  wiederholten  Umspringen  des  Windes  mehrere  Brüche 
bekommen  hatte.     Nachdem  ein  neues  Kabelende  aus  Land  gebracht  ^ax^ 
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fnhren  die  drei  Schiffe  am  14.  Abends  8  Uhr  ab,  die  Nacht  verlief  ohne 
Unfall ,  die  grösste  Tiefe  von  etwa  10000  Fnss  wurde  am  15.  Vormittags 
während  eines  sehr  heftigen  Gewittersturms  glücklich  überschritten  und 
am  17.  Abends  8  Uhr  die  St.  Georges -Bay,  etwa  4  Meilen  nördlich  von  La 
Valette  erreicht,  wo  das  Tau  Nachts  2  Uhr  ans  Land  gebracht  wurde.  ^ 
Im  Ganzen  waren  etwa  370  Meilen  Tau  ausgelegt.  Widriger  Winde  halber 
wurde  die  zweite  Strecke  von  Corfu  aus  gelegt.  Am  1.  December  früh 
7  Uhr  trafen  die  Schiffe  vor  der  St.  Gordo-Bay  an  der  Westküste  der  Insel 
ein,  brachten  das  Küstenende  ans  Land  und  fuhren  gegen  11  Uhr  ab,  wäh- 
rend der  ganzen  Fahrt  vom  schönsten  Wetter  begünstigt.  Am  3.  December 
Nachmittags  wurde  die  grösste  Tiefe  von  etwa  8000  Fuss  überschritten  und 
am  4.  December  Mittags  die  St.  Georges-Baj  erreicht,  nachdem  etwas  über 
400  Meilen  Tau  versenkt  worden  war^n ;  das  Küstenende  wurde  am  Nachmittag 
des  4.  ans  Land  gebracht.  Die  Linie  von  Cagliari  bis  Corfu  mit  Einschluss 
der  Landleitungen  auf  Malta  (nach  La  Valette)  und  auf  Corfu  (nach  der 
Stadt  Corfu),  ferner  mit  Einschluss  der  von  Siemens  &Halske  gelieferten 
Apparate  für  die  drei  Stationen,  kostete  125000  Pfd.  Sterling(Del am arche, 
Elemente  d.  unters.  Telegr.  S.  103 — 108).  Leider  trat  aber  die  Linie  Malta- 
Cagliari  schon  nach  12  Monaten  wieder  ausser  Thätigkeit  und  die  Strecke 
Malta-Corfu  im  August  1860  infolge  einer  Unterbrechung  20— 40  Meilen  von 
Corfu.  Besser  hielt  sich  das  1859  von  Sicilien  nach  Malta  gelegte, 
70 Meilen  lange,  von Gla6s,Elliot&Co.  fürdie Mediterranean-Extension- 
Company  verfertigte  Tau,  welches  einen  Strang  von  sieben  Kupferdrähten 
Nr,  22  enthielt,  mit  Guttapercha,  mit  getheertem  Hanf  und  zehn  Eisen- 
drHhten  Nr.  5%  übersponnen  war  und  3  Tonnen  für  1  Meile  wog.  Sici- 
lien und  die  Südspitze  Italiens  wurden  durch  zwei  Leitungen  und 
Corfu  mit  Otranto  1861  durch  ein  von  Glass,  Elliot&Co.  für  die 
Mediterranean -  Extension  -  Company  verfertigtes,  CO  Meilen  langes,  1865 
unterbrochenes  Tau  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver,  12,  S.  63)  verbunden,  dessen 
Strang  von  sieben  Kupferdrähten  Nr.  22  mit  drei  Hüllen  von  Guttapercha 
und  Chatterton's  Mischung  bedeckt,  mit  getheertem  Garn  überzogen  und 
von  zehn  Eisendrähten  Nr.  5%  umgeben  war,  so  dass  l  Meile  3  Tonnen 
S%  Centner  wog  (Zeitg.  d.  Ver.  d.  Eisenbahnverw.  1861,  S.  322  und  345). 
Die  Strecke  Malta- Alexandria  kam  auch  noch  vor  dem  Ende  des  Jahres 
1861  zur  Ausführung;  das  Tau  war  ebenfalls  von  Glass,  EUiot  &  Co. 
geliefert.  Der  betreffende  Vertrag  wurde  am  21.  April  zwischen  der  eng- 
lischen und  türkischen  Regierung  abgeschlossen  und  Anfang  November 
wurde  die  von  Malta  nach  Tripolis,  über  Benghazi  nach  Alexandria  laufende 
Linie  eröffnet  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S,  163  und  217;  Sachs,  (deutsche) 
Ind.-Ztg.  1861,  S.  337,  506,  542;  1802,  S.  234).  Die  Strecke  Benghazi- Alexan- 
dria war  wiederholt  unterbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  10,  S.  120;  11,  S.  48 
und  243;  12,  S.  63). 

Bevor  wir  den  Bau  der  nach  Ostindien  zielenden  Linien  weiter  ver- 
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folgen,  sind  einige  früher  gelegte  Leitungen  nachzuholen.  Die  New-York- 
New-Fonndland  and  London  Telegraph  Company,  an  deren  Spitze  P.  C  o  o  - 
per,  Ch.  White,  M.  Taylor,  C.  W.  Field  und  M.  Q.  Roberts 
standen,  während  Morse  als  Techniker  gewonnen  war,  hatten  sich  günstige 
Privilegien  auf  Neufundland,  Cap  Breton,  Prinz  Eduards  -  Insel  und  in 
Canada  erworben,  auch  ein  älteres  für  Neubrannschweig  angekauft,  und 
machten  im  August  1855  den  Versuch,  ein  von  Kuper,  Glass&Co.  in 
Greenwich  gefertigtes,  dem  Grossen-Belt-E^bel  ähnliches,  74  Meilen  langes 
Seil  durch  den  St.  Lorenzbusen  nach  Cap  Breton  zu  legen.  Am 
22.  August  traf  die  Sarah  Bryant  mit  dem  Seil  in  der  Bucht  beim  Cap  Bay 
an  der  Südwestspitze  von  Neufundland  ein,  in  der  Nacht  des  23.  wurde 
das  Seil  gelandet,  am  24.  befestigt  und  am  25.  begann  bei  stürmischem 
Wetter  die  Legung,  endete  aber  bald  mit  dem  Kappen  des  Seiles  und 
2  Meilen  Verlust;  nicht  glücklicher  war  man  am  26.  und  28.  August,  weshalb 
man  die  Legung  nach  einem  Verluste  von  42  Meilen  Tau  aufgab  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  3,  S.  15 — 20;  Pfeiffer,  Handbuch  der  elektro  -  magnetischen 
Telegraphie,  Weimar  1865,  S.  153 — 158).  Im  Sommer  des  nächsten  Jahres 
wurde  das  Tau  wieder  aufgenommen.  Am  9.  Juli  1856  2  Uhr  Nachmittags 
fuhr  der  Dampfer  Propontis  mit  einem  neuen,  auch  bei  Kuper,  Glass&Co, 
verfertigten,  170  Tonnen  schweren  Tau  von  Cap  Ray  aus  und  erreichte  nach 
15*^stündiger  Fahrt  glücklich  das  Cap  North,  die  Nordspitze  der  Insel 
Cap  Breton.  Die  grössten  Tiefen  betrugen  150—200  Faden;  ausgelegt 
wurden  85  englische  Meilen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  175).  Das  Tau 
war  leichter,  als  das  vom  Jahre  1855  und  sein  Leiter  war  aus  vier  dünnen 
Kup  ferdrähten  zusammengedreht,  was  offenbar  ein  Fortschritt  war, 
da  so  die  Festigkeit  und  Leitungsfähigkeit  zugleich  erhöht  wurde  {Shaff- 
ner^  telcgr.  man.  S.  617).  Die  Propontis  hatte  auch  ein  Tau  von  12  eng- 
lischen Meilen  Länge  und  30  Tonnen  Gewicht  aus  derselben  Fabrik  an 
Bord,  mittelst  dessen  am  16.  Juni  das  Cap  Travers  auf  der  Prinz  Eduards- 
Insel  mit  dem  Cap  Tormentine  in  Neubraunschwoig  glücklich  verbunden 
wurde  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  175).  Dieses  Tau  hatte,  wie  die  Zeitung 
des  Vereins  deutscher  Eisenbahnverwaltungen  (1861,  S.  334;  nach  dem  Blue 
book  on  submarine  tdegraph  cables)  berichtet,  einen  Strang  von  s  ieb  en  Kupfer- 
drähten Nr.  22,  Guttapercha  als  Isolator  und  zwölf  Eisendrähte  Nr.  9  als 
Schutzhülle  und  nach  derselben  Quelle  (S.335)  war  das  zwischen  Cap  Breton 
und  Neufundland  gelegte  Tau  diesem  an  Gewicht  (2,5 Tonnen  für  l  Meile. 
das  von  1855  wog  5  T. ;  Mcch.  Magaz,  64,  S.  513)  und  Construction  gleich. 

Im  Schwarzen  Meere  wurden  von  Newall  &  Co.  während  des 
Krimkrioges  zwei  Taue  gelegt,  das  eine  von  Varna  nach  Balaclava  au 
der  Südküste  der  Krim  vom  10.  bis  13.  April  1855,  das  andere  von  Varna 
nach  Constantinopel  vom  1.  bis  5.  October  1855.  Das  letztere  enthielt 
blos  einen  Kupferdraht  mit  einem  starken  isolirenden  Ueberzuge  aus  Gutta- 
percha und   Garn  und   einer    schützenden  Hülle  von   zwölf  spiraUörcKÄ^ 
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nmgewundenen  Eisendrähten;  es  war  172  englische  Meilen  lang  nnd  wog 
gegen  200  Tonnen.  Das  erstere  enthielt  einen  Kupf'erdraht  Nr.  16  (V^g  Zoll 
Durchmesser)  mit  drei  dünnen  Lagen  Guttapercha  und  war  nur  an  der 
Küste  mit  zehn  und  zwölf  Schutzdrähten  umgehen ;  es  war  356  englische 
Meilen  lang  und  kostete  einschliesslich  der  Legung  22000  Pfund  Sterling; 
von  dem  mittleren  Theil  wog  1  Meile  nur  2%  Centner,  von  den  Uferenden 
15  und  35  Centner.  Dies  war  bis  dahin  die  längste  unterseeische  Leitung 
und  arbeitete  über  6  Monate  gut,  trotz  der  stürmischen  Wogen  des  Schwar- 
zen Meeres  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2,  S.  168  und  283;  Shaffner^  lelegr. 
man.  S.  618). 

Die  zweite  behufs  der  Erreichung  Indiens  nach  Aegypten  gebaute 
Linie  benutzte  Constantinopel  als  Anknüpfungspunkt  an  die  festländischen 
Linien.  Schon  am  10.  Januar  1857  ertheilte  die  türkische  Regierung  der 
Gesellschaft  des  Engländers  Lionel  Gisborne,  der  Levant  Telegraph 
Company,  die  Concession  auf  d9  Jahre  zur  Anlage  einer  Telegraphenleitung 
von  Constantinopel  zu  Land  nach  Cap  Hellas  an  der  Südspitze  der  Halb- 
insel Galipoli  (Dardanellen)  und  von  da  unterseeisch  über  die  Inseln  Chios 
und  Rhodos  nach  Alexandria.  Von  Alexandria  sollte  die  Leitung  ober- 
irdisch nach  Suez  und  dann  durch  das  Rothe  und  Arabische  Meer  mit 
Berührung  mehrerer  Küstenpunkte  bis  zur  Mündung  des  Indus  geführt 
werden  und  von  da  weiter  nach  dem  holländischen  Ostindien  und  Austra- 
lien (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  274;  5,  S.  209).  Das  Tau  von  Cap  Hellas 
nach  Chios  und  von  da  nach  Candia  wurde  von  Newall  &  Co.  ver- 
fertigt und  im  Juni  1858  gelegt;  es  ist  450  Seemeilen  lang,  enthält 
einen  Strang  von  sieben  Kupferdrähten  und  achtzehn  eiserne  Schutzdrähte 
Nr.  14;  die  Meile  wiegt  1  Tonne.  Genau  so  war  das  von  Newall  &  Co. 
für  die  griechische  Regierung  gelieferte,  150  Seemeilen  lange,  im  Juni  1859 
gelegte  Tau  von  Athen  nach  Syra  und  Chios  beschaffen  (Ztg.  d.  Ver. 
d.  Eisenbahnverw.  1861,  S.  345).  Etwa  gleichzeitig  wurde  Chios  mit 
Smyrna  verbunden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  236  und  319).  Auch  im 
Hellespont  wurde  eine  unterseeische  Leitung  versenkt.  lieber  Unter- 
brechungen und  Wiederherstellungen  dieser  Leitungen  hat  die  Zeitschrift  des 
deutsch -österreichischen  Telegraphen  -  Vereins  (8,  S.  217,  218  und  287; 
9,  S.  232  und  240;  10,  S.  123,  231;  11,  S.  52  und  188)  wiederholt  berichtet. 

Gleichzeitig  wurde  auch  der  Bau  der  unterseeischen  Leitung  durch 
das  Rothe  und  das  Arabische  Meer  in  Angriff  genommen.  Dio 
ganze  Strecke  von  3043  Seemeilen  Länge  bestand  aus  sechs  Abthei- 
lungen ,  welche  alle  glücklich  versenkt  wurden ,  von  denen  jedoch  schon 
1861  nur  noch  zwei  arbeiteten.  Das  ganze  Tau  war  von  Newall  &  Co. 
verfertigt,  hatte  einen  Leitungsstrang  von  sieben  Kup  f er  drahten ,  welcher 
180  Pfund  für  1  Meile  wog,  mit  vier  Hüllen  von  Guttapercha  nach  Chatter- 
ton's  Patent  im  Gesammtgcwicht  von  212  Pfund  auf  1  Meile  und  darüber 
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mit  Oarn  im  Gewicht  von  1^^  Centner  für  1  Meile  bedeckt  war;  die  äussere 
Hülle  bestand  aus  achtzehn  Drähten  von  bestem  Holzkohleneisen  und  wog 
16  Centner  fiir  1  Meile,  so  dass  1  Meile  des  fertigen  Taues  21  Centner 
schwer  war.  Die  erste  Strecke  von  Suez  nach  Kosseir  an  der  Küste 
Aegjptens,  in  einer  Länge  von  255  Meilen,  wurde  schon  am  5.  Mai  1859 
gelegt  und  trat  durch  einen ,  wahrscheinlich  in  der  Verankerung  liegenden 
Fehler  dicht  bei  Kosseir  ausser  Dienst.  Auf  der  am  17.  Mai  1850  ver- 
senkten» 474  Meilen  langen  Strecke  von  Kosseir  nach  Suakin,  an  der 
nubischen  Küste,  nahm  die  Leitungsfähigkeit  5  Tage  nach  der  Legung  ab, 
erhielt  sich  aber  in  den  nachfolgenden  0  Monaten  unverändert  und  das  Tau 
arbeitete  gut.  Das  am  28.  Mai  1859  gelegte  Tau  auf  der  629  Meilen  laugen 
Strecke  von  Suakin  nach  Aden  an  der  Südwestspitze  Arabiens  war  schon 
anfangs  nicht  ganz  vollkommen  und  stellte  nach  9  Monaten  den  Dienst 
ein.  Auf  der  vierten  Strecke  von  Aden  nach  Hallari  (Kuria-Moria-Insel?), 
welche  718  Meilen  lang  war  und  am  12.  Februar  1860  belegt  wurde,  trat  nach 
3  Monaten  eine  Unterbrechung  ein ,  welche  man  230  Meilen  von  Aden  an 
einer  seichten  Stelle  vermuthete.  Das  zwischen  Hallari  und  Maskat  an 
der  Südostspitze  Arabiens  im  Januar  1860  versenkte ,  486  Meilen  lange  Tau 
arbeitete  gut ,  während  das  von  Maskat  nach  Karratschi  (Currachee)  an  der 
westlichen  Mündung  des  Indus  laufende  Tau  von  481  Meilen  Länge  bald  ver- 
sagte (Ztg.  d.  Ver.  d.  Eisenbahnverw.  1861,  S.  345).  Mit  dem  Misslingen 
dieser  Linie,  welche  übrigens  später  die  Telegraph  to  India  Com- 
pany wieder  herzustellen  versuchte  und  von  Suez  bis  zur  Insel  Jubal 
(Dschubal)  am  Eingange  in  den  Golf  von  Suez  vollendete  (Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  8,  S.290),  waren  auch  die  weitergehenden  Pläne  Gisborne's 
gekreuzt.  Von  Karratschi  oder  Hyderabad  sollte  nämlich  die  Regierung 
der  englisch -ostindischen  Besitzungen  die  bereits  bestehenden  Leitungen 
durch  Vorder-  und  Hinterindien  bis  zur  Insel  Singapore  ausdehnen  und 
von  da  sollte  eine  unterseeische  Leitung  über  die  holländischen  Inseln  nach 
Australien  gelegt,  ausserdem  aber  auch  die  Küste  von  Cochinchina  mit 
China  verbunden  werden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  5,  S.  209 flg. ;  Wieck, 
Gewerbeztg.  1859,  S.  432).  Begannen  die  Bauten  auf  den  holländischen 
Inseln  und  Australien  auch  bereits  im  Jahr  1858  und  wurde  auch  schon  1859 
Singapore  unterseeisch  mit  Batavia  verbunden,  desgleichen  die  Bass- 
Strasse  zwischen  Australien,  Kingsinsel,  Elephanteninsel  und  Tasmania 
(Van  Diemensland)  überschritten,  so  ist  doch  Australien  noch  nicht  in  - 
vollständiger  telegraphischer  Verbindung  mit  Europa,  obwohl  die  ost- 
indischen Stationen  sowohl  mittelst  der  russisch-asiatischen  Landlinien,  als 
mittelst  der  türkischen  und  persischen  Landlinien  und  der  im  Persischen 
Busen  und  im  Arabischen  Meere  liegenden  unterseeischen  Leitung 
erreicht  werden  können.  Diese  Anfang  1864  bereits  eröffnete  (deutsche 
Ind.-Ztg.  1864,  S.  179)  Unterseelinie  läuft  von  Karratschi  über  Gwadur 
(Gwater)   in .  Beludschistan,   Müssendem   an   der  Ostküste  Acab\s;cL%  \)l\v^ 
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und  Abuscher  (Bender-Bouchir,  Bnsbir)  in  Persien  nach  Fava  oder  Fao  an 
der  Mündung  des  Schatt-el-Arab,  wo  die  türkische  von  Skntari  über 
Diarbekir,  Bagdad  und  Bassora  kommende  Linie  sich  anschliesst,  während 
in  Abuscher  ein  Anscliluss  an  die  persischen  Linien  hergestellt  ist ,  welche 
ihrerseits  in  der  Richtung  auf  Tiflis  bei  Djoulfa  mit  den  russischen  und 
bei  Khanakin  mit  den  türkischen  Linien  verbunden  sind  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  11,  S.  244  und  246;  12,  S.  63  und  64;  5,  S.  185). 

Wir  haben*  bisher  mit  möglichster  Vollständigkeit  die  Ausführung 
unterseeischer  Telegraplieuleitungen  zu  schildern  versucht  und  würden 
nun  zu  den  grössten  derartigen  Unternehmungen  überzugeben  haben. 
Bevor  dies  indess  geschieht,  mögen  einige,  das  bis  jetzt  Mitgetheilte  zum 
Theil  ergänzende  Znsammenstellungen  Erwähnung  finden,  wobei  sich  zu- 
gleich zu  einigen  Zusätzen  und  Bemerkungen  Gelegenheit  bieten  wird. 
Zunächst  findet  sich  inDingler's  polytechnischem  Journal  (Bd.  J  50, 8.154) 
eine  dem  Scientific  Americain  vom  21.  August  1858  entnommene,  in  den  bei- 
gefügten Kabellängen  von  anderen  unter  sich  übereinstimmenden  Angaben 
mehrfach  abweichende  Zusammstellung  der  bis  1858  gelegten  Taue,  welche 
(mit  Berücksichtigung  der  Bd.  150,  S.  429  gegebenen  Berichtigungen)  fol- 
gendermaassen  lautet: 

Gelegt:         Länge: 

England-Frankreich      •     •     •     ^^^^      ^^  Kilometer, 

England -Belgien       ....     1852    114 

England-Irland 1852    103 

England-Holland       ....     1853    173 

Irland-Schottland  (2  Kabel)    .     1853      30 

Italien-Corsica 1854    103 

Corsica-Sardinien      ....     1854      15 

Dänemark,  grosser  Belt      .     .     1853     23 

Dänemark,  kleiner  Belt      .     .     1853       8 

Sund 1855      18 

Meerbusen  des  Forth     .     .     .     1855       6 

Schwarzes  Meer 1855    600 

Solent-Insel  Wight   ....     1855       5 

Strasse  von  Messina       .     .     .     1856        8 

St.  Lorenzbusen 1850    111 

Meerenge  von  Northumberland   1856      15 

Bosporus 1856        2 

Strasse  von  Canso  (Cap  Breton- 
Neuschottland)      ....     1856        3 

St.  Petersburg-Kronstadt       .     1856      13 

SicilienAlgier 1857     240 

Irland-Amerika 1858   2025 
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Ferner  führt  Th.  du  Moncel  (iraite  de  telegraphie  electrique^  Paris 
1864,  S.  250)  an,  dass  von  den  bis  1861  gelegten  11180  Kilometer  Kabel  zur 
Zeit  nur  noch  6787  Kilometer  in  Dienst  seien,  nämlich : 

in  seichtem  Wasser: 

Gelegt: 

Calais-Dover 1851 

Belt 1853 

Dover-Ostende 1853 

England-Holland  ....  1853 
Meerbusen  des  Forth  .  .  .  1853 
Port  Patrick-Donaghadee  •     •     1853 

Fluss  Tay 1853 

Corsica-Sardiuien  ....  1854 
Holyhead-Howth  ....  1854 
England-Insel  Wight  .  .  .  1854 
Port  Patrick- Whitehead     .     .     1854 

Sund 1854 

Yarna-Constantinopel  .  .  .  1855 
Prinz  Eduard-Insel-Neubraun- 

schweig 1856     10 

England-Hannover   ....     1858   450 

Oxfordness-Haarlem     .     .     .     1858    218 

Liverpool-Holyhead 

Weymouth- Jersey,  Guemsey  etc.  1858 

Whitebaven-Insel  Man 

England-Dänemark  . 

Boulogne-Folkestone 

Singapore-Batavia     . 

Schweden-  Gothland 

Tasmania-Australien 

Grosser  Belt   .     .     . 


Länge : 

40  Kilometer, 

30 

»» 

130 

1» 

189 

,, 

8 

n 

40 

n 

!,• 

}» 

17,6 

», 

120 

91 

1,6 

»» 

41 

»» 

21 

»> 

275 

ti 

in  tiefem  Wasser: 

Spezzia-Corsica  .  .  .  . 
Neufundland-Cap  Breton  . 
Dardanellen-Chios,  Gandiai 
Chios-Smyrna  ( 

Athen-  Syra-Chios 
Sicilien-Malta  .     . 
Barcelona-Mahon 
Iviza-Majorka 
Spanien-Iviza  .     • 


1858   40 

»» 

1858  140 

»» 

1858   58 

»» 

1859  560 

n 

1859  38 

»1 

1859  880 

»» 

1859  102 

»1 

1859  384 

n 

1860  ^44 

i> 

Sa.  3856,8 

Kilometer. 

Gelegt: 

Länge: 

1854  176  Kilometer, 

1856  136 

1858  833 

1859  278 

1859  112 

1860  290 

1860  118 

1800  122 
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Gele^:        Länge: 

Algiei-Minorka 1860    770  Kilometer, 

CorfnOtranto 1861     96         „     ' 

Sa.  6787,8  Kilometer. 

Ausser  Dienst  waren : 

Gelegt:        Länge: 
Holjbead-Howth  (1.  Tan)  .     .     1852    120  Kilometer, 

Varna-Balaclaya 1855    570         „ 

Valentia-Neufundland  .  •  .  1858  3540  „ 
Algier-Sardinien  .  .  .  .  »  1857  200  „ 
Sardinien-Malta-Corfu    ...     1857  1120         „ 

Bothes  und  Indisches  Meer      .     1859  5Q30         „ 

Sa.  11180  Kilometer. 

Dagegen  enthält  die  Zeitung  des  Vereins  deutscher  £iseQbahnverwal- 
tungen  (1861,  S.  345)  aus  Bitte  book  on  submarine  ielegraph  cables  die  Angabe, 
dass  bis  dahin  etwa  11360  englische  Meilen  (=  18290  Kilometer)  versenkt, 
jedoch  nur  wenig  über  3000  Meilen  noch  arbeitsfähig  wären.  Die  an  der- 
selben Stelle  gegebene  (jener  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  183  ähn- 
lichen) Zusammenstellung  führt  28  im  seichten  und  12  im  tiefen  Wasser  gelegte 
Taue  auf.  Die  meisten  derselben  haben  wir  schon  ausführlicher  besprochen 
und  deshalb  ausser  dem  atlantischen  Mos  noch  folgende  nachzutragen: 

Das  England-Hannover-Kabel  von  Olass,  Elliot  &  Co.  für 
die  Submarine  Company  verfertigt,  1858  gelegt,  280  Meilen  lang,  mit  zwei 
Strängen  aus  je  vier  Kupferdrähten  Nr.  22,  welche  mit  Guttapercha  und 
Chatterton's  Mischung  überzogen  und  zwölf  Eisendrähten  Nr.  6% 
umsponnen  sind;  3  Tonnen.  Schon  1854  hatte  die  hannoverische 
Regierung  A.  Hujssenaers  im  Haag,  dem  ersten  Unternehmer  der 
Oxfordness  -  Scheveningen  -  Linie,  eine  Concession  zur  Verbindung  Eng- 
lands und  Hannovers  ertheilt;  doch  erst  am  1.  April  1859  eröffnete 
die  Submarine  Company  die  1858  gelegte  Linie  von  Cromer  bei  Nor- 
wich  in  Norfolk  nack  Emden,  welche  sehr  oft  unterbrochen  war 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  291;  6,  S.  88;  deutsche  Ind.-Ztg.  1862,  S.  338; 
1863,  S.  538).  Im  Herbst  1866  legte  Reuter's  Telegramm  -  Compagnie  zu 
London*  ein  neues  Tau  von  Cromer  nach  Norderney,  welches  bei 
Nordteich  ans  Festland  gebracht  und  über  Land  mit  Emden  verbunden 
wurde  (deutsche  Ind.-Ztg.  1866,  S.  149  und  370). 

Das  Kabel  von  Liverpool  nach  Holyhead,  25  Meilen  lang,  von 
61a SS  &  Co.  für  die  Liverpool  Dock  Committee,  1858  gelegt,  mit  zwei 
Kupferdrähten  Nr.  16  in  Guttapercha  und  mit  zwölf  Eisendrähten  Nr.  6; 
3  Tonnen  2  Centner. 

Das  Kabel  von  Weymouth  (bei  Dorchester)  nach  den  Canalinseln 
Alderney,  Guernsey  und  Jersey,  93 Meilen  lang,  von  Newall  &  Co. 
für  die  Chanel  Islands  Telegraph  Company,  1858  gelegt,  mit  einem  Kupfer- 


Telegraphle.  Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  415 


^^'^1^^^^^^^^,^'^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 


draht  Nr.  4  in  Guttapercha  und  Garn  und  nenn  galvanisirten  Eisendrähten 
Nr.  6;  2  Tonnen  17  Centner.  Die  Eisendrähte  wurden  dreimal  an  den 
scharfen  Felsen  durchgescheuert.  Zwischen  Guemsey  und  Jersey  war  die 
Leitung  schon  1861  unterbrochen  (Zeits^hr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  288;  9,  S.  70; 
10,  S.  118). 

1860  wurde  von  der  Submarine  Company  Jersey  mit  Frankreich 
bei  der  Station  Coutances  (Pirou)  verbunden;  diese  Leitung  war  1863  unter- 
brochen, wurde  aber  am  11.  November  1864  wieder  hergestellt  (Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  7,  S.  «6;  8,  S.  162;  10,  S.  227;  11,  S.  188  und  238). 

Das  Elabel  von  Whitehaven  nach  der  Insel  Man,  36  Meilen 
lang,  von  Glas s  <&  Co.  1858  gelegt,  mit  einem  Kupferdraht  Nr.  16  in 
Guttapercha  und  zehn  Eisendrähten  Nr.  6^A  und  darüber  noch  eine  Schicht 
von  Asphalt  und  Hanf;  2%  Tonnen. 

Das  Kabel  von  England  nach  Dänemark,  350  Meilen  lang,  von 
Glass&Co.  fdr  die  Submarine  Telegraph  Company,  gelegt  1850,  am 
23.  Januar  1860  eröffnet,  mit  drei  Strängen  aus  je  vier  Kupferdrähten  Nr.  24 
in  Guttapercha  und  zwölf  Eisendrähten  Nr.  h^k\  4  Tonnen;  läuft  von 
Crom  er  bei  Norwich  über  Helgoland  nach  Vesterhever  bei  Tönningen 
an  der  Westküste  Schleswigs  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  6,  S.  823;  11,  S.  45). 

Das  Kabel  von  Folkestone  nach  Boulogne,  von  Glass&Co. 
für  die  Submarine  Company  am  26.  Juli  1859  gelegt,  24  Meilen  lang,  mit 
sechs  Strängen  aus  je  vier  Kupferdrähten  Nr.  22  in  Guttapercha  und  zwölf 
Eisendrähten  Nr.  0;  10  Tonnen.  Nach  Civil  Engineer  and  Architects  Journal 
(1850,  S.  248)  enthält  es  sechs  Drähte  Nr.  1  um  eine  Hanfseele.  1865  sollte 
noch  ein  weiteres  Tau  von  Cap  Gris  Nez  nach  England  gelegt  werden 
(deutsche  Ind.-Ztg.  1865,  S.  449). 

Das  Kabel  von  Singapore  nach  Batavia  auf  Java,  von  Ne- 
w all  &  Co.  für  die  holländische  Eegierung,  1859  gelegt,  550  Meilen  lang, 
mit  sieben  Kupferdrähten  Nr.  1  in  Guttapercha,  Garn  und  achtzehn  Eisen- 
drähten; 21  Centner.     Einmal  zerbrochen  und  reparirt. 

Das  Kabel  von  Schweden  nach  Gothland,  von  Glass  &  Co.  für 
die  schwedische  Regierung,  1859  gelegt,  64  Meilen  lang;  mit  einem  Strang 
aus  sieben  Kupferdrähten  Nr.  22  in  Guttapercha  und  zwölf  Eisendrähten 
Nr.  9;  2%  Tonnen. 

Das  Tasmanian-Kabel,  von  William  T.  Henley  für  die  austra- 
lische Regierung,  1859  durch  die  Bass  -  Strasse  gelegt ;  in  drei  Sectionen 
zusammen  240  Meilen  lang;  mit  Kupferdraht  Nr.  16  in  Guttapercha  und 
zehn  Eisendrähten  Nr.  8;  2  Tonnen. 

Zweites  Belt-Kabel,  von  W.  T.  Henley  für  die  dänische  Re- 
gierung, 1860  gelegt,  28  Meilen  lang.  Auf  der  halben  Länge  mit  sechs 
Kupferdräbten  in  Guttapercha  und  zwölf  Eisendrähten  Nr.  1;  8  Tonnen; 
auf  der  anderen  Hälfte  mit  drei  Kupferdrähten,  zehn  Eisendrähten; 
b%  Tonnen. 
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Kabel  von  Dacca  nnch  Pega,  von  Henley  für  die  indische  Re- 
gierung, 116  Meilen,  mit  sieben  Knpferdrähten  (180  Pfand)  in  vier  Hüllen 
von  Guttapercha  nach  Chatte rton's  Patent  (212  Pfund)  und  Hanf 
(1%  Centner)  und  in  IdEisendrähtep  (16 Centner);  21  Centner  für  1  Knoten. 

Die  spanische  Regierung  hat  drei  Kabel  von  W.  T.  He  nie  7,  im 
September  1860  zwischen  dem  Festlande  und  den  Balearen  gelegt,  nämlich: 
Barcelona-Mahon  auf  Minorca,  180  Meilen ,  mit  sechszehn  Eisen- 
drähten Nr.  12%,  1%  Tonne;  Iviza-Majorca,  74  Meilen,  und  von  dem 
festländischen  Cap  St.  Antonio-Iviza,76  Meilen,  letztere  beide  mit  je 
zwei  Leitern  von  Kupferdräliten  Nr.  16  in  Guttapercha  und  achtzehn 
Eisendrähten  Nr.  11%;  38  Centner.  Barcelona-Mahon  war  1862  und  1865 
unterbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  9,  S.  72;  12,  S.  68).  Vergl.  S.  417. 

Das  Kabel  von  Toulon  nach  Algier,  480 Meilen,  von  Glass  &  C  o. 
fär  die  französische  Regierung ;  die  Abtheilung  von  Algier  nach  Mi- 
norca im  September  1860  gelegt;  mit  einem  Strang  von  sieben  Kupfer- 
drähten Nr.  22,  mit  drei  Hütlen  von  Guttapercha  und  Chatterton's 
Mischung,  umkleidet  mit  getheertem  Garn  und  zehn  Stahldrähten  Nr.  14, 
deren  jeder  mit  getheertem  .Hanf  umwickelt  ist;  22^  Centner. 

Die  angegebenen  Gewichte  beziehen  sich  auf  eine  englische  Meile. 

Im  Juli  1865  arbeiteten  (nach  The  Atlantic  Telegraph^  London  1866, 
S.  115),  mit  Weglassung  mehrerer  kürzerer,  folgende  Unterseetaue: 

Zahl         Länge     Wassertiefe  Arbeitet 
der  in  in  seit 

Leiter,    engl.  Mcil.      Faden.         Jahren. 

N.  Dover- Calais 4  27  .  14 

N.  Belt 3  18  .  12 

N,  Dover- Ostende 6  80 *^  12 

N.  Meerbusen  des  Forth 4  6  .  12 

N,  Port  Patrick  Donaghadee        ...  6  25  .  12 

N.  Fluss  Tay 4  2  .  12 

N.  Port  Patrick- Whitehead    ....  6  27  11 

G.  Sund 3  12  14  11 

G.  ItalienCorsica 6  110  325  11 

G.  Corsica-Sardinien 6  10  20  11 

G.  Aegypten 4  10  .  10 

G.  Italien- Sicilien 3  5  27  10 

G.  Neufundland-Cap  Breton  ....  1  85  360  9 

G,  Prinz  Eduard-Neubraunschweig      .  1  12-  14  9 

Strasse  von  Canso 3  1*A  9 

Norwegische  Fjords 1  49  300  8 

G,  Donaumüudung 1  3  .  8 

G.  Ceylonlliudostan 1  30  .  8 

G.  Italien-Sicilieu 1  8  60  7 


Telegraphie.     Von  Dr.  Eduard  Zetzschb.  417 

Zahl  Länge     Wftsgertiefe  Arbeitet 

der  in  in                seit 

Leiter,    engl.  Meli.     Faden.        Jahren. 

G,    England-Holland 4  140  30  7 

G,    England-Hannover .2  280  30  7 

G.    Norwegische  Fjords 1  16  300  7 

H,   Australien-Kings  Insel       ....     1  140  45  7 

H.   Ceylon-Indien 1  30  45  7 

G,    Alexandria 4  2  .  g 

G.    England- Dänemark 3  368  30  6 

G.    Schweden-Gothland 1  64  80  6 

G.    Folkestone-Bonlogne 6  24  32  6 

G.    Indische  Ströme 1  10  .  6 

G,    Malta-Sicilien      • 1  60  79  6 

G.    England-Insel  Man 1  36  30  6 

JV.    Suez-Insel  Jnbal 1  220  .  6 

G.    Jersey-Pirou  (Frankreich)    ...     1  *  21  15  5 

Tasmania  (Bass- Strasse)  ....     1  240  .  5% 

H.    Grosse  Belt 6u.3  28  18  5 

H.   Dacca-Pegu 1  116  .  5 

H.    Barcelona-Mahon  (Minorca)       .     .     1  180  1400  5 

//.    Minorca-Majorca 2  35  (?  33)     250  5 

H.    Iviza-Majorca 2  74  500  5 

H.    St.  Antonio-Iviza 2  76  450  5 

G.    Norwegische  Fjords 1  16  300  4 

G.    Toulon-Corsica 1  195  1550  4 

//.    Holyhead-Howth 1  64  .  4 

G,    Malta-Alexandria    ......     1  1535  420  3 

H.    Newhaven  (Beachy  Head)-Dieppe  .     4  80  .  4 

G.    Pembroke (Wales)- Wexford  (Irland)    4  63  58  3 

E.    Meerbusen  des  Forth 4  6  .  3 

G.    England-Holland 4  130  30  3 

E.    FlussTay 4  2  .  3 

G.    Sardinien  (Cagliari)-Sicilion  (Trapani)  1  243  1200  2 

H.    Otranto-Avalona 1  62  1 

Algier- Sicilien 1  212  .  1 

•  H.    Fao- Karratschi 1  1450  .  1 

H.    Schweden-Preussen 3  55 

G.     Irland-Neufundland 7(1)  1987  2400 

H.    Algier-Sicilien 1  259  390  Vi 

Sa.  8040  engl.  M. 

Durch  die  den  Ortsnamen   vorgesetzten  Buchutabon  sind   die    Ver- 
fertiger und  Loger  der  Taue   angedeutet  und  zwar  Glas^^  ¥IiU\^\.  &.  ^^« 
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durch  G,  R.  8.  Newall  &  Co.  durch  iV,  W.  T.  Henley  durch  H^  die 
Electric  and  International  Company  durch  E  und  GebrüderSiemens 
durch  S.  Die  isolirten  Drähte  für  alle  diese  Taue  seien  von  der  Gutta- 
percha Company  in  London  hergestellt  worden. 

Mit  dem  vorstehenden  Verzeichnisse  stimmt  das  in  Petermann*8 
geographischen  Mittheilungen  (1865,  S.  392,  aus  Illustrated  London  News^ 
September  1865)  enthaltene  fast  ganz  überein ,  welches  die  Zahl  der  Taue 
in  Europa,  Asien,  Afrika  und  Australien  auf  52  mit  5625  englische  Meilen 
Länge  bei  0783  Meilen  Drahtlänge ,  die  der  Taue  in  den  Vereinigten 
Staaten  und  Britisch -Nordamerika  auf  95  mit  68  englischen  Meilen  Länge 
bei  133  Meilen  Drahtlänge  angiebt.  Nach  Gisborne  (vergl.  deutscheLid.- 
Ztg.  1865,  S.  205)  waren  im  April  1865  38  Taue  von  5066  englischen  Meilen 
Länge  im  Betrieb ;  das  Gewicht  von  1  Meile  Tau  schwankt  zwischen  0,80 
und  9,75  Tonnen ,  bei  den  nur  einige  Zeit  in  Betrielb  gewesenen  23  Tauen 
dagegen  zwischen  0,1  und  2,5  Tonnen,  und  bei  dem  10  Jahre  ohne  Störung 
thätigen  Tau  Spezzia-Ctfrsica  betrug  es  7,5  Tonnen;  neun  Kabel  ver- 
unglückten beim  Legen  und  wogen  0,45  bis  8  Tonnen. 

Hierzu  wären  noch  folgende  Bemerkungen  zu  machen : 

Das  Tau  zwischen  Preussen  und  Schweden,  seit  1863  beabsichtigt, 
wurde  am  5.  und  6.  Juni  1865  gelegt  und  läuft  von  dem  Dorfe  Skarebo  bei 
Trelleborg  nach  der  Putgartner  Schlucht,  etwas  westlich  vom  Vorgebirge 
Arcona  auf  Rügen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Vei'.  12,  S.  53  und  65;  deutsche  Ind.- 
Ztg.  1863,  S.  68  und  291).  Die  am  15,  August  1855  eröffnete  Station  Put- 
bus  auf  Bügen  ist  seit  1855  mit  Stralsund  durch  zwei  auf  der  Lisel 
Danholm  zusammenstossende  Taue  von  63  und  315  Buthen  Länge  mit 
einfachem  Draht  verbunden  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  2,  S.  182). 

Eine  Verbindung  zwischen  der  Insel  Gothland  und  Liebau  in 
Curland  war  schon  1861  projectirt,  wurde  1863  der  Submarine  Telegraph 
Company  concessionirt;  1865  wurde  femer  eine  Linie  von  Njstadt  in 
Finnland  über  die  Alands-Inseln  nach  Grislehamm  in  Schweden, 
sowie  eine  Linie  Cronstadt-Bornholm-Kopenhagen  genehmigt 
(deutsche  Ind.-Ztg.  1861,  S.  409;   1863,  S.  368;    1864,  S.  78;   1865,  S.  49  und 


B.  S.  Newall  erhielt  1867  Concession  zur  Anlage  zweier  Taue  von 
Dänemark  nach  Norwegen  und  nach  England;  die  norwegisch- 
englische Gesellschaft  vereinigte  sich  mit  der  dänisch- englischen ,  dia 
Legung  des  Taues  zwischen  Aren  dal  in  Norwegen  und  Hirts  hals  in 
Jütland  musste  am  20.  Mai  d.  J.  15  englische  Meilen  von  Hirtshals  wegen 
eines  Fehlers  im  Tau  unterbrochen  werden,  ward  aber  am  1.  Juni  glücklich 
vollendet  (deutsche  Ind.-Ztg.  1867,  S-  149  und  189;  Leipziger  Zeitung  1867, 
S.  3072  und  3302). 

Das  Tau  zwischen  Algier  und  Mahon  auf  Minorca  wurde  zur  Her- 
stellung einer  Leitung  von  Algier   nach  Port-Vendrcs,   südöstlich 
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von  Perpignan,  benutzt,  welche  am  1.  November  1861  dem  Verkehr  über- 
geben wurde,  aber  schon  1862  unterbrochen  war  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8, 
S.  212;  9,  S.  229;  11,  S.  237).  Im  Jahr  1864  wurde  eine  Leitung  zwischen 
Carthagena  in  Spanien  und  Oran  in  Algier  versenkt,  hielt  aber  nur 
einen  halben  Tag  (deutsche  Ind.-Ztg.  1864,  S.  49  und  439).  Endlich  wurde 
im  Juni  1865  Algier  mit  Sicilien  verbunden  und  es  lief  das  400  Kilo- 
meter lange  Tau  von  Marsala  nach  Biserta  in  Tunis  und  von  da  nach 
La  Galle  bei  Bona;  ersteres  war  ein  gewöhnliches  Eisenkabel,  letzteres  mit 
zwei  Kupferblechstreifen  umwickelt  und  von  Siemens  in  London  ver- 
fertigt (Schellen,  d.  elektro  -  magn.  Telegr.  4.  Aufl.  S.  227;  Zeitschr.  d. 
Tel.-Ver.  12,  S.  56  und  63;  deutsche  Ind.-Ztg.  1865,  S.  259). 

Zu  ^  einer  Leitung  Marseille-Corsica  .  erhielt  Pier-Alberto 
Balestrini  1857  Concession.  Die  Linie  Toulon-Ajaccio  wurde  am 
1.  November  1861  eröffnet,  war  aber  schon  1863  unterbrochen ;  ja,  1864 — 1865 
war  keine  Linie  nach  Corsica  dienstfähig  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  5,  S.  127; 
8,  S.  215;  10,  S.  118;  11,  S.  240  und  242;  12,  S.  59).  Zwischen  Corsica 
und  Livorno  ward  1866  eine  Unterseeleitung  hergestellt  (deutsche  Ind.- 
Ztg.  1866,  S.  39).  Die  Leitung  zwischen  den  Inseln  Procida  und  Ischia 
im  Busen  von  Neapel  war  1865  uxfterbrochen  (Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  12,  S.63). 

Für  militärische  Zwecke  wurden  zuerst  1859  die  Forts  in  den  Lagunen 
von  Venedig,  im  folgenden  Jahre  die  Inseln  Cherso  und  Lussin  mit 
Istrien  verbunden  und  1862  die  Inseln  Curzola,  Lesina  und  Lissa  ins 
Netz  aufgenommen.  Die  etwas  über  11  geographische  Meilen  langen  Taue 
zwischen  den  letzteren  waren  aus  einer  Kölner  Fabrik  bezogen  und  spielten 
bei  den  kriegerischen  Ereignissen  1866  eine  wichtige  Rolle.  1864  ward  auch 
die  Insel  Brazza  unterseeisch  mit  dem  Festlande  verbunden  (Militzer, 
die  österr.  Telegr.-Anstalten,  Wien  1866,  S.  12). 

Im  Bodensee  kam  die  schon  1854  projectirte  Linie  Friedrichs- 
hafen-Romanshorn  erst  am  8.  April  1856  zur  Ausführung,  indem  ein 
über  42000  Fuss  langes  Tau  aus  der  Fabrik  von  Feiten  &  Guilleaume  in 
Köln  versenkt  wurde.  Die  am  5.  September  1862  gelegte  Linie  Lindau- 
Rorschach  wurde  am  1.  October  1862  eröffnet.  Friedrichshafen 
und  Bregen z  wurden  durch  ein  50000  Fuss  langes,  180  Centner  schweres, 
in  Köln  gefertigtes  Tau  verbunden,  das  am  I.  April  1865  in  Betrieb  kam 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  3,  S.  80  und  151;  9,  S.  226;  12,  S.  51;  deutsche  Ind.- 
Ztg.  1862,  S.  418;  1865,  S.  149).  Im  Vierwaldstädter  See  lag  schon 
etwas  früher,  als  im  Bodens^e,  ein  Tau  (Knies,  d.  Telegraph  S.  136"). 

Im  Rh  ein  wurde  am  11.  October  1862  zwischen  Mannheim  und  Ludwigs- 
hafen ein  Telegraphenseil  versenkt  (d.  Ind.-Ztg,  1862,  S.  481).  Auch  durch 
die  Elbe  bei  Pillnitz  wurde  sehr  frühzeitig  ein  Tau  mit  drei  Drähten  und 
zehn  scchsdrähtigen  Schutzlitzen  gelegt. 

Im  Zuidersee  wurde  1861  ein  Tau  zwischen  Enkhuizen  und 
Stovoron  versenkt  (Zeitochr.  d.  Tel.-Ver.  7,  S.  87;  8,  8.  2Ö2V 
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Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  die  Niederlande  1858  80  Kabel 
von  80914  Meter  besassen,  dass  in  Frankreich  1859  28  Kabel  von  180 
Kilometer  Länge  versenkt  wurden  und  dass  Norwegen  1859  24  Küstenkabel 
hatte  (Zeitschr.  d.TeL-Ver.  1,  S.55;  4,  S.  277;  6,  S.  1;  7,  S.  90). 


Wir  schliessen  diesen  geschichtlichen  Ueberblick  mit  einem  knnen 
Bericht  über  die  telegraphische  Verbindang  Europas  und  Amerikas, 
auf  welche  wir  später  und  ausführlicher  zurückkommen  werden.  Die 
ersten  Anregungen  einer  solchen  Verbindung  von  Morse  1843,  von  Arm- 
strong und  von  Colt  1848  wurden  schon  erwähnt.  1851  trat  Reynolds 
in  New- York  mit  dem  Vorschlage  auf,  ein  Tan  mit  vier  mittelst  Guttapercha 
isolirten  Drähten  vom  Cap  Ganso  nach  einem  Punkte  bei  CTalwaj  in 
Irland  zu  legen  und  berechnete  den  Aufwand  auf  3000000  Dollars  {Civ.  Eng, 
and  Arch.  J.  1851,  8.  535).  Auch  in  England  tauchte  ein  Plan  schon  1850 
nach  der  Legung  des  ersten  Taues  zwischen  Dover  und  Calais  auf  {MedL 
Magaz,  53,  S.  198).  Die  Ingenieure  C.  W.  und  J.  J.  Harrison  achlugen 
1852  vor,  eine  Leitung  von  der  Nordostspitze  Schottlands  über  die  Orkney- 
Inseln,  die  Shetland-  und  Faroer  -  Inseln  nach  der  Südostküste  von  Island, 
quer  durch  Island  und  nach  der  Ostküste  Grönlands  bei  der  Insel  Graah  zu 
führen,  von  wo  man  mittelst  einer  Landleitung  und  eines  in  der  Davisstrasse 
versenkten  Taues  Labrador  erreichen  könne  {Mech,  Magaz.  57,  S.  329,  388; 
Civ.  Eng.  and  Arch.  J.  1852,  S.  336;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  144).  Aehn- 
lieh  war  der  1854  von  T.  P.  Shaffner  entworfene  Plan  zu  einem  „Gürtel- 
telegraphen um  die  Erde^S  welcher  von  Labrador  über  Grönland,  Island, 
die  Faroer-Inseln  nach  Bergen  in  Norwegen  laufen  sollte,  von  wo  ein 
Zweig  über  Christiania  und  Kopenhagen  nach  Deutschland,  der  andere 
über  Stockholm  durch  Finnland  nach  St.  Petersburg  und  Moskau  durch 
Sibirien  einerseits  nach  China,  andererseits  dem  Amur  entlang  über  die 
Aleuten  durch  das  russische  und  britische  Nordamerika  nach  San  Francisco 
und  Missouri  gebaut  werden  sollte.  Am  24.  Januar  1855  erhielt  Shaffner  in 
Schweden  eine  Concession  auf  100  Jahre  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  1,  S.  302; 
2,  S.  210).  Die  unmittelbare  Verbindung  der  beiden  Erdtheile  durch  ein 
quer  durch  den  Atlantischen  Ocean  gelegtes  Tau  ward  seit  1854  vorwiegend 
ins  Auge  gefasst  und  namentlich  durch  die  Bemühungen  des  Amerikaners 
Cyrus  W.  Field  der  Ausführung  entgegengeführt.  Field  vereinigte 
sich  nach  dem  Misslingen  der  ersten  Unternehmungen  im  St.  Lorenzbusen 
mit  noch  fünf  Männern  zu  der  New-York,  New-Foundland  and  London 
Telegraph  Company,  welche  das  Recht  auf  50  Jahre  erwarb,  auf  Neufund- 
land ein  Telegraphentau  zu  landen.  Schnell  wurden  die  Arbeiten  auf 
Cap  Breton  und  Neufundland  in  Angriff  genommen;  allein  die  Legnng 
des  im  December  1854  von  Field  in  England  bestellten  Taues  misslang 
1855,   worauf  ein  zweites  1850  glücklich  versenkt  wurde.     Nachdem  sich 
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nun  Field  der  Unterstützung  der  englischen  und  amerikanischen  Regie- 
rung versichert  hatte,  vereinigte  er  seine  Gesellschaft  mit  der  in  England 
gebildeten  Transatlantic  Submarine  Telegraph  Company  zu   der  Atlantic 
Telegraph  Company,  ein  Tau  wurde  von  61ass&Co.  und  Newall&Co. 
angefertigt  und  am  5.  August  von  Yalentia  bei  Irland  aus  gelegt;  dasselbe 
riss  aber  am  11.  August  früh  4  Uhr  bei  einer  Tiefe  von  2000  Faden,  nach- 
dem schon  880  Meilen  gelegt  waren.     Noch  1857   erhielt  Field   die  Zu- 
sicherung   weiterer    Unterstützung    von   der    amerikanischen   Regierung. 
Trotz  mehrfacher  Verbesserungen  namentlich  der  Auslegemaschinen  miss- 
lang auch  der  zweite  Versuch ,  Ende  Juni  1858.     Da  man  sich  aber  durch 
den  Versuch  überzeugt  hatte ,  dass  ein  Telegraphiren  durch  das  am  Bord 
des  Niagara  und  Agamemnon  befindliche  Tau  möglich  sei,  so  wurde  am 
29.  Juli  1858  mitten  auf  dem  Ocean  begonnen  und  am  5.  August  kam  der 
Niagara  in  Trinity  Bai  auf  Neufundland,  der  Agamemnon  bei  Valentia  an. 
Das  Telegraphiren  begann  am  16.  August,  war  aber  schon  am  1.  September 
unmöglich.      Zwar  suchte  die  Gesellschaft  bei  der  englischen  Regierung 
schon   1858  um   Garantieleistung  für   ein  neues  Actienkapital  nach  und 
erlangte  sie  schliesslich  auch;  allein  erst  Anfang  1864  konnte  man  an  die 
Anfertigung  eines  neuen  Taues  denken,  welches,  2300  Knoten  lang,  vom 
Januar  bis  Juni  1865  auf  den  Great  Eastern  geladen  wurde.     Am  22.  Juli 
wurde  das  an  Bord  der  Karoline  geladene  Küstenkabel  in  der  Foilhomme- 
rum-Bay  auf  Valentia  glücklich  gelandet ;  die  Legung  des  Tiefseekabels  miss- 
glückte aber  auch  diesmal,  denn  am  2.  August  riss  das  Tau  beim  Auf- 
winden einer  Fehlerstelle  aus  1050  Faden  Tiefe,  wenig  über  600  Meilen  von 
Heart's  Content,  wo  es  gelandet  werden  sollte,  und  über  1000  Meilen  von 
Valentia.     Vergeblich  bemühte  man  sich,    das  Tau  wieder  aufzufischen. 
Die  Aussicht  auf  Erfolg  war  aber  jetzt  noch  grösser;  deshalb  bildete  sich 
bereits  im  März  1866  eine  neue  Gesellschaft,  die  Anglo  American  Telegraph 
Company,  und  setzte  sich  mit  der  früheren  ins  Einvernehmen ;  am  15.  Juni 
war  das  neue  Tau  und  das  zur  Ergänzung  des  vorjährigen  nöthige  Stück 
fertig,  am  7.  Juli  landete  der  William  Cory  das  Küstenende  in  der  Foil- 
bommerum-Bay,  am  14.  begann  der  Great  Eastern  die  Legung  des  Tiefsee- 
kabels und  langte  glücklich  inHeart's  Content  an,  woselbst  das  Küstenendo 
am  27.  Juli  ausgelegt  wurde.     Nun  nahm  der  Great  Eastern  frische  Kohlen 
und  das  zur  Vollendung  des  Taues  von  1865  nöthige  Stück  ein  und  lief  am 
0.  August  wieder  ans;   er  hob   das   bereits  am  12.    vom  Albany  und   am 
15.  vom  Great  Eastern  selbst  einmal  aufgefischte  Tau  am  17.  auf  kurze 
Zeit;   am  31.  August  Mittags  2  Uhr  50  Minuten  fasste  man  das  Tau  wieder, 
hob  es  am  2.  September  Morgens  10  Minuten  vor  1  Uhr  über  Wasser,  knüpfte 
das  Ergänzungsstück  an  und  landete  am  8.  in  Heart's  Content.    Seitdem 
haben  beide  Taue  gut  gearbeitet.  Am  18.  Mai  1 867  jedoch  traf  auf  dem  Festlando 
die  telcgraphische  Nachricht  ein,  das  neue  atlantische  Tau  sei  beschädigt, 
angeblich  durch  einen  Eisberg,  unweit  der  Küste  in  16  Faden  Tiefes  dA&  ^^ 
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aber  arbeite  noch  gut;  am  20.  Mai  folgte  die  Kunde,  die  Beschftdigang 
befinde  sich  3  Meilen  von  der  Station  Heart's  Content,  l^k  Meile  von  der 
Küste  und  sei  leicht  herstellbar;  am  20.  Juni  wurde  die  erfolgreiche  Be- 
endigung  der  Reparatur  gemeldet. 

Bei  den  Plänen,  die  ganze  Erde  mit  Telegraphen  in  um- 
spannen, spielen  natürlich  die  Unterseestrecken  eine  wichtige  Bolle  und 
deshalb  übten  theils  die  Erfolge ,  theils  die  Misserfolge  mit  unterseeischen 
Telegraphen  auf  die  Entstehung  und  Gestaltung  solcher  Pläne  einen  we- 
sentlichen Einfluss.  Jetzt  ist  natürlich  die  Umspannung  der  Erde  mit 
Telegraphen  nur  noch  eine  Frage  der  Zeit.  In  allen  darauf  sielenden 
Plänen  nimmt  aber  die  Verbindung  Europas  mit  Amerika  wegen  der 
Grösse  des  erforderlichen  Unterseekabels  einen  hervorragenden  Plats  ein. 
Die  beiden  ältesten  Entwürfe  dazu  von  Harrison  1852  und  von  Shaffner 
1854  wurden  soeben  bereits  erwähnt«  Inzwischen  ist  der  Landabschnitt 
rüstig  seiner  Vollendung  entgegengeführt  worden.  Die  russisch-sibirische 
Linie  wurde  Anfang  1861  begonnen  und  reichte  im  Herbst  1862  schon  von 
Moskau  über  Kasan,  Perm,  Tjumen  im  Gouvernement  Tobolsk  (Ende  Juli 
1862  eröffnet)  und  Jekaterinenburg  bis  Omsk;  am  2.  December  1863  waren 
auch  in  Nischney-Udinsk  und  in  Irkutsk  (5700  Werst,  etwa  815  geo- 
graphische Meilen  von  St.  Petersburg)  Telegraphenstationen  eröffnet.  Nach 
der  St.  Petersburger  Börsenzeitnng  waren  1866  fast  alle  Untersuchungen  aaf 
dem  Festlande  und  die  Messungen  in  der  Bebringsstrasse  beendet  und  es 
sollten  im  Laufe  dieses  Jahres  von  Kenel  noch  800  Meilen  gebaut  werden; 
die  Strecken  von  dem  Hafen  Granley  nach  dem  Kwichpak  und  entlang 
diesem  Flusse  von  der  Mündung  des  Anadyr  (an  der  nordöstlichen  Spitze 
Sibiriens)  bis  zum  Fort  Anadjr ,  von  Ochotsk  nach  Gischiga  und  vielleicht 
bis  zur  Verbindung  mit  der  Anadjr- Strecke  sollten  gebaut  sein ;  die  Taue 
zwischen  den  Buchten  Granley  und  Ssenjawin  (184  Meilen)  und  den  Caps 
Sponberg  und  Tolstoi  (im  Anadyrbusen,  210  Meilen)  sollten  im  September 
dieses  Jahres  gelegt  werden  (deutsche  Ind.-Ztg.  1861,  S.  45;  1862,  S.  4d6 
und  481;  1864,  S.  28  und  38;  1866,  S.  380;  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  8,  S.  47  nnd 
180).  Nach  Mittbeilungen  aus  St.  Petersburg  vom  5.  Mai  1867  (Leipziger  Zei- 
tung 1867,  S.  2780)  war  die  ganze  Amurlinie  von  Nikolajewsk  bis  zum 
Hafen Nowgorodskaja  in  der  Possietbucht  eröffnet;  diese  Linie  von  1884  Werst 
Länge  ist  in  zwei  fast  gleiche  Hälften  getheilt,  von  denen  die  nördliche  von 
Nikolajewsk  nach  Gharabowka  am  Amur  geht,  eine  Zweiglinie  von  Ssofitsk 
nach  der  Bay  de  Castries  entsendet,  900  Werst  lang  ist  und  den  sibirischen 
Telegraphen  mit  den  russisch-amerikanischen  verbinden  soll,  während  die 
südliche  von  Charabowka  nach  dem  Hafen  Nowgorodskaja  gebt,  804  Werst 
misst  und  einst  bis  Nangasaki  in  Japan  und  Shanghai  in  China  fortgeführt 
wird.  Die  ganze  Linie  hat  nur  12  Telegraphen-,  17  Control-  und  10  Be- 
aufsichtigungs- Station en.  Von  den  für  die  Linie  des  Amurtelegraphen 
ausgesetzten  750000  Rubel  waren  500000  verausgabt,  250000  zu  Ergänznugs- 
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arbeiten  bestimmt.  Ausser  der  schon  erwähnten,  1863  eröffneten  (deutsche 
Ind. -Ztg.  1863,  S.  388)  Linie  von  Kasan  nach  Tiflis  sollten  von  der 
sibirischen  Linie  noch  zwei  andere  südlich  abzweigen,  von  Omsk  über 
Bukhara  und  Kabul  nach  Karratschi  und  von  Kiachta  bei  Irkntsk  nach 
Peking,  Nanking,  Formosa,  die  Philippinen  und  Neu-Oninea  nach 
Australien.  Auf  der  amerikanischen  Seite  wurden  am  22.  October  1861  die 
californischen  Linien  bei  San  Francuco  mit  den  östlichsten  festländischen 
Linien  verbunden  ;  1866  aber  wurde  die  Strecke  bis  zur  Yancouvers -Insel 
an  der  Westküste  des  britischen  Nordamerika  fertig  und  am  25.  April 
wurden  die  ersten  Begrüssnngen  zwischen  Victoria  auf  Vancouvers  -  Insel 
und  Washington  (7500  englische  Meilen)  ausgetauscht;  von  der  Absendung 
bis  zum  Eintreffen  der  Antwort  verstrichen  24  Stunden  (deutsche  Ind.-Ztg. 
1861,  S.  577;  1866,  S.  210).  Die  Länge  dieses  Ueberlandtelegraphen 
des  Major  Perry  Mc  Donnough  Collins  misst  durch  Britisch  -  Nord- 
amerika 1200,  durch  Bussisch -Amerika  000,  über  die  Behringsstrasse  184, 
über  den  Golf  von  Anadyr  300,  bis  zur  Amurmündung  1800  englische  Meilen 
(deutsche  Ind.-Ztg.  1866,  S.  280). 

Von  San  Francisco  oder  Panama  wurde  ferner  eine  unterseeische 
Linie  durch  den  grossen  oder  stillen  Ocean  über  die  Sandwich- 
Inseln  nach  Japan,  China  oder  Australien  projectirt  {Aüanlic  Telegr.  S.  104) ; 
zugleich  hätte  man  über  Bangoon,  Calcutta  und  Bombay  einen  Anschluss 
nach  Vorderasien  und  Europa  erzielen  können. 

Zahlreicher  sind  die  Pläne  zur  Verbindung  Nord-  und  Süd- 
amerikas mit  Europa  und  Afrika.  Abgesehen  von  einer  schon  im 
Februar  1857  von  den  westindischen  Inseln  aus  angeregten  Verbindung 
Nord-  und  Südamerikas  über  die  englischen  und  dänischen  Inseln  (Knies, 
d.  Telegraph,  S.  145),  und  von  der  wiederholt  aufgenommenen  und  selbst 
concessionirten  Linie  über  Island,  Grönland  und  Labrador  (deutsche  Ind.- 
Ztg.  1861,  S.  337;  1866,  S.470;  1866,  S.  430),  kamen  auch  verschiedene  andere 
Linien  in  Vorschlag.  Schon  1850  ertheilte  die  spanische  Regierung  dem  Eng- 
ländern orace  Perry  Conccssion  zu  einer  Linie  zwischen  der  Pyrenäischen 
Halbinsel  und  Cuba;  dieselbe  sollte  von  Cadiz  aus  über  Madeira,  über 
die  Canarischen  und  Cap  Verde^schen  Inseln  (mit  einer  Abzweigung  nach 
dem  Senegal)  nach  der  Insel  Fernando  Noronha  vor  der  brasilischen 
Küste  laufen,  dieselbe  bei  Cap  San  Roque  erreichen  und  von  da  südlich 
nach  Bio  Janeiro,  nördlich  nach  der  Mündung  des  Amazonenstroms  und 
des  Orinoco  über  die  Antillen  bis  Cuba  fortgesetzt  werden ;  1864  war  in 
Spanien  eine  Gesellschaft  mit  12  Millionen  Thalern  zur  Ausführung  dieser 
Linie  in  der  Bildung  begri£fen  und  1865  wurde  diese  Linie  von  A.  de  Mar- 
co ar  tu  in  London  von  Neuem  angeregt  (Wiecks  deutsche  Oewerbeztg. 
1850,  S.  432;  Shaf frier,  ielegr.  man.  S.  656;  deutsche  Ind.-Ztg.  1864,  S.300; 
1865,  S.  430).  Ebenso  wurde  im  Jahre  1866  ein  älterer  Plan ,  über  die 
Azoren   und  Bermuden   Amerika   beim  Cap  St.  Charles  gegenüber   dem. 
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Fort  Monroe  in  Virginia  zn  erreichen ,  wieder  aufgenommen  {Shaffner^ 
telegr.  man.  S.  G56;  deutsche  lud  .-Ztg.  1866,  8.  439).  Aehnlich  ist  der 
namentlich  von  Alberto  Balestrini  befürwortete  Plan  einer  Linie  Ton 
Paris  nach  Lissabon,  von  da  zu  Land  nach  der  Südspitze  Portngals  (Cap 
St,  Vincent),  entlang  der  Küste  Maroccos  nach  den  Canariscben  und  Cap 
Verde'schen  Inseln,  Cap  San  Roque,  Cayenne  und  Neu-Orleans,  ebenfalli 
mit  einer  Zweiglinie  nach  St.  Louis  am  Senegal  und  der  Insel  Groree 
(AÜaniic  Telegr.  S.  104;  deutsche  Ind.Ztg.  1863,  S.  232;  1865,  S.  349;  180S, 
S.  370).  Ferner  erhielt  die  französische  Transatlantische  Compagnie 
(Bowett,  Senior  &  Tratter)  von  der  französischen  Regierung  (und 
Anfang  1867  die  Firma  Orton  &  Co.  vom  Staate  New- York)  die  Coa- 
cession  zur  Anlage  einer  Linie  von  Brest  über  Cap  Finisterre  an  der 
spanischen  Küste  nach  einer  der  französischen  Inseln  St.  Pierre  oder 
Miquelon  bei  Neufundland  {Atlantic  Telegr,  S.  105;  deutsche  Ind. -Ztg.  1864, 
S.  209  und  260).  Endlich  beabsichtigt  Allan*8  Ocean  Telegraph  Company 
ein  nach  Allan *s  Principien  hergestelltes  Tau  von  Falmouth  in  Comwall 
nach  Oporto  in  Portugal  oder  Corunna  an  der  Nordwestküste  Spaniens  zv 
legen  und  von  da  ein  zweites  über  die  Azoreninsel  Flores  nach  Halifax  in 
Neuschottland  (deuUche  Ind.-Ztg.  1863,  S.  280;  1865,  S.  370;  1866,  S.  430; 
1867,  S.  00). 

Nachträge:  l)  Das  Tau  für  die  Behringsstrasse  und  die  AnAdyrbai 
ging  im  Februar  1806  von  England  ab. 

2)  Im  August  1807  crthciltc  die  französische  Regierung  einer  französisch- 
englischen  Gesellschaft  die  Concoshion  zur  Verbindung  Brests  mit  SU 
Pierre -Miquelon  und  es  soll  das  Tau  (zwischen  Brest  und  Connecticut) 
durch  den  bereits  hierzu  gemiethcten  Great  Eastern  im  Mai  bis  Juli  1888 
versenkt  werden  (Leipziger  Zeitung  1867,  S.  4868). 

3)  Eine  hübsche  kurze  Zusaiuuieustellung  auch  der  unterseeischea 
Telegraphen  enthält  das  10.  Ergäuzungsheft  (S.  46ilg.)  von  Petermann't 
geographischen  Mitthcihingcn. 

4)  Als  besonderes  Schriftclien  erschien:  The  Nortli- Atlantic  Telegraph^ 
via  Ütc  Faröe  isles,  Irelnud  und  Grecnland,      IVith  map.     London  1801. 

5)  In  England  ist  (nach  Les  Mondes  12,  S.  230)  der  Plan  ernstlich  iw 
Auge  gcfasst  worden,  England  unmittelbar  mit  seinen  entferntesten  Colonies 
durcli   unterseeische  Taue  zu   verbinden.      Die  Länge   derselben   würde 

betragen : 

von  Falmouth  bis  Gibraltar  . 

,,  Gibraltar  bis  Malta     .     . 

,,  Malta  bis  Alexaiidria 

„  Suez  bis  Aden 2000 

„  Aden  bis  Bombay  .... 

„  Gale  bis  Sin^apore     .     .     • 

„  Siiipapore  bis  Hon[rl<on<r     . 

„  Gale  bis  zur  Georgsstrasse  . 

,f  Australion  bis  Neuseeland  . 

„  Aden  bis  zu  den  Seycbellrn 

„  den  Seychellen  bis  Älauritius 

,,  Mauritius  bis  Natal     .     •     . 

,,  Neufundland  bis  Bermudas 

„  Bermudas  bis  Westindien    . 


15(K)  Kilometer, 

150Ü 

12(X) 

2000 

2500 

2700 

2000 

5(MH) 

1500 

2000 

1500 

3000 

1600 

500 

Kleinere  Mittheilimgen. 


XXIV.  lieber  den  Krftmmniigs- Schwerpunkt  algebraischer  Gurren« 
Von  Prof.  Carl  Neümann  in  Tübingen.  Was  den  Beweis  der  im  zweiten 
Heft  (Seite  172)  von  mir  angegebenen  Sätze  anbelangt,  so  erlaube  ich  mir 
nachträglich  Folgendes  hinzuzufügen. 

Sind  Xj  y  die  Goordinaten  für  irgend  ein  unendlich  kleines  Element  ds 
der  gegebenen  Curve,  und  ist  r  der  zugehörige  Krümmungs  -  Radius,  und 
sind  endlich  ^0,  B^  die  Goordinaten  des  Krümmnngs- Schwerpunktes  der 
Curve,  so  ist: 

/'xds  r^ds 

^^  ^»~     fds_  '        '~~Tds' 

die  Integration  binerstreckt  über  alle  Elemente  der  Gnrve.     Denken  wir 

uns  in  den  beiden  Endpunkten   eines  solchen  Elements  ds  die  Normalen 

errichtet,  so  erhalten  wir  ein  schmales  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen 

Basis  ds  ist   und  dessen  Schenkel  den  zugehörigen  Krümmungs- Radius  r 

repräsentiren.     Bezeichnen  wir  daher  den  von  den  Schenkeln  eingeschlos- 

ds 
senen  Winkel  mit  dco,  so  wird  ds=rd(Oy  mithin  —  =</a>.      Hierdurch 

gehen  die  Formeln  1)  über  in:       ^ 

fxdw  fydfo 

/rf«  jdfo 

Nach  diesen  Bemerkungen  wenden  wir  uns  zu  unserem  eigentlichen 
Gegenstand.  Die  gegebene  Gurve  sei  von  der  n^^^  Ordnung  und  besitze 
also  n  (n  —  1)  =  m  parallele  Tangenten.  Ein  solches  System  paralleler 
Tangenten  hat  tn  Berührungspunkte,  deren  Schwerpunkt  unab- 
hängig ist  von  der  Richtung  des  Systems  (nach  dem  Ghasles- 
schen  Satz.  Vergl.  Liouville,  Journal  de  maih.  L  F/,  p.  d45).  Die  Go- 
ordinaten dieses  Schwerpunktes  mögen  bezeichnet  werden  mit  A^  B.  Es 
ist  nachzuweisen,  dass  A^  B  identisch  sind  mit  A^  B^. 

Das  System  paralleler  Tangenten  befinde  sich  in  beliebiger  Lage. 
Sein  Neigungswinkel  gegen  eine  feste  Axe  (etwa  gegen  die  a?- Are  d«% 

ZeUkchrin  r.MatheouiÜk  a.  Physik.  XU,  6.  ^ 
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Coordinatensystems)  sei  =  (o,  und  seine  m  Berührungspunkte  mögen  be- 
zeichnet werden  mit  Xi,  ^i,  :r,,  jft  i  •  •  •  •  ^mi  jfm*  Nach  der  Definition  Yon 
A,  B  ist  alsdann: 

m  m 

Geben  wir  nnn  dem  Tangentensystem  statt  der  Richtung  m  der  Reibe 
nach  die  Richtungen  o-f-cfo,  o»-f-2(/cü,  (o +  3fifa),  ....,  Yto  dn  einen 
beliebigen  unendlich  kleinen  Winkel  vorstellt,  und  bezeichnen  wir  die 
Werthe,  welche  die  Coordinaten  arjt,  yk  hierbei  successive  annehmen,  mit 

^'*»  y'*>     ^"ky  y'ky     ^"k%  y"  kl ^  80  wcrdeu  wir,  analog  mit  3),  folgende 

Formeln  erbalten: 

m 


A 


m 


Wir  denken  nns  diese  Gleichungen  so  weit  fortgesetzt,  bis  das  Tangenten- 
system dnrch  successive  Vermehrung  des  Winkels  o  wieder  znrflckkehrt 
in  seine  anfängliche  Lage,  also  so  weit  fortgesetzt,  bis  jeder  der  m  Be- 
rührungspunkte die  ganze  Cnrve  einmal  durchlaufen  hat.  Wir  denken  ans 
sodann  jede  dieser  Gleichungen  mit  dm  mnltiplicirt,  und  endlich  alle  diese 
Gleichnngen  zusammen  addirt.     Alsdann  erhalten  wir: 

,.  /.  fxida}  +  fx^dai'+  .,,,+  fd'mdt» 

V  A    d(o  =  '^ ^ ^ 

*^  m 

Nach  2)  ist  aber: 

Jx^  doa  Jx^  dm  Jxm  dm 

r  =   Aq  ,  ^5—  =    ^^  ,      ....  ry-  =.  Aq, 

dm  J"^  h^^ 

Hierdurch  geht  die  Formel  4)  über  in  ^  =  A^,  Und  ebenso  wird  offenbar 
sich  zeigen  lassen,  dass  8=^8^  ist. 

Hiermit  ist  der  erste  jener  Sätze  bewiesen.  Die  drei  anderen 
Sätze  lassen  sich  beweisen  durch  Anwendung  derjenigen  Methode,  derea 
Lionville  sich  bedient  hat  in  dem  schon  genannten  Aufsatze  (Z.  Jourmd 
t.  VI.  p, 


XXV«  ITeber  den  Krümmungs- Schwerpunkt  algebraisoher  FUdua 
Von  Prof.  Carl  Neumann  in  Tübingen.  Denkt  man  sich  eine  gegebeoi 
Fläche  als  eine  materielle  Fläche  von  überall  gleicher  Dicke  und  rot 
einer  Dichtigkeit,  welche  an  jeder  Stelle  dem  Product  der  Haupikrümmangf- 
Radien    umgekehrt   proportional    bt,    so    mag    der    Schwerpunkt  di^MT 
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materiellen  Fläche  kurzweg  genannt  werden:  der  Krüinmungs- 
Schwerpunkt  der  Fläche.  Für  diesen  Punkt  gilt,  wenn  die  Fläche 
eine  algebraische  ist,  folgender 

Satz.  Legt  man  parallel  zu  einer  beliebig  gewählten  Ebene 
sämmtliche  Tangentialebenen  an  die  Fläche,  so  ist  der  Schwer- 
punkt der  Berührungspunkte  jederzeit  identisch  mit  dem  Krüm- 
mungs-Schwerpunkt der  Fläche. 

Beweis.  Die  gegebene  Fläche  sei  von  der  n^*"  Ordnung  und  be- 
sitze also  n(n  —  l)  =  m  parallele  Tangentialebenen.  Ein  solches  System 
paralleler  Tangentialebenen  hat  m  Berührungspunkte  ,  deren  Schwerpunkt 
(dem  Chasles^schen  Satze  zufolge)  unabhängig  ist  von  der  Rich- 
tung des  Systems.  Die  Coordinaten  dieses  Schwerpunktes  mögen  be- 
zeichnet werden  mit  A^  B^  C. 

Ausser  der  gegebenen  Fläche  denken  wir  uns  (an  irgend  einer  anderen 
Stelle  des  Raumes)  eine  mit  dem  Radius  I  beschriebene  Halbkugelfläche. 
Diese  mag  durch  irgend  welche  Curven  in  unendlich  kleine  Flächen- 
elemente getheilt  sein  und  eines  derselben  mit  dm  bezeichnet  werden. 

Mit  jedem  Punkte  n  auf  der  Halbkugeliiäche  correspondiren 
m  Punkte  der  gegebenen  Fläche,  nämlich  diejenigen  Punkte  Pt^Pt^  "*'Pm^ 
in  welchen  die  Tangentialebene  der  Fläche  parallel  ist  mit  der  Tangential- 
ebene der  Halbkugelfläche  im  Punkte«.  Lässt  man  den  Punkt  TT  längsdes  Ran- 
des von  doD  einmal  herumlaufen,  so  werden  jene  correspondirenden  Punkte  Pi^ 
P%y  »"'  Pm  ebenfalls  kleine  geschlossene  Curven  beschreiben  auf  der  gegebe- 
nen Fläche.  In  solcher  Weise  ergeben  sich  die  mit  dn  correspondirenden 
Flächenelemente  fifo,,  do^y  .,,.  dom*  Zwischen  diesen  Elementen  finden 
(vergl.  Gauss y  disquisUiones gen.  circa  superficies  curvas)  die  Relationen  statt: 

1)  =^d(o,     — »  =  rfw,,...-— =  rfw, 

wo  /?„  R2,....Rm  <1&8  Product  der  Hauptkrümmungs- Radien  für  die 
Elemente  (fo,,  do^,  ....  dom  bezeichnen. 

Sind  oTi,  a*,,  ....  ^r«  die  x  Coordinaten  für  m  correspondirende  Punkte 
innerhalb  der  betrachteten  m  Elemente,  so  ist  nach  der  für  A,  B^  C  ge- 
gebenen Definition: 

tn 
oder  was  dasselbe  ist : 

3)  Amdm^=^Xidm  +  Xf  diu +,.,,+ x^dfo^ 

oder,  wenn  man  für  dm  die  Werthe  l)  substituirt: 


Nimmt  man  für  cfco  der  Reihe  nach  alle  Elemente  der  Halbkugelfläcbe, 
und  bildet  man  jedesmal  die  entsprechende  Gleichung  4),  so  liefert  die 
Addition  aller  dieser  Gleichungen : 
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i*do        /*u'  do 


WO  die  Integration  sämmtlicbe  Elemente  do   der  gegebenen  Fläche   (nnd 
jedes  nur  einmal)  enthHlt.     Mit  5)  analoge  Formeln  werden  sich  offenbar 
ergeben  für  B  und  C.     Hieraus  aber  folgt,  dass  der  Punkt  A^  By  C  identisch 
ist  mit  dem  Krümmungs-Schwerpunkt  der  gegebenen  Fläche. 
Tübingen,  16.  Juli  1807. 


ZXVI.  Einfiiche  Constmetion  der  Berührnngslinien  an  die  Lemniseate. 

(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  9.)  In  einer  interessanten  Notiz  über  magnetische 
Curven  im  3.  Hefte  dieses  Bandea  (S.  277  —  279)  hat  Herr  P.  Zech  An- 
wendung von  dem  bipolaren  Coordinatensysteme  gemacht.  Meines  Wissens 
giebt  es  nur  ein  Lehrbuch,  in  welchem  dieses  System  einigermaassen 
erörtert  wäre:  Sturm ,  Cours  d' Analyse  de  t ecole  polylechnique  {2^  e'düion, 
Part*  1863)  To/.  7,  p«^.  209  flg. ,  woselbst  auch  in  einer  kurzen  Neben- 
bemerkung von  jenen  Winkeln  der  Brennstrahlen  mit  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Brennpunkte  die  Rede  ist,  von  welchen  Herr  C.  W.  Baur 
(nach  Zech*s  Angabe)  einen  so  eleganten  Gebrauch  zu  machen  wusste. 
Dieses  Coordinatensystem ,  bei  welchem  jeder  Punkt  einer  Curve  durch 
seine  Entfernungen  ti,  v  von  zwei  festen  Punkten  ü^  V  gegeben  wirdj  ver- 
dient in  der  That  eine  genauere  Beachtung,  als  ihm  bisher  zu  Theil  ge- 
worden ist.  Sturm  leitet  schon  am  angeführten  Ort  den  geometrischen  Sinn 
des  ersten  Differentialquotienten  des  einen  Brennstrahles,  nach  dem  anderen 
genommen,  ab,  und  findet,  wenn  a,  ß  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Brenn- 
strahlen u,  V  mit  der  Berührungslinie  an  dem  durch  sie  gegebenen  Punkte  der 

^         , ., ,       du  ,       cos «      T^    ,    i.         .111.. 

Curve  bilden,  -—  =  ti  = ^.     Er  bedient  sich  dabei  eines  geometrischen 

dv  cos  p  ^ 

Grenzüberganges,  welcher  analytisch  sich  etwa  folgendermaassen  über- 
setzen lässt.  Nennt  man  ß  und  f  die  beiden  Winke^,  welche  die  Brenn- 
strahlen mit  der  {^F  bilden,  so  ist  nach  bekannten  Formeln  aus  der  An- 
wendung gewöhnlicher  Polarcoordinaten  für  den  Bogen  s: 


ds       7/  ,  .   /«?"V        1   ''"  " 


somit 

ds K 

d&       sina 

du 
und  mittelst  Division  durch    ,^  auch 

ds  _     1 
du      cos  a' 
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Ebenso  ist  augenblicklich 

ds^_     1 

dv      cos  ß' 

Also    endlich,     wieder    durch    Division    der    beiden    letztgeschriebenen 

Gleichungen 

du       cos  et 

dv  cosß' 
Bei  solchen  Curven,  deren  Gleichungen  mittelst  Bipolnrcourdinaten  eine 
einfache  Gestalt  besitzen,  führt  die  Roh ervaT sehe  Methode,  Tangenten 
zu  ziehen  (so  sagt  Herr  Zech  a.  a.  0.]i  zu  einfachen  Constructionen  der 
Tangenten.  Auch  dieses  kann  ich  nur  bestätigen,  indem  ich  hinzufüge, 
dass  seine  Erläuterung  dieses  Ausspruches  am  Beispiele  der  Hyperbel  fast 
wörtlich  wiederholt  werden  kann,  um  allgemeine  Geltung  zu  haben. 

Es  sei  die  Curve  F{u^  t;)=:0  gegeben  und  ans  derselben  der  Dif- 
ferentialquotient —  =u  bekannt.  Sind  w,  v  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes il/,  so  werden  u  +  du,  v  +  dv  die  Coordinaten  eines  unendlich  nahe 
liegenden  Punktes  M'  sein ,  welcher  ebensowohl  der  Curve ,  als  ihrer  Be- 
rührungslinie in  M  angehört.  Dieser  Punkt  wird  somit  erhalten  werden 
können  als  Durchschnitt  zweier  Kreisbögen,  welche  von  ü  aus  mit  dem 
Halbmesser  w-f-rfw,  von  F  atis  mit  dem  Halbmesser  v  +  dv  beschrieben 
werden.  Um  diese  Halbmesser  zunächst  zu  erhalten,  verlängert  man 
beide  Brennstrahlen  u  und  t;^ber  den  Punkt  M  hinaus  und  nimmt  auf  der 
Verlängerung  von  v  das  unendlich  kleine  Stückchen  iViKf|  =  (/9,  auf  der 
Richtung  der  u  das  gleichfalls  unendlich  kleine  Stückchen  MMf=du=u.dv^ 
also  naturgemäss  entweder  als  Verlängerung  über  M  hinaus  oder  als 
Verkürzung  gegen  den  Brennpunkt  ü  hin,  je  nachdem  u  positiv  oder 
negativ  ist.  Mit  diesen  Halbmessern  werden  also  die  Kreisbögen  M^M' 
und  MfM'  beschrieben.  Beide  selbst  unendlich  kleine  Kreisbögen 
können  als  Senkrechte  auf  die  Richtung  des  jedesmal  als  Halb- 
messer dienenden  in  seiner  Länge  veränderten  Brennstrahles  ange- 
sehen werden.  Geht  man  daher  zu  einem  beliebigen  Punkte  T  der  Berüh- 
rungslinien über  und  fällt  aus  ihm  auf  die  Richtung  der  v  und  u  die  beiden 
Senkrechten  TLt  und  TZ,,  so  entsteht  ein  Viereck  ML^TL^^  welches 
dem  unendlich  kleinen  gemischtlinigen  Vierecke  MM^M'M^  ähnlich  ist; 
es  wird  also  auch  die  Proportion  der  endlichen  Längen  stattfinden  müssen : 

HL,  (=Jv)  :  ML^  (=^fi)  =  l  :  u\ 
Diese  Proportion  zum  Ausgangspunkt  der  Zeichnung  nehmend ,  hat  man 
also  nur  t;  um  ein  beliebiges  ^v  bis  Z,  zu  verlängern,  auf  u  von  Jlf  aus 
jJur=u,Jv  bis  Z,  aufzutragen,  und  alsdann  in  Z,  und  Z,  die  Senkrechten 
zu  den  Brennstrahlen,  auf  welchen  diese  beiden  Punkte  selbst  liegen ,  zu 
errichten.  Der  Durchschnittspunkt  dieser  Senkrechten  wird  ein  Punkt  T 
der  Berührungslinie  sein. 
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Die  Constriiction  vereinfacht  sich  nun  häufig  in  gani 
überraschender  Weise,  wenn  das  an  sich  beliebige  ^v^av, 
Ju  =  u\v   genommen    wird. 

Die  Gleichung  der  Curve  heisse 

u  =  a  .log  ü^ 
folglich  ist 

u  ,v  =  a, 
d.  h.    um    die   Punkte  Z|    und   Lf   zu  finden,  in  welchen  die   in  T  sich 
schneidenden  Senkrechten   errichtet  werden,   verlängert  man  den   einen 
Brennstrahl  um  seine  eigene  Länge,  den  anderen  um  ein  constantes  StückCa. 

In  rechtwinkligen  Coordinaten  {UV  als  Absissenaxe,  l^  als  Anfangs- 
punkt, die  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  ÜV=0)  heisst  die 
Gleichung  dieser  Curve 

Zu  einer  praktisch  äusserst  bequemen  Anwendung,  welche  gleichwohl 
noch  nicht  bekannt  zu  sein  scheint,  führt  die  obige  Bemerkung  bei  der 
Lemniscate,  deren  Gleichung  in  bipolaren  Coordinaten  bekanntlich 

heisst.     Hier  ist 

u  ,V=i  —  «, 
d.  h.  der  Funkt  Z,  fällt  mit  dem  Brennpunkte  U  zusammen.  Die  Con- 
struction  ist  somit  folgende :  Man  verlängert  den  einen  Brennstrahl  VM  um 
ein  ihm  gleiches  Stück  MLx  und  erhebt  in  L^  eine  Senkrechte.  Eine 
zweite  Senkrechte  zu  dem  anderen  Brennstralile  UM  errichtet  man  in 
dem  demselben  angehörenden  Brennpunkte  ü.  Der  Durchschnittspunkt 
der  beiden  Senkrechten  liegt  auf  der  gesuchten  Berührungslinie. 

Camtor. 


XXVn.    üeber  orthogonale  Trajeetorien  in  bipolaren  Coordinaten. 

(Vergl.  Heft  3,  Seite  277.)  Es  möge  hier  zu  dem  in  obigem  Artikel 
von  meinem  Collegen  Zech  mitgetheilten  Verfahren,  das  ich  angegeben 
habe,  um  von  der  Gleichung  einer  Curve  in  bipolaren  Radien  (r,  r)  auf 
die  Gleichung  ihrer  rechtwinkligen  Trajeetorien  in  bipolaren  Winkeln 
(9),  fp)  überzugehen,  ein  anderer,  von  speciellen  geometrischen  Betrach- 
tungen unabhängiger  Beweis  mitgetheilt  werden. 

In  einem  einfachen  Polarcoordinatensystem  sei  wie  gewöhnlich  r  der 
Radius  und  <jp  sein  Azimuth,  'd.  h.  der  Winkel,  um  welchen  er  im  Sinne  der 
positiven  Drehung  von  der  Polare  abweicht,  so  wird,  wenn  man  das 
Diflferentialzeichen  d  auf  eine  gegebene  Curve,  welche  die  Trajecte 
heissen  möge,    und   das  Zeichen  d   auf  ihre   rechtwinklige  Trajectorie 
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bezieht,  die  Bedingung  des  rechtwinkligen  Schnittes  durch  folgende 
Gleicknng  ausgedrückt: 

Ist  die  Gleichung  der  Trajecte  in  bipolaren  Radien,  d.  h.  in  den  Ab- 
ständen r  und  r    eines  Curvenpunktes  von  zwei  Polen  0  und  0'  gegeben 
und  man  will  auch  die  Trajectorie  durch  eine  derartige  Gleichung  bestim- 
men,  so  sind  in  l)  für  — ^  und  -r—  ihre  Ausdrücke  in  -r-   und   -rr—  einzu« 
-^  dr  dr  dr  dr 

setzen.  Um  diese  zu  entwickeln,  hat  man,  wenn  <p  und  q>  die  Azimuthe 
von  r  und  r  in  Beziehung  auf  eine  gemeinschaftliche,  von  0  über  0'  hinaus 
gelegte  Axenrichtung  bedeuten  und  00'  ^=m  gesetzt  wird : 

2)  r  co8q>  —  r  cos  q>'=:m 

3)  r  sin  q>  —  r  sin  g/  =  0. 
Diese  geben  differentiirt: 

.  dr.cosfp  —  r  sin<p,d<p  —  dr  ,cosq!  +  rsinq>\dq>'=.0 

dr.sin  q>  +  rcosg>,d(p  —  dr  .simp — r  cosip' .dq>  =^{Sy 
woraus  durch  Elimination  von  dqf  \ 

dr,cos{<p — (p') — r  sin{<p  —  q>')  —  rfr'=0. 
Oder: 

5)  r  •—  =  cotang  {tp  —  q>)  —  cosec  (tp — q>') , — • 

Diese  Gleichung  gilt  nach  Maassgabe  des  betreffenden  Werths  von  — 

für  jede  Curve,  sie  kann  deshalb,  wie  sie  nach  unserer  Berechnung  soeben 
für  die  Trajecte  aufgestellt  worden  ist,  eben  sowohl  auch  für  die  Trajectorie 
aufgestellt  werden  und  heisst  dann: 

r  — -  =  cotang  (<p  —  ^O  —  ^<>*^^  (<P  —  v) •  sr' 
o  r  er 

Vermöge  dieser  Ausdrücke  geht  1)  über  in: 

Oder: 

dr  —  rfr  +  dr  .cosin  {q>  —  9') 

^  dr       +  dr —  dr . cosin  ((p  —  fp) ' 

Um  demgemäss  die  Differentialgleichung  der  Trajectorien  zu  erhalten, 

dr 
wird  man  hier  für  —  seinen  Ausdruck  aus  der  Differentialgleichung  der 

Trajecten  einsetzen  und  nöthigenfalls  cosin (jip  —  tp)  vermittelst  der  sich  aus 
2)  und  3)  ergebenden  Beziehung 

Tn*=^r*+r* — 2rr  cos(^q>  —  tp') 
eliminiren.     Ueberhoben  ist  man  dieser  Elimination  im  bekannten  Falle 
der  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln;  denn  aus 

r  +  rz=c 
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folgt 

also  nach  6) 

dr_—l  +  cos  Cq>  —  ip')  _  ^-r^'-^n 

or       +1  —  cos{fp — (p)       — 

Um  unter  denselben  Umständen  für  die  Trajectorien  eine  Gleich ang  in 
ip  und  fp  zu  erhalten,  wird  man  in  1)  zwar  den  Ausdruck  für  —  in  — 

nach  5),  für  -:--  aber  seinen  Ausdruck  in  -r—  einsetzen.      Um    diesen    sn 

or  dq> 

entwickeln,  erhält  man  durch  Elimination  von  dr  zwischen  4) : 

dr  sin  (9  —  (p')  +  r  dq>  cos  {(p  —  q/)  —  r  d<p  =0, 

oder  in  der  Aufstellung;  für  die  Trajectorie : 

o\  l  dr       r    dqt'  ,  ,.  ,        ,  ,. 

8)  -  ^— =  -  .-5— .rosec  {jp  —  g))-'COtang  {(p  —  (pY 

r  0(p       r    o<p 

Gleiclinng  1)  giebt  daher  in  der  Form : 

l     dr        d(p 
r    Ofp         dr 
nach  Einsetzung  der  Werthe  aus  5)  und  8) : 

0)  0  =  1. 1^-1^'. 

r     Ofp       dr 
Hierist  zum  Zweck  der  Herstellung  der  Differentialgleichung  der  Trajec- 

dr 

torien  in  9  und  q>   aus  der  Diffcrentialgleichnng  der  Trajecten  —    ein- 

dr 

zusetzen  und  r  mit  /  nüthigenfalls  vermittelst  2)  und  3)  zu  eliminiren. 

Um  beispielühalber  auch  dieses  Verfahren  auf  die  Nacbweisung  des 

gegenseitig  trajectorischen  Verhaltens   zwischen  confocalen  Ellipsen   und 

dr         

Hyperbeln  anzuwenden,  erhält  man  mit  r  +  r=c  oder  -— -=  +  1  aus  9) 

dr 

r     d(p  —  $inq>      dq>  — 


10) 


dw     .    dw        ,  cp'    /         <p\— * 

0  =  -T^+-r^    oder    C=iang^Jlang^]      . 
siH(p  —  smq>  2     \  2  / 


Wofern  man  nicht  schon  in  dieser  Gleichung  eine  bekannte  Eigenschaft 
der  confocalen  Hyperbel  oder  Ellipse  erkennen  will,  so  kann  man  von 
derselben  auf  die  reciproke  Beziehung  zwischen  r  und  r  so  übergehen : 

Vermöge  der  geometrischen  Formel 

o       1  —  cos  a  sin  a 

lang  -  = =  — . 

2  stna  1  +  cosa 

kann  man  10)  auf  die  zwei  Formen  bringen : 
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1  —  costp  sin  q>      r' — r  cosq)'        r  sintp      r  —  r  cos  q>' 

sin tp       '  1  +  ^ö*  9  r  sing)'      '  r  ;;\^r  cos  tp        r  ;jr^r  cosq) 

sin q)'        l"^  costp r  sing)'        r1\I  rcos(p r  IfT  r  cos g) 

1  +  cos g>' '      sin g)  r  +r  cos g)  '       r  sin g)  r  +  r  cosg/ 

durch  den  Scbluss  nach  dem  Schema  T  =  T>  =  r7-=T  ^^^o  weiter: 

0  0  0^0 

rZf  r  cosg)  +  r  +^r  cos  g! r  I|I  /  ^p  m 

r  -^r  cosg)  ^  r  —  r  cos  g)       "Ijp  r-^-r — m' 


woraus : 


r  +  /  =  {±m)  (1^*   =  Consi. 
Stuttgart,  im  Juni  1867.  C.  W.  Baur. 


ZXVnL  Beweis  von  Pohlke*8  Fundamentalsats  der  Axonometrie.  Von 
Dr.  Th.  Rete.  Wird  ein  Körper  durch  parallele  Strahlen  auf  eine  be- 
liebige Ebene  projicirt,  so  kann  die  Projection  desselben  auf  folgende 
Art  axonometrisch  gezeichnet  werden.  Wir  beziehen  den  Körper  auf  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  und  suchen  zunächst  die  Projectionen 
der  drei  Coordinatenaxen,  sowie  die  Verhältnisse,  in  welchen  die  drei 
Coordinaten  irgend  eines  Punktes  zu  ihren  resp.  Projectionen  stehen. 
Werden  dann  die  Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen  Punktes  diesen 
drei  Verhältnissen  gemäss  verändert  und  hernach  parallel  zu  den  resp. 
Projectionen  der  Axen  und  mit  Berücksichtigung  ihres  Sinnes  aneinander- 
gesetzt,  indem  man  vom  Schnittpunkte  der  Axenprojectionen  ausgeht,  so 
erhalten  wir  eine  ans  den  Projectionen  der  drei  Coordinaten  zusammen- 
gesetzte, gebrochene  Linie,  deren  zweiter  Endpunkt  die  Projection  des 
gegebenen  Punktes  sein  muss.  Auf  diese  Weise  können  alle  Eck-  und 
Kantenpunkte  des  Körpers  in  der  Ebene  verzeichnet,  also  die  Projection 
des  Körpers  und  deren  Umrisse  gefunden  werden.  Wird  diese  Projection 
in  beliebigem  Maassstab  vergrössert  oder  verkleinert,  so  erhalten  wir  ein 
neues  Bild  des  Körpers,  welches  jener  Parallelprojection  ähnlich  ist; 
dasselbe  kann  auf  dieselbe  Weise  construirt  werden,  wie  das  erste,  und 
heisst  deshalb  gleich  diesem  eine  axonometrische  Zeichnung  des  Körpers. 

Herr  Pohlke  nun  hat  (in  seiner  „darstellenden  Geometrie*^  pag.  UZ) 
zuerst  den  Satz  aufgestellt;  dass  in  der  Projectionsebene  die  Richtung  der 
drei  Coordinatenaxen,  sowie  die  Verhältnisse,  in  welchen  die  Coordinaten 
jedes  Punktes  zu  ändern  sind,  bevor  man  sie  aufträgt,  (d.  h.  die  Maass- 
stäbe, nach  denen  man  diese  Coordinaten  verzeichnet),  ganz  willkürlich 
angenommen  werden  können,  und  dass  sogar  irgend  zwei  von  den  drei 
Coordinatenaxen  zusammenfallen  oder  eine  derselben  sich  auf  einen  Punkt 
reduciren   dürfe.     Mit  Recht  wird  dieser  Satz  als  Fündan\^\iV^V%^\.T. 
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der  Axonometrie  beseicbnet;  er  giebt  nns  bei  der  HerstelluDg  axono- 
metriscber  Zeichnongen  alle  nnr  wünscbenswerthe  Freiheit.  Den  ersten  Be- 
weis desselben  (Vierteljabrschr.d.  Naturf.  Gesellsch.  in  Zürich  1861,  pag.254) 
verdanken  wir  Hrn.v.  D  esc  h  wanden,  welcher  auch  die  grossen  Vortbeile, 
die  der  Satz  dem  Zeichner  darbietet,  gebührend  hervorhebt.  Herr  Kinkelin 
hat  (ebenda  pag.  358)  die  an  den  Satz  sich  knüpfenden  Anfgaben  anf 
analytischem  Wege  gelöst  nnd  nenerdings  hat  Herr  Schwarz  (im  63. 
Bande  des  Journals  für  Mathematik)  noch  einen  elementaren  Beweis  des 
Pohlke' sehen  Satzes  gegeben.  Die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  recht- 
fertigt wohl  die  Veröffentlichang  eines  neuen,  von  den  bisherigen  wesent- 
lich verschiedenoD  Beweises. 

Wir  führen  diesen  Beweis  durch  Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

Ein  Tetraeder  ABCD  soll  durch  parallele  Strahlen 
so  auf  eine  beliebig  zu  wählende  Ebene  projicirt 
werden,  dass  seine  Projection  JfB^CfDf  einem  ge- 
gebenen Viereck  Ai  B^  C^  D^  ähnlich  wird. 

W  enn  nämlich  diese  Aufgabe  ausführbar  ist,  so  gilt  der  P  o  h  1  k  ersehe  Sata 
nicht  nur  für  rechtwinklige,  sondern  sogar  für  schiefwinklige  Coordinatenaxen. 
Denn  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten  AB^  ACy  AD  mit  den  Coordinatenaxen 
zusammenfallen,  lässt  sich  dann  so  projiciren,  dass  die  Projeetionen  der 
Axen  dieselben  Winkel  mit  einander  bilden,  wie  die  beliebig  gegebenen 
Geraden  A^  ^j,  Ax  C|,  A^  2>, ;  und  weil  die  Strecken  A^  B^^  A^  C^   und  A^  D^ 

willkürlich  gegeben  sind,  so  sind  auch  die  Verhältnisse  ,  ,    — —, 

Af  D^     Af  C7|     A^  J/f 

in  denen  die  Coordinaten  sich  ändern,  ganz  beliebig.  Um  zugleich  die 
vorhin  erwähnten  besonderen  Fälle  des  Po hlke' sehen  Satzes  zu  er- 
ledigen, wollen  wir  zulassen,  dass  im  Viereck  A^B^C^Dx  der  Eckpunkt  ^i 
auf  die  Seite  A^C^  oder  auch  auf  den  Punkt  ^|  fallen  dürfe,  wobei  dss 
Viereck  in  ein  Dreieck  ausartet. 

Wir  wollen  der  deutlicheren  Vorstellung  wegen  annehmen,  dem  Te- 
traeder sei  im  Räume  eine  bestimmte  Lage  gegeben ,  so  dass  wir  nur  die 
Richtung  der  parallelen  Projectionsstrahlen  und  die  Stellung  der  Pro« 
jectionsebene  zu  suchen  haben.  Wenn  nun  unsere  Aufgabe  ausführbar, 
also  das  Viereck  A^  B^  Cj  D^  einer  Parallelprojection  des  Tetraeders  ähnlich 
und  somit  eine  Abbildung  des  letzteren  ist,  so  kann  leicht  zu  jedem 
Punkte  Pder  Kante  BD  der  entsprechende  Punkt  P,  auf  B^D^  gefunden 
werden,  und  umgekehrt;  denn  durch  P  wird  die  Strecke  BD  in  demselben 
Verhältniss  getheilt,  wie  durch  -P,  die  Strecke  -ß|2>|.  Wenn  also  eine 
Projection  von  ABCD  dem  Viereck  A^  B^C^D^  ähnlich  ist,  so  ist  zugleich 
die  Projection  des  Tetraeders  APCD  dem  Vierecke  A^PiCiD  ähnlich.  Da 
wir  so  die  Eckpunkte  des  Vierecks  A^B^  C^  B^  mit  anderen  Punkten  der  Ebene 
vertauschen  können,  so  lassen  sich  die  besonderen  Fälle,  in  denen  Bx  ent- 
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\*'eder  auf  ^,  C,  oder  in  ^,  liegt,  sofort  auf  den  allgemeinen  Fall  zurück- 
führen. 

Ebenso  leicht  aber  können  wir  statt  des  beliebigen  Vierecks  j4i  B^  C,  2>, 
ein  Parallelogramm  einführen.  Wir  bestimmen  auf  der  Seite  A^B^  oder 
deren  Verlängerung  einen  Punkt  ^', ,  und  auf  A^  />,  einen  Punkt  D\  so, 
dass  ff^  Ci  II  Ai  Dl  und  I)\  C,  ||  A^  B^  ist  und  folglich  A^  B\  C,  D\  ein  Paral- 
lelogramm.      Der   Punkt   B\^   welcher   die   Seite    A^B^    im    Verhältniss 

j       r%' 

-J—£r-  theilt,   muss   dann  die  Abbildung  eines  Punktes  ^' von  AB   sein, 
BiB  ^ 

durch  welchen    diese  Tetraederkante  in  demselben  Verhältniss  getheiit 

wird ,  und  ebenso  ergiebt  sich  zu  I>\  der  entsprecBende  Punkt  />'  auf  der 

Kante  AD.    Unser  Problem  wird  also  gelöst,  indem  wir  von  dem  Tetraeder 

AB' CD'   eine  Parallelprojection  bestimmen,  welche  dem  Parallelogramm 

Ai  B\  C,  D\  ähnlich  ist. 

Wir  dürfen  somit,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Aufgabe  zu  beschränken, 
das  Viereck  A^B^C^Dx  als  Parallelogramm  annehmen.  Dann  müssen  die 
Projectionen  der  Tetraederkanten  AB  und  CD  und  folglich  auch  die 
projicirenden  Ebenen  derselben  einander  parallel  sein,  und  ebenso  muss 
die  projicirende  Ebene  von  BC  parallel  zn  AD  und  diejenige  von  AD 
parallel  zn  BC  sein.  Diese  vier  projicirenden  Ebenen  sind  hiernach  leicht 
zu  construiren;  sie  schneiden  einander  in  den  vier  parallelen  Strahlen 
a,  6,  r,  dy  durch  welche  die  resp.  Eckpunkte  A^  B^  C,  D  des  Tetraeders 
projicirt  werden.  Die  Richtung  der  Projectionsstrahlen  ist  also  völlig 
bestimmt;  sie  ist  zugleich  diejenige  einer  Geraden,  welche  die  Halbirungs- 
punkte  der  Tetraederkanten  ^(7  und  BD  mit  einander  verbindet;  denn  die 
Abbildungen  dieser  Halbirungspuukte  fallen  beide  auf  den  Punkt,  in 
welchem  die  Diagonalen  y^i  (7,  und  B^D^  des  Parallelogramms  ^j^i  ^i/>i 
bich  schneiden. 

Die  Projectionsstrahlen  a,  fr,  c,  d  sind  die  Kanten  eines  prismatischen 
Kanmes,  welcher  von  jeder  Transversalebene  in  einem  Parallelogramm 
At  Bf  Cf  />,  geschnitten  wird.  Es  gilt  nun,  eine  Schnittebene  so  zu  legen, 
dass  dieses  Parallelogramm  dem  gegebenen  Ai  B^  Cj  D^  ähnlich  wird ;  denn 
zu  einer  solchen  Schnittebene  ist  die  gesuchte  Projectionsebene  parallel. 
Zu  dem  Ende  brauchen  wir  nur  die  drei  Ebenen  ab^  ac  und  a^  so  zu 
schneiden  ,  dass  die  entstehenden  Schnittlinien  ^,^,,  ^,C,  und  A^D^  die- 
selben Winkel  mit  einander  bilden,  wie  die  gegebenen  Geraden  A^B^y 
A^Cx  und  ^|2>i;  dann  haben  nämlich  die  Dreiecke  AfB^C^  und  A^B^C^ 
gleiche  Winkel,  und  die  Parallelogramme  A^B^C^D^  und  A^B^C^D^  sind 
ähnlich.  Beziehen  wir  den  Ebenenbüschel  a  projectivisch  auf  den  Strahlen- 
büschel A^^  so  dass  den  Ebenen  afr,  ar,  ad  die  resp.  Strahlen  A^  ß|,  A^^ 
AiDx  entsprechen,  so  ist  also  folgende  nicht  unwichtige  Aufgabe  der 
synthetischen  Geometrie  zu  lösen: 
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Ein  Ebenenbüscliel  a  (^bcd)  soll  so  durch  eine  Ebene 
geschnitten  werden,  dass  der  entstehende  Strahlen- 
bUschel  ^'i^B^C^D^  einem  gegebenen,  su  jenem  pro- 
jectivischen  Strahlcnbüschel  ^|  (^,  t7, />i)  gleich  wird. 
Oder:  Ein  Strahlenbüschel  A^  i^B^C^D^)  soll  anf  einen 
zu  ihm  projectivischeo  Ebenenbüschel  a  {bcd)  gelegt 
werden,  so  dass  der  erstere  als  Schnitt  des  letzteren 
erscheint. 

Wir  schneiden  zanHchst  den  Ebenenbüschel  a  (bcd)  durch  eine  lur 
Axe  a  senkrechte  Ebene  in  einem  Strahlenbüschel  A'  {B'C'D'\  Ist  nun 
dieser  dem  Büschel  ^j  (^iC, />i)  projectivisch  gleich,  so  ist  die  Anfgabe 
gelöst;  wo  nicht,  so  giebt  es  im  Büschel  A'  ein  einziges  Paar  zu  einander 
senkrechter  Strahlen  A'M'  und  A'N\  deren  entsprechende  A^  M^  und  A^N^ 
gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen.  (Vergl.  Steiner,  System.  Ent- 
wickelung  etc.  pag.  31.)  Um  diese  Strahlen  zu  finden,  bringen  wir  die 
Strahlenbüschel  in  perspectivische  Lage,  indem  wir  sie  in  dieselbe  Ebene 
und  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  auf  einander  legen,  bestimmen 
sodann  ihren  perspectivischen  Durchschnitt  u  und  legen  durch  die  Mittel- 
punkte A'  und  A^  einen  Kreis,  dessen  Centrum  auf  ti  liegt.  Die  Schnitt- 
punkte des  Kreises  mit  der  Geraden  u  werden  aus  A'  und  A^  durch  die 
gesuchten  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  M'A'N'  und 
M^A^N^  projicirt.  Die  Ebenen  am  und  an  des  Büschels  a,  in  welchen 
die  resp.  Strahlen  A'M'  und  A'N'  liegen,  stehen  ebenfalls  auf  einander 
senkrecht.  • 

Soll  nun  der  Strahlenbüschel  A^  {B^C^D^)  so  auf  den  Ebenenbüschel 
a  {bcd)  gelegt  werden,  dass  der  erstere  als  Schnitt  des  letzteren  erseheint, 
und  soll  zugleich  Ai  mit  A'  zusammenfallen,  so  müssen  entweder  die 
Strahlen  At^Ii  und  A'M'  oder  die  Strahlen  ^,  A',  und  A'N'  zur  Deckung 
gebracht  werden;  denn  nur  dann  kann  der  rechte  Winkel  M^A^N^  in  den 
ihm  entsprechenden  rechten  Flächenwinkel  man  hineingelegt  werden. 
Nun  ist  von  den  spitzen  Winkeln  M'A'B'  und  B'A'N\  welche  zusammen 
den  rechten  Winkel  M'A'N'  ausmachen,  der  eine  grösser  und  der  andere 
kleiner,  als  der  entsprechende  M^  A^  B^  oder  B^  A^  N^^  weil  auch 
M^  A^  B,  +  B^  A^  N^  =  90°.     Sei  etwa 

M'A'B'  <:^M,A,B,, 
so  muss  Ax  Mx  mit  A'M'  zur  Deckung  gebracht  und  der  Winkel  3f,  A^  Bx 
um  diesen  Schenkel  A^  M^  gedreht  werden,  bis  der  bewegliche  Schenkel 
A^  Bi  in  die  ihm  entsprechende  Ebene  ab  fällt.  Wir  erhalten  so  zwei 
Stellungen  für  die  Ebene  des  Büschels  ^i ,  und  dieselben  sind  symmetrisch 
ztff  Axe  des  Ebcnenbüschels  a.  Da  für  jede  dieser  Stellungen  die  drei 
Strahlen  Ai  3/, ,  Ai  ß,  und  A^  N^  in  ihren  entsprechenden  Ebenen  liegen, 
so   fällt  jeder  Strahl  von  Ai    in  die   ihm   entsprechende  Ebene  und  der 
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Strahlenbüschel  ^|  stellt  sich  dar  als  Schnitt  des  Ebenenbtischels  a.  Unsere 
Aufgabe  hat  also  zwei  Lösungen. 

Für  die  Hauptaufgabe  und  damit  auch  für  den  P oh Ik ersehen  Sats 
ergiebt  sich,  dass  die  Eichtnng  der  Projectionsstrahlen  durch  die  Lage 
des  Tetraeders  und  die  Form  seines  Bildes  völlig  bestimmt  ist,  dass  da- 
gegen die  Projectionsebene  zwei  verschiedene,  zu  den  Projectionsstrahlen 
symmetrische  Stellungen  annehmen  kann.  Nur  wenn  die  Projection 
orthogonal  ausfällt,  erhalten  wir  ausnahmsweise  eine  einzige  Stellung  für 
die  Projectionsebene. 

Nachdem  so  die  Lösbarkeit  unserer  Aufgabe  nachgewiesen  ist,  können 
wir  auch  direct  aus  den  gegebenen  Stücken  die  Bichtung  der  Projections- 
strahlen und  die  Stellung  der  Projectionsebene  finden,  ohne  erst  ein 
Parallelogramm  in  der  Bildfläche  zu  Hilfe  zu  nehmen.  Sei  wieder  die 
Abbildung  des  Tetraeders  ABCD  ein  ganz  beliebiges  Viereck  A^  B^  C^  i>i. 
Dann  ist  der  Punkt  Q^ ,  in  welchem  die  Gegenseiten  A^  B^  und  C|  D^  des 
Vierecks  sich  schneiden,  die  Abbildung  eines  Punktes  von  AB  und  gleich- 
zeitig eines  Punktes  von  CD^  und  diese  beiden  Punkte  lassen  sich  con- 

struiren  ^mittelst  der  Theilungsverhältnisse    -^^-   und      '     *.      Die   Ver- 

bindungslinie  q  dieser  beiden  Punkte  giebt  offenbar  die  Richtung  der  Pro- 
jectionsstrahlen an,  weil  zwei  und  folglich  alle  Punkte  dieser  Linie  sich  in 
<ß,  abbilden.  Ebenso  finden  wir  zu  den  Punkten  B^  und  S^ ,  in  welchen 
die  Seiten  A^  C^  und  A^  D^  des  Vierecks  von  den  resp.  gegenüberliegenden 
Seiten  B^  2),  und  B^  C«  geschnitten  werden ,  zwei  Strahlen  r  und  5,  welche 
zu  den  Projectionsstrahlen  parallel  sind ,  weil  zwei  und  folglich  alle  Punkte 
derselben  in  resp.  B^  und  S^  sich  abbilden.  Der  prismatische  Raum,  von 
welchem  die  Projectionsstrahlen  9,  r,  s  die  drei  Kanten  sind,  mnss  dann 
durch  eine  Transversalebene  so  geschnitten  werden,  dass  das  entstehende 
Dreieck  Ot  ^^t  ^^t  ^^^  Dreieck  Q^  /?,  5,  ähnlich  wird.  Zu  der  Schnittebene, 
deren  Constrnction  oben  angegeben  worden  ist  und  für  welche  wir  zwei 
verschiedene  Stellungen  erhalten,  ist  sodann  die  Projectionsebene  parallel. 
Sobald  wir  von  den  Strahlen  p,  q^  r  nur  zwei  Punkte  kennen,  so  ist 
deren  Lage  im  Tetraeder  und  folglich  auch  das  Verhältniss,  in  welchem 
jede  Tetraederkante  von  ihnen  getheilt  wird,  völlig  bestimmt.  Daraus 
folgt  beiläufig  der  Satz : 

„Sind  von  den  Verhältnissen ,  in  welchen  die  sechs  Seiten  eines 
vollständigen  Vierecks  Ai  B^  C^  2^,  sich  gegenseitig  theilen,  irgend 
zwei  gegeben,  so  sind  dadurch  die  übrigen  vier  völlig  bestimmt." 
(Vierteljahrsschr.  d.  Natarforsch.  Gesellsch.  in  Zürich.) 
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XZIX.  ITeber  das  Breohnngsg^tetz.  Anf  Seite  176  des  gpgenwir- 
tigen  Bandes  dieser  Zeitschrift  findet  sich  eine  Notiz  von  Herrn  Dr.  Kahl 
über  einen  elementaren  Beweis  des  Satzes,  dass  das  Minimum  der  Ab- 
lenkung der  Lichtstrahlen  im  Prisma  bei  gleichem  Einfalls-  und  Anatritti- 
Winkel  stattfinde.  Ich  nehme  davon  Veranlassung ,  den  folgenden  Beweis 
mitzutheilen,  der  wohl  nichts  an  Einfachheit  zu  wünschen  übrig  Iftsst. 

Es  seien  a  und  b  Einfalls-  und  Anstrittswinkel  des  Strahles,  a  ond  h' 
die  zugehörigen  Winkel  des  Strahles  innerhalb  des  Prismas  mit  den  Nor- 
malen  aber  a>6,  dann  ist  a  -(-  b'  gleich  dem  brechenden  Winkel  des  Prisma 
a4-^=Ä'+^'+A  von  D  die  Ablenkung  $ma  =  n  sina\     sinb=in  sinb' 

0.   a  +  6         a — b           .    a  Arb'        a — b' 
stn cos      —  =nsm cos   
2                2                        2                  2 

.  a  +  b     ,  a—  b  a  +  b'     ,  a — b' 

2)  cos sin =:ncos sin 

^  2  2  2  2 

^v  ,        a— 6    ,       a+b'  a — b'  a  +  b 

3)  ta„g  ——  .  uing  ——^tang—^ .  lang  -^. 

Da   fl  +  6  >  «'  +  ^' ,     so     ist     nach    3)    a  —  b  ">  a  —  b\     wenn     nicht 

a  —  b               a  —  b'              ,             ,     ^          « +  ^  ^         .    a'  +  6' 
lang =itang  =0;    also  nach  1)   sin >n  stn ,  und 

es  erhält  die  Ablenkung  den  kleinsten  Werth  wenn  sin =  n  sin  . 

2  2 

Dies  findet  aber  nur  statt,  wenn  a  —  b^=0^^a  —  b\ 

F.  ElSENLOHR. 


XZX.  ITeber  die  ringförmige  Sonnenfinstemiis  am  6.  Xän  diatei 
Jahres  in  Dalmatien.  Von  Dr.  E.  Weiss.  Die  Zone  der  Ringf»rmigkeit 
dieser  Finsterniss  durchzog  unter  anderen  Ländern  auch  die  Südspitie 
Dalmatiens,  und  es  bewog  dieser  Umstand  den  Director  der  Küstenver- 
messung, Fregattencapitän  Oesterreicher,  den  Antrag  zu  stellen,  es 
möge  der  Kriegsdampfer  „Fiume"  ausgerüstet  und  nach  Dalmatien  ge- 
sendet werden,  um  einem  grösseren  Kreise  von  Naturforschern  die  Be- 
obachtung dieses  interessanten  und  wichtigen  Phänomenes  zu  erleichtem. 
Diesen  Antrag  unterstützte  der  Vorstand  der  Marine -Centralkanzlei, 
Linienschiffscapitän  R.  v.  Wipplinger,  und  es  kam  dadurch  eine  Sonnen- 
finsterniss -Expedition  zu  Staflde,  an  der  ausser  dem  Vortragenden  von 
Wien  aus  noch  Dr.  Th.  Oppolzer  und  Oberlieutenant  R.  v.  Stern  eck, 
ferner  von  Triest  aus  Professor  Osnaghi  und  Major  Skuppa  Theil 
nahmen.  Ausserdem  hatte  noch  das  gesammte  Offiziercorps  des  Kriegs- 
dampfers seine  Mitwirkung  bei  den  Beobachtungen  zugesagt. 

Die  Mitglieder  der  Expedition  tibertrugen  die  Leitung  des  astro- 
nomischen Theiles  derselben  dem  Verfasser,  welcher  die  gute  Gelegenheit, 
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die  ihm  die  Vereinigung  so  vieler  tüchtiger  Kräfte  darbot,  benutzte,  nicht 
nur  die.  gewöhnlichen  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen  ausführen 
zu  lassen,  sondern  auch  die  genaue  Bestimmung  der  Lage  und  Breite  der 
Zone  der  Ringförmigkeit  anzustreben.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  die 
Beobachter  in  drei  grössere  Gruppen  getheilt,  und  davon  eine  unter  der 
Leitung  von  Oberlieutenant  B.  v.  Stern  eck  nach  Antivari  an  die  südliche, 
und  eine  zweite  unter  der  Leitung  von  Linienschiffsfähnrich  Riha  in  die 
Nähe  von  Ragusa  an  die  nördliche  Grenzlinie  der  Ringförmigkeit  gesendet 
Die  dritte  Gruppe,  bei  welcher  ausser  dem  Schifiscommandanten  Fregatten- 
capitän  Oesterreicher  noch  Dr.  Tb.  Oppolzer,  Prof.  Osnaghi, 
Major  Skuppa  und  der  Verfasser  nebst  mehreren  Schififsoffizieren  sich 
befanden,  stellte  sich  am  Eingange  der  Bocca  di  Cattaro  auf. 

Leider  verhinderte  die  Ungunst  des  Wetters  sowohl  in  der  Centrallinie 
als  auch  auf  der  südlichen  Station  jede  eigentliche  Beobachtung;  allein 
trotzdem  war  das  Unternehmen  kein  fruchtloses ,  sondern  lieferte  so  viele 
wichtige  Resultate ,  wie  bisher  wenig  Sonnenfinsterniss  •  Expeditionen ,  da 
die  nördliche  Station  glücklicher  war,  als  die  beiden  anderen. 

Zuerst  gelang  es  den  Beobachtern  auf  derselben,  die  Lage  der  nörd- 
lichen Grenzlinie  der  Ringförmigkeit  festzustellen.  Sie  wich  von  der 
berechneten  nur  um  %  geographische  Meile  nach  Norden  ab,  und  es  ist 
die  Möglichkeit,  mit  einer  solchen  Präcision  den  relativen  Lauf  von  Sonne 
und  Mond  vorausberechnen  zu  können,  wohl  einer  der  sprechendsten 
Beweise  für  die  hohe  Ausbildung,  deren  sich  sowohl  die  praktische,  als 
auch  die  theoretische  Astronomie  erfreut« 

Ueberdies  sahen  die  Beobachter  an  der  nördlichen  Station  fast  alle 
Phänomene,  die  man  bisher  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  bemerkt  hat. 
Bei  weitem  die  wichtigste  Beobachtung  ist  jedoch  die  einer  Protuberanz 
vom  Leiter  der  Station,  Linienschififsfähnrich  Riha  durch  volle  20  Mi- 
nuten, eine  Beobachtung,  die  einzig  in  ihrer  Art  dasteht.  Die  Finsterniss 
hatte,  als  er  die  Protuberanz  das  erste  Mal  wahrnahm,  nach  der  üblichen 
Zählweise  erst  eine  Grösse  von  10,i  Zoll,  bei  der  bisher  noch  Niemand 
daran  dachte,  sich  schon  um  Protuberanzen  umzusehen,  und  als  er  die 
Protuberanz  das  letzte  Mal  erblickte,  war  die  Finsterniss  bereits  wieder  zu 
einer  zehnzöUigen  herabgesunken,  und  da  entschwand  sie  seinen  Augen 
noch  nicht  wegen  Lichtschwäche,  sondern  wegen  eintretender  Bewölkung. 
Durch  diese  Beobachtung  erfahren  wir  also,  dass  die  Protuberanzen  auch 
bei  grösseren  partiellen  Sonnenfinsternissen  gesehen  werden  können.  Sie 
verdient  indess  noch  in  einer  anderen  Richtung  eine  besondere  Beachtung. 
Es  ist  längst  als  erwiesen  anzusehen  und  die  Beobachtungen  bei  dieser 
Finsterniss  haben  neue  Bestätigungen  dafür  beigebracht,  dass  die  Pro- 
tnberanzen  dem  Sonnenkörper  angehörige  Gebilde  seien.  Näheres  über 
ihre  eigentliche  Natur  und  ihren  Zusammenhang  mit  den  verschiedenen 
Vorgängen  auf  der  Sonnenoberfläche  wissen  wir  aber  so  gut  wie  K\s.Vi\A^ 
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und  es  dürfte  auch  noch  eine  lange  Zeit  vergeben,  ehe  wir  darüber  Aiif- 
schluss  erbalten  werden,  wenn  es  nicht  gelingt,  Protuberanien  aotterbei 
Sonnenfinsternissen  anch  bei  anderen  häufiger  sich  *  wiederholenden  An- 
lässen zu  beobachten.  Als  solche  hat  schon  vor  Jahren  Dir«  y.  Littrow 
auf  Sonnen- Auf-  und  Untergänge  im  Meere  hingewiesen ;  allein  der  Vor- 
schlag scheint  bis  jetzt  nicht  genügend  gewürdigt  worden  sa  mn, 
wahrscheinlich  weil  man  das'-Suchen  nach  Protuberanzen  bei  solchen  Gt 
legenheiten  für  Tergeblicb  hielt.  Die  Wahrnehmung  Riha's  lässt  jedoch 
gar  nicht  daran  zweifeln,  dass  dabei  grössere  Protuberanzen  sichtbar 
werden  müssen;  es  wäre  daher  sehr  zu  wünschen,  dass  diese  Beobacbtong 
die  Küstenbewohner  veranlassen  möchte,  den  Vorschlag  von  DirecU« 
V.  Littrow  zu  beherzigen,  und  bei  klaren  Auf-  und  Untergängen  der 
Soune  im  Meere  eifrig  nach  Protuberanzen  zu  suchen:  ihre  darauf  yer- 
wendete  Mühe  wäre  gewiss  keine  vergebliche,  sondern  sicher  vom  bestea 
Erfolge  begleitet,  wie  eine  Beobachtung  von  Tacchini  am  8.  August  1805 
beweist.  (Wien.  Akad.) 


XVIII. 
üeber  »^begrenzte"  Derivationen  und  deren  Anwendung. 

Von 

Dr.  Anton  Karl  Grünwald, 

Docent  der  Mathematik  am  Polytechnikum  zu  Prag. 


Der  französische  Mathematiker  Liouville  veröffentlichte  bekanntlich 
im  Jahre  1832  im  Journal  de  tEcole  polylechnique  {Tome  Ä'III^  Cahier  XXI) 
«wei  wichtige  Arbeiten  unter  dem  Titel:  y^Memoire  sur  quelques  Questions 
de  Geometrie  et  de  Mecanique  el  sur  un  nouveau  genre  de  Calcul  pour  resoudre 
ces  Qucsions^*^  und  ^^Memoire  sur  le  Calcul  des  Diffdrenlielles  ä  Indices  quel- 
conques^\  in  welchen  er  einen  neuen  Calcul  mit  Differentialquotienten  mit  be- 
liebigem Index  einführt  und  anwendet.  In  dem  zuerst  eingeführten  Memoire 
erklärt  sich  der  Verfasser  über  den  Begriff,  welchen  man  sich  nach  seiner 
Ansicht  über  die  Bedeutung  von  Differentialquotienten  mit  beliebigem 
Index  zu  machen  habe,  in  folgender  Weise  (siehe  II,  p.  3} : 

„  Voici  la  nolion  exacte  qWon  doit^  suivant  moi,  se  former  des  differenlielles 

ä  indices  quelconques.     Je  suppose  que  y  represente  une  fonclion  de  a',  el  je 

developpe  cette  fonclion  en  une  serie  d'eocponenlielles  teile  que  ' 

A^  e'"i '  +  /^,  e^«' + Ji  e»"«*  +  etc. 

QU  pour  übriger :  Z  A^e^*,     Cela  pose,  je  nomme  differentielle  ou  plutdt  derivee 

de  y  de  Cordre  [i  la  fonclion  que  Von  deduit  de  y,  en  multipliant  chaque  lerme 

Am  e^'  de  la  serie  par  la  puissance  fi  de  Vexposant  correspondunt  ou  par  m'*, 

df^u 
et  j^exprime  cette  derivSe  par  --^.     Tai  ainsi 

dxt* 

äxß 

Quelquefois    et  surlout    lorsque   ft  est  negativ ,  je    denote  EAmC"^'  m^   par 

/  —  ß 
y  dx~t*  etj'appelle  alors  cette  quantite  ^^integral  de  Vordre  — ^". 

Die  hier  angeführte  Definition  der  Differentialquotienten  mit  belie- 
bigem Index  setzt  eine  besondere  Form  der  Function  ^  ^^\w\a^  \x\i\  \sX 
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^^■^^^^>^^^^*^^^^^^.^^^^^^^^^i 


streng  genommen  nur  dann  anwendbar,  wenn  nnd  insofern  als  y  in  eine 
convergente  Reihe  von  der  Form 

^,  e'"i'  +  ^,e-«*  +  ^,e'",'+  etc. 
entwickelt  werden  kann.     Dieser  Umstand  war  es  zunächst,  welcher  mich 
vor  mehreren  Jahren  veranlasste,  denselben  Gegenstand  von  einem  neuen 
Gesichtspunkte  aus  selbstständig  zu  behandeln. 

Ich  fand,  dass  es  nicht  blos  nicht  nothwcndig  ist,  die  Definition  der 
Differentialquotienten  mit  beliebigem  Index  von  einer  besonderen  Form 
der  Function  abhängig  zu  machen,  sondern  dass  mau  sogar  durch  Einfüh- 
rung eines  neuen  Begriffes  „der  begrenzten  Derivationen  eines  beliebigen 
Index**  (einer  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  begrenzten  Integrale) 
einen  viel  umfassenderen  Caicul  erhält,  als  es  der  Liouvi  lle*sche  ist; 
einen  Caicul,  mittelst  dessen  viel  allgemeinere  Problome  der  reinen  und 
angewandten  Analysis  gelöst  werden  können. 

Diesen  neuen  Caicul  unterbreite  ich  in  den  folgenden  Blättern  nebst 
Proben  seiner  Anwendung  dem  Urtheilc  der  Mathematiker. 

I. 

Wir  denken  uns  alle  Punkte  in  der  Ebene  des  Papieres  auf  ein  Polar- 
coordinatensystem  bezogen,  dessen  Ursprung  der  Punkt  0,  dessen  Axe  (zu- 
gleich die  die  Axe  reellen  positiven  Abscissen)  OK  ist,  und  stellen  nach  dem 
Vorgange  unseres  unsterblichen  Gauss  jede  complexc  Grösse  x^=^r{co%l 
-1-  sin  \  y — 1)  durch  den  Endpunkt  eines  Radius  vector  dar,  dessen  Länge 
dem  Modulus  r,  dessen  Polarwinkel  der  Amplitude  A  gleich  ist. 

I8ty  =  /*(x)  eine  beliebige  Function  der  unabhängigen  Variablen  x, 
und  beschreibt  der  unabhängig  bewegliche  Punkt  x  eine  beliebige  Curve 
in  der  Ebene  des  Polarcoordinatensystems,  so  beschreibt  der  abhängig  be- 
wegliche Punkt  y  eine  von  jener  abhängige  Curve  in  derselben  Ebene. 
Wir  nennen  in  diesem  Falle  den  Inbegriff  (geometrischen  Ort)  der  von  dem 
unabhängig  veränderlichen  Punkte  x  durchlaufenen  Stellen  das  „Argu- 
ment-** oder  „a;-Gebiet**;  den  Inbegriff  der  von  dem  abhängigen  Punkte  y 
durchlaufenen  correspondirenden  Punkte  hingegen  das  (jenem  .r-Gebiete 
entsprechende)  „Functions-**  oder  „y-Gebict**;  den  Anfangspunkt,  von 
welchem  aus  der  Punkt  x  seine  Curve  zu  beschreiben  beginnt  „die  untere**, 
den  Endpunkt,  bei  welchem  er  dieselbe  allenfalls  zu  beschreiben  aufliört, 
„die  obere  Grenze  des  Argnmentgebietes**. 

Wir  ziehen  jedoch  in  den  folgenden  Blättern  ausschliesslich  nur  ge- 
radlinige Bewegungen  des  Punktes  x  und  die  ihnen  entsprechenden  im 
Allgemeinen  krummlinigen  des  Punktes  y  in  Betracht  nnd  beschränken 
uns  ausserdem  noch  auf  solche  geradlinige  Argumentgebiete,  innerhalb 
welcher  die  Function  y  =  f{x)  endlich  und  stetig  bleibt. 

Sei  6  =  £  c''^""*  =  f  (cos  (p-j^sin  ipj/ —  l)  eine  unabhängige  Grösse, deren 
i^ichtOD^scoefficient  e^'"*  constant,  sonst  aber  beliebig,  und  deren  Modn- 
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las  i  eine  nnendlich  klein  werdende  Grösse  ist;  ferner  sei  n  eine  endliche 
oder  unendlich  gross  werdende  positive  ganze  Zahl,  und  x — nö=u  ein 
beliebiger  Punkt  der  Ebene,  von  welchem  aus  der  variable  Pu^kt  x  die  in 
einer  unter  dem  Winkel  «p  (o  ^  ijp^  2  jc)  gegen  die  positive  Abscissenaxe 
gezogenen  Geraden  liegenden  Punkte 

X  —  nd  =  Uy      X  —  n — 15,     x — n — 2ö^..,.x — 2ä,     x — d,     x 
durchläuft,   wobei  der  abhängige  Punkt  y=f(x)   beziehungsweise  durch 
die  Punkte 

hindurchgeht. 

Die  aufeinanderfolgenden  nach  der  Unabhängigen  x  genommenen 
Differentialquotienten  können  nun,  wie  bekannt,  als  die  von  x  allein,  nicht 
aber  von  ö  abhängigen  Grenzwerthe  definirt  werden,  welchen  die  Aus- 
drücke 

f{x)-f{s-S) 

i 
f{x)-2fixS)+f(s  —  2d) 

6* 
f{x)-Zf{x-S)+znx-2i)-  f(x-Z6) 


UDanfhSrlich  zustreben,  venu  i  nuendlich  klein  wird. 
Der  Ausdruck 

d'  ' 

welcher  für  ganze  positive  v  und  verschwindende  6  den  v*®"  Differeutial- 

d^  fix') 
quotienten  ^  ^  definirt,  ist  offenbar  in  dem  allgemeineren  Ausdrucke 

uX 

r(^)-(f)A^-^)  +  (f)A^-2J)-(3)A'r-33)+. .  .+(-1)"  (^)  fix-n  S] 

in  welchem  1=«+^^ — i  eine  beliebige  im  Allgemeinen  complexe  Grösse 
vorstellt,  deren  realer  Bestandtheil  und  Modulus  beziehungsweise  a  und 
y/a*  +  /3'  ist,  als  besonderer  Fall  enthalten,  da  er  aus  ihm  hervorgeht,  so- 
bald I  der  ganzen  positiven  Zahl  v  gleich  gesetzt  wird.  Dieser  Umstand 
veranlasst  uns,  den  letzterwähnten  Ausdruck  vor  Allem  einer  eingehenden 
Discussion  zu  unterwerfen. 

Wir  betrachten  denselben  als  eine  Function  von  blos  vier  Grössen, 
nämlich  von  u,  or,  £  und  d,  da  die  fünfte  in  ihm  vorkommende  Grösse  n 
mittelst  der  Gleichung 
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X  —  u 
1)  x  —  n6  =  u',      n= — — 

durch  x,  u  und  6  ausgedrückt  werden  kann;  und  bezeichnen  ihn  mit 

indem  wir  durch  das  rechts  unten  angehängte  Functionszeichen  f  andeuten, 
dass  die  Beschaffenheit  des  Ausdruckes  von  der  Beschaffenheit  der 
Function  f(x)  abhängig  ist.     Wir  setzen  also : 

wobei  sich  das  Summenzeichen  Z  selbstredend  auf  die  von  p  =  0  bis  p=.n 
variirende  positive  ganze  Zahl  p  bezieht.  Ausserdem  bezeichnen  wir  in 
den  folgenden  Entwickelungen  den  Modulus  und  reellen  Bestandtheil 
irgend  einer  complexen  Grösse  R  beziehungsweise  durch 

mod  R   und  real  R. 

A)   Wendet  man  den  bekannten  Satz: 

„der  Modulus  einer  Summe  ist  stets  kleiner,  als  die  Summe  der 

Moduln  der  einzelnen  Summanden** 
auf  den  Ausdruck  2)  an,  und  berücksichtigt  dabei,  dass  wegen  Gleichung  1) 
und  wegen  |  =  c  +  /?  }/ —  1 

mod  (ö^)  =  mod  [(^^)  1  =  n-«  mod  [{x  —  xt)^] 
ist,  so  erhält  man  die  Ungleichheit: 

mod  F  [«,  ;r,  |,  S]r  <  ^^a[(l~u)l]  ^="  ""  '""''  Ö)'  """^  f^'"'^  ^^- 
Sei  y^modiA^*^  der  grösste  unter  den  («  + 1)  Moduln: 

fl)        mody^,      mody^,      rnody^,      ^f^ody^_^,      ^^^\n) 
und  M  der  grösste  der  Moduln: 

h)   modf{x\     modf{x—6)ymodf(x^2d)..,modf(^_\     ^^^f{ji\ 

'  Setzt  man  im  rechten  Tbeile  der  obigen  Ungleichheit  für  jeden  einzelnen 

Modulus  der  Reihe  a)  den  grössten  derselben:  mod  (    j,und  gleichzeitig  für 

jeden  einzelnen  Modulus  der  Reihe  b)  den  grössten  unter  ihnen;  M^  so  ist 
um  so  mehr: 

3)  mod  F[u,x,  J,  ö]r  <      "IV/'^^Ia]  ^'^  (r)  ^  ^^• 

mod  [{x  —  MjbJ  \  / 

Um  nun  modi)  zu  bestimmen,  ziehen  wir  den  Quotienten 
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mod 


in  Betracht,  in  welchem  p  irgend  eine  der  natürlichen  Zahlen 

0,     1,     2,     3 n 

vorstellt.     Es  ist  aber 


mod 
mod 


mithin  ist 


wenn 


(p  +  l)  _  mod(|— p)  _7/l«  — P)'+/J. 

.^m  ~    P+i    ~r    (p+1)'  ' 

«od(p4i)>««"iC). 


d.  h.  wenn 

4a)  tt'  +  /J*— l>2i?(c+l), 

hingegen 

4b)  'W0^(j5  +  l)>'^^^G)'  ^^^°  a'  +  i3'-l<2p(a  +  l). 

Wir  unterscheiden  jetzt  zwei  Fälle : 

erstens  

a+l<0,   folglich  a<  —  l,    ft'>l   und   a*+/P— 1>0, 

zweitens 

«+1>0,    folglich  a>  — 1. 
Erster  Fall:   (a+l)<0,    folglich  a«+/J«-.l>0.      Die  Ungleichheit 
4  a),  somit  auch  die  Ungleichheit 

«od(p|l)>«od(J) 
ist  für  jedes  p  giltig,  d.  h.  es  ist 

morf(^)>mod(„ij)>mod(„i.j)>....>mod(f)>morf(J): 
Der  grösste  unter  den  Moduln 

mod  M,    mod  f  A   mod  M  •  •  •  •  ^^^  (nj' 
welchen   wir    oben   mit  mod  ( M  bezeichneten,  ist  sonach  in  diesem  Falle 
der  Modulus  (^j. 

5  a)  mod\J\==:mod\J^  für  a<  — 1. 

Zweiter   Fall:    a  +  l>0    oder    a  >  —  1.      Die    kleinste   positive 
ganze    Zahl    (mit  ^inschluss    der    Null),    welche    noch  grösser   ist,    als 

-    f    .    x-i  ist  zugleich  der  kleinste  Werth  von  p,  für  welchen  die  Un- 


446        Ueber  begrenzte  Derivationen  und  deren  Anwendung. 


gleichhcit  46):  a*  +  j5* — i<C2/?(a+0»  mithin  auch  die  Ungleichheit 
mod(  -,  I  i  \<^mQd[  j  besteht  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  dem  Buch- 
staben V,  so  ist  nach  dem  Gesagten 

hingegen 

'wötf(p  +  l)>'"od(yfür/?<v, 

d.  h.  mod\j\  ist  der  grSsste  unter  den  Moduln 

mod\^,     mody^,     mod\^,  ....mod\^^'^ 

56)     mody\  =  '''o^(y)  ^^r  c> — 1,    wenn  „v"  die  kleinste  positive 

ganze  Zahl  (mit  Einschluss  der  Null)  bedeutet,  welche  noch  grösser 
ist,  als 

~2(a+l)    • 
Nachdem  wir  nun   unter  allen  Umständen    den  Werth    des  Moduls: 
mod[\  kennen,  kehren  wir  wieder  zur  Ungleichheit  3)  zurück,  um  die- 
selbe in  jedem  der  zwei  möglichen  Falle:  a  +  1^0  und  a-l-l>0  für  sich 
zu  untersuchen. 

Erstens.    Es  sei  o+l^O,    c-^  —  1,  also  nach  5a) 

In  diesem  Falle  ist  [siehe  Ungleichheit  3)] 

6)  modF{u,    X,    5,    dV<^^^ -^Xn«+imorf(^)xüf. 

'*        mod  \yx  —  w)*]  VV 

Unser  ausgezeichneter    Mathematiker  Weierstrass  hat    aber    im 
51.  Band  des  Grell  ersehen   Journals  in   seiner  Abhandlung   „Ueber  die 
analytischen  Facultäten^*  nachgewiesen,  dass  sich  der  Ausdruck 
i^XY  f-'A„-.4.i_>^  0^  +  1)  0^  +  2). ...(u+n~l 
^       ^    \      ^)  1.2.3....       w.      /««-l 

für  jedes  endlichem  einer  endlichen  Grenze  nähert  und  in  eine  stets 
convergente  Keihe  von  der  Form 

Ar, .  w  +  Ar, .  u*-[- Ar, .  w'  -}- . . . .  etc.  in  infin, 
entwickeln  lässt,  wenn  die  ganze  positive  Zahl  n  unendlich  gross  wird. 

Setzen  wir  daher 

7)  (-l)»(~")«-'+>=if(«,») 
und 
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-'i»=oo^^'''        n=ooLl.2     .     3     ....      n     .      ««-«J 

=  rc{u), 
SO  ist  1/;  (w,  n)  eine  Function  von  m  und  n,  welche  für  jedes  endliche  u  so- 
wohl für  endliche,    als   auch  für  unendlich  werdende  n  endlich     ist;    und 
rc{u)  eine  für  jedes  endliche  u  endliche  Function,  welche  mit  der  reci- 

proken  Gammafunction :  -— -; —   zusammenfällt. 

r{u) 


wenn  man  ühcreinkommt,   die  Gammafunction,  statt    durch  die  bekannten 
bestimmten  Integrale,  durch  die  Gleichung: 

10)        r(u)=    ""'    P  •  ^    •    ^    ••••    " „.-.1 

zu  definiren. 

Schreibt  man  nun  in  7)  — |  für  u,  so  wird : 

mod  [(-!)»  (w)"^"^*]  =  ««+^  »worf  ß)  =  mod  t/;  (- J,  n), 
mithin  [sielie  Ungleichheit  6)] : 

'   —     n       mod[{x  —  u)i\ 
\reall<  —  \\. 

Ein  Blick  auf  diese  Ungleichheit  lässt  sofort  erkennen,  dass  der  Mo- 
dulus  mod  F[u^  ar,  $,  6]/- für  unendlich  klein  werdende  Ä,  endliche  oder 
auch  unendlich  werdende  n  eine  endliche  Grösse  ist,  und  dass  derselbe 
sogar  beliebig  klein  werden  muss,  wenn  die  Function  f{pc)  durch  das  ganze 
geradlinige    Argumentgebiet   von   dr  =  ti   bis   x  =  x  beliebig  klein   wird. 

rt  -4-  1 

Denn und  mod'tl;^ — J,  n)   bleiben  auch   für  unendlich  wachsende  n 

endlich  und  M,  d.  i.  der  grösste  unter  den  Moduln 

modf(x),     mod  fix — J),     mod  f{x^2i),.,,mod  f{jc — nS) 
ist  endlich  oder  wird  unendlich  klein,  je  nachdem  die  Function  f{x)  durch 
das  ganze  Argumentgebiet  endlich  bleibt  oder  unendlich  klein  wird. 

Es  gilt  also  der  Satz: 

„Der  Ausdruck  F\u^  x,  |,  6]f  nähert  sich  bei  verschwindendem  8, 
endlichem  oder  unendlich  wachsendem  n  einer  bestimmten 
Function  von  u,  x  und  ^  als  Grenze,  wenn  der  reale  Bestandtheil 
von  J :  real  |  gleich  oder  kleiner  als  —  1,  unda?  —  u  endlich 
ist;  die  betreffende  Grenzfunction  ist  endlich,  Yrexinf{x)  durch 
das  ganze  geradlinige  j>Gebiet  von  a;=s  m  bis  x=x  eudUcbk  bV&\VA.^ 
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wird  jedoch  unendlich  klein,  wenn /"(a;)  vona:  =  w   bis   x  =  x 
eine  unendlich  klein  werdende  Grösse  ist." 
Wird  X  —  u  unendlich  klein,  so  wird  wogen 

mithin  auch  [siehe  Ungleichheit  li)] 

lim  mod  F  [m,  ar,  J,  S\f  =s  0, 

und  für  M  =  a:,     =  0  =  0 

n 

F[u,  X,  I,  d]=^F[x,  X,  J,  0];r  =  0. 

Wir  haben  sonach : 

12)  limF[u,x,i,  Ä]/^  =  0 

{rea/|<— 1,     /im  (a;  —  w)  =  0,     /tiiia  =  0} 

und 

12«)  F[x,x,^,Q\f^%      /'[w,  fi,S,  0];r  =  0 

{r^fl/ §<  —  !}. 

Zweitens.     Es  sei  a  +  1  >0,     a>  —  1,  also  nach  56); 

mod(^)  =  morf0). 
In  diesem  Falle  \rird  im  rechten  Theile  der  Ungleichheit  3): 
n„    («  +1)  mod  (^)  =  >!"+> .  mod  (^)  •  ^ 

mit  n  unendlich  gross;  es  ist  daher  nicht  möglich,  aus  der  Ungleichheit  3) 
einen  Schluss  über  die  Grösse  des  Modnlus  modF\u^  a:,  |,  S\f  zu  ziehen; 
so  dass  sich  Alles,  was  aus  der  Ungleichheit  3)  bezüglich  des  letzterwähn- 
ten Modulus  abgeleitet  werden  kann,  auf  das  oben  ausgesprochene  Theorem 
und  die  Gleichungen  12)  und  12  a)  beschränkt. 

B)  Die  Gleichung  2)  liefert,   wenn  x   in  x  —  i  tibergeht,  während 

X  ""^  tt 

tt,  4  und  8  ungeändert  bleiben,  und  n  sich  entsprechend  von  «  =  — -z —    in 

(x  —  S)  —  u      X  —  u 

Y =  — i 1  =  fi  —  1  verändert: 

0  0 

_A^-J)-(j)A^-23)  +  (f)A^— 33)-...+(-l)"-'(„il)r(a'-ng) 

-^  . 

Subtrahiren  wir  diesen  Aasdrnck  von  dem  ursprünglichen: 

F[u,  X,  I,  6]/= 

dividiren  nachher  durch  ö  und  berücksichtigen  dabei  die  Relationen : 
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(!)+-ef)^(i)+(i)=ef)-(i)+(.i.)=et'). 

so  finden  wir : 

i 


Für  verschwindende  9  wird  daraus 
dx 


14)  ö:;«»»^k  a:,  {,  8]r=limF{u,  X,  i  +  i,  d]f 


\limi=0\. 
Aus  dieser  Relation  fliesst  weiter  mittelst  successiver  Substitution  von 
l+l,S  +  2 l+p  — Ifürl: 

UmFlu,  X,  1  +  2,  d]^=— /imF[«,  ar,  |  +  1,  a]/.  =  ^Km  Ff«,  ar,  |,  a]/- 
/im  F[m,  :r,  I  +  3,  d];r==  —  Um  F[m,  x,  £  +  2,  d];.=  ^  /tm  /^[w.  x,  J,  d]^ 


allgemein: 
14  a)  /im  F[u,  x,^+p,  ö]f  =  ^^  lim  F[u,  x,  |,  «]/• 

j  /tm  d  =  0;     p :  eine  positive  ganze  Zahl  |. 
Schreibt  man  hier  J  — p  für  J,  so  bekommt  man  noch 

146)  lim  F[u,  X,  5,  S]r=^lim  F[u,  x,  J-p,  8]r 

\lim  i=0]  p:  eine  positive  ganze  Zahl  |. 
Nach  dem  unter  ^  ausgesprochenen  Theorem  und  der  Gleichung  12  a) 
ist  der  Grenzwerth  lim  F  [w,  x,  |,  6]f  für  real  (£  +  1)  <0,  real  {  ^  —  1  eine 

«  =  0  ^ 

endliche  Function  von  t/,  or  und  |,  welche  verschwindet,  wenn  o:  s=  u  wird. 
Integriren  wir  daher  die  Gleichung  14)  nach  x  zwischen  den  Grenzen  x=u 
und  x  =  x  unter  der  Voraussetzung,  dass  real  (J  +  l)  ^  0  sei,  so  wird 
limF[u,  X,  J,  ö]f —  limF[Uy  m,  g,  8]f=  limF[u,  a:,  {,  6]/ 

=flimF[u,  ar,  $  +  1,  «];r .  da;, 

oder  wenn  {  +  l  =  f,    S  =  |'  —  1  gesetzt  wird:  ^ 

15)  /im  /'[w,  o:,  I'—  1,  6J    =  J/,-;„  /»[w,  or,  f ,  6J/.  da; 

{  ri?a/ (£')  < 0,  /fmd=Oj. 
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Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach  für  £' : 

r— 1,  r-2,  —  i'~(p— 1), 

was  offenbar  gestattet  ist,  da  wegen  real{^')<.0  um  so  mehr  auch 
real  (|' —  l)  ^  0,  real  (J' — 2)  ^  0,  .  .  .  .  real  (|' — p  +  1)  ^  0  sein  muss,  so 
findet  man  successive : 

lim  F  [u,  X,  I'—  2,  d]^  =Jlim  F  [«,  x,li—\,S]r  •  ^-^ 


"~/^^^  cA*»»  ^[^t  a?»  I'.  i\f'^^ 


x-=.m      x=u 

lim  Flu,  ar,  J'  — 3,  6]f=Jdx  .  lim  F[u,  x,  |'— 2,  S]f.dx 

X  =  tt 


""/  '^^  /  ^^  .A^'  • '«'»  ^ [w»  a:,  ^\6]f 


V=ZU       X=1U        x=u 


15  a)     lim  F[u,  x,  J' — p,  51/-  = 

/r=T    Jr=«  «=*      x=zx     xs=x 

dxjdx'"j  dx  J  dxjdx.  lim F[u,  x,  f',  6]/^ 

X^=u      x=:u  xzzu      x=zu      xz=zu 

(p  mal) ([ p-l]mal) (3mal)  (2mal)  (imal) 

\real^'<0,     limö  =  0]. 
In  dem  speciellen  Falle  |'==0  ist  nach  2) 

16)  F[u,x,0,ö]^^^r{^), 

mithin  nach  Gleichung  15  a): 

17)     limF[u,Xj  — ;»,  6]f=^J  dx   J dx  .,.J dx  J  dx   j  f{x)dx 

r=af       x-=u  x=zu       x^=u      x=u 

(pmal)([p-l]mal)(3mal)(2mal)  (Imal) 
I  lim  d  =  0,  p :  eine  ganz  positive  Zahl  |. 
Für  p  =  l  folgt  hieraus: 

limF[u,  X,  —1,  S]f'-^Sf(x)dx 

x=f>u 

\  lim 6=0  \, 
eine  Relation,  deren  Richtigkeit  auch  mittelst  directer  Substitution  von  — 1 
für  I  in  die  Gleichung  2)  nachgewiesen  werden  kann.     In  der  That  liefert 
die  Gleichung  2)  für  |  =  —  1  wegen 

-(T')=+(T')=-(i')=--(-)-r»')-' 

F[u,x,-\,ö']r=S[/{x)+f{x-6)+f{x—26)  +  ....+f{x-nd)-] 
lim  Flu,  X,  -1,  d]/'^  lim  S  [f{a^  +  /"(a?— d)  +  f{x-28)  +  ....+  /"(a:  -«  Ä) 

z=>j  f{x)  dx. 

X:=zu 

Da  die  gewöhnlichen  Differentialquotienten  beliebiger  Ordnung    von 
bestimmten  Functionen  wieder  bestimmte  Functionen  sind,  so  folgt  aus  14  a), 
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dass  Um  F[m,  x^  J+p,  S]  feine  bestimmte  Function  von  w,  x  und  |+/>  sein 
muss,  wenn  limF[iiy  Xy  J,  b']f  eine  bestimmte  Function  von  w,  x  und  ^  ist. 
Das  letztere  ist  aber  nach  dem  unter  Ä)  aufgestellten  Theoreme  für 
real  1^^  —  1  der  Fall;  mithin  ist  auch  lim  F\Uy  ar,  {  +  Pi  d]/  für 
'•^«'(S  +  p)  ^P  —  1  eine  bestimmte  Function  von  ti^x  und  (J+p)  und  man 
hat,  da  ($+P)  jede  beliebige  complexe  Zahl  vorstellen  kann,  den  Satz: 

„Der  Ausdruck  F\uy  x^  |,  d]/*  nähert  sich  bei  verschwindendem  d, 
endlichem  oder  unendlich  wachsendem  n  einer  bestimmten  Function 
von  t/,  X  und  £  als  Grenze,  wenn  die  Differenz  x~-u  eine  end* 
liehe  Grösse  ist,  mögen  die  Grössen  ti,  x  und  l  was  immer  für 
Werthe  haben." 

C)  Lässt  man  in  der  Gleichung  2)  die  Grösse  u  in«  +  d  übergehen, 
ohne  die  Grössen  o:,  |  und  i  zu  ändern,  so  geht 

und  damit  die  Gleichung  2)  in  die  Gleichung 

über,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Gleichung  2)  von  der  letzteren  sub- 
trahiren  und  nachher  durch  6  dividiren 

18)        -^[»^+^>  -^>  i^  ^]A-  F[}^^  ^.  g.  ^l/  ^       ^""^^"^W^(^     „  j) 

^        ^    \«/  (j:  — m)6+i 

Mit  dem  Verschwinden  von  6  und  unendlichen  Wachsen  von  n  geht  hier 
der  linke  Theil  über  in : 

—  \UmF\u,x,k,  «]/•}, 

während  im  rechten  Theile  der  Ausdruck  (— 1)"(«)  ^^"^^  rxv^ch  den  Glei- 
chungen 7),  7«),  8),  9)  und  10)  dem  Grenzwerthe 

19)  W;»^  {(- 1)"  (1)  n^+'\=lm^,  (-1,  n)  =  Fe  [-  fl  =  -^ 

zustrebt. 

Wir  haben  daher  die  bemerkenswerthe  Belation : 

20)  ^  I  limF\u,  X,  I,  d]/- 1  =  -  rc  [-a  X  (^^^+7 

L_  /^(«) 

r(-|)'(»-«)6+'  ' 
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II. 

Begriff  der  „begrenxten*'  Derivationen  nnd  Integrale  mit  beliebigem  Index 
und  ihre  Darstellung  durch  einfache  bestimmte  Integrale. 

Wir  fanden  in  der  vorigen  Nammor,  welche  sich  mit  der  allgemeinen 
Discussioa  des  Ausdruckes  /*[ti,  x,  |,  b']f  beschäftigte,  dass  derselbe  einer 
bestimmten  Function  von  ti,  x  und  £  als  Grenze  zustrebt,  wenn  x — u  end- 
lich ist  und  S  verschwindet,  und  dass  diese  Grenzfunction  für  ganze 
positive  i:{  =  v  von  der  Untergrenze  u  unabhängig  und  dem  |*«"  (d.  i. 
dem  y^^")  gewöhnlichen  Differentialqaotienten  der  Function  f{x)  gleich 
wird. 

Diese  Thatsache,  sowie  der  Umstand,  dass  der  Grenzwerth,  welchem 
sich  der  Ausdruck  A*[ti,  or,  |,  S]f  für  unendlich  klein  werdende  d  und  be- 
liebige I  unaufliörlich  nähert,  ausser  von  x  und  von  £  im  Allgemeinen  auch 
noch  von  u  und  von  den  Werthen 


..../(u+/i-ld)  =  Aa:-«),     nu  +  nd)=f(x) 
abhängt,  welche  die  Function  f{x)  nach  und  nach  annimmt,  wenn  die 
Variable  x  das  Werthgebiet 

u^=x  —  ndy     X — n  — Id,      x — n— 2Ä,....a? — J,     x 
durchläuft;  alles  dies  veranlasst  uns,  den  Grenzwerth: 

lim  Flu,  X,  I,  6']f 

für  jedes  (reelle  oder  complexe)  |  den 

„$*«"  über  das  geradlinige  Argumentgebiet  von  x=u  bis  x=x 
ausgedehnten  Differentialquotienten^^ 

oder  die 

„5^«  über  die  gerade  Linie  vom  Punkte  u  bis  zum  Punkte  x  er- 
streckte Derivation  der  Function  /"(o:)" 

zu  nennen,  und  sowohl  durch  das  Symbol: 


\dxi 
als  auch  durch 

auszudrücken. 

Wir  fanden  ferner  [siehe  I,  Gleichung  17)],  dass  der  Grenzwerth 
Um  Flu,  X,  J,  6]/« 

für  ganze  negative  | :  |= — p  das  p-mal  hintereinander  zwischen  den 
nämlichen  Grenzen  von  x=^u  bis  x=^x  von  der  Function  f(^x)  genommene 
Integral 
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x=zs    ^=x  *=*       x=x       x—x 

J  dx   J  dx  •  ' '  •  J  dx   J  dx    j  f(x)  •  dx 

^=:U         X=U  X  =  M         X  =  U  XZ=U 

\p  mal)  {p-l  mal)     (3 mal)   (2  mal)  (1  mal) 


repräsentirt,  welches  wir  Kürze  halber  durch 

f[f{x)  dxprz'u^M^)  '^'^^TsZ'u 

andeuten  und  äas  „(  — 5)'*  (d.  h.  hier  das  p**),  von  x  =  u  bis  x=x  er- 
streckte Integral  der  Function  /"(or)"  nennen  wollen. 

Dieser  Umstand  lässt  es  als  zweckmässig  erscheinen,  für  den  Grenz- 

werth 

lim  Flu,  X,  S,  5]/- 

a=o 

oder  die  Derivation 

noch  ein  weiteres  Symbol  einzuführen,  und  diese  Derivation  nicht  blos  für 
ganze  negative,  sondern  für  alle  reelle  oder  complexe  £  das 

„( — $)'•  über  die  Gerade  vom  Punkte  u  bis  zum  Punkte  x  er- 
streckte Integral  der  Function  f(xy^ 
zu  nennen  und  durch 

zu  bezeichnen,  d.  h.  für  jedes  |  zu  setzen : 
r-i  di 

=:limF[u,x,  ^,S]f 
und  (wie  aus  I)  durch  Substitution  von  (  — S)  füi*  ^  gefunden  wird: 

la)  jifix) dx^]izi=  ^-«(7W]:=:=£r{i7(^)]^=: 

Ist  t  eine  andere  unabhängig  veränderliche  Grösse,  welche  dasselbe 
Weithgebiet 

t/,     w  +  d,     I/  +  25,     W  +  3J...  .t/+(m  — 1)J,     u+mö 
durclilHuft,  wie  die  unabhängige  Variable  x,  und  versteht  man  hierbei  unter 
m  eine  positive  ganze  Zahl,  welche  bei  verschwindendem  6  derart  ins  Un- 
endliche  wächst,   dass  M  +  mÄ  einem  bestimmten  Grenzwerthe  v  zustrebt, 
mithin 

1)  lim  {md)^=v  —  u 

wird,  so  nennen  wir  in  Uebereinatimmung  mit  unseren  obigen  Definitionen 
und  mit  der  bekannten  Definition  der  gewöhnlichen  begrenzten  Integrale 
den  Grenzwerth,  welchem  sich  der  Ausdruck: 
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2)     Flu,v,lSjf= 

_f(«+ma)--(f)f(«/+;;^^6)+(|)f(t/+^r:i^^)-...+ 

mit  dem  Verschwinden  von  ö  unaufhörlich  nähert, 

„die  1*^  nach  der  Unabhängigen  /  genommene  über  die  gerade 
Linie  vom  Pankte  /  =  u  bis  zum  Punkte  i=iv  'erstreckte  Deri- 
vation der  Function  ^(/)" 

oder  auch 

„das  ( — J)*®  nach  der  Unabhängigen  i  genommene  über  die  Ge- 
rade vom  Punkte  i=zu  bis  zum  Punkte  i=^v  ausgedehnte  Integral 
der  Function  /•(/)" 

und  schreiben  demgemäss: 

16)  ^«  [f(OtZ:=fmdHr\\Zl=li'n  Flu,  V,  I,  a]/. 

Da  sich  der  Ausdruck  F[u,  v,  J,  ö']f  in  Bezug  auf  die  Function  f(x)  der 
Unabhängigen  x  gerade  ebenso  verhält,  wie  bezüglich  derselben  Function 
f  (/)  von  der  Unabhängigen  /,  so  muss  sein  Grenzwerth  für  verschwindende 
ö  ebenso,  als 

„die  1^®  nach  der  Unabhängigen  x  genommene  von  x=u  bis  x^^v 

geradlinig  erstreckte  Derivation  der  Function  f  (x)" 
oder 

„das  ( — jy®  nach  x  genommene,  von  x=u  bis  x=v  geradlinig 

erstreckte  Integral  von  f(xy^ 
bezeichnet,  mithin  auch 

Ic)  2)5  [fi^KZl  =f[fU  dx-^f,Z:  =  Jini  F [u,  V,  |,  6] 

6=0 
gesetzt  werden. 

Aus  der  Vergleichung  von  Ib)  und  Ic)  geht  die  Relation 

3)  /'nr(*)]:z:=/>nm];r: 

hervor,  welche  lehrt,  dass 

„es  gleichgültig  ist,  mit  welchem  Buchstaben  {x  oder  /  etc.)  die 
Unabhängige  einer  begrenzten  Derivation  bezeichnet  wird,  wenn 
nur  ihre  Werthgebiete  oder  mit  anderen  Worten  die  Grenzen  der 
Derivation  dieselben  bleiben." 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  I)  und  Ic)  J  =  0  und  berücksichtigt, 
dass 

imF[Uf  X,  0,  d]f=f(x)     [siehe  I,  Gleichung  16)] 


Von  Dr.  K.  A.  Grünwald.  455 

und 

limF[tt,  »,  0,  d] /•=/"(!>) 
ist,  so  findet  man :  ^ 

"^        )/>"  [rt*)]:i:=/[A*)]:=:=A«'). 

d.  h.  „die  0'®  Derivation  einer  Function  ist  gleich  dem  Werthe,  welchen 
diese  Function  annimmt,  wenn  für  die  Unabhängige  deren  obere  Grenze 
genommen  wird." 

Ist  der  reale  Bestandtheil  des  Derivationsindex  |  kleiner,  als  die 
negative  Einheit  oder  ihr  höchstens  gleich ,  setzt  man  ferner  in  Glei- 
chung Ic) 

und  beachtet  die  Relation  12a)  der  vorhergehenden  Nummer,  so  erhält  man: 

jrerrt/|<  — 1}. 

Die  Gleichung  20)  in  der  vorigen  Nummer,  welche  mit  Hülfe  unserer 
Dcfinitionsgleichung  I)  auch  in  der  Form : 

geschrieben  werden  kann,  liefert  nun,  wenn  sie  mit  du  multiplicirt  und 
dann  nach  u  von  M  =  a?  bis  u  =  u  integrirt  wird,  wobei  x  als  Constante  zu 
behandeln  ist,  und  real  |  ^  —  1  sein  soll: 

mithin  wegen  Gleichung  5) : 

ii)i>«[fW],=.-,^^)J_    (.^)«+^-TV^/.   (^^=^S^ 

\real^£^l\, 

wobei  wir  im  rechten  Theile  für  die  Integrationsvariable  u  eine  neue 
Variable  0  geschrieben  haben,  ohne  die  Integrationsgrenzen  zu  ändern. 

„Jede  begrenzte  Derivation,  deren  Index  einen  reellen  Bestand- 
theil hat,  welcher  kleiner  ist,  als  die  negative  Einheit  oder  ihr 
höchstens  gleichkommt,  kann  somit  durch  ein  gleichbegrenztes 
gewöhnliches  (einfaches)  Integral  dargestellt  werden." 

Ist  der  reale  Bestandtheil  des  Integrationsindex  grösser,  als  die 
negative  Einheit:  real  ^'^  —  1,  so  gilt  die  Gleichung  II)  nicht  mehr. 
Nichtsdestoweniger  kann  aber  auch  in  diesem  Falle  jede  begrenzte  De- 
rivation der  Function  f(x)  durch  ein  einfaches  bestimmtes  Integral  aus- 
gedruckt werden,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 
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Es  sei  real  6  >  —  1,  also  real  (g  +  l)>0.  Wir  bezeichnen  mit  v  eine 
positive  ganze  Zahl,  deren  kleinster  Werth  gleich  oder  grösser  ist, 
als  real  (|  +  1),  und  setzen 

Die  Grösse  f  genügt  dann  der  Bedingung:  reo/ (|'X  —  1,   da  nach  der 
Voraussetzung 

real  Q  +  l)-v^O,     real  Q— v+  1)<0, 

also 

rea/(g— v)<  —  1 
wird.  • 

Wir  wenden  auf  das  unbestimmte,  nach  der  Unabhängigen  ^  genom- 
mene Integral 

v-mal  hinter  einander  die  theilweise  Integration  an,  multipliciren  die  so 
erhaltene  Gleichung 

j(^»)£+i='      ?  Tcr-i)     "^  iCi-o(r-2)   •• 

(-l)''-'/-'>->'(&)(ar-d)-£'-''-' 

. tiH rff'K»)d9 

"^r(i'-i)('i-2)....(i'-v+i)J(x-»)r-''+i 

mit 


r(-|')' 

berücksichtigen  dabei  die  Relationen: 

(-r)r(-r)  =  r(-r+i);  (-r)(-r+i)r(-r)=r(-r+2).... 
....(-r)(-+ri)(-r+2)....(-r+v-i)r(-i')=r(-r+v) 

und  nehmen  beide  Tbeile  der  dadurch  in  die  Form: 

ri-r+v       "*'r(-r+i')J(a:-^)l'-''+' 

gebrachten  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  (:i=m   und   t=:Xy  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  die  Functionen  f{x),  f(x)^  f^X^)}  •••  •  /'^''""^  (a?),  f**^(x), 
von  a:=ti  bis  a:  =  a:  endlich  und  stetig  sind. 
Da 

rea/(r)<-l, 
mithin 

reö/(— 0^  +  1,     rea/(-5'  +  l)>  +  2....r^a/(— 'S  +  v  — l)>v 
ist,  so  verschwinden  für  &'=x  sämmtliche   rechter  Hand  ausserhalb  des 
Integralzeichens   stehenden  Glieder   zugleich   mit  ihren  respectiveu  Fac- 
toreD : 
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(x— <>)-«',     (a;-'&)-«'+'....(x  — d)-f'+»-«, 
nnd  wir  bekommen  ftir  alle  x  von  x=u  bis  x^x: 


7^    »     r_mji_- 


••)        r^l0^.=^V'-mz: 


_r(u)(x-u)-i^  r(u){x~u)-i-+'  .nu){x-u)-i-+\ 
-  r(-r+i)  ^    n-r+z)    "^   n-r+s)    "^'••• 

Die  Gleichung  II),  welche  für  solche  £,  deren  reelle  Bestandtheilo 
kleiner,  als  die  negative  Einheit  oder  derselben  höchstens  gleich  sind 
und  für  innerhalb  der  Derivationsgrenzen  endliche  und  stetige  Functionen, 
wie  ^(o:)  gültig  ist,  liefert  uns,  wenn  wir  in  ihr  ^  für  |  schreiben 

und  wenn  daselbst  ausserdem  noch  die  Function  f^^^(jr)  für  f(x)^  also  auch 
f^^^i^^)  für  fQ^)  gesetzt  wird 

wenn  dagegen  in  derselben  Gleichung  II)  ^ — v  für  |,  und  zugleich  f^^^(x) 
für  /'(ar)  und  f^^)(d^  für  fC^)  genommen  wird: 

Mit  Hülfe  von  8)  und  0)  kann  die  Gleichung  7)  dargestellt  werden  wie 
folgt: 

^nu)ix-uy^     fXuHx-ur^'^^       rM(a:-^u)-g'+^ 

'•"+- — .Vc-r+v) +^'*^-'"r' (-)]:=:• 

Differenziiren  wir  sie  in  dieser  Gestalt  y-mal  hintereinander  nach  der  Un- 
abhängigen X  allein,  behandeln  also  u  und  w  als  Constante  und  beachten, 
dass 

r(-r+i)=(-r)  (-r+i)  (-r+2)....  c-r-v+i)  ix-r-v+i) 

r(-|'+2)=(-r+i)(-r)(-r-i)....(-l'-v+2)r(-6'-v+2) 


r(-|'+v-i)=(-r+v-i)  (-l'+v-2)....(-|')  i'{-l') 

ist,  so  ergiebt  sich 

Zeilschrin  f.  Mathenuilik  a.  Physik,  XU,  6  ^ 
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-  r{-t-v+i)  ^     r(-|'-v+2)     +••••+         n-^) 

Nun  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  14a)  und  146)  der  vorigen  Num- 
mer, welche  mit  Berücksichtigung  der  Definitionsgleichung  begrenzter 
Derivationen  (I)  in  die  Form: 

{|:  beliebig;  p:  ganz  und  positiv  | 

gebracht  werden  können,  wenn  man  daselbst  v  für  p,  ^  für  £,  und  ausser- 
dem in  der  zweiten  Gleichung  (12 a)  die  Function  f^{x)  für  f{x)  setzt: 

^  jß«'-'[/'<-)(*)]:=:j =2>f  [r""(*)]:=:. 

Mithin  wird  [siehe  Gleichung  ll)]: 

_ /•(,o(x-ti)-S'-'   /•'(») (x-wj-^'-'+i         /•'«'-')(i/)(x-ti)-r-i 

-  j(;_|'_v+i)  -^    i(_|'_v+2j    "^- •••"»"  r(-|') 

und  wir  erhalten  schliesslich,  wenn  wir  wieder  ^+v=|,  ^=^ — v  setzen 
[siehe  a)]  und  die  Gleichung  8a)  zu  Hülfe  nehmen,  für  alle  x  von  x^ssu 
bis  a:  =  a; : 

IIa)  D^[nx)Y;ii= 
_ /•(,/) (j-«H.  foo(x-.o-f+'  r(")(x- «)-^+» 


■       1        r_rHfiä9_ 

IT — " 


rrea/(|)>  —  1;  v:  eine  positive  ganze  Zahl,  deren  klein- 
jster  Werth  gleich  oder  grösser  ist,  als  rfa/(|  +  l);  f(x)A 
Ir  (^)i  r  (^)  •  •  •  •  f^^  ''%^)y  r^^  W  '•  Functionen ,  welche 
[durch     die    ganze    gerade    Linie    vom    Punkte    a;  =  ii| 
bis  zum  Punkte  x=x  endlich  und  stetig  sind. 
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Beispiele,     a)  Es  sei /'(a;)  =  1. 

In  diesem  Falle  ist  nach  II)  für  real  (|)<  —  1 : 

l'}s=u  -  j^(  .  g)^J(a;-^)5+«       r(l  -  ö  ' 

für  real  |  >  —  1  hingegen  hat  man  nach  IIa),  wenn  v  die  kleinste  positive 
ganze  Zahl  bedeutet,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  r^a/ (|4-l),  wegen 

rw=r(")=r(")= ....  =rvKu)=o 

Es  ist  also  für  jedes  § 

6)   Eb  sei  /-(aj)  =  (« — m)    und  real  (A)  5=  0. 
Für  real  |  <  _  Hat  nach  II) 

oder,  wenn  für  mittelst  der  Gleichung: 

&=:u  +  (x — u)m 

eine  neue  Integrationsvariable  »  eingeführt  und  beachtet  wird,  dass  für 
beliebige  p  und  q,  deren  reale  Bestandtheile  den  Bedingungen 

real  (p)  >  0,     rea/  (g)  >  0 
gentigen, 

^jl;-  0-«).-.  d.= z.(p, .) =^^^ 

ist: 

_{x-uY-i~rix+i)  r(-|). 
-  ix-i)  "^   /"(i+i-s) 

14«)       /)f  t(^-"M:i:=^[/^t-i)  C'^-")^-^ 

{real^^—l]   realk^O]. 

Für  real^'^  —  1  wird  nach  IIa),   wenn  v  die  vorige  Bedeutung  hat  und 
ausserdem  rea/(A)>v  ist   [so   dass   die  Functionen /^(a?)  =  A  (a? — w)^~S 

für  alle  x  Von  x=uhiB  xs=zx  endlich  und  stetig  sind]: 
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^  «■(«-«;*],=.- n-i+v)        J  j^ii&)f^T 

^  (0=0 

rc-i+v) — ^ — i-a+i-ö — ^*— '^ 

Wir  haben  also  wie  früher 
146)  2)l[(a,_«)ll— =  ^^,£^±1L_  (^_„)i-f 

!rea/|>— 1;  rea/(A)>v;  v:  die  kleinste  positive ganzei 
Zahl,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/ (|-fl).     J 


in. 

Die  Zerlegnngttheoreme  der  begreniten  Derivationen. 
A)  Der  Ausdruck 

F[U,  X,  I.  ÄV(,;>= ^-^ ; ^^ ^^ W 

besitzt  offenbar  die  durch  die  Gleichungen 

1)  F[u,  X,  J,  i\ft,(x)^H>{x)  =  F[u,  X,  l,  ^]^(^)  +  F\u,  X,  t  d]^(,,, 

la)     /*[?/,  a;,  t  ^]v(x)H-9,(x)H-9,(x)H-  *fc.  =  /^[w,  a?,  I,  ö]9(x)+-^[";  ^)  ^»  ^]9i(x) 

+  F[M,a;J,  d]y^(^)+etc. 

2)  F[U,  X,  i  d]c/'(x)  =  C./'[l/,  X,  I,  6]f(x) 

ausgedrückten  Eigenschaften,  wenn  wir  unter  q>{x)y  9>i(x),  g>t(aj)....,  ^(a?), 
F(x)  beliebige  Functionen  der  Unabhängigen  x  und  unter  C  eine  beliebige 
Constanle  verstehen. 

Lassen  wir  6  in  den  Gleichungen  1),  la),  2)  unendlich  klein,  n  unend- 
lich gross  werden,  so  zwar,  dass  limnö^^x  —  ti  wird,  und  nehmen  wir 
ferner  an,  die  oben  erwähnten  Functionen  seien  innerhalb  des  geradlinigen 
Intervalles  von  x  =  uhi8  x  =  x  endlich  und  stetig,  indem  wirtins  in  diesen 
Blättern  nur  auf  Derivationen  solcher  Functionen  beschränken,  welche 
innerhalb  der  Derivationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleiben,  so  erhalten 
wir  augenblicklich 

aus  1): 
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i^^^.^^^y^^^^i^^i^W^i/V^^M'^ 


ans  la): 
I«)       2)€[9)(ar)  +  <p,  (x)  +  ip,(x)  +  etc.]  = 

=2)f  [9,  {x)Zz:  +  Di  [V.  {x)Zz'u  +  ^  i<P*(«')ZTu+  «t»-. 
AUS  2) : 

II)  D^  [^xF(x)]:=:= c.D^  [F(x)rjiz, 

d.h. 

„Jede  begrenzte  Derivation  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe 
der  gleichnamigen  Derivationen  der  einzelnen  Summanden". 

„Jede  begrenzte  Derivation  einer  Differenz  ist  gleich  der 
Differenz  der  gleichnamigen  Derivationen  des  Minuends  und 
Subtrahends". 

„Jede  begrenzte  Derivation  eines  Productes  aus  einer  Con- 
stanten und  einer  beliebigen  Function  der  Uüabhängigen  x  ist 
gleich  dem  Producte  aus  der  Constanten  in  die  gleichnamige 
Derivation  der  Function**. 

B)  Es  ist  bekanntlich  für  jedes  ganze  positive  g  :S=p  und  beliebige 
Functionen  q>(x)y  f{x): 

=9(^)^r(«)+(S)9''w^A«)+(|)9'»^/'(^)+".. 

Da  nun  ein  gewöhnlicher  Differentialquotient  beliebiger  Ordnung 
einer  begrenzten  Derivation  von  demselben  Index  gleichgesetzt  werden 
kann^  deren  Obergrenze  die  unabhängige  Variable,  deren  Untergrenze 
aber  eine  beliebige  Constante  u  ist,  so  kann  man  auch  schreiben: 

=  9 {.a:)Di[fix)r,=:+(J)  q>'ix)  2)«-'  [nx)rjZ  + 

{|=ap:  ganz,  positiv}. 

Der  (p  +  l)-gliederige  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  ist  in  dem 
nachstehenden  (n  +  l)-gliederigen  Ausdrucke : 

^(x)z)«[r(x)]:=:+(f),p'(x)/>«-'[r«=:+(|)9'"(^)i>«-='[^(^)]:=:+... 

als  Specialität  enthalten,  indem  er  daraus  hervorgeht ^  wenn.  4%^'^'>^^^^ 
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positiv :  ^s=p  genommen,  und  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  n  gleich  p 
gesetzt  wird. 

Die  Differenz: 

4)  i)«[rw.9'(-r)]:=:- vw^[/(*)]:z:(f)v'(a:)  ß^-'m^mzi- 
-  (f)  ^"  (o:)  D«  [n^)rz: — • — („  1 1)  v<-«  w  ^-+'  ui^Kz:  - 

wird  daher  =0,  wenn  §=p  ganz  und  positiv  und  n>p  wird. 

Dieser  bemerkenswerthe  Umstand  veranlasst  uns,  den  Ausdruck  4) 
für  beliebige  complexe  |  näher  zu  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  ihn  kurz  durch  ^[ti,  Xj  ^,  fi],  nm  anzudeuten,  dass  er 
von  den  Grössen  u,  x,  |,  und  n  abhängt  und  nehmen  wir  an,  dass  die  beiden 
Functionen  f(jo),  <p(^)  i^  dem  vom  Punkte  a:=tt  bis  zum  Punkte  ;r==:x 
reichenden  geradlinigen  Intervalle  endlich  und  stetig  bleiben. 

Es  sei  also  ganz  allgemein- 

Ä[«,a:J,«]=/)«[/(x).9,(*)];^:-.p(«)Z)f[f(x)]^=:-(»)vV)^«-'[/'{x)]^=:- 

*)      -(^)v'V)ß«-^[r(*)i:=:-....-(^„)v'"H*)^f-"[/(^)]i=:. 

a)  Wir  beginnen  die  Analyse  damit,  dass  wir  diese  Gleichung  partiell 
nach  der  Untergrenze  u  differenziiren  (also  die  Obergrenze  x  und  den 
Index  $  als  Constante  behandeln)  und  dabei  berücksichtigen,  dass  nach  II. 
die  Gleichung  6)  [wenn  daselbst  $  und  £  —  p  für  £  und  beziehungsweise 
f(x)\q>(x)  und  f{x)  für  ((x)  geschrieben  wird]: 

ist,  wobei  p  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3  ....  n  vorstellt. 
Wir  erhalten: 

au  "i"'  *•  ^'  "J  ~r(-|)  (a;-«)f+i  "^  r(-|)  (0;-«)«+»+ 

4. /i\ r(«)_iM_  ./IN      r(")y»       , 

.ß\         /•(")y'">(^) 
=  r(-s)(x-«)^H'  j'pf")-y(^)-y  W("-^)-^  ^  ^^ ,       — ... 

_  yW(x)(u— x) 
1.2.3....n 
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Nun  ist  bekanntlich  unter  der  Voranssetzung,  dass  neben  der  Function 
(p(x)  auch  noch  alle  ihre  Differentialquotienten  g>'(a;),'  <p\x),  ql'\x)  etc. 
von  x=^u  bis  x^=x  endlich  und  stetig  sind, 

q;\x){u-^xy      q>-'ix)(u^xy 


7)     q>{u)  -(p{a:)—<p{x)  («  —  «)- 


1.2  .  1.2.3 


1.2.3....n  mj^         ^^^         '       ' 


folglich  wird 


r=« 


t9)(a:),  ip{x)^  q>'{x),.,,  etc.  von  «=ii  bis  x^=x  end-J 
liehe  und  stetige  Functionen.  | 

Wenn  ausser  den  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung  8)  be- 
steht, noch  real  {^)  <^0  ist,  so  verschwinden  die  Derivationen 

Di[fix)  g>(x)]:z:,  ^«[f«=:,  i>«-'[rw]:=:....i>«-i/r^)]:r: 

und  mit  ihnen,  der  Gleichung  5)  zufolge,  auch  i?[M,  x,  |,  n],  falls  die 
üntergrenze  u  der  Obergrenze  x  gleich  wird;  integrirt  man  daher  die 
beiden  Seiten  der  Gleichung  8)  in  Bezug  auf  u  allein  zwischen  den  Grenzen 
u=x  und  uc=su  (wobei  x  und  £  als  Constante  gelten),  so  ergiebt  sich: 

u=zx  t=zu 

/r^fl/(5)<^0;  ffar),  g>(a:),  (p' (x),  tp'\x)  etc.  von  a:=wj 
jbis  x  =  x  endliche  und  stetige  Functionen;  ^,  co,  u  undf 
\x\  Grössen,  welche  sich  unabhängig  von  einander^ 
(  verändern.  ) 

Das  Doppelintegral  rechter  Hand  kann  in  ein  anderes  zwischen  den 
Grenzen  t=0,  t=1,  und  t  =0,  t'  =  1  nach  den  unabhängigen  Variablen  r, 
T  genommenes  Integral  verwandelt  werden,  wenn  man  zuerst  für  ^  mittelst 
der  Substitution  ^^o)-|-(a:  —  ut)t  die  Variable  r,  und  hernach  mittelst  der 
Substitution:  a)=a:+(w  —  x)v  für  »  die  unabhängige  Variable  x   einführt. 

Die  obige  Gleichung  geht  dadurch  über  in        • 

9a)  Ä[M,  X,  J,  n\  = nir[:-'i) 

{siehe  die  bei  Gleichung  0)  angeführten  Bedingung<^Ti\. 
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V  6)  Differenziiren  wir  jetzt  die  Gleichung  5)  nach  der  Obergrenze  x^ 
ohne  die  Uotergrenze  u  und  den  Index  |  zu  ändern«  Indem  wir  hierbei 
den  durch  die  Gleichung  12)  der  vorigen  Nummer  ausgedrückten  Satz, 
welcher  sich  in  Worten  etwa  folgendermaassen  aussprechen  lässt: 

„Ein  gewöhnlicher  Differentialquotient  heliehigcr  Ordnung 
(mit  ganzem  positivem  Index)  wird  von  einer  begrenzten  Deri- 
vation nach  der  oberen  Grenze  genommen,  indem  man  einfach 
den  Index  der  begrenzten  Derivation  um  die  Ordnungszahl  des 
Differentialquotienten  vermehrt'* 

benützen,  finden  wir 

^Ä[fi,  x,l  n]=Dni[f{x).ip{x)]- 


oder 

d 

-ÄL«',  »,  S,  «1  = 


^  Ä[«.  s,  I,  «]=  ji){+t  {/(x)  >p(x)-]^*-q>{s)  Di+^  [/(»)]:=:  - 


-(^t')«»'(*)^«[/'(*)i:=:-(^t'V»^*-'[^(*)]:=:- 

-(^+')v'>)2>«-»[r(<=:-....-(^t')9''"'(*)^^"*"'"""f^(')i'='|- 
-(i)v'"+'>(«)^«- [/'(«)]:=:. 

mithin  wegen:  « 

Ä  [«.  *,  I,  n]  =  Di+t  f/-(«).9(r)];=:  - 9,(*)2)f+i  [nx)]l=l  - 
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10)]  und 

'ä[«,  w,  6+1,  «]=^  Ä  [«, «.  I, «] + yy«+»(,)2)«-  [/(*)]:z:. 

Bezeichnen  wir  durch  v  wieder  die  kleinste  positive  ganze  Zahl,  welche 
gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/(H-l),  und  nehmen  wir  an,  dass  n>y  sei^ 
80  wird  wegen  real  (S — «)<—  1 

(siehe  Gleichung  II)  unter  IL) 


somit: 

10a)  ä[m,  «,  1+1,  n]  = 


-^  jtTux  i  „II  (-i)"y"^-'>(*)      /•    /^Wd« 


n— 6)      ^  J  (*-*)e— +• 

c)  Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  in  den  Gleichungen  Oa)  und 
10  a)  rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Ausdrücke  belehrt  uns  sofort, 
dass  —  bei  unendlich  wachsendem  n  und  unter  der  Voraussetzung,  dass 
sämmtliche  gemeine  Differentialquotienten  der  Function  tp(x)  von  x=u 
bis  ^=0?  endlich  und  stetig  bleiben  — ,  das  Doppelintegral 

sowie  auch  das  einfache  Integral: 

für  jedes  endliche  £  und  jedes  endliche  x  von  x^su  bis  x=»x  der  Null  ohne 
Ende  zustreben. 

Wir  haben  also  für  alle  x  von  rc=sti  bis  ar=j? 

11)  /imÄ[tt,  a?,  g,  ii]=0 

«=» 

irear(|XO;  /"(*),  g?(ir),  <p'(ir),  9)"(^)  etc.  endlich  undl 
stetig  innerhalb  der  endlichen  G  renzen  von  x^=^u  bis  x=ax  \ 
und 
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12)  limR[u,  ar,  H-1,  '0  =  S-  |WmÄ[ii,  x,  g,  n]  j 

(fWi   9 (ip)i  9>'(*)>  v" (*)••••  etc.   endlich   und  stetig 
*j innerhalb  der  endlichen   Grenzen   von  x=u   bis( 
Wr=2r;  giltig  für  jedes  endliche  |  und  alle  o;  Ton  | 
[  a;=tibi8  J?=ap. 
Aus  12)  folgt,  dass 

und  damit  der  Ausdruck 

UmR[uj  »,  S+1,  n] 

verschwindet,  wenn  i?[ti,  j?,  |,  fi]  bei  unendlich  wachsendem  n  für  irgend 
einen  Werth  des  Index  £  unter  den  bei  12)  angeführten  Bedingungen  ver- 
schwindet; d.  h. 

„Hat  man  nachgewiesen,  dass  R[uy  x^  £,  n]  für  einen  bestimmten 
Werth  von  |   und    alle  x    von  x^=u  bis  ar  =  jr  bei   unendlich 
wachsendem  n  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  die  Functionen 
/"(o:),   g>(a:),   <p'(a:),   g>"(^)»   g>''(x)....   innerhalb    der  endlichen 
Grenzen  x^=u  und  x=x   endlich  und  stetig  bleiben,  so   con- 
vergirt   er   auch  unter  denselben   Umständen  für  den  um  eine 
Einheit  grösseren  Index  „|+1"  gegen  die  Null." 
Nun  haben   wir  aber   gezeigt,   dass  unter  den   hier  erwähnten  Be- 
dingungen der  Ausdruck  Ä[w,  o:,  |,  n]   für  jedes  J,  dessen  reeller  Bestand- 
theil  negativ  ist,   verschwindet  [siehe  11)];   derselbe  verschwindet   daher 
auch  für  solche  S,  für  welche  rert/(|)<^l;  infolge  dessen  auch  für  solche, 
für  welche  r^a/(|X2  ist  etc.  — ;  kurz  er  verschwindet  unter  den  gedach- 
ten Bedingungen  für  jedes   endliche  £,  gleichviel,  ob  dessen  realer  Be- 
standtheil  positiv  oder  negativ  ist. 

„Der  Ausdruck  ä[ü,  a:,  S,  «]  verschwindet  bei  unendlich 
wachsendem  n  für  jedes  endliche  £  und  Jedes  endliche  dem  gerad- 
linigen Intervalle  von  x=u  bis  x=x  angehörige  x^  wenn  die 
Functionen  /"(.r),  g)(x),  9>'(^)i  <p"(x)j  9>"(ß0  ®*®'  ^^  ^^^m  erwähn- 
ten Intervalle  endlich  und  stetig  sind", 
oder  mit  anderen  Worten  [siehe  die  Gleichung  5)] : 

„Es  ist  für  jedes  endliche  |  und  endliche  x  und  u: 

m)     Bi[f(.xyg,(.x-)]lZ'=g,(ia:)Di[/{cc)rZ:  + 
....  +  (J) (p^P>(x)I)^-P [/(ar)]'^'+etc.  in  infinilum 

wenn   die  Functionen  /*(«),   9(^)1  9'(^)>  ^X^)  ^ta.  in  infinilum 
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innerhalb  des  Derivationsintervalles  (von  x  =  u  bis  x:=t)  end- 
lich und  stetig  sind,  nnd  p  eine  von  p=l  bis  p  =  (X>  variirende 
positive  ganze  Zahl  bedeutet/^ 

Der  rechte  Theil  der  letzteren  Gleichung  III)  geht  offenbar,  wenn 
q>{x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  p*®°  Grade  ist,  in  eine  endliche 
aus  (p+1)  Gliedern  bestehende  Reihe  über,  weil-  in  diesem  Falle  die 
Differentialquotienten:  g>^P'^^^{x),  (p^v^^^ix)  etc.  verschwinden. 

d)  Die  Gleichung  9)  giebt  den  Werth  des  Ausdrucks  ä[m,  :p,  §,  «]  für 
jedes  ganze  positive  n  und  solche  |,  deren  reeller  Bestandtheil  negativ  ist 
durch  das  Doppelintegral 

vorausgesetzt,  dass  die  Functionen  /;(jr),  (p{x\  ^l{x)^  9>"(*)i  9''(^)  ö*^- 
innerhalb  der  Geraden  vom  Punkte  x=u  bis  zum  Punkte  x=x  endlich 
und  stetig  sind. 

Es  lässt  siclr  nun  zeigen,  dass  das  angeführte  Doppelintegral  den 
Werth  des  Ausdrucks  B[u,  o:,  J,  n]  nicht  blos  für  solche  g,  deren  reeller 
Bestandtheil  negativ  ist,  sondern  überhaupt  für  beliebige  |  vorstellt, 
wenn  nur  n  gleich  oder  grösser  ist,  als  v  [wo  v  wieder  die  kleinste  positive 
Zahl  bedeutet,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  rea/(|4-0]<  ^^^  ^^^ 
Functionen  ^(o;),  g>(x),  9>'(a:),  (p'\x)  ....  etc.  von  x=^u  bis  x=:x  endlich 
und  stetig  bleiben. 

Um  dieses  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  die  Gleichung 

bestehe  für  einen  bestimmten,  sonst  aber  beliebigen  Werth  von  §  und 
jedes  «,  welches  der  Bedingung  n^v>rea/(|+l)  genügt,  setzen  ab- 
kürzend 

?=' 

^  =  0) 

und  differenziiren  partiell  nach  x.     In  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung 

verschwindet  das  erste  Glied  rechter  Hand;  denn  substituirt  man  x-^b  für 
00  in  a),  wo  i  eine  verschwindende  Grösse  bezeichnet,  und  übergeht  dann 
bezüglich  e  zur  Grenze,  so  wird 
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und 

0  (a:,  a:)  =  Um  O  (a:,  ar+«) =0,  wegen  n ^  rtfa/(g  +  1). 

f=0 

Es  ist  also  [siehe  ß)  und  a)]: 


"^  (a:-«)5+>  "j        "^        n/r(— I)  J  (.x -  w)f +- "^ 


«=»  ♦=* 


und  der  Gleichung  10a)  zufolge: 

Äi«. ..  1+1,  «i=„-7^^  j*(i^«  yi-'-^^'w  (»-^)-''*- 

Dieselbe  Gleichung  ergiebt  sich  aber  auch,  wenn  man  !in  13)  £+1  an  die 
Stelle  von  £  treten  lässt. 

Ist  daher  die  Gleichung  13)  für  einen  bestimmten,  sonst  beliebigen 
Werth  von  £  erwiesen,  und  ii^rea/(|+l),  so  gilt  sie  auch  für  den  um 
eine  Einheit  grösseren  Werth  J+l. 

Nun  besteht  die  Gleichung  13)  für  alle  £,  welche  der  Bedingung 
rtfa/(JXO  genügen;  folglich  gilt  sie  auch  für  alle  |,  für  welche  rea/ (|Xl, 
infolge  dessen  für  alle  £,  für  welche  rea/Q)<^2  ist  etc.;  kurz,  sie  gilt 
für  jedes  |,  wenn  nur  die  ganze  positive  Zahl  n  gleich  oder  grösser  ist, 
als  der  jeweilige  reale  Bestandtheil  von  (l  +  l):  n>rea/(g  +  l), 

„Es  ist  sonach  für  jedes  endliche  |,  x  und  ti,  und  jedes  ganze 
positive  üf  welches  gleich  oder  grösser  ist,  als  real  (|4*  1) : 

»=1»  ^=:x 
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vorausgesetzt,   dass  die  Functionen  f(x\  q>(x),  <p'(ar),  q>\x)  etc. 
in  dem  geradlinigen  Intervalle  (a:=w,  x=^x)  endlich  und  stetig 
sind", 
oder  mit  anderen  Worten: 

„Der  Febler,  welchen  man  begeht,  wenn  man  die  begrenzte  De- 
rivation D^[f(x).  9>(iP)]*^*  »°8  <^ßr  unendlichen  Reihe: 

+ (^)v"(x)Z)«-»[/(^)]:=:....+(i)9'<"»(^)i>«-cr(*)]:=: ... 

berechnet,  die  Hechnung  aber  mit  dem  (n+0^^°  Gliede: 

(i)g>W(«)2)«-(/(*)]^=- 

abbricht,  beträgt  unter  der  Voraussetzung;  dass  w>rea/(4+l) 
ist  und  die  Functionen  fijß)^  9(^)1  9>'(^)i  fp\^)  etc.  innerhalb  des 
Intervalles  von  d:  =  ti  bis  :r  =  a?  endlich  und  stetig  bleiben: 


„-jiW.  /ISI.'^  >-■"»' <.-.)■«.■ 


IV. 
Derivationen  von  Derivätionen,  genommen  nsush  der  unteren  und  nach 

der  oberen  Grenze. 

A)  Abermalige  Derivirung  begrenzter  Derivationen   nach 

ihrer  oberen  Grenze. 

a)  Wie  wir  bereits  wissen,  werden  nach  der  aus  1. 14a)  abgeleiteten 
Gleichung: 

[siehe  II.,  Gleichung  12)], 
welche  wir  hier  der  Uebersicht  wegen  nochmals  anführen,  gewöhnliche 
Differentialquotienten  mit  beliebigen  ganzen  positiven  Exponenten  (p) 
nach  der  oberen  Grenze  x  von  begrenzten  Derivationen  dadurch  gebildet, 
dass  man  den  Derivationsindez  um  die  ganze  positive  Ordnungszahl  (/?) 
des  Differentialquotienten  vermehrt. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  man  umgekehrt  von  einem  gewöhnlichen 
Differentialquotienten 

dxP       '     ^^ 
mit  beliebigem  ganzem  positivem  Index  p  eine  beliebige  „£^®*^  von  x=u 
bis  a:=^j:  erstreckte  Derivation  nach  der  Unabhängigen  x  zu  nehmen  hat. 
In  diesem  Falle  ist  es  keineswegs  erlaubt,  den  Ausdruck 
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der  DerivatioD 

gleicbzasetzen.  Um  dies  einzugeben  und  um  den  ünterscbied  der  zwei 
letzterwähnten  Derivationen  zu  ermitteln,  sei  ft  die  kleinste  positive  ganze 
Zahl,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  real(^  +  l),  mithin  p  die  kleinste 
positive  ganze  Zahl,  welche  gleich  oder  grösser  ist,  als  real(^  —  fi^p^i). 
ausserdem  seien  die  Functionen  /"(x),  f  (^)»  f"(*)—/'^'*U^)  endlich  und  stetig 
in  dem  Intervalle  (^x=u^  x=x). 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  es  gestattet,  von  der  Gleichung  IIa) 
unter  IL  Gebrauch  zu  machen,  indem  man  in  ihr  für  |:  „|  —  f&+y^  ^°d 
für  V :  „p**  schreibt. 

Dies  giebt : 

'  ■*"   n-{-i>+fi+2)  +   r{-{-/>+fi+8)   ■•"•••• 


d=* 


f<P-^)  {u){x—u)''^-^f^-^    ,  i  r   PP)  (d)  dd^ 


Da  f^P^ipc)  von  x=m  bis  a:  =  ar  endlich  und  stetig  und  rea/(J  —  fi)  ^  —  1 
ist,  so  ist  es  erlaubt,  in  der  Gleichung  II)  unter 'II.  für  f{x):  „/^''K^)** 
und  für  das  dort  vorkommende  der  Bediugung  r^o/(|)<  —  1  unterworfene 
{:  „I — fi"  zu  setzen.     Subtrahirt  man  die  so  gewonnene  Gleichung: 


^-'^»'«^^-rFkö/ii^ 


fiP^)de 


von  der  obigen,  differenziirt  die  hierdurch  entstehende  Gleichung: 

••••+  r(-n-^) 

fc-mal  hintereinander  nach  o?,  und  bedenkt,  dass  nach  dem  zu  Anfang  dieser 
Nummer  Gesagten 


und 

d^ 
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ferner,  dass 

r(-i-p+fi+i)  n-i-p+i) 

(-l-p+y+1)  (-£-p+f*)-..-(-£-p+2)  ^  1 

/'(-S-p+f'+a)  r{-|— p  +  2) 

(—l+>*-i)(—l+f*  +  2)----(-l +  >*—>*)_     ^ 

W^+  /i)  !•(- 1) 

ist,  80  erhält  man  schliesslich : 

II)  i)^[/(x)]^-/>«cr''>(^)]:^= 

+  r(-|-/.+i)"^    r(-|-p+2)    "^    r(-|-i»+3    ■^• 
,  /t>-i)(t«)(g— «H-t 
••••+        r(-ö 

oder 


""'  ^1^1"=^*1^«E- 


"La— I— p+i)  "^    r(-|-/»+2)    "^    r(-|-p+3)    ■*■*''• 

/•»-')  (u)(a;—«)-t-«-| 

+ — n=i)      J- 

Man  siebt  daraus,  dass  sich  die  beiden  Derivationen 


and 


nnr  nm  eine  algebraische  Function  von  x  unterscheiden.  Nach  den  von 
uns  gemachten  Voraussetzungen  gelten  die  obigen  Gleichungen  II)  und  IIa) 
nnr  dann,  wenn  die  Functionen  /(a?),  ^i^)^  f  X^)- >  -  •  i  f^^K^)  in  dem 
Intervalle  (x=ti,  x:=ix)  endlich  und  stetig  bleiben. 

d)  Wir  gehen  nunmehr  zur  Lösung  der  allgemeinereu  Aufgabe  über : 
„von  einer    gegebenen,    innerhalb    ihres   Derivationsintervalles 
endlichen  und  stetigen  begrenzten  Derivation: 

eine   beliebige,  z.  B.  17^®   gleichbegrenzte  Derivation  nach  der 
Obergrenze  x  zu  bilden.^' 

Es  sei  r{  eine   der  Bedingung    real{ri)^  —  I    unterworfene,    sonst 
beliebige  Grösse,  und  Kürze  halber 

1)  J)^[fi<c)-\'^==Fix\ 
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2)       Flu,  X,  S,  S],x*)  = 


=  <P(ar). 


—  6« 

wo  x — iid=t<  und  d  beliebig  klein  ist. 

Nacb  unserer  Definition  der  begrenzten  Derivationen  ist  die 
Differenz  F(jx) — 0{x)  eine  mit  J  verschwindende  Function  von  x,  und 
nach  einem  in  I.  ausgesprochenen  Satze  ist  der  Ausdruck  F[ü,  x,  £,  6]f{x) 
eine  Function  von  or,  welche  für  alle  x  von  dr=ti  bis  x=ix  beliehig  klein 
wird ,  wenn  ein  Gleiches  von  der  Function  fix)  gilt,  real  |  ^  —  l  und 
X  —  u  endlich  ist. 

Der  Ausdruck 
F[u,  X,  r{y  ^]f{x)-^[x)  =  F[u,  X,  r[,  6]^^*)  —  F[u,  x,  ri\  d]<^,) 
ist  daher  (aus  ähnlichen  Gründen)  eine  mit  6  zugleich  verschwindende 
Grösse,  d.  h.  es  ist 

lim  I  F[u,  X,  ri\  i]^^^)    F[u,  a?,  V,  d]^(,^)=0 

Um  \  F[ü,  X,  fi\  d]F(*)|  =  lim  {/'[«,  a?,  V,  J]<p(*)}, 

also  wegen 

Km  I  Flu,  X,  f,',  S]pi^,\  =  D'IFC»)]^ 

Nan  hat  man  aber: 
4)    Flu,  s,  r,',  d]#(„  = 

nnd  DAch  Gleichung  2) : 
<I>(a:)=      -^-^^ ^^ j^- -^^-^^ 

0» 

|(l>(x— i)=  V^^ -» ^ — ^ 

•  Y(^_2J)_. ...+(_,)«-/ y^(a:-«a) 


,0{x-ni)=  Yi 
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indem  d?bei  nngeändertem  u  infolge  der  Relation: 

nnr  dadurch  nacheinander  die  Wertbe 

a?,   X  —  J,    X  —  2ö,  ....  X  —  nö 
annehmen  kann,  wenn  n  gleichzeitig  die  entsprechenden  Werthe: 

w,     n — 1,     n — 2,  ....  n  —  n=0 
erhält. 

Multiplicirt  man  diese  letzteren  Ausdrücke  für 

0(x),     0(0!— S),     0(x  —  2ö)  ....  0(x—nd) 
der  Reihe  nach  beziehungsweise  mit: 

addirt  dieselben  sodann  und  berücksichtigt  dabei  die  Gleichung  4)  nebst 
den  Relationen 

(i)+(f)=ev).  (i)+(f)c;)+ft')=et') 

-....a)+(»i.)0)+Gi.)©+-+(ow+©=ei;') 

so  bekommt  man 
und  nach  3) : 


d.  h.  [siebe  Gleichung  1)] 

5)  Dl-  jz)f  [/(a-)]:^  j  =  /)*+'?•  \nx)]^^ 

I Z)^  [/"(x)]^^  zugleich  mit  f(x)  endlich  und  stetig  von  x=u  bis  ar=a:}. 

Durch  v-malige  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  x  ergiebt  sich,  wenn 
V  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  (die  Null  eiugeschlossen)  bedeutet, 
und  die  aus  dem  bekannten  Satze  über  die  gewöhnliche  Differentiation  be- 
grenzter Derivationen  nach  der  oberen  Grenze  x  hervorgehenden  Relationen 

in  Anwendung  gebracht  werden: 

Zetischttn  f.  MsthemaUk  u.  Phy»ik,  Xfl,  6.  ^V 
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6)      D^-+-\Di  [r(^)]Z:\^ = ^''-''\^[n^)Xz:\^. 

|i>^[/"(a?)]^3^  zugleich  mit  fix)  endlich  und  stetig  von  x=u  bis  jr=a'|. 

Setzen  wir  hier  iy'+v=iy,  so  kann  rj  jeden  beliebigen  Zahlenwerth 
annehmen,  gleichviel,  ob  derselbe  reell  oder  complex  ist,  und  wir  haben 
schliesslich  den  Satz: 

„Von  einer    gegebenen,    innerhalb    ihres   Derivationsintervalles 

endlichen  und  stetigen  begrenzten  Derivation 

wird  eine  beliebige  [V*]  gleichbegrenzte  Derivation  dadurch  ge- 
bildet, dass  man  von  der  ursprünglichen  Function  lf(x)]  eine 
gleichbegrenzte  Derivation  nimmt,  deren  Index  die  Summe  der 
Indices  [£,  i^]  der  beiden  Derivationen  ist: 

III)  ^''|^fAx)]:^|^= />^^''[/(x)i^ 

/^[A*)]^  zugleich  mit/(jr)  endlich  und  stetig  von  x=ii\  a 
bis  x=x  \ 

Ist  nicht  blos  die  Derivation 

sondern  auch  die  Derivation 

zugleich  mit/C^r)  endlich  und  stetig  von  x=u  bis  x=x^  so  besteht  nicht 
nur  die  Gleichung  III) : 

sondern  gleichzeitig  auch  noch  die  ähnliche  Gleichuug 

Daraus  fliesst  aber  sofort  der  nachstehende  bemerkenswerthe  Satz : 

,,Zwei  (oder  mehrere)  gleichbegrenzte  Derivationen,  welche 
einzeln  für  sich  von  einer  gegebenen  Function  der  Unabhängigen 
X  genommen,  Functionen  erzeugen,  die  innerhalb  des  Derivations- 
intervalles zugleich  mit  der  gegebenen  Function  endlich  und 
stetig  sind,  können  in  beliebiger  Ordnung  von  der  letzteren 
Function  genommen  werden", 

d.  h. :    Es  ist 

wenn 

zugleich  mit  f(x)  von  xi=su  bis  x=:x  endlich  und  stetig  sind ,  und  ebenso 
fst  für  eine  beliebige  Anzahl  gleicUaegt^uitet  üerivationen : 
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D«),     D«'),    2)(f ")....  etc. 
III  b)     Di  Di-  Di- ....  [f{x)r^  =  Di  Di -Di- ....  [f{s)X^^ 

=  Li-  f)i  Di-,...[f{x)y^  =  Di-Di"Di....[f(x)r^^ 
=  Di-  Di  Di-,...  [/{x)-]^  =  Di- Di-Di ....  [/{x)-]^, 
wenn 

^[/(-)]:^.  ^'[/w]^.  ^"i/(x)]:i: 

zugleich  mit  /"(x)  von  x==u  bis  j?=j?  endlich  und  stetig  sind. 

B)  Abermalige  Derivirung  begrenzter  Derivationen   nach 
ihrer  unseren  Grenze. 

Betrachten  wir  jetzt  die  untere  Grenze  u  der  Derivation: 

als  unabhängig  variabel,  und 

als  eine  Function  derselben ,  wobei  die  Obergrenze  a:  und  der  Index  {  als 
Constante  gelten  sollen,  und  setzen  wir  ferner  voraus,  dass  die  Function 
f{x)  von  u  unabhängig  und  in  dem  Intervalle  (a:«!/,  xs=x)  endlich  und 
stetig  ist. 

a)  Die  aus  der  Gleichung  20)  in  I.  abgeleitete  Gleichung  6)  in  II. : 

IV)  Tu\^^f^^^]^\-n-^[^lu)i^. 

lehrt  uns  zunächst  das  Verfahren,  welches  einzuschlagen  ist,  wenn  das 
Differential  einer  begrenzten  Derivation  nach  der  unteren  Grenze  gebildet 
werden  soll. 

Wenn  wir  dieselbe  (p — O-malhintereinander  nach  m  difforenziiren, 
wobei  p  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  erhalten  wir  nach 
einigen  einfachen  Reductionen  die  Formel: 

IV»)      ^,|W(K«)Cj  = 

nach  welcher  überhaupt  beliebige  gewöhnliche  Differentialquotienten  be- 
grenzter Derivationen  nach  der  unteren  Grenze  gebildet  werden  können. 

^)  Es  seien  a,  &,  c  drei  von  einander  verschiedene  (im  Allgemeinen 
complexe)  Grössen,  welche  geometrisch  genommen  drei  um  endliche 
Strecken  von  einander  abstehende  Punkte  der  Ebene  vorstellen;  die 
Function  /'(^)  sei  für  alle  Punkte  x,  welche  in  der  Fläche  des,  durch  die 
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drei  Eckpunkte  a,  6,  c  bestimmten  ebenen  Dreieckes  Hegen,  endlich  und 
stetig;  desgleichen  die  Derivation: 

wenn  der  Punkt  u  die  geradlinige  Strecke  vom  Punkte  a  bis  zum  Punkte  b 
durchläuft.  Endlich  setzen  wir,  um  kurz  anzudeuten,  dass  wir  die 
Derivation 

als  Function  der  Unabhängigen  u  auffassen: 

7)  J)i[nx)]^^=  Fiu), 

also : 

Es  leuchtet  ein,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sowohl 
F(u)  als  auch  F\u)  von  M=a  bis  u=3b  endliche  und  stetige  Functionen 
von  u  sind. 

Schreiben  wir  in  der  Gleichung  IIa)  für  J:  iy  —  1  (wo  i^  eine  beliebige 
endliche  Grösse  vorstellt),  nehmen  die  Grösse  a  statt  u  zur  unteren, 
die  Grösse  b  statt  x  zur  oberen  Grenze  der  daselbst  vorkommenden  De- 
rivationen und  setzen  p  =  l,  so  wird  unter  der  Bedingung,  dass  /(x),  f\a) 
von  x^=^a  bis  x^=:b  endlich  und  stetig  sind: 

Wenn  wir  nun  hier  die  unabhängige  Variable  x  der  Derivationen : 

mit  dem  Buchstaben  u  statt  mit  x  bezeichnen,  ohne  jedoch  die  Grenzen  a 
und  b  zu  ändern  (wodurch  an  den  Werthen  der  Derivationen  Nichts  ge- 
ändert wird) ,  und  wenn  wir  dann  die  Function  F(u)  an  die  Stelle  der 
Function /"(w)  treten  lassen  [was  erlaubt  ist,  da  die  Functionen  F(ti)  und 
F'{u)  von  u  =  a  bis  m=6  endlich  und  stetig  sind],  so  erhalten  wir 
schliesslich 

oder  wegen        F{u)=Di[f{x)]^,     n<')=  I>^[n-^)\X 

W  r(-|)(c— «){+' 

[siehe  7)  and  7«)]: 

V)    J^..  i^  i/r OlH"^- '       ~-\     f^"'^ 
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Diese  Gleichung  gilt,  wenn  f{pc)  für  jeden  Punkt  x^  welcher  in  die  Fläche 
des,  durch  die  Eckpunkte  a^  b^  c  hestimmten  Dreieckes  fällt,  endlich  und 
stetig  ist,  und  ein  Gleiches  von  der  Derivation 

gilt,  wenn  der  Punkt  u  die  gerade  Strecke  vom  Punkte  u=a  bis  zum  Punkte 
u^=h  durchläuft. 

V. 
Anwendung  der  begrenzten  Derivationen. 

Obgleich  wir  uns  hier  auf  die  Theorie  der  „begrenzten*'  Derivationen 
solcher  Functionen  beschränkt  haben,  welche  innerhalb  des  Derivations* 
intervalles  endlich  und  stetig  verlaufen,  so  gestatten  uns  doch  schon  die  bis 
jetzt  entwickelten  Sätze  die  Auflösung  von  Aufgaben,  welche  mittelst  des 
Calculs  von  Liouville  oder  auf  andere  Weise  entweder  gar  nicht  oder  doch 
nur  mit  den  grössten  Schwierigkeiten  und  auf  Umwegen  gelöst  werden 
können. 

Um  die  Bichtigkeit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  lassen  wir  zum 
Schlüsse  einige  Aufgaben  mit  ihren  Auflösungen  folgen,  und  bitten  den 
geehrten  Leser,  es  zu  versuchen,  dieselben  auf  eine  wesentlich  andere, 
ebenso  einfache  Weise  zu  lösen. 

L  Aufgabe.  „Es  sei  f{x)  eine  von  a:  =  fi  bis  a:=a;  endliche  und  stetige 
sonst  aber  unbekannte  Function  der  Unabhängigen  x]  u  eine  beliebige,  X 
eine  der  Bedingung  r^a/A^O  unterworfene,  sonst  ebenfalls  beliebige  end- 
liche Constante.  Man  bestimme  die  Function  f{x)  dermassen,  dass  das 
bestimmte  nach  der  von  x  unabhängigen  Variabein  <&  genommene  Integral 

einer  gegebenen  von  x  =  tt  hiB  x=^x  endlichen  und  stetigen  Function  F(x) 
gleich  wird." 

Auflösung.  Man  setze  A  =  —  (J+l),  also  J=  — A  —  1,  und  beachte, 
dass  nach  II.  Gleichung  II)  wegen  real^K  —  1 

fm  (^-^)*  d&  =  (-  1)^  r(-ö  D^  IKa:)^'^^^ 

mithin  der  Aufgabe  zufolge 

(_l)i  r(- 1)  Di  l/(x)]:z:=  F(a:), 

ist. 

Nimmt  man  von  dieser  Gleichung  die  (A  +  l)**  von  .rs=i/  bis  x  =  x 
erstreckte  Derivation  nach  der  Unabhängigen  x  und  setzt  dem  Theorem  III) 
in  JV.  gemäss 
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[siehe  II.,  4)],  so  erhält  man 

„Die  gesuchte  Function  f{x)  ist  daher : 

n.  Aufgabe.  „Es  seien  x  und  y  zwei  unabhängige  Variable,  deren 
Spielraum  dadurch  bestimmt  ist,  dass  wir  festsetzen,  die  Variable  y  ändere 
sich  von  y^=^qi{cc)  bis  y=^y^  die  Variable  x  von  x=u  bis  a;  =  a;.  Die 
Function  9(0?)  sei  innerhalb  des  Spielraumes  der  Unabhängigen  Xy  also  von 
07=: tf  bis  x=x  endlich  und  stetig,  und  u  eine  endliche  Constante.  Ferner 
seien  ^,,  d,  zwei  andere  Unabhängige,  von  welchen  sich  die  zweite  O,  ^^^ 
^,=(p(^,)  bis  '^,  =  y,  die  erste  ^^  von  ^i  =  m  bis  ^,  =a:  ändert,  so  dass 
•^1  und ^2  den  nämlichen  Spielraum  haben,  wie  x  und  y.  Endlich  sei  A2=tf;(^|) 
eine  innerhalb  des  Spielraumes  von  ^|,  d.  h.  von  d,  =  t<  bis  ^i=x  endliche 
und  stetige  Function ,  deren  realer  Bestandtheil  positiv  ist  oder  verschwin- 
det, und  A,  eine  derselben  Bedingung  rea/Ai^O  unterworfene  Constante. 

Man  bestimme  eine  unbekannte,  aber  in  dem  angegebenen  Spielräume 
der  Unabhängigen  x^  y  endliche  und  stetige  Function  /(o:,  y)  derart,  dass 
das  Doppelintegral 

^i=u    ^*=q>(di) 
einer  gegebenen  innerhalb  des  festgesetzten  Spielraumes  der  Unabhängigen 
a:,  y  endlichen  und  stetigen  Function  F(x,  tj)  gleich  wird." 

Auflösung.     Setzen  wir  das  einfache  Integral: 
welche  oflfenbar  eine  Function  von  ^1  und  y  ist  gleich  /",  (Oj,  y) : 

1)  //(^i»  ^a)  (^2-y)^ rf^.=/t(^n  y), 

SO  ist  der  Aufgabe  zufolge : 

2)  JfH^u  y)  (^i-^)^i  rf^i  =  F{^,  y). 

Aus  der  Gleichung  2)   folgt  aber  augenblicklich  (siehe  die  Aufgabe  I  und 
ihre  Lösung): 
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Schreibt  man  in  1)  für  die  Unabhängige  ^^i  Xy  was  erlaubt  ist,  da  x  den- 
selben Spielraum  hat,  wie  <&i,  und  sucht  ans  der  so  entstehenden  Gleichung 

fax,  ^,)  (^,-y)^(-)  dr%=r,  (X,  y) 

die  Function  /(x,  y),  so  bekommt  man 

4)      /-C^»  y)-(ZT)-..->r[.+^(^)]  ^^""''  ^^'^"'  ^^^>^^'-> 

(siehe  die  Aufgabe  I  und  ihre  Lösung),  oder  wenn  man  hier  den  Werth 
von  /i(a:,  y)  aus  3)  substituirt: 

HL  Au^be.  „Es  seien  x,  y,  z  drei  unabhängige  Variable;  die  Unab- 
hängige z  variire  von  z=(p{xy  y)  bis  2=z ,  die  Unabhängige  y  von  y=9t(^) 
bis  y=y,  die  Unabhängige  ar  von  a:=ti  bis  «=5^5  9(ar,y),  9i(ir)  seien 
respective  Functionen  von  o:  und  y,  und  von  x  allein,  welche  innerhalb  des 
oben  angegebenen  Spielraumes  der  Variablen  x,  y  endlich  und  stetig  sind, 
u  sei  eine  endliche  Constante. 

Ferner  seien  -^i,  d,,  ^3  drei  andere  Unabhängige,  von  welchen  die  erste 
^,  von  &^^=u  bis'^,=x,  die  zweite  von  '^j  =  <Pi(^i)  bis  -^1=^1  die  dritte 
von  '^3  =  <p(^i,  ^t)  bis  ^f  =  «  variirt;  so  dass  die  Unabhängigen  -^i,  -^ti  ^% 
denselben  Spielraum  haben ,  wie  ar,  y  und  z. 

Endlich  sei  Aj=t/;(^„  -^j)  eine  der  Bedingung  rea/(X,)^0  unterworfene 
Function  von  ^^  und  ^„  A,=V;i  (^,)  eine  der  ähnlichen  Bedingung  r«a/(A,)>0 
unterworfene  Function  von  d„  beide  innerhalb  des  Spielraumes  der  -^j  und 
d,  endlich  und  stetig,  il,  eine  der  Bedingung  real{k^>0  unterliegende  end- 
liche Constante. 

Man  bestimme  eine  innerhalb  des  oben  festgesetzten  Spielraumes  der 
Unabhängigen  x,  y,  z  endliche  und  stetige  Function  ((x,  y,  z)  derart,  dass 
das  dreifache  Integral 
^,=a?  ^,=y       ^8  =  2 

/      /  fnK  ^.^  ^s)  (^1-^)^'  (^.  -y)*'  ('^8  -  0^'  ^^t  ^^«  ^^. 

einer  gegebenen  innerhalb  ä^s  Spielraumes  der  Unabhängigen  x,  y,  z  end- 
lichen und  stetigen  Function  JF(xy  y,  z)  gleich  wird.** 

Auflösung.     Setzt  man: 
W-^9f^p  ^t) 

so  wird  der  Aufgabe  zufolge: 


480        Ueber  begrenzte  Derivationen  etc.  Von  Dr,  Gbünwald. 

Aus  3)  folgt: 

4)  A(a;,  y.  z)  =  ^_  ^ -^^|^^--^  i>x.+i  ^         y,  .)]^ 

aus  2),  nacbdem  daselbst  x  für  ^|  geschrieben  worden : 

endlich  aus  l),  nachdem  daselbst  x  für  ^,,  y  für  ^^  genommen  worden: 

Es  ist  also: 
ni)    f{x,y,z)  = 

,^, 1 X 


X  2>>+*u.»)jz>t+*.(*)[2>n^(F[x,,,z]):z:"E;;:;.,„  | 


«=9'(*,  y) 


XIX. 
Omndzüge  von  Flücker's  neuer  Baumgeometrie. 


Von 


Dr.  Dronke, 

Director  der  K*  Provinzial-Gewerbschule  in  Coblenz. 


§.1. 

Die  gerade  Linie. 

Bereits  in  einör  früheren  Mittheilung  war  es  mir  vergönnt,  die  Grund- 
züge der  neuen  Ranmgeometrie  Plücker's  in  kurzen  Worten  anzudeuten. 
Es  soll  hier  versucht  werden ,  dieselben  unter  Anführung  von  Beispielen 
aus  der  Mechanik  und  Physik  weiter  auszuführen.  Es  werden  hierbei  die 
Bezeichnungen,  wie  sie  bereits  in  der  früheren  Mittheilung  eingeführt 
worden  sind,  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Es  seien  die  Gleichungen  zweier  Ebenen  im  Räume 


.  iSl^ax  +by  +CZ+  d(o=0 

^  \si'=  dx  +  h'y  +  cz  +  rf'a)=0. 


Der  Schnitt  dieser  beiden  bestimmt  eine  Axe.  Wir  können  uns  diese  auch 
vorstellen  als  eine  Gerade,  welche  von  einer  um  sie  rotirenden  Ebene  um- 
hüllt wird.  Diese  Ebene  wird  in  jeder  ihrer  Lagen  dargestellt  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

2)  Ä  +  f*Ä'  =  0, 

wo  fi  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Unter  allen  diesen  von  der 
Gleichung  dargestellten  Ebenen  haben  aber  folgende  vier  eine  besondere 
Lage:  diejenige,  welche  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  geht  und  jene 
drei,  welche  auf  den  drei  Coordinatenebenen  senkrecht  stehen.  Die 
Gleichungen  derselben  ergeben  sich,  wenn  man  einführt  eine  der  Be- 
dingungen 
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Eliminirt  man  mit  Hülfe   dieser   Gleichungen  ft,   so   erhält  man   als   die 
Gleichungen  der  vier  ebengenannten  Ebenen : 

{ad'  —  a  d)  X  +  (bd'  —  b' d)  y+  {cd'— c  d)  2  =  0 
{ac  — ac)x+  (bc — b'  c)  y+ {cd— -cd')  (o  =  0 
^  {ab'—ab)x+  {b'c—bc)z-i-{l/d—bd')fo  =  0 

(ab' — ab)y  +  {ac — a  c)  z+(ad'  —  a'  d)fo=0. 
Wie  bereits  bemerkt,  geht  jede  dieser  Ebenen  durch  die  Axe,  und  ist 
letztere  also  wiederum  umgekehrt  durch  je  zwei  der  obigen  Ebenen  be- 
stimmt. Zur  Bestimmung  einer  Geraden  sind  jedoch  fünf  Coordinaten 
nothwendig  und  in  obigen  vier  Gleichungen  sind  die  sechs  Coordinaten 
{ad' — a'd)y  {ac — a'c),  {ab' — a'b),  {bd^ — 6'(/),  (bc — b'c)  und  (cd'— cd) 
enthalten.  Zwischen  denselben  muss  daher  eine  Bedingungsgleichung 
statthaben.  Um  diese  zu  bestimmen,  multiplicireman  die  erste  Gleichung  mit 
(bc — b' c^,  die  zweite  mit  (b'd  —  bd'')  und  die  dritte  mit  (cd'  —  cd)^ 
addire  hierauf  die  drei  Gleichungen,  so  erhält  man  sofort  als  Bediugungs- 
gleichung  die  folgende: 

6)  (ad'-^ad)  (bc'^b'c)  +  (ac'—ac)  (b'd-^bd') 

+  (ab''-ab)  (cd— c'(/3  =  0. 

Es  können  also  die  sechs  obigen  Grössen,  mit  beliebigen  Vorzeichen,   als 

die  Coordinaten   einer  Axe   betrachtet  werden.      Um*  dieselben  auf  fünf 

zurückzuführen,   denken  wir  uns  alle   einzelnen  durch  {ab'  —  a'b)  dividirt^ 

alsdann  setzen  wir:  > 

bc — bc  ac — ac ad — ad 

— r>    "  fT  =  r,     —  ——,        ,—  —  Sj  ->        7—  —  Oy 

ab  — ab  ab — ab  ab — ab 

ö)  bd'—b'd _  cd'— cd  _ 

'^ir^a'b~^'       ab' -a'b  ^^' 

so  sind  r,  s,  p,  0,  17  und  1  die  sechs  Coordinaten  der  Axe  und  es  muss  noch 

nach  5)  die  Gleichung  statthaben: 

7)  — ra+SQ+ri=sO 
oder 

8j  fi^SQ — ra. 

Die  Bedeutung  der  sechs  Coordinaten  ergiebt  sich  sofort,  wenn  wir  die 
Gleichungen  der  vier  Ebenen  4)  in  folgender  Form  schreiben,  wobei  00  =  1 
gesetzt  ist: 

—  0x+gy+riz=O 

—  sx  +  ry+ri   =0 
'                                                 X — rz  —  g      =0 

y  —  sz  —  a  s=0. 
Die  drei  letzten  dieser  vier  Gleichungen  stellen  also  im  Raum  die  durch  die 
Aze  gehenden  und  auf  den  drei  Coordinatenebenen  senkrecht  stehenden 
Ebenen  dar,  in  der  xy-,  xz-  und  yz-Ebene  stellen  sie  die  Projectionen  der 
Axe  dnr.  Zur  Bestimmung  der  Axe  selbst  wollen  wir  stets  die  beiden 
Jetzten  Gleichungen  benutzen. 


Von  Dr.  Dkonke.  483 


Bezeichnet  man  mit  a,  j?,  y  die  drei  Winkel,  welche  die  Axe  mit  den 
drei  Coordinatenaxen  bildet,  es  seien  ferner  A,  fi,  v  die  drei  Winkel, 
welche  eine  Normale  auf  der  durch  den  Coordinatenanfangspnnkt  und  die 
Axe  gehenden  Ebene  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

cos  a,cosk+cosß.cos^  +  cosy.cosv=^0 

10)  co5'a+co5*j3+coÄ*y=0 

C05*  il  +  C05*  ^  +  COÄ*  V  s=  0. 

Es  bedeute  ferner  noch  p  das  vom  Coordinatenanfangspunkte  auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel.  Alsdann  ergiebt  sich  sofort  folgender  Complex  von 
Gleichungen: 

11)  r  :  Ä  :  1  (—  tf)  :  p  :  1/ 

=  (6c'  — 6'c)  :  (a'c— ac')  :  (ab'  —  a  6)  :  (ad'  —  ad)  :  (hd — b'  d)  :  (cd' — cd) 
=  cosa  :  cosß  icosy  ipcosi  : pcos^i  ipcosv. 

Wir  können  daher  je  sechs  dieser  Glieder  als  die  Coordinaten  einer  Axe 
ansehen.     Die  Bedingungsgleichung  5)  für  die  Coordinaten 

cos  a,     cos  ßf     cos  y,     p  cos  A,     p  cos  fi,    p  cos  v 
geht  in  die  erste  Gleichung  10)  hierbei  über. 

Wenn  in  den  Gleichungen  I)  die  Grössen  d?,  y^  z  und  co   als  variabel 
angesehen  wurden,  so  stellten  sie  Ebenen   dar.      Denken  wir  uns  nun 
^7  y^  h  of   als   constant  und  a,  6,  c,  d  als  variabel,    so   stellt   eine  jede 
Gleichung  1)  einen  Paukt  dar  und  es  wird  daher  durch 
j^N  iSl  =^ax  +by+cz  +d(o=0 

^  lSl'=ax+by  +  cz+dto=0 

eine  Gerade  mittelst  zweier  in  ihr  liegender  Punkte  bestimmt,  d.  h.  die 
Gleichungen  12)  stellen  einen  Strahl  vor.  Indem  man  dieselben  Betrach- 
tungen, wie  oben  bei  der  Axe  anstellt,  ersieht  man  sofort,  dass  jeder  Punkti 
dessen  Gleichung,  unter  ^  einen  beliebigen  constanten  Factor  verstanden, 

13)  Sl  +  nSl'=0 

ist,  in  dem  durch  12)  betimmten  Strahle  liegen  muss.  Indem  man  hierauf 
wiederum  mit  Hülfe  der  Gleichungen : 

14)  x  +  iix=0,      y+fiy=0 
z+  fiz  =:0y     ro  +  fia)'=0 

den  Factor  ft  eliminirt,  erhält  man  die  vier  Punkte : 

(x  <a —  x'cai)  a + (y  »' —  y'flo)  6  +  (t  w'  —  «'oo)  c  =  0 
(xz—xz)  a+  (yz—yz)  b+(za>-zm)  d=0 
(xy—xy)a+(yz  +  yz)c+lya>  —  y(o)dz=:0 
(x  y — xy)  6+(ar'2  —  xz')  c+(a:'a) — a:o>')rf=0. 

Die  drei  letzten  Punkte  sind  diejenigen,  in  welchen  der  Strahl  die  xy-^  die 
XZ'  und  y2 -Ebene  trifft;  der  durch  die  erste  Gleichung  bestimmte  Punkt 
liogt  im  Unendlichen  auf  dem  Strahl.  Es  sind  also  die  sechs  Coordinaten 
des  Strahles: 
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mit  beliebigem  Vorzeichen. 

Multiplicirt  man  wiederum  die  erste  der  vier  Gleichungen  15)   mit 
{yz — yz)y  die  zVeite  mit  (y'«  — yw'),  die  dritte  mit  (zw' — s'cö),  und  addirt 
hierauf  diese  drei  Gleichungen,   so  erhält  man  als  Bedingungsgleichung, 
welche  zwischen  den  sechs  Coordinaten  statthaben  muss : 
16)  (x (0 —  a:' w)  (y z' —  yz)  +  {x z —  x'z)  {t/na — y w') 

+  (p^y — ^V)  (•«' — 2'a))=0. 
Führen  wir  nun  auch  hier  folgende  Bezeichnungen  ein: 

X  w' — X(o y  a — ya za  —  z'o 

^y  — ^  y  ii?y  — ipy  a^y  —xy 

*'/  ff  ff 

xz  — X  z  yz  — y  z 

? 7-  =  q^       --, — >-  =  t, 

a?y — ary  xy—xy 

80  wandeln  sich  die  Gleichungen  15)  sofort  in  die  folgenden  um : 

—  xa  +  Ti^  +  5;c  =  0 

—  qa+  tb  —  td  =  0 
^  ö— fc  — Td  =  0 

6  —  qc  —  Arrf  =  0. 
Aus  den  eingeführten  Bezeichnungen  findet  man  sofort  weiter  wiederum 
folgende  Proportion : 

19)  —k:r:i:l:q:{=: 

=  {XG)  —  X(o)  :  (yw'— y'w)  :  (zcd'— t'w)  :  {yz—yz)  :  {xz  —  xz)  :  (xy—xy) 
=  co5a  :  C05/J :  cosy  :p  cosX  ip  cosfi :  pcosv. 

Diese  gewonnenen  Resultate  erhalten  sofort  eine  praktische  Bedeu- 
tung, wenn  man  zur  Mechanik  übergeht.  Es  wirke  z.  B.  auf  einen  Körper 
eine  Kraft  ein,  deren  Grösse  durch  die  Entfernung  der  beiden  Bestimmungs- 
punkte eines  Strahles  und  deren  Richtung  durch  die  Richtung  des  Strahles 
gegeben  ist;  bildet  man  alsdann  die  drei  Componenten  Xj  V,  Z  der  Kraft, 
sowie  die  drei  in  die  Coordinatenebenen  fallenden  Kräftepaare  Z,  itf,  Ny  so 
kann  man  sofort  als  die  sechs  Coordinaten  der  Kraft  dfe  Grössen  X^  F,  Z, 
Z,  Af,  N  ansehen  und  erhält  so  die  Gleichungen : 

20)  X:  Y:  Z:  L  :  M  :N=cosa:  cosß  :  cosy  ipcosX  ipcoSfi  i  pcosv^ 

21)  XL+  YM+  ZN  =  0. 

Findet  umgekehrt  diese  Beziehung  zwischen  den  Componenten  und  den 
Kräftepaaren  statt,  so  lässt  sich  an  Stelle  derselben  eine  Einzelkraft  setzen. 
Letztere  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Axe,  welche  das  Kräftepaar 
geometrisch  darstellt,  senkrecht  zu  der  Resultante  steht. 

Hat  man  eine  Reihe  von  Kräften,  deren  Coordinaten  die  ebengenann- 
ten Grössen  sind,  so  erhält  man  nach  der  Grundformel  der  Statik  als  die 
sechs  resultirenden  Coordinaten: 

Z'i     £yy     Z%     £^,     2^,     Z^, 
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und  genügen  diese  der  Gleichung  21),  so  erhält  man  eine  resultirende 
KrafL  Findet  aher  diese  Gleichung  nicht  statt,  und  ist  q>  der  Neigungs- 
winkel zwischen  der  Eesultante  R  und  der  Axe  des  resultirenden  Kräfte- 
paares P,  so  ist  bekanntlich 

22)  COS  <p  =  rTP^ 

und  es  findet  alsdann  keine  Beziehung  zwischen  den  sechs  Coordinaten 
statt.  In  diesem  Falle  nennt  P 1  ü  c  k  e  r  die  den  Effect  bewirkende  Ursache 
eine  Djname;  ich  schlage , statt  dessen,  um  Verwechselung  zu  verhüten, 
den  Namen  Kratoide  vor  und  soll  dieser  letztere  auch  in  dieser  Abhand- 
lung beibehalten  bleiben. 

Bei  den  drei  Coordinaten 

X  y — jy'y,  zx'—z'x^  y  z  —  yz 
einer  Axe  (oder  einer  Kraft)  bleiben  die  Grössen  identisch,  wenn  man 
x\  y\  z  durch  {x' — x)  (y — y)  und  {z — z)  ersetzt.  Daher  können  wir 
auch  als  die  sechs  Coordinaten  ansehen  die  Grössen  X,  F,  Z,  Tz — Zy, 
Zx — Xz,  Xy —  Yx  und  bedeuten  hierbei  a:,  y,  z  die  Coordinaten  eines  in 
der  Eichtung  der  Kraft  liegenden  Punktes,  deren  Intensität  durch  X^  F,  Z 
bestimmt  ist. 

Kehren  wir  zu  einer  Axe  zurück  und  setzen  noch 

X  —  x=dx^  y  —  ys=idy,  z — 2=(/2, 
d.h.  wir  nehmen  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  zur  Bestimmung  der  Axe, 
so  sind  deren  Coordinaten  rfa:,  rfy,  rfz,  {y  dz  —  2  dy),  (zdx  —  x  dz\ 
(xdy—y  dx),  und  treten  diese  in  dasselbe  Verhältniss  zu  einander,  wie 
die  oben  gebrauchten  Coordinaten.  Entsprechendes  gilt  natürlich  auch 
für  die  Axe,  wenn  wir  zu  deren  Bestimmung  zwei  aufeinanderfolgende 
Ebenen  nehmen. 

Als  Hauptergebniss  ist  die  Einführung  der  neuen  Coordinaten  und  der 
Complex  der  Gleichungen  11),  19)  und  20)  zu  betrachten. 

§.2. 
Compleze. 

Allg  emeines. 

Besteht  eine  homogene  Gleichung  n*®°  Grades  zwischen  den  Coordi- 
naten der  Geraden  —  seien  es  Axen  oder  Strahlen  — ,  so  sagen  wir,  die 
geraden  Linien ,  deren  Coordinaten  der  Gleichung  genügen,  stellen  einen 
Complex  n^^^  Grades  dar.  Es  ist  dabei  nach  den  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Gleichungen  zwischen  den  verschiedenen  Coordinaten  der  Complex 
derselbe,  welche  Coordinaten  man  auch  nehmen  mag,  wenn  nur  die  homo- 
gene Function  dieselbe  bleibt.  Es  sind  also  z.  B.  die  beiden  Complexe 
23  j  ^  =  ^(^  *»  h  —  a,  (>,  1?)  =  0    und 

^  ^i„  =  n-Ar,i,  t,/,^,  1)  =  0 
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ideDtisch;  wenn  F  dieselbe  Function   bedeutet,     n  bedeutet  hierbei   den 
Grad  der  Gleichung,  also  auch  den  Grad  des  Complexes. 

Zunächst  lassen  sich  sofort  von  den  Complexen  w*«°  Grades  die  folgen- 
den beiden  Eigenschaften  nachweisen. 

1)  Alle  Geraden  eines  Complexes  vom  w**"  Grade,  welche  in  irgend 
einer  Ebene  des  Raumes  liegen,  umhüllen  in  dieser  eine  Carve  von  der 
n****  Classe ; 

2)  Alle  gerade  Linien  des  Complexes,  die  durch  einen  Punkt  des 
Raumes  gehen,  bilden  einen  Kegel  der  n^*^°  Ordnung,  dessen  Spitze  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  ist. 

Um  den  ersteren  Theil  des  Satzes  zu  beweisen ,  denke  man  sich  in 
dem  durch  die  Gleichung 

.ß„^-F|(6c' — 6'c),     {de — ac\     {ah' — dh\     {ad' — a'(/), 
^^  {hd'—h'd),     (cd'-.c'ef)|=0 

dargestellten  Complexe  die  Ebene  {a\  h\  c\  d')  zunächst  als  constant,  so 
wird  dieselbe  durch  die  Ebene  (a,  6,  c,  d)  in  einer  Geraden  geschnitten; 
indem  man  nun  alle  Ebenen  (a,  6,  c»  d)  nimmt,  welche  zu  dem  Complexe 
gehören,  erhält  man  unendlich  viele  Gerade  in  der  Ebene  {a\  h\  c,  d') 
und  es  umhüllen  diese  eine  Curve,  deren  Classe  gleich  dem  Grade  des 
Complexes  ist.  Indem  wir  nun  alle  Ebenen  {a\  h\  c ,  d')  des  Raumes 
nehmen,  erhalten  wir  obigen  Satz,  dass  ein  Complex  des  n*«°  Grades  durch 
jede  Ebene  des  Raumes  in  einer  Curve  w*®'  Classe  geschnitten  wird. 

Betrachten  wir  nun  solche  Ebenen,  die  durch  eine  gemeinsame  Axe 
gehen,  so  schneiden  alle  Tangenten  an  die  Curven  —  also  die  in  den 
Ebenen  liegenden  Geraden  des  Complexes  die  Axe  und  zwar  geben  in 
jeder  Ebene  n  Tangenten  durch  denselben  Punkt  der  Axe.  Dieser  Punkt 
ist  dabei  ganz  beliebig;  dagegen  schneidet  keine  Gerade,  die  Tangente  an 
eine  Curve,  die  nicht  in  einer  durch  die  gemeinschaftliche  Axe  gehenden 
Ebene  liegt,  ist,  die  genannte  Axe.  Es  stellen  daher  die  durch  einen 
Punkt  der  Axe  gehenden  Tangenten  (je  n  in  einer  Ebene)  an  die  Curven 
einen  Kegel  von  der  n*®"  Ordnung  dar;  da  nun  der  Punkt  der  Axe,  die 
Spitze  des  Kegels,  beliebig  angenommen  werden  kann,  so  gilt  der  oben 
gegebene  Satz  ganz  allgemein. 

Dasselbe  Resultat  würde  sich   ergeben   haben,    wenn  wir   statt   des 
Complexes  von  Axen  [24)]  den  hiermit  identischen  Strahlencomplex 
XSln=^Fl{xtd — ar'w),     {ym—yat),     (zcö'— z'w), 
(y«'— y«),      {xz—xz),      {xy—xy)]=:0 
der  Betrachtung  unterzogen  hätten.     Nimmt  man  nämlich  hierin  den  Punkt 
{x\  y\  z\  eo')  als  constant  und  den  Punkt  (ar,  y,  z,  co)  als  veränderlich,  so 
stellt  die  obige  Gleichung  25)  einen  Kegel  der  n^^^  Ordnung  dar;  d.  h.  alle 
Strahlen  eines  Complexes    vom  «**"  Grade,   die   durch   einen   beliebigen 
Punkt  des  Raumes  gehen,  stellen  einen  Kegel  der  n*^"  Ordnung  dar,  dessen 
Spitze  der  genannte  Punkt  ist. 
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Hieraus  folgt  nun  sofort,  dass  wir  einen  Complex  von  Geraden  von 
dem  n^^^  Grade  auffassen  können  sowohl  als  den  Complex  von  Curven  der 
n^^^  Classe,  von  denen  jede  Ebene  des  Kanmes  eine  enthält,  oder  als  den 
Complex  von  Kegeln  der  fi^^°  Ordnung^,  wobei  jeder  Punkt  des  Raumes  die 
Spitze  eines  Kegels  ist. 

Nehmen  wir,  wie  wir  dies  bereits  oben  gethan,  alle  die  Ebenen, 
welche  sich  in  einer  gemeinsamen  Axe  schneiden;  die  alsdann  durch  die 
in  den  Ebenen  liegenden  Curven  gebildeten  Flächen  werden  von  Plttcker 
Flächen  des  Complexes  genannt;  sie  werden,  wie  man  sofort  aus  dem  Vor- 
stehenden ersieht,  umhüllt  von  Kegeln  der  n*«°  Ordnung,  deren  Spitzen  in 
der  gemeinschaftlichen  Axe  der  Ebenen  liegen;  wir  können  daher  die 
Flächen  des  Complexes  sowohl  durch  die  Curven  n*"'  Classe,  sowie  auch 
durch  die  Kegel  w*"'^  Ordnung  entstanden  denken,  wo  die  Ebenen  der  Cur- 
ven in  einer  Geraden,  dem  geometrischen  Ort  der  Spitzen  der  üm- 
hüllungskegel  sich  schneiden.  Alle  Geraden  des  Complexes  i^»,  welche 
zugleich  Tangenten  an  die  Fläche  sind ,  gehen  durch  die  gemeinsame  Axe 
der  Ebenen  und  es  ist  daher  diese  letztere  eine  n  fache  Gerade  des  Complexes, 
und  jede  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curven*«"^  Classe,  welche 
auf  der  Axe  einen  n  fachen  Punkt  —  den  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der 
Axe  —  besitzt.  In  derselben  Weise  entspricht  jedem  Umhtillungskegel 
der  Fläche  eine  n fache  Ebene,  welche  die  fi fache  Gerade  in  sich  auf- 
nimmt« 

Es  ist  die  Schnittcurve  einer  Ebene,  welche  durch  die  fi fache  Linie 
(die  Schnittlinien  der  Ebenen)  gebt,  mit  der  Fläche  des  Complexes  eine 
Curve  von  der  n**"  Classe.  Die  Ordnung  derselben  würde  daher 
;,  («— 1)  ^  w' —  n  sein.  Die  «fache  Gerade  aber,  welche  nicht  in  der  Be- 
stimmung der  Curve  mittelst  der  Tangenten  auftritt,  erhebt  die  Ordnung 
von  n'  —  n  zu  n';  dies  ist  also  im  Allgemeinen  die  Ordnung  der  Schnitt- 
curven  der  Oberfläche.  Da  nun  die  Ordnung  der  Schnittcurven  mit  der 
der  Flächen  übereinstimmt,  so  ist  also  die  Ordnung  der  Flächen  eines 
Complexes  vom  w**^"  Grade  gleich  n*. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  man  statt  der  Schnittcurven  die 
Umhüllungskegel  nimmt,  und  es  ist  also  die  Ordnung  und  die  Classe  der 
Flächen:  n\ 

§.3. 
Compleze  ersten  Grades. 

Wenden  wir  die  im  Vorhergehenden  gewonnenen  Resultate  auf  die 
Complexe  vom  ersten  Grade  an,  so  ergeben  sich  sofort  folgende  Gesetze : 

1)  Alle  geraden  Linien  eines  Complexes  vom  ersten  Grade,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  gehen  in  derselben  durch  einen  Punkt. 

2)  Alle  geraden  Linien,  welche  durch  einen  Punkt  des  Raumes  geheOi 
liegen  in  einer  Ebene« 
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3)  Die  Flächen  des  Complexes  gehen  in  gerade  Linien  über;  die 
Umhüllongskegel  derselben  sind  Ebenen;  die  Erzeugnngscarven  sind 
Pnnkte. 

Es  sei  non  die  Gleichung  eine»  Complexes : 

26)  Ar+Bs  +  C+Dö+EQ+Ffi  =  0, 

wo  r,  Sy  1,  ( —  a),  Q  und  ij  die  Coordinaten  einer  Axe  sind.  Nehmen  wir 
nun  irgend  einen  Punkt  x\  y\  z\  a  und  suchen  die  Ebene ,  in  welcher  die 
durch  den  Punkt  gehenden  Geraden  liegen.  Wir  setzen  daher  (o'=l, 
alsdann  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  9)  die  Beziehung : 

27)  sx — ry=SQ  —  ra. 
Als  Gleichung  der  Ebene  findet  man  sofort : 

28)  A{x-^x)+B(t/—y)  +  C(Z'^z)  +  J>(yz—yz')+E(xz—xz) 

+  F{xy'-xy)z=:0; 
hierfür  könnten  wir  auch  schreiben  nach  Hinzufügung  der  entsprechenden 
Glieder: 

29)  {A—Fy-Ez)  {x-~a:')  +  (B+Fx-^ Dz)  (t/-y) 

+  {C+Ex+Dy)iz  —  z)=0. 
Umgekehrt  sei  eine  Ebene 
80)  ax+b'y+cz+d'=0 

eines  Complexes  gegeben  und  man  soll  die  Schnittpunkte  aller  Geraden, 
die  in  der  Ebene  liegen,  bestimmen.  Jede  Gerade  der  Ebene  muss  als- 
dann den  Gleichungen  genügen  (nach  dem  Früheren) : 

ag  +  b'G  +  d'=0 
^^^  ari+cö—d's=0 

Je  zwei  Gleichungen  von  diesen  vier  folgen  unmittelbar  aus  den  beiden 
andern.     Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichungen   die  Grössen  r,  q  und 
{q^ra — sq)  aus  der  Gleichung  des  Complexes,  so  erhält  man: 
82)  {Ba—Ab'—Fd')  s+{Da—Eb'  +  Fc)  c 

—  Ac+Ca—Ed'=0. 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  Grössen  s  und  a  vom  ersten 
Grade  und  stellt  demgemäss  eine  gerade  Linie  dar,  welche  parallel  der 
X'Axe  ist  und  die  FZ- Ebene  in  einem  Punkte  schneidet,  dessen  Coordi- 
naten sich  sofort  als 

,_Ba—Ab'  —  Fd' 

^  "^  DY^Eb'  +  Fc 
^^  ,^Ca—Ac—Eä 

^  '^Da—Eb'+  Fe 
ergeben.     Alle  gerade  Linien  der  gegebenen  Ebene  30)  schneiden  diese 
Oeraäe  ^2),  d.  b.  die  z  und  y  Coordinate  des  Schnittpunktes  dor  Geradon 
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des  Complexes,  die  id  der  Ebene  liegen,  sind  darch  33)  bestimmt.  Eliminirt 
man  mittelst  der  ersten,  zweiten  und  vierten  Gleichung  von  31]  die  Grössen 
5,  c  und  iy,  so  erhielten  wir  in  entsprechender  Weise  eine,  der  1^-Axe 
parallele  Gerade  und  hierdurch  als  a;-Goordinate  des  Schnittpunktes  der 
in  der  Ebene  30)  liegenden  Geraden  des  Complexes 

,_Ch'^Bc—Dd' 
^^  '^''  Da  — Eh' +  Fe' 

Der  zu  einer  Ebene  {a\  b\  c\  d')  zugehörige  Punkt  wird  daher  auch  durch 
die  Gleichung  dargestellt: 

35)  A{bC''b'c)  +  B{ac  —  ac)  +  C{ab''--'ab)  +  D{ad—ad') 

+  Elbd'—b'd)  +  F{cd—cd')=:0. 

Nehmen  wir  nun  zwei  Ebenen  (a,  6,  c,  rf)  und  (a',  6',  c\  rf'),  so  schnei 
den  sich  dieselben  in  einer  Geraden,  die  wir  mit  (a  a)  bezeiphnen  wollen. 
Die  zu  einem  Complexe  gehörigen  in  den-  beiden  Ebenen  gelegenen  Ge- 
raden schneiden  sich  in  den  zugeordneten  Punkten  P  und  P'\  die  Verbin- 
dungslinie dieser  letzteren  sei  (^PP')*  Eine  beliebige  Ebene  durch  {PP') 
gelegt,  schneidet  die  Gerade  {aa)  in  einem  Punkte  jß,  alsdann  sind  QP 
und  Q P'  Linien  des  Complexes  und  es  ist  daher,  da  sich  QP  und  QP'  im 
Punkte  Q  schneiden,  wiederum  Q  der  zu  der  Ebene  QPP'  zugeordnete 
Punkt,  d.  h.  es  schneidet  jede  durch  zwei  Punkte  gehende  Ebene  die 
Schnittlinie  der  beiden  den  Punkten  zugeordneten  Ebenen  in  dem  der 
ersten  zugeordneten  Punkte,  Mit  anderen  Worten :  Der  geometrische  Ort 
aller  zugeordneten  Punkte  zu  den  Ebenen,  welche  durch  zwei  festliegende 
Punkte  gehen,  ist  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  Schnittlinie  der  beiden 
den  festen  Punkten  zugeordneten  Ebenen.  Diese  beiden  merkwürdigen 
Geraden  [im  obigen  Beispiele  (aa'}  und  (PP'^\  sind  conjugirte  Linien. 
Dreht  man  daher  eine  Ebene  um  eine  Gerade,  so  beschreibt  ihr  zugehöriger 
Punkt  die  zu  der  ersteren  conjugirte  Gerade.  Jede  Gerade,  welche  die 
beiden  conjugirten  Linien  schneidet,  ist  eine  Gerade  des  Complexes. 

Obiger  Satz  lässt  sich  umkehren  und  lautet  alsdann:  Alle  Ebenen, 
deren  zugeordnete  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  schneiden  sich  in  der 
zu  jener  conjugirten  Linie. 

Die  obigen  Hesultate  lassen  sich  ohne  weitere  Schwierigkeit  mit  dem 
Principe  der  polaren  Reciprocität  verbinden  und  geben  alsdann  die  be- 
kannten Sätze  zwischen  Pol  und  Polarebene. 

Bestimmen  wir  nun  die  zum  Coordinatenanfangspunkt  zugeord- 
nete Ebene.  Die  Gleichung  28)  giebt  uns  die  zum  Punkte  x\  y\  z  zu- 
geordnete Ebene.     Setzen  wir  daher  in  dieser  Gleichung : 

36)  jr'=0,     y  =0,     «'=0, 

so  erhalten  wir  sofort  als  Ebene,  welche  alle  imCoordinatenanfangspunkte 
sich  schneidenden  Geraden  des  Complexes  enthält: 

37)  ^ar+^y+Cz=50. 
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Um  die  den  im  Unendlichen  gelegenen  Punkten  der  drei  Axen  zugeord 
neten  Ebenen  zu  finden,  dividire  man  die  Gleichung  28)  successive  durcl 
x\  y\  z  und  setze  alsdann : 

39)  y'  =  oo 

Hierdurch  erhält  man  für  jene  drei  Ebenen  die  Bestimmungsgleichungen : 

Ez  +  Fy  —J=zO 

40)  Dz'-Fx  —  B=0 

C+I)y  +  Ex=0. 

Verbindet  man  Gleichung  37)  mit  je  einer  von  40),  so  erhalt  man  die  der 
drei  Coordinatenaxen  conjugirten  Geraden.  Die  der  ^-Axe  conjugirte 
wird  also  bestimmt  durch  den  Schnitt  der  beiden  Ebenen: 

iAx  +  ßy+Cz==0 
^  lEz+FyA  =0. 

Diese  schneidet  die  A^F- Ebene  in  dem  Punkte 


42) 

B 

A 

die  ÄZ -Ebene  in  dem  Punkte 

43) 

C 

A 

und  die  7Z- Ebene  in 

aa\                                             «t  — >  - 

AC 

--AB 

2  — . 

^v                      y  —  , 

FC  —  EB' 

FC—EB' 

Sucht  man  in  derselben  Weise  die  Schnitte  der  zu  der  F-Axe  con- 
jugirten Geraden  mit  den  drei  Coordinatenebenen,  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  dieselbe  Reihenfolge  wie  oben  beibehalten : 

B  A 

45) 

46)  i 

47) 

Bestimmen  wir  nun  noch  ebenso   die   drei  Schnittpunkte  der  derZ-Axe 
conjugirten  Geraden,  so  erhalten  wir  die  Werthe: 

BC  ^AC 

'^^  ^       ""^JF^Tbe^   ^^äd^be^ 

C  A 

49)  ^=--,     z  =  -, 

0  B 


*— 

Ji" 

Tr 

—BC 
AD  +  CF' 

AB 
'~CF+  AD' 

y=- 

C 

B 
'~D' 
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^t^^^>^^^^^^. 


Bemerken  wir  nun ,  dass  die  Gleichnngen  42)  und  45),  ebenso  43)  nnd  49), 
und  schliesslich  47)  und  50)  identisch  sind,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  die 
drei  den  Coordinatenaxen  conjugirten  Geraden  sich  in  den  Coordinaten- 
ebenen  nnd  zwar  in  den  zu  diesen  zugehörigen  Punkten  gegenseitig 
schneiden,  oder  mit  anderen  Worten :  Die  zu  drei  in  einem  Punkte  sich 
schneidenden  Geraden  im  Eaume  conjugirten  Geraden  bilden  ein  Dreieck, 
dessen  Spitzen  in  den  durch  je  zwei  der  ersten  Geraden  bestimmten  Ebenen 
und  zwar  in  den  zu  diesen  zugehörigen  Punkten  liegen  und  umgekehrt. 

Um  den  letzten  Theil  des  Satzes  nachzuweisen ,  dass  nämlich  die  den 
Axen  conjugirten  Geraden  die  Ebenen  in  ihren  zugehörigen  Punkten 
schneiden,  kehren  wir  zu  der  Gleichung  35)  zurück.  Um  die  den  Coordt- 
natenebenen  zugeordneten  Punkte  zu  bestimmen ,  dividiren  wir  successive 
durch  c,  h\  a  und  setzen  alsdann 

c'=GO 

51)  Ä'  =  co 

Alsdann  erhalten  wir  als  Gleichungen  für  die  gesuchten  Punkte : 

Ab--Ba+  Fd=tO 

52)  Ca  —  Ac  —  Ed  =  0 

Bc^Cb  +  Dd^O, 

Es  ergeben  sich  hieraus  als  die  Coordinaten  der  drei  Punkte: 

53)  ^  =  -^'     y="^^'      ^  =  1' 

Diese  Werthe  zeigen  die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes  und  gleichzeitig 
ergiebt  sich  daraus  die  merkwürdige  Beziehung,  dass  das  Product  aus  drei 
Coordinaten  xyz  dividirt  durch  das  Product  der  drei  anderen  Coordinaten 
gleich  ist  der  negativen  Einheit. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  35) 

so  ergiebt  sich  als  Punkt,  der  zu  einer  im  Unendlichen  gelegenen  Ebene 
zugehörig  ist: 

54)  Eb  —  Da  —  Fcr=0, 

d.  h.  der  Punkt  liegt  selbst  auch  im  Unendlichen,  nnd  zwar  in  einer  Rich- 
tung, welche  bestimmt  ist  durch 

65)  l  =  J?='l 

Diese  Richtung,  welche  durch  das  Verhältniss 

DiE\F 
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bestimmt  wird,  nennen  wir  die  charakteristische  Ricbtang  des  Complexes; 
sie  ist  fest  mit  demselben  verbunden. 

Eine  zu  der  obigen  senkrechte  Ebene  wird  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

56)  Dx  +  Ey  +  Fz=0. 

Verschiebt  man  das  Coordinatensystem  parallel  mit  sich  selbst, 
so  bleibt  das  Verhältniss,  welches  die  charakteristische  Richtung  bestimmt, 
dasselbe;  es  ändert  sich  dagegen,  sobald  eine  Drehung  des  Systems 
stattfindet.  Eine  der  drei  Constanten  2>,  E^  F  wird  gleich  Null,  sobald 
die  durch  dieselben  bestimmte  charakteristische  Richtung  in  eine  der 
Coordinatenebenen  72,  XZ  oder  XY  fällt.  Zwei  derselben  (z.  B.  D 
und  E)  verschwinden,  wenn  die  Richtnug  in  eine  Axe  (z.  B.  hier  die 
Z-Axe)  fällt. 

Umgekelut  wie  es  bei  dem  Verhältnisse  der  drei  Constanten  D  :  E\F 
eines  Complexes  ist,  ist  es  bei  den  drei  übrigen : 

AiBiC. 
Dieses  Verhältniss  bleibt  dasselbe,  wenn  das  Coordinatensystem  gedreht 
wird,  ändert  sich  jedoch,  sobald  das  System  parallel  mit  sich  selbst  ver- 
schoben wird.  Liegt  nun  eine  der  drei  Coordinatenaxcn  in  der  zum 
Coordinatenanfangspunkte  zugehörigen  Ebene,  so  verschwindet  die  ent- 
sprechende Constante;  zwei  derselben  werden  gleich  Null,  sobald  zwei 
Coordinatenaxen  Gerade  des  Complexes  sind,  d.  h.  wenn  die  beiden  in  der 
zum  Anfangspunkte  gehörigen  Ebene  liegen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  nun  weiter,  dass  alle  die  Ebenen, 
welche  zu  den  Punkten,  die  auf  einer  in  der  charakteristischen  Richtung 
eines  Complexes  laufenden  Geraden  liegen,  zugehören,  parallel  sind,  und 
umgekehrt  liegen  die  zu  parallelen  Ebenen  zugehörigen  Punkte  auf  einer 
Geraden,  deren  Richtung  diejenige  der  charakteristischen  des  Complexes 
ist.  Weiter  schliessen  wir  daraus,  dass  es  eine  Gerade  —  die  Axe  des 
Complexes  —  giebt,  auf  welcher  die  zu  ihren  Punkten  zugehörigen  Ebenen 
senkrecht  stehen. 

Dreht  man  einen  Complex  um  seine  Axe  oder  verschiebt  man  den- 
selben in  der  Richtung  derselben,  so  bleibt  er  ungeändert.  Es  werden 
namentlich  also  auch  gerade  Linien,  welche  parallel  in  gleicher  Entfernung 
mit  der  Axe  des  Complexes  sind ,  von  den  ihren  Punkten  zugehörigen 
Ebenen  unter  demselben  Winkel  geschnitten. 

Um  nun  diesen  Winkel  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  das  Coordinaten- 
system so  gewählt;  dass  eine  Coordinatenaxe,  z.  B.  die  Z-Axe  mit  der  Axe 
des  Complexes  zusammenfällt;  die  ^7- Ebene  ist  alsdann  die  zum  Coordi- 
natenanfangspunkt  zugehörige  Ebene;  die  Gleichung  des  Complexes  ist 
alsdann  nach  dem  Früheren: 
ö7)  SQ  —  ra  =  k. 
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Die  zu  einem  Punkte  {x\  y\  z)  zagehörige  Ebene  wird  daher  dargestellt 
dnrch : 

58)  y'x—yxs=:k  (z— «'). 

Denken  wir  uns  den  Punkt  in  der^z- Ebene,  so  ist  2'=0,  also  die 
Gleichung  der  zugehörigen  Ebene 

59)  yx  —  yx'=^kz. 

Ist  der  Winkel,  den  diese  Ebene  mit  der  Z-Axe  bildet,  A,  jbo  erhält  man 
als  BestimmnngsgleichuDg  ftir  denselben : 

60)  cos  k  ==  

V^^'+y'+f^ 

oder 

61)  x^+y^^k^iang'l. 

Der  Winkel  k  ist  aber  derselbe,  den  auch  die  zu  dem  Punkte  {x\  y\  z) 
zugehörige  Ebene  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  mit  der  Z-Axe 
parallelen  Geraden  bildet. 

Es  seien  nun  ferner  zwei  Punkte  {x'yz')  und  {x"y"z')  gegeben;  die 
durch  dieselbe  bestimmte  Gerade  hat  alsdann  nach  dem  Obigen  in  dem 
Cooiplexe 

SQ  —  r<i  =  Ar 
als    conjugirte  Gerade  die  durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen   be- 
stimmte : 

.  ixy'  -xy^r.kiz  —  z) 

^^^  \xy"^x'y==k{z^z'). 

Setzt  man  aus  der  ersten  Gleichung  die  Werthe  von  y  oder  o:  in  die  zweite, 
so  erhält  man  für  obige  Gleichungen  die  neuen : 

...  "  {x'y"~x"y)  =  h  \{x'-x')  z-[x"z-xt")\ 

y{xy  —X  y)  =  Ar{(y  — y  )  z  —  {y  z—yz  )|. 
Sind  nun  die  Coordinaten  der  ersten  Geraden  r,  $,  q  und  a,  so  hat  man 
bekanntlich 


64)  (f  = 


z  — z 
Da  nun  für  die  der  genannten  Geraden   conjugirte    Linie   nach  62)    sein 
muss : 

65)  xy^xY=.k(z'  —  z), 

so  hat  man  für  die  Coordinaten  r,  5',  q\  ö  der  conjugirten  die  Gleichungen : 

ftftx  X  y—xy  X  y  ^xy 

a:  z-^xz  ._  y  z—yz 

X  y  —xy  X  y  — xy 

f   * 


X   

X 

s  = 

y  —y 

*■    i"- 

«" 

■z'-z" 

x"z-x'z 

y"z'-y'z' 

z"-z' 

a     — 

ff         "7 

z  — z 

so  —  ra 

x'V- 

xy" 

s  Q  — r  ö 
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Au8  der  Vergleichung  der  entsprechenden  Formeln  ergiebt  sich  sofort 
folgende  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten  zweier  con- 
jagirter  Geraden  eines  Complexes  von  der  oben  gegebenen  Form : 

Ol)  ~  =  -y  =:  —  =  -,  = . 

r       s        Q       a  k 

Aus  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  sich  zwei  conjugirte  Gerade 
eines  Complexes  nicht  schneiden  können;  die  Gleichung  zur  Bestimmung 
ihres  Neigungswinkels  lässt  sich  sofort  aus  den  Grössen  r,  /,  s,  s'  ableiten. 
Ans  obigen  Gleichungen  ersehen  wir  ferner,  dass  zwei  conjugirte  Gerade 
nie  parallel  sein  können;  haben  sie  einen  Punkt  gemeinsam,  so  fallen  sie 
ganz  ineinander  oder  sind  identisch,  d.  h.  die  Gerade  gehört  dem  Complex 
selbst  an.  Es  kann  daher  jede  Linie  des  Complexes  umgekehrt  wiederum 
als  zwei  ineinander  fallende  conjugirte  Gerade  aufgefasst  werden. 

(Fortsetzung  folgt.) 
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XXZI.  TTeber  die  vier-  nnd  fttnfpnnlctige  Berfthrnng  einer  Geraden 
mit  einer  algebraischen  Fläche.  Von  Dr.  Gordan,  Prof.  a.  d.  Universitftt 
GiesseD.  Die  Frage  nach  derjenigen  auf  einer  Oberfläche  zn  ziehenden 
Carve,  in  deren  Punkten  eine  Gerade  die  Fläche  vierpunktig  berühren 
kann,  ist  von  Herrn  Salmon  und  Herrn  C  leb  seh  so  weit  geführt  worden, 
dass  man  die  Gleichung  einer  Fläche  (11  n— 24)^*'  Ordnung  angiebt,  welche 
die  gegebene  Fläche  n^^'  Ordnung  in  jener  Curve  schneidet. 

Die  Ableitung  der  letzten,  welche  in  dem  Lehrbuche  von  Salmon 
reproducirt  wird,  ist  indessen  noch  mit  nicht  unbedeutenden  Rechnungen 
verknüpft.  Es  soll  im  Folgenden  nun  die  Frage  mit  Hülfe  einiger  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  anderer  Weise  gelöst  werden,  welche,  wie  ich 
glaube,  wesentlich  einfacher  ist,  und  zugleich  einen  Blick  in  die  geo- 
metrische Natur  der  algebraischen  Processe  zu  sehen  erlaubt,  welche  die 
Behandlung  dieser  wichtigen  Frage  erfordert.  Ich  wende  sodann  dieselbe 
Methode  auf  die  Ausrechnung  derjenigen  Punkte  an,  in  welcher  eine  fünf- 
punktige  Berührung  möglich  ist. 

§.1. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  2^^'  Ordnung  sei  in  symbolischer  Form 

wobei  der  Buchstabe  a  auch  beliebig  durch  6,  c,  d  ersetzt  werden  kann. 
Die  Gleichung  der  Fläche  in  Liniencoordinaten  (utt  ^d  ^tt  ^4)  ^ii'd  dann 
bekanntlich  erhalten,  wenn  man  in  dem  Quadrate  der  Determinante 
Z — Gl  b^  Cg  u^  die  Producte  gleichartiger  Buchstaben  durch  die  Goefficienten 
der  Fläche  ersetzt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  diese  Determinante 
(wie  auch  bei  anderen  ähnlichen  geschehen  soll)  durch  (abcu)^  so  ist  die 
Gleichung  der  Fläche  in  Ebenencoordinaten  symbolisch  ausgedrückt  durch : 

{abcuy~0. 
Führt  man  auch  noch  für  die  u  symbolische  Goefficienten  d  ein,  so  geht 
der  durch  das  Quadrat  der  symbolischen  Determinante  dargestellte  Aus- 
druck in  die  Hesse 'sehe  Determinante  der  Fläche  über,  welche  durch  J 
bezeichnet  werden  soll,  so  dass 

J={abcd)\ 
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Gehen  wir  von  der  Gleichung  der  Oberfläche  in  Ebenencoordinaten 
aus  und  bezeichnen  sie  symbolisch  durch 

? 
80  vertreten  die  o  die  aus  drei  Reihen  abc  gebildeten  Unterdeterminanten, 
und  die  Determinante  z/  nimmt  auch  die  Form  an : 


§.2. 

Im  Folgenden  wird  öfters  von  einer  Htilfsformel  Gebrauch  gemacht, 
welche  in  folgender  Weise  abgeleitet  werden  kann. 

Multiplicirt  man  J={abcdy  mit  u^  und  ersetzt  dann  {abcd)ux  durch 
einen  Werth  aus  der  bekannten  Identität: 

Uje{abcd)^^ax{ubcd)+bx(aucd)  +  C:c(obud)'\'djp{abcu), 
80  erhält  man   vier  Grössen,    welche   denselben  Werth   haben,    weil   die 
a,  &,  c,  d  symbolisch  für  dieselben  reellen  Grössen  gesetzt  sind.     Behält 
man  aber  nur  einen  dieser  Ausdrücke  mit  4  multiplicirt  bei,  so  hat  man : 

Jux=4('x(^^c^)  {ubcdf)=s4Ua  ^^ «*• 
Setzt  man  hierin   für  Ug   den  Ausdruck  beb^^^   welcher  den  Differential- 
quotienten von  /"nach  Xi,  dividirt  durch  2,  bedeutet,  so  geht  die  Gleichung 
über  in : 

Jb/=4a^b^a,bx 

und  wenn  man  endlich  die  Quadrate  und  Producte  der  x  durch  Coefficienten 
der  Fläche  in  Ebenencoordinaten,  oder  die  x  selbst  durch  die  Symbole  ß 
ersetzt: 

was  auch  mit  Rücksicht  auf  den  symbolischen  Ausdruck  von  J  in  der  Form 
geschrieben  werden  kann: 

I)  4a„6«  a,  h^  —  a^  6,»=^0. 

§.3. 
Auf  der  Fläche  2*®*^  Ordnung  nehme  ich  jetzt  vier  Punkte  an,  welche 
ein  windschiefes  Viereck  bilden.  Von  diesen  ist  einer,  x,  ein  ganz  be- 
liebiger Punkt  der  Fläche;  zwei  andere,  y,  z,  liegen  irgendwie  auf  der 
durch  X  gelegten  Erzeugenden ;  der  vierte  endlich,  |,  ist  vollständig  be- 
stimmt als  der  Durchschnitt  der  beiden  anderen  durch  y  und  z  gehenden 
Erzeugenden.     Auf  der  Fläche  liegen  die  Geraden 

xyy    ^2,    Sy,    ?«. 
Die  absoluten  Werthe  der  Tetraedercoordinaten  z,  |  kann  man  dann  offen- 
bar so  bestimmen,  dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenencoordinaten 

«*  Wy  +  tty  M.   =0 

übergeht,  dass  aber  die  für  die  u  identische  Gleichung  stattfindet: 

II)  "a'=  (a6ctt)'=MxWf  +Wyti». 
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Man  kann  ans  dieser  Formel  eine  etwas  allgemeinere  ableiten ,  indem 
man  nach  den  u  differenziirt,  und  die  Differentialquotienten  mit  neuen 
Grössen  v  multiplicirt,  so  dass  man  hat: 

IIö)  2UaVa=^2{abcv)=^UxV^  +f*  w^  +  tiy»,+»y  w,. 

Zwischen  den  Coordinaten  der  vier  Punkte  x,  y,  z,  §  giebt  es  eine  Reihe 
von  Relationen,  welche  durch  die  Lage  dieser  Punkte  auf  der  Fläche  be- 
dingt wird.     Erstens  liegen  alle  Punkte  in  der  Fläche  und  man  hat  also : 

III)  «*'=0,      a/=0,     a,'  =  0,     a^*=0. 

Aber  die  Tangentenebene  jeder  der  vier  Punkte  geht  auch  durch  die 
beiden  benachbarten  Ecken  des  windschiefen  Vierecks.  Daher  hat  man 
noch  die  Gleichungen: 

IIIö)  ajpaj  =  0,     a^pÄ,  =0,     0^0^  =  0,     0^0^=0. 

Unter  den  Producten  der  vier  symbolischen  Ausdrücke  a^,  a^,  a^y  a^ 
sind  also  nur  die  beiden  a,  •  a^  und  a^  .  a^  von  Null  verschieden.  Diese 
nehmen  sehr  einfache  Werthe  an,  wie  man  auf  folgende  Weise  findet. 
Ersetzt  .man  in  den  Gleichungen  II)  und  IIa)  die  u  durch  a,  die  v  durch  b^ 
so  hat  man : 

jyx  ««'=  V=  a*  a^  +  aya^=zj 

2a^  ftj,  =  2a,  b,  =iagb^  +  b^c  ö|  +  «y  ^«  +  by  ««• 
Führt   man  diese  Ausdrücke   in   die  Identität  I)  ein,    so   geht   dieselbe 
über  in : 

(a, b^  +  ayb^  +  bg a^+byO^y  —  (^a^ a«  +  «y «»)  (6, b^+byb^)  =  0. 
Wenn  man  aber  alle  wegen  der  Formeln  III),  III  a)  verschwindende 
Producte  auslässt,  so  bleibt  von  dem  Quadrat  nur  2a:gb:pa^b^'{'2aybyazbg 
übrig  und  für  die  obige  Gleichung  kann  man  also  setzen : 

(a^cü^  —  ay  a,)  (bgb^  —  by  6,)  =  0, 
oder  da  beide  Factoren  den  gleichen  Werth  haben: 

dg  a^  ^=  OyOg, 
Die  beiden  gesuchten  Ausdrücke  sind  also   gleich    und  wegen  der 
Gleichung 

hat  jeder  den  Werth  --,  so  dass  man  den  Gleichungen  III)  und  Illa)  die 
beiden  hinzufügen  kann: 

IV  a)  fljpai  s=3  a^a,  =— 

§.4. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  n^^^  Ordnung  sei  symbolisch  a^'^^O. 
Soll  die  Verbindungslinie  des  Punktes  x  der  Fläche  mit  einem  Punkte  y 
im  Punkte  x  die  Fläche  vierpunktig  berühren,  so  müssen  die  vier 
Gleichungen  erfüllt  sein : 

a^« = 0,     a,'^^  Qy  =  0,     a,«-2  öy«  s=  0,     ^^"-»  a^*=  0, 
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Man  erhält  die  Gleichnng  der  Fläche,  welche  in  der  Ortscnrve  der  Punkte  x 
die  gegebene  Fläche  schneidet,  indem  man  ans  diesen  Gleichungen  die  y 
eliminirt,  was  immer  möglich  sein  mnss.  Uebrigens  genügt  es^  den  Fall 
n=:d  zu  betrachten,  wie- im  Folgenden  geschehen  soll,  und  dann  im  Re- 
sultate die  Coefficienten  der  Fläche  3^*'  Ordnung  durch  dritte  Di£Perential- 
quotienten  der  gegebenen  Fläche  zu  ersetzen. 

§.5. 
Betrachten  wir  also  die  Gleichungen,  welche  fOr  die  27  Geraden  der 
Fläche  a*""  Ordnung  gelten : 

1)  a**=0,     a/flfy=0,     a,ay*=0,     «^'  =  0, 

so  sagt  die  erste  und  die  letzte  nur  ans,  dass  x  und  y  auf  der  Fläche  liegen. 
Die  zweite  bezeichnet  y  als  der  Tangentenebene  von  x  angehörig;  die 
dritte  sagt  ans,  dass  y  auf  der  Polare  von  x  liegt,  deren  Gleichung,  wenn 
X  die  laufenden  Coordinaten  sind,  durch 

dargestellt  wird.  Auf  dieser  Fläche  liegt  offenbar  die  ganze  Gerade  x  y, 
welche  eine  der  27  Geraden  der  Fläche  3**^  Ordnung  ist.  Auf  der  Oberfläche 
(tx^x^^=0  giebt  es  zweiSchaaren  von  Geraden;  ich  nenne  diejenige  die  erste, 
in  der  die  Gerade  xy  auftrittt,  die  andere  Schaar  die  zweite.  Durch  die 
Punkte  jry  gehen  dann  noch  2  Gerade  der  zweiten  Schaar,  und  diese  mögen  von 
irgend  einer  Geraden  der  ersten  Schaar  beziehungsweise  in  den  Punkten 
z  und  ^  geschnitten  werden ,  so  dass  auf  dieser  Polare  das  windschiefe 
Viereck  wieder  entsteht  und  die  Gerade  der  Fläche  3*^*^  Ordnung  eine  Seite 
desselben  bildet. 

Die  Formeln  des  §.4  geben  sofort  Formeln,  welche  sich  auf  diese 
Polare  beziehen,  wenn  man  nur  immer  das  Product  zweier  symbolischer 
Buchstaben  ai  a,  durch  einen  Factor  a^  ergänzt. 

Es  ist  also : 

ax^ay=0     0^*0^  =  0     ajpaya^=:0     ajpa:ta^=^0 

und  A  hat  daher  die  Bedeutung 

A  =  a^bgCx  {abcu)*. 
Die  in  §.3  benutzten  Identitäten  werden  hier: 

w-r  w,  +  Wy  M»  =  Qjfbjg  Csiahc  uf 
UgV^  +  ^s W|+  Wy  Vz  +  »y  w«  =  2a:gbxCx  (abcu)  (a bcv). 

Die  beiden  Ausdrticke  (abcu)  {abcv)  und  {abcuy  wollen  wir,  der  Be- 
zeichnung des  Herrn  Clebsch  folgend,  auch  durch  Ij  und  (  ^  j  bezeich- 
nen.    Sie   entstehen  durch  Rändern ng  der  Determinante  und  es  ist,  wenn 
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man  dnrch  fix  den  zweiten  Dififerentialqaotienten  von  f  dividirt  darch  2 
bezeichnet: 

/ii  f\%  As  /u  ^\ 

/ii  fn  fn  fii  ^t 

/si  /i«  /ss  /84  ''s 

/ii  /«  /is  /a  *'4 

«,  ti,  II-  u.  0 


(a6  cm)  (a  6  c  t?)  =—2 


§.6. 

Indem  man  diese  Relationen*  benutzt,  wird  es  nun  möglich,  ohne 
Hinzuziehung  von  Hülfsgrössen  ans  obigen  Gleichungen  die  y  zu  eliminiren, 
und  also  die  Gleichung  derjenigen  Oberfläche  0^"^  Ordnung  zu  bilden, 
welche  die  Fläche  3^*^  Ordnung  in  ihren  27  Geraden  schneidet. 

Da  nämlich  die  Ausdrücke  1)  für  einen  Funkt  x  einer  solchen  Ge- 
raden, wenn  y  ein  beliebiger  anderer  Funkt  auf  ihr  ist,  säjnmtlich  ver- 
schwinden, so  verschwindet  auch  die  Combination 

deren  beide  Theile  übrigens  identisch  sind,  und  durch  Vertauschung  der  a 
und  der  h  in  einander  übergehen. 

Für  diese  Gleichung  kann  man  auch  die  folgende  setzen : 

Aber  nach  den  Formeln  des  §•  5  ist  erstlich : 

^mh  +^xfl|.+«jr^  +  &f ««  ~^  W' 
sodann  hat  man 

=  ipsb^—b^h^)  (pi  b,  —  b^  Oy), 
was,  wie  unten  gezeigt  werden  soll,  durch  Multiplication  mit 

»»fl**|  +bMO^  +  ay  bz+by  CTs" 
verschwindet;  in  dem  Factor  dieses  Ausdruckes  kann  man  daher  für 

iogb^  +  aybz)  (bga^+bya^) 
den  Ausdruck  setzen : 

(fl*fl|  -f-fl,«»)  ib,b^  +by  6,)  «  (^^j  ypj. 
Mithin  verwandelt  sich  auch  die  oben  gegebene  Gleichung  in: 

•(:)'-(0(:)C)=«. 

was  die  bekannte  Gleichung  der  Fläche  ist,  welche  die  Fläche  o^r'^^O  in 
ihren  27  Geraden  schneidet. 

§.7. 
Es  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  dass  der  Ausdruck 
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▼erscbwiodet.  Dieser  Ausdruck  besteht  aus  zwei  vollkoinmeii  ideutischen 
Theilen,  welche  man  erhält,  indem  man  vor  dem  ersten  Factor  einmal  nur 
das  Glied  a,hy^  das  andere  Mal  nur  das  Glied  b^gOy  nimmt;  beide  Theile 
unterscheiden  sich  nur  durch  Vertauschung  von  a  und  b]  hier  kann  man 
also  auch  setzen: 

K=  2asby  (^a^  &,  —  H^z^  (pjcb^+bxO^  +  Oybg  +  bya^). 

Aber  wenn  man  die  Multiplication  ausführt,  so  bleibt  nach  den  Formeln 

des  §.  5,  indem  man  nur  zunächst  für  die  Producte  der  a  ihre  Werthe  setzt : 

K=2as2a^bybzb^—  2a^aya^  bybgb^ 

^J(bybg  b^  —  by  bg  b^)  =z  0, 

was  zu  beweisen  war. 

§.8. 

Ich  wende  mich  jetzt  zur  Untersuchung  derjenigen  Punkte,  in  denen 
eine  Gerade  die  Fläche  fttnfpunktig  berühren  kann.  Ist  wiederum  x 
ein  solcher  Punkt,  y  ein  beliebiger  Punkt  der  berührenden  Geraden,  so 
müssen  die  fünf  Gleichungen  bestehen : 

a^"=0,     fl,"-*<iy=0,     ag^-^ay*=0,     fl^*-»ay'=0,     a,*-*a/=0. 

Die  Elimination  der  y  muss  hier  auf  zwei  Gleichungen  führen, 
Gleichungen  von  Oberflächen,  welche  sich  mit  der  gegebenen  in  einer  An- 
zahl von  Punkten  schneiden,  unter  denen  die  Punkte  der  fünfpunktigen 
Berührung  enthalten  sind.  Eine  solche  Gleichung  ist  die  in  §.  6  ent- 
wickelte Ortsgleichung  für  die  Punkte  der  vierpunktigen  Berührung;  es 
kommt  aber  nur  noch  darauf  an,  eine  weitere  Gleichung  herzustellen. 
Uebrigens  genügt  es  hier  wieder,  eine  Oberfläche  vierter  Ordnung  als 
gegeben  anzunehmen ;  denn  aus  den  für  eine  solche  gewonnenen  Resultaten 
leitet  man  dann  das  Allgemeine  ab,  indem  man  an  Stelle  der  Coefficienten 
der  Fläche  4**'  Ordnung  die  vierten  Differentialquotienten  der  Gleichung 
einer  Fläche  n^^^  Ordnung  setzt. 

Ich  gehe  also  von  den  Gleichungen  aus : 
2)  a**=0,     fl,'flry=0,     fl**fly*==0,     axff/  =  0,     ay*=0. 

Bei  einer  solchen  Fläche  vierten  Grades  liegt  dann  die  Gerade  xy  offen- 
bar ganz  in  der  Fläche,  die  Polare  des  Punktes  x  ist  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  a«ax*=0,  welche  unter  ihren  27  Geraden  die  Gerade  xy  enthält; 
die  zweite  Polare  von  x  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ax*fljr*=0,  welche 
die  Gerade  xy  zu  einer  Erzeugenden  hat.  Ist  wieder  xy  die  zweite  durch 
X  gehende  Erzeugende  dieser  Fläche,  und  x^  eine  Erzeugende,  welche 
durch  einen  beliebig  auf  xz  gewählten  Punkt  z  geht,  so  hat  man  wieder 
das  windschiefe  Viereck  xy^Zy  und  es  bestehen  die  Gleichungen: 
(i^<=0     a,*öy*=0     ajr*«»*=0     aJa^*=Q 

wo  nun  J  den  symbolischen  Ausdruck  hat:  J=iax*bu*cjdx*{abcdy. 


0= 
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Die  Identitäten  II)  nnd  IIa)  aber  verwandeln  sich  in: 

tl^ll^  +  Wyll,   = 

§.9. 
Ich  bilde  jetzt  aus  2  die  Combination 

in  welcher  die  b  dieselbe  symbolische  Bedeutung  haben,  wie  die  a,  und  wo 
also  beide  Theile  sich  nur  durch  Vertauschung  dieser  Bezeichnung  unter- 
scheiden. 

Dieser  Gleichung  kann  man  die  Form  geben : 

O'ler  wenn  man  die  Gleichungen  4)  benutzt: 

[(:)-'-»<]+' K)-»<I[(')-'''0' 

Dieser  Gleichung  gebe  ich  die  Form: 

wo  verschiedene  A  die  folgende  Bedeutung  haben  sollen : 

^.-  .•C)^"fö'(:K')+'ö;(')' 

+  i  (a)  0  K*^+^--f  )•  [+8«^«.^  ^-^^  (a)  (') 

'^5=  («*^f  +^*ö^)*— 4a,Ä^  6;^«^  (ö«ft|  +  ft*ö^)*- 

Von  diesen  Grössen  verschwindet  A^  identisch,  indem  nach  4)  alle  sich 
nicht  aufhebenden  Glieder  gleich  Null  werden. 

§.  10. 
In  den  Ausdrücken  von  A^^  ^,  A^  sind  schon  einige  Formeln  zu* 
sammengezogen,  welche  sich  nur  durch  Vertauschung  der  a  mit  den  6  von 
einander  unterscheiden. 
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§.n. 
Wendet  man  eben  dies  überall  an,  wo  es  möglich  ist,  so  nimmt  A^  den 
Ausdruck  an: 

In  der  letzten  Klammer  kann  man  a^a.  durch  —  und  aja^*  durch  Null  er- 


setzen ;    wenn  man  nur  noch  in  den  Übrigen  Formeln  (  .  )  und   (  r  ]    mit 
Hülfe  der  Gleichungen  4)  susdrOckt,  so  hat  man : 

oder  wenn  man  die  Gleichungen  3)  anwendet: 

^,=-ieii,'«{  6, V+»«V*f  «,«{»  + 4^6{«  (*)  =4^ 6f«  Q. 
Der  Ausdruck  A^  kann  in  der  Form  geschrieben  werden : 

^,=16  (jj'caa^'V+a«'«! ***«)  -32  (j)  (J)  («-*«! *4  +«|*«x6,)  - 

nur  ist  nach  4)  und  3) 

4a)    2a/  a^{j]=^aja^  (aa;f>^  +  lf»a^  +ayb^+bya^')  =  -  b^ 


OxHaJ  =^a/{ajca^  +0^0^)= J. 
Daher  verwandelt  sich  der  Ausdruck  noch  in : 

^3=-4  Jb^'  (J)  +  32a,6,a^  b^  (jJ-^Za^b^a^^  (^)  (J) 


und  man  hat  also : 


5)  ^8+.f4=32a,6,a^6^  ^^j  — 32fl,6,flr^'^^j 
Endlich  zieht  sich  noch  j4f  zusammen  in: 

6)  ^,=-64(j)'«.64  +  32  (j)'(J)«,«f  +  32«,6f  (j)  (;)  (J) 

§12. 
Die  ganze  Gleichung  der  gesuchten  Flächen  ordnet    sich  jetzt  also 
folgendermassen : 

7)  0=^,  +  ^,+  (^,+^J, 

wo  ji,  den  Hülfspunkt  |  gar  nicht  enthält,  ^linear,  A,+A^  quadratisch 
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[vergl.  5)  und  6)].  Dagegen  sind  die  Punkte  y,  2  in  der  Endform,  nicht 
mehr  vorhanden.  Daher  genügt  auch  jetzt  der  Punkt  ^  nur  noch  den  beiden 
Gleichungen 

Die  efste  bezeichnet  ihn  als  beliebigen  Punkt  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, die  zweite  bestimmt  nur  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten, 
wenn  £  auf  dieser  Fläche  irgendwie  gewählt  ist. 

Wegen  dieser  Willktirlichkeit  der  Punkte  g,  welche  aus  derGleichung  7) 
nicht  mehr  herausgeschafift  werden  kann ,  sieht  man ,  dass  man  nicht  zu 
einer  einzigen  Fläche  gelangt,  welche  die  Curve  der  vierpunktigen  Berüh- 
rung in  den  gesuchten  Punkten  schneidet,  sondern  zu  einer  Schaar  von 
Flächen,  deren  einzelne  Glieder  den  verschiedenen  Annahmen  über  |  ent- 
sprechen. 

§.  13. 

Es  ist  schliesslich  nicht  schwer,  die  Gleichung  der  Flächenschaar  7  in 
diejenige  Gestalt  zu  bringen,  unter  welcher  Herr  Clebsch  sie  im  58.  Band 
des  Grelle 'sehen  Journals  ohne  Ausführung  der  Rechnung  gegeben  hat. 

Zu  diesem  Zweck  nehme  ich  eine  Hülfsebene  mit  den  Coordinaten 
CiCfC^c^  an,  welche  durch  die  Funkte  y,  z  geht,  übrigens  aber  beliebig  ist. 

Es  ist  dann  Cy=0,  Cs=0;  da  aber  y,  z  selbst  beliebige  Funkte  der 
beiden  durch  x  gehenden  Erzeugenden  der  Fläche  2*"  Ordnung  a«*ajr*=0 
waren,  so  ist  hierdurch  über  die  Ebene  im  Grunde  nichts  ausgesagt,  son- 
dern durch  eine  beliebig  gewählte  Ebene  c  sind  dann  nur  die  Punkte  y,  2, 
also  auch  |  vollkommen  bestimmt.  Wegen  der  Gleichungen  ^^^=0,  Cs=0 
hat  man  nun  auch 

(c)  ==  ^*  ^1 ;  ^.{^J  =  ^M<^l  +Cxa^ . 

Es  folgt  daraus : 

Multiplicirt  man  also  die  Gleichung  7)  mit  c^': 

10)  0=c,»^,  +  cj^,  +  cs^  (^,  +  ^,), 

so  ist  zunächst  nach  6) 

.0       v..=«c.[-«(;)*.,Q+»(;y(;)0.. 

+-föö(90«.-»©'(:)  (:)".] -«(:). 

wo  M  der  Ausdruck  ist,  in  welchen  A^  tibergeht,  wenn  darin  |  durch  x 
ersetzt  wird.     Es  ist  aber  der  so  entstehende  Ausdruck 

oder  mit  Benutzung  der  Gleichungen  4a),  indem  das  2^^  und  4^^  Glied  sich 
aufheben. 
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12)  af=-64(jy«,6,  +  32a,6,(j)(; 

Endlich  vird  mit  Benatzong  der  Gleichaogen  8) 

=  32  c.  Y''>'  \b)  *l[2  (c)-*'*'*] 

-«-*-«f(J)(?)[2C)-«*'-|]j- 
Die  mit  c^  multiplicirten  Theile  aber  werden  nach  4  a) 

nnd  beben  sich  also  anf ,  so  dass  nur  bleibt: 

was  nach  8)  wieder  übergeht  in: 

"-''!(j);ö[K9-'-^]-(r)(i)e)K3— =]i- 

Bildet  man  sich  nnn  aus  der  ersten  Gleichung  4  a),  in  welcher  die 
Eigenschaft  der  b  gar  nicht  benutzt  wird ,  indem  man  noch  den  h  difTeren- 
zürt,  nnd  die  Dififerentialqnoten  mit  den  c  multiplicirt,  die  Gleichung: 

-.•(?)ö=^('). 

so  sieht  man,  dass  in  dem  erhaltenen  Ausdruck  die  mit  ^  multiplicirtei 
Glieder  sich  abermals  zerstören,  und  dass  man  erhalt: 

13)  c,.(^,+^j=m„,6,(«)'(y(*)-  ,28«,6,(:)(j)(;y. 

Führt  man  nun  die  Ausdrücke  ll),  12)  und  13),  aus  denen  die  |  gana 
verschwunden  sind,  in  10}  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung: 


0=  Cx» 


W)*-(0"(:)©+^ö*©l 

[-.Krye)+"(;)'©e)+«e)©öe) 


-"\6 


welches  die  von  Herrn  Clebsch  gegebene  Gleichung  ist. 
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XXZn.  Oeodätisöhe  Ani^be.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  man 
einen  wohl  auf  dem  Felde ,  nicht  aber  auf  dem  Plane  gegebenen  Punkt, 
von  dem  man  weiss,  dass  er  sich  auf  einer  zuverlässig  und  nach  gegebenen 
Bedingungen  ausgesteckten  geraden  Linie  befindet,  durch  Winkelmessnng 
in  dem  Punkte  selbst  zu  bestimmen,  und  dabei  zwei  gegebene  Objecte 
ausserhalb  der  Linie,  aber  kein  brauchbares  in  derselben  in  Sicht  hat. 
Wäre  letzteres  der  Fall,  so  würde  die  Bestimmung  durch  einfachen  oder 
—  zur  Controle  und  Vermittelung  —  doppelten  trigonometrischen  Hück- 
wärtseinschnitt  über  eines  oder  jedes  der  beiden  Objecte  erfolgen ;  unter 
den  angenommenen  Umständen  aber  ist  man  auf  die  Auflösung  der 
folgenden  Aufgabe  angewiesen: 

Ein  Punkt  auf  einer  gegebenen  Geraden  soll  aus  dem 
daselbst  gemessenen  Winkel  et  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  P  und  P\  welche  ausserhalb  der  Geraden  liegen, 
bestimmt  werden. 

Die  Auflösung  durch  Construction  würde  einen  über  PP'  beschrie- 
benen Kreisbogen  erfordern,  welcher  den  Winkel  a  fasst,  und  kann  unter 
Umständen  zweideutig  werden;  da  aber,  wenn  die  Bestimmung  nicht  über- 
haupt zu  unsicher  ausfallen  soll,  die  beiden  möglichen  Punkte  nicht  zu 
nahe  bei  einander  liegen  dürfen,  so  wird  es  im  praktischen  Falle  keine 
Schwierigkeit  haben,  den  wirklichen  Punkt  zu  unterscheiden. 

Zur  Auflösung  durch  die  Rechnung  seien  folgende  Zeichen  eingeführt: 

Rechtwinklige  Coordinaten  der  gegebenen  Objecte  P  und  P\  im  Sinne 
der  Winkelmessung  von  links  nach  rechts  aufgezählt:  <i,  b  und  a\  h\ 

Die  Linie  sei  aus  einem  gegebenen  Punkt  P",  dessen  Coordinaten 
a\  b'\  unter  dem  gegebenen  Azimuth  w  ausgesteckt,  x,  y  Coordinaten 
und  r"  Entfernung  des  Standpunkts  von  P'\  endlich  r  und  r  Längen, 
(p  und  q>'  Azimuthe  der  Sehliuien  nach  P  und»P'. 

Unmittelbar  aus  diesen  Bezeichnungen  ergiebt  sich : 
a  —x^:^r cosq>^       d — x=zr  cosq>\ 
'  b — y  =  rsin^^        b' — y^=^rsinq>\ 

woraus  durch  Elimination  von  r  und  r : 


{a  — x)  sin  (p—{b  — y)  cos  9=0, 
{a  —  x)  sin  tp'  —  (6' —  y)  cos  9'=  0, 


oder,  da 


*§  I    ff  tff  ,    ff 

j:  =  a  +r    cosco,     y  =  o  +r    stnm: 

2)  (ö  —  a')  sin  ff  —  (6  —  b")  cos  <p  =  r"  sin  (tjp  —  cd), 

{a  —  a")  sin  g>' —  (6' —  6")  cos  9'  =  r"  sin  (9' —  w). 

Setzt  man 

a  —  a"  =  e  cos  t ,       b  —  b"  =  e  sin  f , 
a  —  a  =se  cot  1 ,      b  —  b  =  e  smt  ^ 

ZrUvchrm  r.  MAtberomik  o.  Phj^ik.  XII,  6.  ^*^ 
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oder 

b  —  b"  a — a"       b — 6" 

tangt=z -,^  e  = 


lang  «'= 


ö  —  ö  cot  t  sin  i 

0  — b        ,     a  —  a       b  — b 


—  a  cos  B  stn  e 

womit  e  und  e'  als  Längen,  «  und  t    als  Azimuthe  von  P"P  und  P"P'  be- 
zeichnet sind,  so  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in: 
.  e  sin  (<p  —  f )  =  r"  sin  (<p  —  w), 

e'sin  (qp' —  f ') = /'  sin  (tp'  —  a). 

Diese  geben  durch  Elimination  von  /'  und  Anwendung  bekannter  Formeln, 
wenn  zugleich  q^'^^-tps^^  und  der  Annahme  gemäss  q>' —  9  =  «  gesetzt 
wird: 
e  \cos{a — (ö  +  «)  —  C05 (t(; — o> — €)j  =  ^'  jco«(a+o)-— «')  — co5(t/; — co— «')}. 

Zur  Abkürzung  setzt  man  : 

5)  5=e'  co*(«  +  a>— «') — ecos{a — eo+O 

=:(e'  cot «' — e  cosi)  cos (^ — »)+(«'  ^«« «' — ^  *«« «)*''' (^ — "") 
=  (a'— a)  cos(t/;— a>)  +  (6'— fr)  5i«(t/;— »). 

Die  Substitutionen 

ö — a=:cco8Yf     b' — 6  =  c5iny, 
oder 

b' — b  a — a       b'  —  b 

6)  iangy=- ,      c= =— : — 

^  a  —  a  cos  Y  stn  y 

geben  c  und  y  als  Länge  und  Azimuth  von  PP'  zu  erkennen  und  liefern: 

c  CO*  (i/;  —  CD  —  y)  =  S. 

Versteht  man  unter  \l  den  positiven  spitzen  oder  stumpfen  Winkel,  der  die 
Gleichuug : 

SS  S        . 

7)  c05^=-=-> ^    cosy  =  -, -Stny 

'  c       a  — ab  —  0 

befriedigt,  so  wird  jetzt: 

8)  1/;  —  w— y=  +  fi,     t^  =  (o+y  +  ii 
und 

Die  Gleichungen  4)  liefern  nun  in  der  doppelten  Berechnung  von  r"  eine 
Probe,  X  und  y  ergeben  sich  endlich  aus  2).  Die  Entscheidung,  ob  beide 
Zeichen  vor  fi  zulässig  sind,  oder  nur  eines  und  welches,  hat  vom  theo- 
retischen Standpunkte  aus  nach  den  Gleichungen  l)  zu  erfolgen»  welche 
positive  Werthe  für  r  und  /  liefern  müssen;  im  praktischen  Falle  wird  es 
dieser  Entscheidung  nicht  bedürfen,  weil  die  wirklichen  Werthe  von  9  und 
q>'  überschläglich  geschätzt  werden  können. 

Kecapitulation  des  Ganges  der  Kechnung.     e  und  e',  e  und  e' 
nach  3);  S nach  b);  y  nach  6),  c  ist  unentbehrlich;  fi  nach  7);  ^  nach  8); 
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q>  und  9  nach  9);  r"  doppelt  mit  Probe  nach  4);  x  und  y  nach  2);  etwa 
noch  r  und  r  doppelt  mit  Probe  nach  1). 

Die  ATiflösung  vereinfacht  sich,  wenn  (0  =  0  oder  co  =  00^.  (Die  ge- 
gebene Gerade  ist  Seite  eines  Messtischqnadrats.)  Unter  ersterer  An- 
nahme gilt  5) 

S  =i=e'  cos{(t  ■—  t)  —  eco8{a+t)  * 

=  (e '  cos  B  —  e  cos  e)  cos  o + (« '  sin  g+e  sin  $)  siu  cc 
=  (a'  —  a)coSa+{b'+b'-2b")sina. 

Dieser  Ausdruck  könnte  noch  mit  einem  Gewinn  für  die  logarithmische 
Rechnung  umgestaltet  werden,  jedenfalls  aber  werden  e,  e\  c,  V  entbehr- 
lich; denn  aus  2)  ergiebt  sich  y  =  b'\  aus  1)  sodann,  nachdem  g>  und  tp'  im 
Uebrigen  wie  oben  berechnet  sind,  unter  Elimination  von  r  und  r  zur 
Probe  doppelt: 

x=a  —  {b  —  b")  coiang  (p  =  a  —  (6' — b")  colang  q> . 

Stuttgart,  April  1867.  C.  W.  Baür. 


XXXm.  Hote  über  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 
n^er  Ordnung  mit  constanten  Goeffloienten.  Die  alfgemeinste  Form  eine- 
Differentialgleichung  n^*'  Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  ist  be- 
kanntlich 

worin  01,  a,,  ^,  ....a»  gegebene  constante  Grössen   bedeuten  und  X  eine 
bekannte  Function  von  x  allein  ist^ 

Setzt  man 

/«,s=a,  +  of,  +  a3+....an  =5«,  i  =  S«_i,  i  +  a» 

2)  jai==a|Cf,a,  +  a,a,a^+ =5„,  3=:5^-.i,  3-f  a^5n_.|,  2 

80  ergiebt  sich  zunächst,  dass  a|,  ffg,  Oi....««  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung 

sind. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  ag,  a^...,an  aus  2)  in  1)  ver- 
wandelt sich  die  Differentialgleichung  l)  in  die  Gleichung 

Vd'^'-^v  d^-^u  d"-3»  "11         ' 
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d.  h.  in  eine  Differentialgleiclinng  erster  Ordnung  zwischen  x  und 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  durch  Integration 

a)      ^i+S.-x.i^,+..:S,.Un-iy=e-'"'[fe''''Xdx+C„], 

WO  Cn  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Da  nun  5„_i^  j,  5«_i^  2»  ••..  5^«-.i,  «-i  dieselben  Functionen  von 
«n  «2»  «3,....a»-i  sind,  wie  Sn,  i,  S„,  2,  5„,  3....5„,  «  von  a^  a^,  «3,....«,, 
so  lässt  sich  die  Gleichung  3)  auch  in  folgende  Form  verwandeln: 

[f/*""2y  d'^^^y  d'^^'^y  "] 

deren  Integration  zu  der  Gleichung 

;7^ü^2  +  ^— 2.1^^^3  +  5.-.2,2^^^4+...   +5..2,«-2y 

fHlirt  u.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  gelangt  man  nach  n  aufeinanderfolgenden  In- 
tegrationen zu  der  primitiven  Gleichung  mit  ihren  zugehörigen  n  willkür- 
lichen Constanten. 

Für  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  er,,  a^..«.«»  nicht  einander  gleich 
sind ,  kann  man  zu  dem  allgemeinen  Integral  folgendermaassen  gelangen  : 
Die  Coefficienten  5n_i,  1,  5«_-i,  2»-.-.^«— 1,  n-i  in  3)  sind  nämlich  Func- 
tionen von  a, ,  er,  ....a„^i;  man  kann  daher  in  diesem  Falle  cr„  in  3)  nach 
einander  mit  a«.!,  crn— 2«  ••••«■^st  OfjCCi  vertauschen  und  erhält  auf  diese 
Weise  n  Differentialgleichungen,  zwischen  welchen  man  die  n  —  1  Dif- 
ferentialquotienten eliminiren  kann. 

Um  die  Anwendung  dieses  Verfahrens  zu  zeigen,  nehmen  wir  die 
Gleichung  3**'  Ordnung 


g+-3+».S+".^=-^- 


Setzt  man  hierin 


«i=ai  +  «t  +  aa 
a,  =  aj  of,  +  of,  ff,  +  «,  ff 3 
ö,  =  «,«,«„ 
wo  a, ,  «,,  of8  Wurzeln  der  Gleichung 

s/nd,  so  erhält  man 
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oder  auch 

woraus  durch  Integration  und  Vertaaschung  von  a,  mit  ai  und  a,  die  drei 
Gleichungen 

hervorgehen. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

«-«'  f/e«'  Xdx  +  c]  =  i, 

so  ergiebt  sich,  indem  man  nach  einander  zwei  und  zwei  der  Gleichungen 
A),  B),  C)  von  einander  abzieht,  das  System  der  drei  Gleichungen  erster 
Ordnung: 

Indem  man  nun  irgend  zwei  dieser  Gleichungen  von  einander  subtrahirt, 
kommt  man  zur  primitiven  Gleichung: 

jy^K-  ^2)  ^8—  («1— «a)  ^8+  (g,  — cfa)  ^1 
(«1  — «2)  K  — «s)  («8  — «s) 
Ist  z.  B.  a^==:of2,  so   wird   der  Ausdruck  für  y  unendlich;   sobald  man 
indess  zu  den  Gleichungen  A),  B),  C)  zurückkehrt,  gehen  diese  über  in  : 

d^y  dy 

woraus  durch  Subtraction 

dy  .  Aj  — At 

dx  ^  *^       «1  —  «» 
und  darnach  durch  Integration: 


y  =  tf-«t*rje«i'^4-^*c/a?  +  c\. 
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Sind  endlich  alle  drei  Wurzeln  gleich 

80  redaciren  sich  die  Gleichungen  A),  B),  C)  anf  die  eine  Gleichung 

die  sich  auch  schreiben  lässt: 


^(^^«»)+"e+«')='. 


so   dass  man   die    primitive  Gleichung  vermittelst    zweier  Integrationen 
erhält. 

Auch   ohne  Rücksicht  anf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  kann  man 
die  Gleichung 

^  +  (ai  +  «t  +  «s)^  +  (aiat  +  «t«8  +  ffi«i)^^  +  «i«ta3y  =  ^ 
'ort  unter  der  Form 

schreiben,  welche  vermittelst  dreier  Integrationen  zur  primitiven  Gleichnng 
führt. 

Copenhagen,  11.  August  18(57. 

Dr.  phil.  Camillo  Tychsen. 


XXXIV.  Bemerkungen  über  Baumcurven,  Von  A.  Ennbper.  In 
dem  Punkte  (|,  i^,  f)  einer  Curve  doppelter  Krümmung  sei  g  der  Krüm- 
mungshalbmesser und  r  der  Torsionsradius.  Sind  g  und  r  beide  constant, 
so  ist  die  Curve  die  Helix  eines  Kreiscjliuders,  ein  Resultat,  welches 
zuerst  Puiseux  durch  eine  gewandte  analytische  Rechnung  gefunden  hat. 
Dieses  Resultat  hat  später  Bertrand,  mit  Hülfe  geometrischer  Betrach- 
tungen, dahin  erweitert,  dass  eine  Curve,  für  welche  -    constant    ist ,    die 

r 

Kanten  einer  beliebigen  Cjlinderflftche  unter  constantem  Winkel  schneidet. 
{Journal  de  Mathem.  U  XIII,  p.  423).  Einen  sehr  einfachen  analytischen 
Beweis  dieses  Satzes  hat  Serret  gegeben  (J.  d,  M,  t,  XVI,  p,  197).     Nimmt 

man   —gleich  einer  linearen  Function  des  Bogens';,  also: 

1)  ;  =  <?»+*, 

WO  g  und  h  Constanten  sind,  so  lässt  sich  durch  eine  sehr  einfache  Rech- 
nung nachweisen,  dass  eine  Curve,  charakterisirt  durch  die  Gleichung  1), 
die  kürzeste  Linie  einer  beliebigen  Kegelfläche  ist.     Für  den  Fall,  dass 
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jjT  =  0,  rückt  die  Spitze  der  Kegelfläehe  unendlich  weit,  man  hat  dann  eine 
Cylinderfläche,  deren  kürzeste  Linien  bekanntlich  Schraubenlinien  sind. 
Seien: 

«.  ßy  r; 

K  f*,  v; 

/,  m,  n 
die  Winkel,  welche  respective  die  Tangente,  Hauptnormale  und  die  Axe 
der  Krümmnngsebene  im  Punkte  (£,  17,  {:)   einer  Curve  mit  den  Coordi- 
patenazen  bildet.     Setzt  man  in  den  Gleichungen: 
dcosl gdcosa      dcosm g  d  cos  ß      d  cosn q  d  co$y      q 

so  gehen  dieselben  über  in : 

dcosl        3   1/       ,   »V         , 
-jj-  =  ^  Kö'^  +  Ä)  ^ö5o}  —g  cos  a, 

I dcosm       d   .,      ,   ,         a,  - 

2)  {-^j-=^\igs  +  h)cosß\--gcosß, 

~ä7"^»7  ^(^*  +  ^)  cosY\—g  cosy. 
Mit  Rücksicht  auf: 

dl  .       9i?  dt 

cosa=-,   cosß=-,   '''y  =  rs^ 

geben  die  Gleichungen  2)  integrirt: 

!cosl=^(gs  +  h)cosa  +  gi—^, 
cosm:=  (gs  +  h)  cos ß  +  gti  —  i;o» 
cos  n  =  (^5  +  h)  eosy  +  ^  f—  £;,, 
^o  £0«  ^o>  &)  Constanten  sind.     Die  Gleichungen  3)  respective  mit  cos  1, 
cos  fi,  C05  V  multiplicirt  und  addirt  geben : 

4)  (gl—Qcosk  +  {gfi  —  ri^)cosik  +  [gi'^Ji;)cosv==0. 

Die  Gleichung  der  rectificirenden  Ebene  im  Punkte  (|,  17,  J^  ist: 

(a?  — S)co5A+(y  — 17)  co5fi  +  («  —  f)  co5v=0. 
Mittelst  der  Gleichung  4)  gebt  die  vorstehende  Gleichung  über  in: 

6)  {gx  —  y  cosX+^gy^fio')  coSfA  +  igz  —  Q  cosv—0. 

Ist  g  von  Null  verschieden,  so  zeigt  die  Gleichung  5),  dass  die  rectificirende 


16  rec- 


Ebene  durch  den  festen  Punkt  (-|o»     ^Vo^     "  £0)  geht.    Gehen  di 

tificirenden  Ebenen  einer  Curve  durch  einen  festen  Punkt,  so  berühren 
dieselben  eine  beliebige  Kegelfläche,  auf  welcher  die  Curve  liegt.  Diese 
Kegelfläche  ist  die  rectificirende  Fläche  der  Curve;  da  durch  Abwickelung 
derselben  die  Curve  in  eine  Gerade  tibergeht,  so  folgt,  dass  die  Curve  die 
kürzeste  Linie  einer  beliebigen  Kegelfläche  ist.  Für  ^=0  geht  die 
Gleichung  4)  über  in: 

6)  ^cosX  +  rjf^coSfi+t;QCOSV  =  0. 
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Diese  Gleichung;  zeigt  anmittelbar ,  dass  die  rectificirende  Ebene  einer 
festea  Geraden  parallel  ist.  Die  rectificirende  Fläche  ist  also  eine  be- 
liebige Cjlinderfläche  und  die  Cur^e  eine  kürzeste  Linie  derselben. 
Schreibt  man  die  Gleichung  6)  auf  folgende  Weise : 

^{i,cosa+fjo  cosß  +  j^cosy)  =  0, 

so  erhält  man  durch  Integration  das  Theorem  von  Bertrand.  Sei  (§,  17,  Q 
ein  Punkt  der  Wendecurve  einer  developpabeln  Fläche,  ferner  Oi  eine 
Parallelfläche  von  O  und  (|, ,  17,,  f,)  der  Punkt  der  Wendecurve  derselben, 
welcher  dem  Punkte  (£,  17,  {;)  entspricht.  Bedeutet  g  eine  beliebige  Con- 
stante,  so  finden  die  Gleichungen  statt: 

171  =  1/  +  -  i^cos  m  —  ^-cosßy 
?!  =  £+-  l<^os  n  —  ^cosy\ 
Diese  Gleichungen  nach  s  differentürt,  geben: 

Sind  1^,  1^1,  ^1  constant,  so  ist  die  Fläche  O^  eine  Kegelfläche,   die 
vorstehenden  Gleichungen  geben  dann 

welche  Gleichung  auf  die  Gleichung  1)  führt.     Hieraus  folgt: 

Die  Wendecurve  der  Parallelfläche  zu  einer  Kegelfläche  ist  eine 
kürzeste  Linie  einer  zweiten  Kegelfläche,  welche  mit  der  ersten 
dieselbe  Spitze  hat. 

O  TT  ot  TT 

Ist  U  eine  beliebige  Function  von  11,  17' =  — ,     ü"=  -r— j-,   ferner  q> 

der  Winkel,   unter  welchem  eine  Heliz  die  Kanten  einer  Cjlinderfläche 
schneidet,  so  hat  man  für  einen  Punkt  (g,  1^,  f)  der  Heliz  die  Gleichungen: 
7)      1=17"  cos  u+  ü'sin  m,     ri^ü" sin  m—  U'cosu,     f=(^"+  ü)  cottp, 
wenn   die  Kanten  der   cylindrischen  Fläche  parallel  der  Axe  der  z    ge- 
nommen werden.     Aus  den  Gleichungen  7)  findet  man  leicht: 

8)  cos  a  =  cos  u  sin  9,     cos  ß  =  sin  u  sin  y,     cos  y  =  cos  qt. 

Setzt  mc^n : 

I  cos  a  +  ry  cos  ß  +  t  cns  y 


/(?+V+{;*) 


■  =:    COSS^ 
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so  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichungen  7)  und  8) : 

Nimmt  man  &  constant,  so  sind  durch  die  Gleichungen  7)  und  9)  die 
Curven  bestimmt,  welche  gleichzeitig  die  Kanten  einer  cjlindrischen  und 
conischen  Fläche  unter  constanten  Winkeln  schneiden.  Der  Einfachheit 
halber  ist  die  Spitze  der  Kegelfläche  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
genommen.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

cot  &  sin  (p=Pj     Ä  =  (m — Wq)  j/ip^--  co^  <p)f 
sind  t/g  und  q  Constanten,  so  giebt  die  Gleichung  9)  integrirt: 

ü(p* — co^(p')+pjq=:qcos<p  . 

Setzt  man  diesen  Werth  von  U  in  die  Gleichungen  7),  so  leitet  man  ohne 
Schwierigkeit  die  folgende  ab: 

^  '       p* — cos*(p      \  p^  —  cos^q))     p*+sm*<p 

Nimmt  man  zur  Vereinfachung: 


q*co$^fp  ,   .,       p*  —  cos*  q>        .    6*      . 

p*  —  cos*  q>       —  P  +  sm*  tp       —  ar 


also: 


WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  p^^cos^q>^  so 
giebt  die  Gleichung  10) : 

a»  h*      ~ 

Diese  Gleichuugen  enthalten  folgendies  Theorem : 

Wird  die  grosse  Aze  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  zur  Rotations- 
axe  genommen,  ist  C  eine  Curve  der  Hotationsfläche,  deren  Tan- 
genten mit  Parallelen  zur  Rotationsaxe  einen  constanten  Winke] 
bilden,  so  schneidet  die  Curve  C  die  Kanten  einer  Kegelfläche 
unter  einem  constanten  Winkel,  deren  Spitze  einer  der  Brenn- 
punkte der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist« 

Ist  6  =  9,  so  giebt  die  Gleichung  9) : 

2  f/  +  -. =  q  («  —  Wo)'  cot  g>, 

stntp  cosfp  "  ^ 

wo  q  und  f/Q  Constanten  sind.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  den 
Gleichungen  7)  findet  man: 
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welche  Gleichung  folgenden  Satz  enthält: 

Die  Curve,  welche  die  Kanten  einer  conischen  und  cylindrischen 
Fläche  nnter  demselben  Winkel  schneidet,  liegt  auf  einem  Ko- 
tationsparaboloid.  Die  Kanten  der  cylindrischen  Fläche  sind  der 
Kotationsaxe  parallel,  die  Spitze  der  Kegelfläche  ist  der  Brenn- 
punkt einer  Meridiancurve  des  Paraboloids. 

Nimmt  man  in  12)  9  =  0,   so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Kreis- 
kegels, für  eine  Helix  desselben  ist  also  ^  constant.  Die  Gleichung  l)  giebt 

eine  sehr  einfache  geometrische  Auflösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung. Die  Flächen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Pro- 
jection  der  Verbindungslinie  OP  eines  Punktes  P  der  Fläche  mit  einem 

festen  Punkte  0  auf  die  Normale  in  /'gleich  einer  Constanten  -   ist,   sind 

durch  die  Gleichung  bestimmt: 

wenn  f=  0  die  Gleichung  der  Fläche  ist  und  der  feste  Punkt  0  zum  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  genommen  wird.  Ausser  der  Kugelfläche, 
eine  Lösung,  welche  evident  ist,  sind  in  der  obigen  partiellen  DifTerential- 
gleichung  die  developpabeln  Flächen  enthalten,  deren  Wendecurve  durch 
die  Gleichung  1)  bestimmt  ist  (Nachrichtien  von  d.  K.  Gesellsch.  d.  Wissen- 
schaften zu  Göttingen,  1866,  p.  143). 


XXXT.  lieber  die  Lichtmenge,  welche  im  Polarisationsapparat 
darch  eine  znr  optischen  Axe  oder  zur  ersten  Mittellinie  senkrecht 
geschnittene  Krystallplatte  hindurchgeht.  Von  Dr.  £.  Lohmel  in  Zürich. 
Eine  senkrecht  zur  optischen  Axe  geschnittene  einaxige  Krystallplatte  sei 
zwischen  den  polarisirenden  und  analysirenden  Apparat  eines  Polarisations- 
instrumentes eingeschoben.  Durch  eine  vor  dem  Polarisator  angebrachte 
Linse  ist  dafür  gesorgt,  dass  Strahlen  verschiedener  Richtung  die  Platte 
durchdringen,  während  eine  hinter  dem  Polariscop  aufgepflanzte  Linse  die 
Interferenzerscheinung,  nämlich  das  bekannte  Ringsystero,  auf  einen  znr 
Axe  der  ganzen  Vorrichtung  senkrechten  Auffangschirm  projicirt.  Bei 
subjectiver  Beobachtung  stellen  die  brechenden  Medien  des  Auges  die 
Projectionslinse,  und  die  Netzhaut  den  Auffangschirm  vor.  Ausser  der 
projicirenden  sind  alle  anderen  im  Apparate  etwa  noch  vorhandenen  Linsen 
für  unsere  Betrachtung  unwesentlich.  Die  Lage  eines  Punktes  auf  dem 
Schirme  sei  durch  seine  Polarcoordinaten  q  (Radius  vector)  und  et  (Polar- 
winkel) angegeben;  der  Pol  falle  in  den  Mittelpunkt  des  Ringsystems  und 
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die  Polaraxe  sei  eine  beliebige  dnrcb  ibn  gezogene  Gerade.  Nehmen  wir 
nun  diejenige  Lichtmenge  zur  Einheit,  welche  auf  die  Flächeneinheit  des 
Schirmes  bei  Abwesenheit  der  Krystallplatte  und  Parallelstellnng  der 
beiden  Polarisationsebenen  trifft,  und  vernachlässigen  wir  die  absorbirende 
Wirkung  der  Platte,  so  ist  die  im  Punkte  (p,  er)  bei  Gegenwart  des  Kristalls 
herrschende  Intensität,  für  die  Flächeneinheit  ausgedrückt: 

co^  (g>  —  '^)  —  ^n  3  (^  —  c)  sin  2  (^  —  a)  sin* m  n  ^*, 

wenn  (p  und  ^  die  Winkel  sind ,  welche  die  Oscillationsrichtnngen  des 
Polarisators  und  des  Polariscops  mit  der  Axe  des  Coordinatensystems 
bilden,  und  wenn 

gesetzt  wurde ;  hierin  ist  unter  2>  die  Dicke  der  Krjstallplatte,  unter  a  und 
b  resp.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des  ausserordentlichen  und 
des  ordentlichen  Strahles  zu  verstehen,  unter  k  die  Wellenlänge  der  an- 
gewendeten homogenen  Lichtgattung  im  leeren  Kaum ;  e  bedeutet  die  Ent- 
fernung des  optischen  Mittelpankts  der  projicirenden  Linse  vom  Auffang- 
schirm, so  dass,  wenn  mit  t  der  Winkel  bezeichnet  wird,  den  das  in  {q,  a) 
▼ereinigte  Strahlenbündel  mit  der  Plattennormale  bildet,  e./^t  =  poder 
(wegen  der  überhaupt  hier  vorausgesetzten  Kleinheit  des  Winkels  t) 
ei^^Q  ist. 

Das  im  Punkte  (^,  er)  befindliche  Flächenelement  gdgäa  empfängt 
demnach  die  Lichtmenge 

co^(^q>  —  iif),QdQda  —  W«  2 (g> — a)  sin%{^  —  a)  sin* mTCQ^.Qdg da. 

Um  die  auf  einer  mit  dem  Radius  r  von  unserm  Pole  aus  beschriebenen 
Kreisfläche  vorhandene  Gesammtlichtmenge  zu  bestimmen,  haben  wir 
diesen  Differentialausdruck  nach  er  von  0  bis  2ii,  nach  q  aber  von  0  bis  r 
zu  integriren.  Wir  erhalten,  wenn  wir  die  gesuchte  Lichtmenge  mit  /  be- 
zeichnen: 

2n  r 

J=  n r*  cos* (g>  —  ^)  —  Jsin 2 (g>  —  a)  sin 2 (t);  —  a),da.Jsin* mnQ^.Qdg. 

Nun  ist  aber 

2«  2n  2n 

rsin2{<p'-u)  sin2{flf--a)da=='^^fcos2(q>+rf;^2a)da'\'lfcos2{q> — tl;),da 

=  jrco*2(9  — 1/;); 
ferner 

r  r  r 

Jsin*mn(iF.  ^^^  =  J /V  ^(f  —  4  /^ö5  2m7tQ*,Q  dg 

0,  0  0 

r*       sin  2m7tr* 

4  Smn 
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Setzt  man  diese  Werthe  oben  ein,  so  erhält  man  nach  einer  naheliegenden 
Umformnng,  wenn  man  noch  8  statt  g>  —  '^schreibt: 

otn 
Wie  voransznsehen  war,  hängt  dieser  Ausdruck  nur  von  der  Differenz  ö 
der  Winkel  q>  und  ^  ab,  welchen  wir  übrigens  nur  Werthe  zwischen  0^  und 
00^  beizulegen  brauchen. 

Die  auf  die  Flächeneinheit  für  die  Kreisfläche  nr^  treffende  mittlere 
Intensität  J^  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  man  noch  durch  nr*  dividirt, 
wie  folgt: 

Der  Ausdruck  für  die  Gesammtlichtmenge  /besteht  also,  wenn  wir  d  vor- 
erst ungeändert  lassen,  aus  einem  Gliede,  welches  der  Grösse  der  beleuch- 
teten Kreisfläche  proportional  ist,  und  ans  einem  mit  r  periodisch  sich 
ändernden  Gliede.  Das  letztere  verschwindet  erstens,  so  oft  mr'=n  ist, 
unter  n  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden,  d.  h.  also  für  alle  jene  um 
den  Pol  beschriebenen  Kreise,  welche  bei  rechtwinklig  gekreuzten  Polari- 
sationsebenen völlig  schwarz  erscheinen.  Es  verschwindet  zweitens,  so 
oftmr'sn+i  i^^t,  also  auch  für  jene  Kreise,  welche  bei  rechtwinkliger 
Stellung  der  Polarisationsebenen  das  Maximum  der  Lichtstärke  zeigen. 

cos  2  8 
Es  erreicht  seinen  grössten  positiven  Werth  — (d  kleiner  als  45  •*  ge- 

ofJl 

dacht)  auf  den  Kreisen  mr'sn-l-;^,  dagegen  den  grössten  negativen 
Werth  für  mr*  =  n+|.     Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  ä  >  45^*  ist. 

Für  d=45°  verschwindet  das  periodische  Glied  völlig,  und  die  mittlere 
Intensität  wird 

J — 1 
•'1 — a« 

Daraus  ergiebt  sich  der  merkwürdige  Satz : 

Wenn  die  Polarisationsebenen  einen  Winkel  von  45® 
mit  einander  bilden,  so  ist  die  mittlere  Erleuchtung 
auf  dem  Schirme  ebenso  gross,  als  wenn  die  Krystall- 
platte  gar  nicht  vorhanden  wäre. 

Dieser  Satz  gilt  für  weisses  Licht  ebenso  gut  wie  für  homogenes,  weil  die 

Grösse  m,  welche  die  Wellenlänge  enthält,  aus  dem  Ausdrucke  für  /|  ganz 

hinausgefallen  ist. 

Wenn  8  von  45°  verschieden  ist,  bleibt  /j  sowohl  von  der  Wellenlänge, 

als  von  dem  Inhalt  der  auf  dem  Schirm  betrachteten  Kreisfläche  abhängig. 

Lassen  wir  aber  letztere  von  einem  der  oben  erwähnten  Maximum-  oder 

Minimumkreise  (mr'=5n-|-4   ^^^^  mr^=sn)   begrenzt  sein,    so  zieht    sich 

der   Ausdruck  zurück  auf 

Ji='^+^cos28. 
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Es  ist  dies  zugleich  der  Orenzwerth,  welchem  sich  /|  bei  wachsendem  r 
sehr  rasch  nähert.   Wir  können  daher  diese  Gleichung  aach  ganz  allgemein 
gelten  lassen,  wenn  nur  r  hinlänglich  gross  ist. 
Ist  nun  d  =  0,  so  wird 

d.  h.,  dem  Gesetze  des  Quadrats  des  Cosinus  zufolge,  ebenso  gross,  als 
wenn  bei  Abwesenheit  der  Krjstallplatte   die  beiden  Polarisationsebenen 
einen  Winkel  von  80^  mit  einander  bildeten. 
Ist  ferner  2=00^,  so  hat  man 

d.  h.  die  Intensität  ist  dieselbe,  als  wenn,  ohne  Krjstallplatte ,  die  beiden 
Folarisationsebenen  einen  Winkel  von  60^  mit  einander  machten. 
Wir  können  demnach  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Bringt   man    zwischen   Polarisator    und    Polariscop, 
deren  Polarisationsebenen  parallel  oder  rechtwink- 
lig gekreuzt  sind,   eine  senkrecht  zjir  Axe  geschnit- 
tene  Krystallplatte,    so    ist   auf  dem    Schirme    oder 
im  Auge  die  mittlere  Erleuchtung  dieselbe,  als  wenn 
man    bei   Abwesenheit    der    Platte    die    eine   Polari- 
sationsebene um  30*^  drehen  würde. 
Dieser  Satz,   welcher  von  der  depolarisirenden  Wirkung  der  ein- 
geschobenen Krystallplatte  Rechenschaft  giebt,  gilt  für  homogenes  Licht 
mit  völliger  Strenge,  wenn  das  auf  dem  Schirm  oder  im  Auge  in  Betracht 
gezogene  FlächenstUck  von  irgend  einem  Maximum-  oder  Minimumkreis 
begrenzt  ist.      Für  jeden  anderen  Begrenzungskreis,  wenn  nur  dessen 
Radius  gross  genug  ist,  gilt  derselbe  wenigstens  mit  grosser  Annäherung, 
und  zwar  selbst  für  weisses  Licht. 

Setzen  wir  in  die  Formel  für /^  einmal  45^ — y^  clann  45°+}^,  so  er- 
halten wir-die  Werthe  i  +  J  sinZy  und  ^  —  l  «w2y,  deren  Summe  gleich  1, 
deren  arithmetisches  Mittel  folglich  \  ist.  Für  zwei  Stellungen  der  Po- 
larisationsebenen, welche  beiderseits  um  gleichviel  von  der  mittleren 
Stellung  45^  abweichen,  ist  auch  die  Intensität  um  gleichviel  über  oder 
unter  der  mittleren,  welche  bei  45°  stattfindet. 

Die  Intensität,  welche  bei  Abwesenheit  des  Krystalls  auf  dem  Schirme 
herrschen  würde,  ist  ausgedrückt  durch  cos^i.  Vergleichen  wir  damit  die 
Intensität  Jj ,  deren  Formel  auch  so 

/i=cos«d  — (i  — ism««) 
geschrieben   werden   kann,    so    sehen   wir,   dass   durch  Einschieben   der 
Krystallplatte   die   ursprüngliche  Lichtstärke  vermindert  wird,    so  lange 
^<;45^  dagegen  vermehrt,  wenn  d>>45*^  ist. 
Aus  der  Gleichung 

kann  man  übrigens  jedesmal  den  Winkel  e  berechu^ü^  xxtA.^\  Ni^Oci^Tsi\cwvc^ 
die  PolarisatioDsebenen  nach  Fortnahme  des  Kx^alaW*  ^\x  e\\iKi3k^^x  ^\.O^äw 


518  Kleinere  Mittheilungen. 

mfisste,  um  anf  dem  Schirm  die  nämliche  Lichtmenge  zu  haben,  wie  vorher 
bei  Gegenwart  des  Erystalls  für  das  Azimuth  6, 

Um  für  eine  zweiaxige  Krjstallplatte ,  welche  senkrecht  zur  ersten 
Mittellinie  geschnitten  ist,  und  auf  dem  Schirme  das  bekannte  Lemniseaten- 
sjstem  hervorruft,  dieselbe  Untersuchung  anzustellen,  können  wir  eben- 
falls die  obige  Formel 

cosF((p  —  ^)  — m2(9> — o)5m2(^ — ©)  sin^mnQ^ 
benutzen,  wenn  wir  nur  unter  q  und  a  die  lemniscatischen  Coordinaten *) 
eines  Punktes  auf  dem  Schirme  verstehen,  und 

D    /(c«~fl«J(c'-6«) 

setzen,    wo  a^b^c  die   drei  optischen  Haupteonstanten  des  Krystalls 
sind,  und  die  übrigen  Grössen  die  nämliche  Bedeutung  haben,  wie  vorher. 
Bezeichnet  man  mit  p  den  halben  Polabstand  des  Lemniscatensystems 
auf  dem  Schirm,  und  mit  R  die  Grösse 

so  ist  ein  Flächenelement  des  Schirmes  ausgedrückt  durch 

^'  dg  da 

und  die  auf  dasselbe  treffende  Lichtmenge  durch 

cor{q) — -^j  .       J-, stn2{(p  —  o)  $in2{tf;  —  o)  strrmng'.  — -^—' 

Um  nun  die  auf  den  Flächenraum  L  einer  Lemuiscate  kommende  Licht- 
menge /  zu  berechnen,  hat  man  diesen  Ausdruck  nach  g  zwischen  den 
Grenzen  0  und  g  und  nach  a  zwischen  0  und  2»  zu  integriren.  Man  findet 
aber,  wenn  man  der  Bequemlichkeit  wegen  einstweilen  die  Grenzen 
weglässt: 

J=Lco^{<p — if')+i  /  I co$2{<p  +  'ilf--2a)sin^mng*.        ^ 


r           N  /*/*.  *          •  g^dgda 
—  Jco5  2(9>— t/^j  I   Isirrmng^ 


yt 


oder 

J=Lcos^((p — i/;)  +  icos2(9+^)  /  /  cosAasin^mng^. — -=^— 

N  rr .     . .     .  g^dodtt 

+  4*1112(9— '^jf   /  smAastnrmTzg*.- — -\^- 

r  \  /*/*     •         ^  g^dgda 

+  5C052(g)— -^J  I   I  sin^mng'.        —    . 


•)   Siehe   meine  Abhandlang   „lieber  lemniscatische   Coordinaten"   in   dieser 
Zeitschrift  1,  Heft  dieaeB  Jahrg. 


+  cos2{q>  +  ^)  I   I  cos* 2a sin* m 7t Q*.^-^^ 

Jedes  dieser  letzteren  Doppelintegrale  ist  positiv  und  kleioer,  als 

^^   nVdgda 
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Von    diesen   Doppelintegralen   verschwindet   das    zweite    zwischen    den 
Grenzen  0  und  2it^  so  dass  man  nnr  noch  hat 

J=Lcos*{<p  —  '^)+ JcoÄ2(gp+t<;)  /  /  cos^a^sin^mnQ*,        -, 

—  ^cos2(<p—rli)l  I  sinFmnQ*»      ^    , 
oder  auch 

J=sL  co^(<p —  ip) —  eos2ip  cos2'^  1  1  sin*mnq*ß—/-r— 

irr  y^ 

2n  9 
)/    I  co^2asin*mnQ*.       ,__ 

e  ist  pi 

und  zudem  noch  das  zweite  kleiner,  als  das  erste.     Dividiren  wir  daher 
noch  beiderseits  mit  Z,  so  erbalten  wir  die  mittlere  Intensität 

J^^cos*{q>  —  ^)  '^ ICtCos2<p  cos2^  +  IC^cos2{(p+'ilf), 
wo  iTi  und  A",  positive  echte  Brüche  sind,  und  zwar  I^i  >Kt.     Dieser  Aus- 
druck erreicht  sein  Maximum 

für  9)=:0  und  t[;=0;  sein  Minimum 

dagegen  für  9=00^  und  ^=0«   Daraus  folgt  weiter  noch,  dass  K^—Kt<\ 
sein  muss. 

Von  den  Winkeln  ^  und  «4;,  welche  die  beiden  Polarisationsebenen 
mit  der  Ebene  der  optischen  Axe  des  Krystalls  bilden,  nehmen  wir  immer 
q>  grösser  oder  mindestens  'gleich  t^  an. 

Sei  nun  zuerst  9=t[;,  so  geht  der  obige  allgemeine  Ausdruck  über  in 
y,  =  l  —  ä:,co5»2^  +  ä',coä4^ 
und  hat  sein  Maximum  1  —  (K^  —  K^  bei  t[;=0  oder  t[;=300^,  sein  Minimum 
1  _  K^  dagegen  bei  ^  =  45^  [Aus  1  —  (ir^  —  Ä',)  >  1  —  /T,  lässt  sich 
schliessen,  dass  K^'^\K^  ist]  Man  findet  in  diesem  Falle  beispielsweise 
folgende  Keihe  von  Werthen 

^=9==224,  1  — Kl 

t/;=g)=90  1  — (ifj  —  ir,). 

Wenn  also  die  beiden  Polarisationsebenen  zusammenfallen,  so  wird 
durch    Zwischenschieben  der  Platte  die  £rleuchtVLU^  %.ui  di^m  ^<;^\x\s^^^ 
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welche  ohne  Platte  gleich  1  wäre,  stets  geschwächt,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  jene  mit  der  Ebene  der  optischen  Axe  einen  Winkel  von  45^  bilden. 
Setzen  wir  ferner  g>  —  ij;=90",  so  ist 

/,  =  -Ä^,  co^ 2 ^  —  k\  cosArIf. 
Dieser  Ausdruck  ist  zu  dem  vorigen  complementär,  d.  h.  er  giebt  mit  jenem 
zusammengenommen  1;  sein   Maximum   ICf  tritt  ein   für  iff  =  —  45^  oder 
^=+45^  sein  Minimum  ifj — iT,   aber  ftlr  ^=0.     Er   liefert  z.  B.   die 
Werthe: 

t(;=— 45°     9=+45«         ^i=A", 

t(;=     0        9=     90  A^i— A", 

if;=     22i    9=      ll2i  \^, 

tf;=:      45       9=      135  A", 

und  zeigt  sonach,  dass  bei  rechtwinklig  gekreuzten  Polarisationsebenen  die 
Erleuchtung  auf  dem  Schirme,  welche  ohne  Krystallplatte  Null  wäre, 
durch  Einschieben  derselben  stets  vermehrt  wird,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  die  Polarisationsehenen  von  der  Ebene  der  optischen  Axen  beider- 
seits um  45*^  abstehen. 

Sei  endlich  noch  g> — 1(;=45°,  also 

Das  Maximum  dieses  Ausdruckes  findet  statt  bei  tp=— 22|°  oder  t^=67^^ 
das  Minimum  bei  ^=22^1  nnd  zwar  erhält  man 


^=- 

-22J'' 

V  =  +  22J'' 

J.-^i+A-.-jÄ-, 

^= 

0 

fp=      45 

I 

* 

v= 

2-2i 

9=      «7», 

i-lÄ-.-iA-, 

*= 

45 

(p=     90 

4 

1(;  = 

67« 

<p=      112» 

^+Ä',-4Ä',. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  für  q> — 1/;  =  45®  die  Erleuchtung  (=  J),  welche 
ohne  Platte  stattfinden  würde,  durch  deren  Gegenwart  verstärkt  wird,  so- 
bald die  Ebene  der  optischen  Axen  innerhalb,  dagegen  geschwächt,  sobald 
sie  ausserhalb  des  spitzen  Winkels  fällt,  den  die  beiden  Polarisationsebenen 
mit  einander  bilden.  In  d^n  Uebergangsstellungen  (tf;  =  0*'  und  t^==45®) 
findet  weder  Verstärkung  noch  Schwächung  statt.  Wir  können  daher  zum 
Schlüsse  den  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wenn  die  eine  Polarisationsebenc  parallel  oder 
senkrecht,  die  andere  unter  45°  geneigt  ist  zur  Ebene 
der  optischen  Axen  einer  zweiaxigen,  senkrecht  znr 
ersten  Mittellinie  geschnittenen  Krystallpl  r  tte,  so 
findet  auf  einem  Schirme  dieselbe  mittlere  Erleuch- 
tung statt,  als  wenn  die  Kry stallplatte  gar  nicht  vor- 
handen wäre. 
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Kecensionen. 

Theorie  und  Constmotion  der  Heignngtwaage«  Mit  besonderer  Kücksicht 
auf  möglichste  Grösse  nnd  vollkommene  Gleichheit  der  Skalen- 
theile.  Ein  Handbuch  für  Waagenbauer.  Von  Dr.  Francis  Place. 
Verlag  von  B.  F.  Voigt  in  Weimar.  1867. 
Das  vorliegende  Buch  enthält  anf  5  Druckbogen  eine  sehr  vollständige 
mathematische  Theorie  und  Ableitung  von  Constructionsregeln  für  die  im 
gewöhnlichen  Leben  und  in  verschiedenen  Gewerbszweigen  so  vielfach  an- 
gewendete „Zeigerwaage^^  für  welche  hier  der  ohne  Zweifel  empfehlenswer- 
there  Name  „ Neigungswaage *'  eingeführt  wird;  denn  nicht  das  Vorhanden- 
sein eines  Zeigers,  sondern  der  Umstand,  dasö  die  Gewichtsbestimmung 
durch  Ablesung  des  Neigungswinkels  eines  pendelartig  aufgehängten  Waa- 
genkörpers erfolgt,  bildet  die  charakteristische  Eigen thümlichkeit  der  hier 
gemeinten  Waagengattung.  Eine  selbstständige  Schrift  über  dieselbe  gab 
es  bis  jetzt  noch  nicht  und  selbst  der  werthvolle  Artikel  „Waage  *'  von 
V.  Burg  im  20.  Bande  der  Frech tl'schen  technologischen  Encyclopädie 
enthält  die  Theorie  der  Neigungswaage  und  die  Regeln  zur  Skalen  theilnng 
nnr  für  die  üblichste  noch  mangelhafte  Form  derselben,  geht  aber  nicht 
näher  auf  etwaige  Constructionsänderungen,  namentlich  nicht  auf  die  Er- 
örterung der  Frage  ein,  durch  welche  Mittel  der  Uebelstand  einer  ungleich- 
getheilten  Skala  gemindert  oder  ganz  beseitigt  werden  kann;  und  doch  ist 
diese  Frage  —  sie  bildet  den  Hanptgegenstand  der  im  Folgenden  zu  be- 
sprechenden Place^schen  Arbeit  —  für  den  Gebrauch  und  noch  mehr  für 
die  sichere  und  fabrikmässige  Herstellung  der  Neigungswaage  von  augen- 
fälliger Wichtigkeit. 

Das  Buch  zerfällt  in  17  Paragraphen,  von  denen  der  erste  die  erforder- 
lichen Grundbegriffe  erläutert,  der  zweite  und  dritte  die  Eintheilung  der 
Waagen  überhaupt  (in  Federwaagen,  Flüssigkeitswaagen,  Hebelwaagen)  und 
die  Eintheilung  der  Hebelwaagen  insbesondere  enthält;  letztere  sind  näm- 
lich nach  Place  entweder  Gewichtswaagen   oder  Armwaa^^vc  ^4%t 

Liltralurzlg.  d.  ZciUchr.  f.  Math.  o.  Pliyt.  XII.  1.  V 
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Neigungswaagen,  je  nachdem  die  Ermittelung  dos  gesuchten  Gewichts 
durch  die  Menge  von  Gewichtsstücken ,  welche  zur  Herbeiführung  der  Nor- 
mallage des  Waagebalkens  erforderlich  sind,  oder  durch  die  Länge  des  He- 
belarms, an  welchem  ein  Laufgewicht  zu  wirken  hat,  oder  endlich  durch  den 
Neigungswinkel  des  Waagekörpers  erfolgt;  neu  und  zur  allgemeinen  Ein- 
führung zu  empfehlen  ist  hier  ausser  der  schon  besprochenen  Bezeichnung 
Neigungswaage  der  Name  Armwaage  für  die  sogenannten  römischen  Waa- 
gen oder  Sehn  eil  Waagen .  lu  §.  4  wird  die  Einrichtung  einer  gewöhnlichen 
Neigungswaage  näher  beschrieben,  freilich  —  wie  ein  Blick  auf  den  dazu 
gehörigen  Holzschnitt  Fig.  1  lehrt  —  an  einem  mit  den  stärksten  Fehlem 
behafteten  Exemplar  einer  Postbriefwaage;  um  ein  beträchtliches  besser, 
namentlich  mit  ausgedehnterer  Skala  und  sicherer  Befestigung  derselben, 
sind  doch  schon  längst  die  in  den  Spinnereien  und  Papierfabriken  üblichen 
Neigungswaagen  ausgeführt  worden. 

Der  ö.  Paragraph  enthält  eine  theoretische  und  praktische  Auseinan- 
deisetzung  über  die„HanptpunktedesHebels^S  den  Drehpunkt,  den 
Aufhängepunkt  und  den  Schwerpunkt;  bezüglich  des  Aufliängepunktes 
wird  mit  Recht  auf  die  Nothwendigkeit  der  Anwendung  von  Prismenschnei- 
den und  Pfannen  statt  cylindrischer  Zapfen  oder  in  Löcher  eingehängter 
Haken  hingewiesen,  auch  die  Möglichkeit  der  Anwendung  von  Oberscha- 
len (Belastungssclialen  mit  nach  oben  freiem  Wägungsraum)  besprochen 
und  eine  hierzu  gebräuchliche  Anordnung  der  Zeigerwaage  mitgetheilt;  es 
verdient  hierzu  bemerkt  zu  werden,  dass  eine  sehr  einfache  Lösung  derselben 
constructiven  Aufgabe  bereits  in  derBriefwaagevonG  erling*)  vorliegt,  bei 
welcher  zwei  gleichgeformte  Waagekörper  oberhalb  der  Drehungsaxe  durch 
die  gemeinsame  Brücke  oder  Schale,  unterhalb  durch  eine  Horizontalstange 
verbunden  sind;  in  Rücksicht  auf  den  Schwerpunkt  wird  an  derselben  Stelle 
die  schon  vonBurg  erwähnte  abernoch  selten  von  den  Mechanikern  vollstän- 
dig in  Ausführung  gebrachte  vortheilhafte  Anordnung  der  sogenannten Re- 
gulirungsgewichte  gezeigt,  durch  welche  das  genaue  Einspielen  der 
Neigungswaage  in  ihren  beiden  äussersten  Positionen  schnell  herbeigeführt 
werden  kann;  ferner  wird  hier  die  algebraische  und  geometrische  Lösung 
der  Aufgabe  entwickelt,  wie  an  einem  drehbar  aufgehängten  Körper  mit 
gegebener  Schwerpunktslage  ein  Zulagegewicht  placirt  werden  muss,  damit 
der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  die  Vertikale  durch  den  Drehpunkt  rücke 
und  das  Produkt  aus  Gesammtgewicht  und  Abstand  des  neuen  Schwer- 
punktes von  der  Drehungsaxe  einen  Constanten  Worth  ergebe.  Im  folgen- 
den Paragraphen  (Zeiger  und  Skala)  finden  die  Vorzüge  kreisfönnfger  Ska- 
len vor  den  geradlinigen  nähere  Besprechung  und  es  wird  durch  eine  gra- 
phische Darstellung  (Fig.  9)  in  sehr  anschaulicher  Art  der  Nachweis  ge- 
führt, wie  die  durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  als  unvermeidlich  er- 


*)  D  in  gl  er '0  poljtechniscbes  Journal  Band  130,  S.  401. 
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kannte  Ungleichförmigkeit  der  Skalentheile  vermehrt  und  yermindert  wer* 
den  kann,  je  nachdem  man  der  Drehnngsaxe  eine  andere  Lage  gegen  die 
durch  den  Aufhängepunkt  und  den  Schwerpunkt  zu  denkende  Gerade 
giebt,  welche  letztere  der  Verfasser  mit  dem  Namen  Schwerpunktslinie 
bezeichnet. 

Die  specielle  Theorie  der  Neigungswaage  folgt  in  §.  7 ;  es  wird  aus  der 
bekannten  für  eine  beliebige  Stellung  des  Belastungsarms  gegen  den  übri* 
gen  Waagekörper  abgeleiteten  Gleichung  für  den  Zusammenhang  der  hier 
in  Frage  kommenden  Grössen  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
(Fig.  11)  und  durch  eine  Maximalwerthsbestimmung  der  für  den  Construc- 
teur  wichtige  Satz  abgeleitet,  dass  zur  Erreichung  möglichst  grosser 
Skalentheile  nothwendig  die  Mittellage  (also  nicht  die  Anfangs- 
lage) des  Belastungsarmes  horizontal  sein  muss  und  dass  femer  die  grösst« 
mögliche  Gleichförmigkeit  der  Theilung  erhalten  wird,  wenn  die  Skala 
einen  rechten  Winkel  umfasst,  also  die  Anfangslage  des  Belastungsarmes 
um  45°  über  der  Horizontalen  des  Drehpunktes,  die  Endlage  um  45®  unter 
derselben  sich  befindet;  auf  die  Nothwendigkeit  dieser  beiden  Bedingun- 
gen ist  noch  nirgends  hingewiesen  worden  und  es  scheint  auch,  dass  bis 
jetzt  bei  den  Ausführungen  der  Neigungswaagen  die  gleichzeitige  Berück- 
sichtigung beider  nur  selten  erfolgt  ist. 

Unter  Kücksichtnahme  auf  diese  Anforderungen  wird  ferner  in  §.  8 
gezeigt,  dass  die  Gleichung  über  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Gewicht 
w  des  Waagebalkens,  der  Maximalbelastung  G^  der  Länge  a  des  Belastungs- 
armes und  dem  Schwerpunktsabstand  b  die  sehr  einfache  Form 

w.b  —  G.a.y^ 
annimmt,  aus  welcher  sich,  wenn  rv  und  G^  sowie  die  Lage  des  Aufhänge- 
punktes und  des  Schwerpunktes  gegeben  sind,  eine  hübsche  geometrische 
Construction  zur  Auffindung  der  Lage  des  Drehungspunktes  ergiebt;  es 
folgen  dann  zwei  Verfahrungsarten  zur  wirklichen  Construction  der  Skala 
für  einen  gegebenen  Waagebalken  und  die  Vorführung  zweier  einfacher 
Briefwaagenconstruetionen. 

Ein  empfehlenswerthes  Mittel  zur  Erweiterung  der  Belastungsgren- 
zen einer  Neigungswaage,  das  sogenannte  Hülfs gewicht,  gelangt  in 
§.  9  zur  Besprechung.  Durch  Anbringung  eines  Gewichtes,  welches  der  auf 
die  Waagschale  gebrachten  Maximalbelastung  das  Gleichgewicht  hält,  ver- 
mag man  dieselbe  Waage  und  dieselbe  Skala  zur  Abwägung  von  solchen 
Gegenständen  zu  benutzen,  deren  Gewicht  die  Grösse  der  Maximalbelastung 
überiichreitet ;  man  vermeidet  durch  dieses  Mittel  die  allzu  kleinen  Skalen- 
theile an  den  Enden  der  Skala  und  erlangt  eine  gleichmässigere  Genauig- 
keit der  einzelnen  Ablesungen. 

Die  am  Schlüsse  desselben  Paragraph  enthaltene  Anwendung  der  vor- 
her angestellten  Betrachtungen  auf  die  Untersuchung  der  Em^CvxsL^Vv^VsL- 
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keit  der  gleicharmigen  Balkenwaage,  sowie  die  daranf  folgende 
Bestiromnng  derSchwingungsdaaer  derselben  bedarf  einer  Ergänzung 
nnd  Berichtigung.  Wenn  nämlich  die  Abhängigkeit  der  Empfindlichkeit 
und  der  Schwingungsdauer  von  der  als  veränderlich  gedachten  Belastung 
einer  gleicharmigen  Balkenwaage  genau  angegeben  werden  soll,  so  darf  die 
elastische  Biegung  des  Waagebalkens  nicht  ausser  Berücksichtigung  bleiben, 
denn  so  geringfügig  dieselbe  auch  ihrem  absoluten  Betrage  nach  bei  jeder 
gut  ausgeführten  Waage  sein  wird:  der  Zusammenhang  zwischen  Empfind- 
lichkeit (resp.  Schwingungszeit)  und  Tiefe  der  Endaxen  unter  der  Mittel* 
schneide  ist  von  der  Art,  dass  auch  die  schwächsten  Aenderungen  der  letz- 
tern bemerklich  werden;  es  darf  aus  diesem  Grunde  nicht,  wie  auf  Seite  29 
geschieht,  aus  der  bekannten  Gleichung 

az 

tan  ©=  — 

^        wb+  2cp 

der  Satz  gefolgert  werden,  dass  die  Empfindlichkeit  von  der  Belastung  un- 
abhängig, also  constant  werde,  wenn  die  Endaxen  mit  der  Mittelaxe  in  einer 
Ebene  liegen  (c=o),  denn  es  bleibt  die  Grösse  c  (Tiefe  der  Endaxen  unter 
der  Mittelaxe),  wenn  sie  auch  für  den  leeren  Balken  =  o  ist,  nicht  für  alle 
Belastungen  Null,  sondern  wächst  denselben  proportional;  es  würde  daher 
jene  Gleichung,  wenn  man  die  Balkenbiegung  für  die  Gewichtseinheit  mit 
/  bezeichnet,  die  Form  annehmen  müssen 

tan  <p  = 

rvb  +  2{^c  +  py)p 

oder 

lan  q>  = 


wb+  2pc  +  2p*y^ 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Einwirkung  von  y  bei  wachsendem  p  erheblich 
stärker  ist,  als  die  von  c  und  man  muss,  um  innerhalb  der  gegebenen  Be- 
lastungsgrenzen die  Empfindlichkeit  möglichst  unveränderlich  zu  erhalten, 
dem  Mechaniker  die  Kegel  geben,  die  Endaxen  um  soviel  über  die  Mittel- 
axe zu  legen ,  dass  die  Empfindlichkeitsgrösse  des  leeren  Balkens  bei  einer 
mittleren  Belastung  wiederkehrt;  unterhalb  derselben  wird  dann 
der  Ausschlag  für  ein  bestimmtes  kleines  Zulagegewicht  grösser  sein,  ober- 
halb derselben  aber  kleiner,  als  die  mittlere  Empfindlichkeit.  Aus  demselben 
Grunde  ist  auch  die  auf  S.  30  entwickelte  Folgerung  unzulässig,  dass  es 
möglich  wäre,  durch  passende  Wahl  der  Dimension  c  die  Schwingungsdauer 
i  einer  Waage  für  alle  Belastungen  constant  zu  erhalten,  denn  die  für  /  auf- 
gestellte Formel 


d*  +  2p  (a*  -f  c*) 


g{wb  +  2pc) 
muss  mit  Rücksicht  auf  die  Balkenbiegung  durch  folgende  ersetzt  werden: 


r  g  (wb  +  2pc  +  2p*  y) 
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nnd  wenn  man  nun  noch  versncht,  die  Schwingungsdauer  für  alle  Belastun- 
gen constant  zu  erhalten  und  zwar  gleich  der  Schwingungsdauer  des  lee- 
ren Balkens,  also 

£^_m^  +  2jP  (g*  +  [c  +  pyY) 

gb~        g{wb  +  ^pc  +  2p*y) 
setzt,  so  findet  sich  für  c  nicht  mehr  ein  constanter,  sondern  ein  die  Grösse 
p  enthaltender  Ausdruck,  nämlich 

_(f— 26y.p+  y{d^  —  2bY.py  —  4b.{aH  —  yd^.p  +  bY*.p*) 

"" ü  • 

Die  unveränderliche  S ch wi ngun gsdauer  ist  d ah erin  Wahrheit 
unerreichbar;  bei  zunehmender  Belastung  wird  dieselbe  immer  wachsen, 
wie  auch  die  Erfahrung  bestätigt**). 

Unter  dem  sehr  ansprechenden  Namen  Reciprokwaagen  werden  in 
§.  10  alle  diejenigen  Neigungswaagen  der  Betrachtung  unterworfen,  bei  de- 
nen nicht  unmittelbar  das  Gewicht  eines  Gegenstandes ,  sondern  eine  dem 
reciproken  Werth  desselben  proportionale  Grösse  ablesbar  sein  soll,  also 
namentlich  der  Waagen  zur  Feinheitsbestimmung  der  Garne  (Gamwaagen); 
die  Uebertragung  der  Theorie  auf  diese  Art  Waagen  erweist  sich  als  sehr 
einfach  und  es  werden  die  früher  angegebenen  Constructionsregeln  fast 
unverändert  brauchbar. 

Die  nun  folgenden  Paragraphen  sind  denjenigen  constructiven  Abän- 
derungen und  Einrichtungen  gewidmet ,  durch  welche  eine  näherungsweise 
oder  genaue  Gleichheit  der  Skalentheile  erreicht  werden  kann ;  es  sind  dies 
§.  11  die  Hängeschiene,  §.  12  die  Zahnrad  -  Uebersetzung  (für 
welche  in  der  hier  vorgeschlagenen  Ausführungsform  sich  wohl  der  Name 
Zugscheiben  mehr  empfehlen  würde),  §§.  13  bis  16  die  Aufhängecur- 
ven.  Die  nähere  Besprechung  dieser  Einrichtungen  ist  ohne  Zeichnungen 
nicht  wohl  möglich  und  es  sei  darüber  nur  bemerkt,  dass  der  Verfasser  hier 
mit  grosser  Sachkenntniss  auch  auf  die  Möglichkeit  einer  fabrikmässigen 
Herstellung  seiner  Waagen  eingegangen  ist  und  z.  B.  für  die  richtige  Form- 
gebung der  Aufhängecurven  eine  Fräsmaschine  entworfen  hat  (Fig.  45), 
deren  Einrichtung  als  höchst  sinnreich  bezeichnet  werden  muss.  Im  Inter- 
esse der  Vollständigkeit  dieses  Theiles  muss  es  fast  bedauert  werden,  dass 
dem  Verfasser  nicht  auch  die  Neigungswaage  des  Maschinenfabrikanten 
A.  C.Herrmann  in  Berlin  bekannt  gewesen  ist  und  zur  Verfügung  gestan- 
den hat,  bei  welcher  (nach  einer  von  demselben  an  den  Unterzeichneten  freund- 
lich gemachten  Mittheilung,  deren  Gebrauch  an  dieser  Stelle  ausdrücklich 
gestattet  wurde)  die  Gleichheit  der  Skalentheile  durch  noch  weniger  unge- 
wöhnliche Mittel,  nämlich  durch  einen  Hebel  mit  Radialschlitz ,  Gleitzapfen, 
Zahnstange  und  Getriebe,  herbeigeführt  wird,  übrigens  die  Skala  einen 
vollen  Kreis  umfassen  kann. 


♦)  Vergl.  Polytechn.  Centralblalt  1850,  S.  1024,  die  Theorie  der  gleicharmigen 
Balkenwaage  mit  Rücksicht  auf  die  elastische  Biegung  des  B«.\Vl«xv%. 
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Der  letzte  Paragraph  erwähnt  endlich  in  Kürze  die  Comhinationen  der 
Neigungswaage  mit  der  Brückenwaage  und  bringt  in  Fig.  50  die  Darstellung 
einer  nach  allen  Begeln  des  Buches  entworfenen  Musterwaage  mit  Ober- 
schale ,  mit  Hängeschiene ,  also  näherungsweise  gleichgetheilter  Skala ,  mit 
Regulirgewichten  und  zwei  Htilfsgewichten. 

Die  in  der  ganzen  Arbeit  zu  rühmende  klare  und  bündige  Ausdrucks- 
weise und  die  grosse  Anzahl  gut  ausgeführter  Holzschnitte  (10  pro  Druck- 
bogen!) werden  den  Gebrauch  des  Buchesa  ach  jedem  Praktiker  ermöglichen; 
die  Yerlagshandlung  hat  sich  durch  dasselbe  ohne  Zweifel  ein  grösseres  Ver- 
dienst erworben,  als  durch  die  auf  dem  Umschlag  angezeigte  Wiederanflegung 
des  Hartmann'schen  Sammelwerkes  über  „Krämer-,  Probir-,  Schnell-,  Heu-, 
Schiffs-,  Brücken-,  Strassen-,  Zoll-  oder  Mauthwaagen,  Tafel-  oder  Tisch - 
und  Krahn Waagen,  Zeiger-,  Brief-,  Garn-,  Papier-  und  Federwaagen  etc.  etc.", 
das  dem  Place* sehen  Buch  wohl  keine  starke  Concurrenz  machen  wird. 

Beim  Gebrauch  störende  Druckfehler  sind  folgende :  Auf  Zeile  2  der 
Anmerkung  No.  10  (S.  20)  muss  das  erste  p  durch  s  ersetzt  werden  und  auf 
Zeile  8  Seite  31  muss  g  statt  p  stehen. 

Dresden,  am  22.  October  1866.  Dr.  £.  Hartig. 


Bheinisohe  Sohulprogramme  vom  Herbste  1866. 

Von  einer  wissenschaftlichen  Abhandlung,  die  in  einem  Schulpro- 
gramme abgedruckt  ist,  kann  man  nicht  so  viel  verlangen,  als  von 
einem  andern  in  Zeitschriften  niedergelegten  Aufsatze.  Denn  einestheils 
ist  die  Zeit  der  Lehrer  sehr  beschränkt  —  viele  geben  20—24  Unterrichts- 
stunden wöchentlich  ausser  den  zahlreichen  Correctnren  und  den  Privat* 
stunden,  welche  sie  zu  ertheilen  gezwungen  sind,  um  existiren  zu  können 
—  und  anderntheils  ist  der  Leserkreis  der  Programme  hauptsächlich  wie- 
der auf  die  Schulmänner  beschränkt,  denen  eine  auf  den  praktischen  Un- 
terricht bezügliche  oder  in  ihren  Resultaten  im  Unterricht  anwendbare  Ab* 
handlung  meistens  lieber  ist,  als  eine  die  höhere  Wissenschaft  behandelnde. 
Da  gleichzeitig  alle  Schüler  das  Programm  in  die  Hand  bekommen,  so 
wird  sehr  häufig  die  Anforderung  gestellt,  dass  mindestens  ein  guter 
Ober -Primaner  den  Inhalt  zu  begreifen  vermag.  Der  Einfluss  einer  sol* 
eben  Anforderung  auf  die  Programme  ist  klar. 

In  diesem  Herbste  (1866)  enthält  nur  ein  Programm  von  den  rheini- 
schen Gymnasien  und  Realschulen  eine  mathematische  Abhandlung,  näm- 
lich das  der  städtischen  Realschule  in  Crefeld.  Oberlehrer  Mink  (die  An- 
stalt besitzt  drei  Oberlehrer,  die  in  Mathematik  unterrichten)  behandelt  die 
Centralen  der  einem  Dreieck  oder  einem  Viereck  in-  und  umschriebenen 
Krehe,  Im  ersten  Abschnitte  behandelt  er  die  Sätze  über  die  Beziehungen, 
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welche  zwischen  den  Projectionen  der  Centrale  auf  die  drei  (resp.  vier) 
Seiten  des  Drei-  (resp.  Vier-)  Ecks  statthaben.  Der  zweite  Abschnitt  zeigt 
anf  geometrischem  Wege  die  Grösse  der  Centrale  bei  den  Dreieckskreisea 
und  folgert  einige  sehr  interessante  —  soviel  dem  Referenten  bekannt  — 
neue  SHtze  über  die  einem  Kreis  umschriebenen  und  einem  andern  einge- 
schriebenen Dreiecke.  Im  vierten  Abschnitt  sind  diese  Sätze  anf  die  Vier- 
ecke erweitert;  der  Gleichheit  in  der  Behandlung  wegen  hätten  wir  ge- 
wünscht, dass  diese  Sätze  ebenfalls  auf  rein  geometrischem,  oder  die  vor- 
hergehenden auch  auf  trigonometrischem  Wege  abgeleitet  worden  wären. 
Die  ganze  Abhandlung  ist  sehr  fleissig  gearbeitet  und  giebt,  wie  bereits  be- 
merkt, interessante  Resultate;  sie  ist  dabei  sehr  klar.  Einzelne  Ausdrücke 
hätten  wohl  conciser  sein  können,  wie  z.  B.  auf  Seite  5  Satz  c),  der  jeden- 
falls besser  so  gelautet  hätte :  „  In  jedem  Dreiecke  ist  die  Summe  der  Pro- 
jectionen der  Centrale  des  ein-  und  umschriebenen  Kreises  auf  die  grösste 
und  kleinste  Dreieckseite  gleich  derProjection  auf  die  mittlere.*^  Ebenso 
hätten  die  mit  e)  und  f)  bezeichneten  Sätze  eine  bessere  Form  annehmen 
können.  Namentlich  Satz  f  (p.  11)  hätte  auch  so  ausgedrückt  werden  können : 
„.Jedem  Dreiecke,  das  zwei  festen  Kreisen  um-  und  eingeschrieben  ist, 
correspondirt  ein  ebensolches  Dreieck  der  Art,  dass  die  Verbindungslinie 
der  gegenüberliegenden  Ecken  durch  den  Punkt  der  Centrale  geht,  welche 
in  Bezug  auf  beide  Kreise  dieselbe  Polare  hat,  und  dass  die  gegenüber* 
liegenden  Seiten  sich  auf  dieser  gemeinsamen  Polaren  schneiden.'^ 

Die  Arbeit  gewinnt  noch  dadurch  an  Werth ,  dass  Aufgaben ,  die  mit 
Anwendung  der  Sätze  lösbar  sind,  sich  eingeflochten  finden. 

Das  Programm  des  Düsseldorfer  Gymnasiums  enthält  „  Experimental- 
Untersucbungen  über  die  Ton  Schwingungen  durch  die  Wärme**  von  Prof. 
Dr.  Schneider.  Es  ist  eine  sehr  fleissige  Zusammenstellung  der  Versuche 
über  diese  bekannten  akustischen  Erscheinungen  und  ist  vorzüglich  auf  die 
richtige  Erklärung  derselben  durch  Faraday  Gewicht  gelegt.  Ausfuhrlich 
sind  die  Versuche  behandelt  über  die  Töne,  die  man  bei  senkrechtem  An- 
stosse  des  Wacklers  erhält;  der  Verfasser,  der  sich  bereits  länger  mit  die- 
sem Gegenstande  beschäftigt,  giebt  hierüber  eine  Erklärung,  die  der  Fara- 
day'schen  über  die  gewöhnlichen  Töne  des  Trevelyan  Instrumentes  durch 
Erwärmen  ausspricht.  Die  Worte  des  Verfassers  (p.  8)  könnten  jedoch  in 
ihrer  Form  leicht  zu  Missdeutungen  Veranlassung  geben,  und  wäre  es  zu 
wünschen,  er  hätte  dies  präciser  gefasst.  Wer  sich  mit  den  genannten 
Erscheinungen  beschäftigen  will,  wird  sich  vermittelst  dieses  Programmes 
sehr  gut  vollständig  über  den  Stand  der  hierhingehörigen  Untersuchungen 
Aufschluss  verschaffen  können. 

Oberlehrer  Dr.  W.  Krumme  in  Duisburg  hat  als  Abhandlung  in  dem 
Programme  des  dortigen  Gymnasiums  (verbunden  mit  Realschule  erster 
Ordnung)  drucken  lassen:  „Die  Brechung  des  Lichtes  an  Kugelflächen*'. 
Nach  dem  Titel  ist  es  eine  „Probe  aus  einem  demnächst  er&cheuv:^vid^\i\jiK^x- 
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bacbe  der  Physik  für  Schalen''.  Eine  BeRprechnng  dieser  Abbandlnng 
wollen  wir  hier  nicht  vorbringen,  wir  wollen  erst  das  ganze  in  Aassicht  ste- 
hende Werk  abwarten.  Sehen  wir  von  einer  mehr  cnltarhistorischen  Ab- 
handlang des  Oberlehrers  Dr.  Rondolf  über  die  astronomischen  nnd  kos- 
mischen Anschanangen  der  älteren  Zeit  bis  anf  Aristoteles  ab ,  so  ist  von 
weiteren  Programm- Aafsätzen  mathematischen  oder  phjsicalischen  Inhaltes 
nicht  zu  berichten.  D.  D. 
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£=1,27632 
uinzuäiulorn  in 

A^=  1,27035 
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Recensionen. 

Ad.  Quetelet,  Soiences  math^matiques  et  physiques  ohez  les  Beiges 
au  cominexioement  du  XIX®  si^ole.    Bruxelles  1866.  8®.  744  Seiten. 

Im  Torigen  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (Literaturzeitung  S.  20 — 33) 
haben  wir  über  eine  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  bei  den  Bel- 
giern berichtet,  welche  ans  der  Feder  des  gelehrten  Sekretärs  der  Brüsseler 
Akademie  stammte.  Das  heute  zu  besprechende  Werk  desselben  Ver- 
fassers ist  als  Fortsetzung  jenes  Buches  zu  betrachten,  oder  sagen  wir  viel- 
mehr mit  dem  Verfasser  selbst:  als  Sammlung  von  Materialien  für  eine  spä- 
teren Zeiten  aufgesparte  Fortsetzung.  Die  Mitwelt  kann  kaum  ihre  eigene 
politische  Geschichte  schreiben,  viel  weniger  ihre  wissenschaftliche.  Erst 
nach  einer  Reihe  von  Jahren  zeigt  es  sich  endgültig,  was  man  als  vollendete 
Thatsachen,  was  als  wahre  Entdeckungen  und  Erfindungen  zu  betrachten 
habe.  Besonders  hervorragende  politische-  und  wissenschaftliche  Ereignisse 
geben  sich  freilich  bald  auch  dem  mitten  dazwischen  Stehenden  als  solche 
zu  erkennen;  aber  gerade  diese  hervorragenden  Ereignisse  sind,  wie  es  das 
gebrauchte  Eigenschaftswort  ankündigt,  nur  selten.  Das  Mittelmässige,  aus 
welchem  sie  hervorragen,  überwiegt  für  den  Augenblick,  und  in  der  Vogel- 
schau der  Geschichte  bleiben  doch  auch  neben  den  hochaufstrebenden 
Gipfeln  noch  solche  Erhöhungen  merkwürdig,  welche  gleichsam  vulkani- 
scher Natnr  ihre  bewegende  Kraft  dadurch  an  den  Tag  legten,  dass  sie  spä- 
tere Hebungen  veranlassten.  So  kann  und  wird  der  Geschichtsschreiber 
vergangener  Jahrhunderte  sich  kürzer  fassen ,  als  der  Erzähler  der  Zeiter- 
eignisse, und  so  finden  wir  es  nur  natürlich,  dass  derselbe  Verfasser  um  drei 
Fünftel  mehr  Raum  brauchte,  um  das  gegenwärtige  Jahrhundert  zu  schildern, 
als  er  für  die  übersichtliche  Darstellung  aller  früheren  Jahrhunderte  ver- 
wendet hatte. 

Das  heute  uns  vorliegende  Werk  gehört  unbedingt  der  sogenannten 
Memoirenliteratur  an.  Es  sind  Denkwürdigkeiten  aus  dem  eigenen  reichen 
Leben  des  trefflichen  Verfassers.     Er  erzählt  in  Ueb«Ti«7r^T^\^<^x  ^  >>ää  ^\i.- 
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ziehender  Darstellung  Biographisclies  tind  Wissenschaftliches  von  Männern, 
zu  welchen  er  meistens  selbst  in  engen  freundschaftlichen  Beziehungen 
stand  und  deren  Auftreten  in  dem  belgischen  Werke  Herr  Quetelet  dadurch 
näher  zu  begrtlnden  sucht ,  dass  die  betreffenden  Männer  theils  persönlich, 
theils  wenigstens  wissenschaftlich  seinem  Vaterlande  nahe  standen,  dass  sie 
auf  dessen  geistige  Entwickelung  eine  kräftige  Einwirkung  ausübten.  Wir 
wollen  mit  Herrn  Quetelet  über  diese  Entschuldigung  nicht  rechten,  wenn 
wir  auch  meinen ,  es  bedürfe  keinen  Vorwand  für  die  Veröffentlichung  noch 
ungedruckter  Notizen  über  Männer,  die  der  ganzen  Erde  mehr  als  irgend 
einem  besonderen  Lande  angehören.  Wir  wollen  nur  ganz  kurz  die  Ein- 
theilung  angeben ,  welche  der  Verfasser  eingehalten  hat. 

Ein  erstes  Buch  (S.  1 — 96)  knüpft  unmittelbar  an  den  lezten  Ab- 
schnitt des  obengenannten,  im  vorigen  Jahrgange  besprochenen  Werkes  an. 
Die  Gemeinsamkeit  der  Forschungen  von  Vielen  zu  einem  Zwecke  wird  in 
ein  helleres  Licht  gesetzt,  welche  gegenwärtig  nothwendig  geworden  und 
in  Wirklichkeit  auch  an  die  Stelle  der  früher  häufigeren  Universalität  des 
Einzelnen  trat.  Arbeitstheilung  und  Arbeitsvereinigung  sind  die  Stich- 
wörter der  Neuzeit,  welche  auch  im  Gebiete  der  Wissenschaften  sich  ver- 
nehmen lassen.  Die  Witterungskunde,  die  Lehre  von  dem  Erdmagnetis- 
mus, von  der  Luftelektricität,  von  den  Sternschnuppen,  die  Kenntniss  der 
Meeresströmungen,  der  genauen  Gesetze  von  Ebbe  und  Fluth,  die  statistir 
sehen  Gesetze  des  menschlichen  Lebens  bis  zur  moralischen  Statistik  sich 
erhebend,  das  etwa  sind  die  Aufgaben,  welche  in  der  genannten  Weise 
einer  Lösung  zugeführt  werden.  Mit  Recht  wird  auf  den  internationalen 
Congress  zur  Feststellung  von  Beobachtungen  im  Interesse  der  Schifffahrt, 
der  1853  in  Brüssel  stattfand,  mit  Becht  auf  den  ebendaselbst  wenige  Mo^ 
nate  später  ins  Leben  gerufenen  statistischen  Congress  hingewiesen.  Diese 
beiden  Versammlungen  haben  einen  entschieden  positiven  Zweck  beab- 
sichtigt und  erreicht,  sich  dadurch  beinahe  in  Gegensatz  zu  anderen  wissen- 
schaftlichen Versammlungen  stellend,  deren  mehr  imaginäre  Kesultate  in 
dem  persönlichen  freundschaftlichen  Verkehr  von  Gelehrten  derselben  Rich- 
tung sich  erkennen  lassen,  ohne  dass  unmittelbare  praktische  Ziele  auch 
nur  vorgesteckt  wären. 

Das  zweite  Buch  (S.  97—316)  giebt  in  vierzehn  Kapiteln,  wie  man  die 
einzelnen  Skizzen  nennen  dürfte,  die  Bilder  von  ebenso  vielen  belgischen 
Gelehrten,  ihren  Lebensschicksalen,  ihren  wissenschaftlichen  LeistungeUt 
letztere  allerdings  meistens  nur  durch  Anführung  der  Quellen,  wo  sie  in 
finden  sind.  Wir  nennen  von  diesen  Männern  in  Kürze  den  durch  Arbeiten 
über Horticultur weithin  bekannten  vanMons,  den  Meteorologen  Crahay, 
Simons,  den  Erbauer  der  wichtigsten  belgischen  Eisenbahnlinien,  den 
Geologen  Canchy,  weitläufig  verwandt  mit  Aug.  Cauchy,  dieBotaniker 
und  Mineralogen  Kickx,  Vater  und  Sohn,  den  Geognosten  Galeotti, 
Belpairef  den  Historiker  der  Küstenveränderungen  bei  Antwerpen  und 
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Ostende,  Mareska,  den  Verfasser  des  von  Berzelius  hocht^eschätzten 
Aufsatzes  über  die  Verminderung  der  Affinitäten  durch  niedrige  Temperatur, 
den  Mitarbeiter  an  der  belgischen  Pharmacopoe.  Für  uns  haben  die  fUnf 
übrigen  in  diesem  Buche  besprochenen  Gelehrten  ein  grösseres  Interesse, 
weil  sie  specieller  zu  unseren  Fachgenossen  zählen.  Zuerst  De  Nieuport 
(1746 — 1827),  der  Mann  zweier  Jahrhunderte,  mehr  noch  der  Vergangenheit, 
als  der  Gegenwart  angehörend.  Dieser  Zwischenstellung  entsprechend,  hat  der 
Verfasser  über  die  mathematischen  Arbeiten  von  De  Nieuport  schon  in 
dem  früheren  Werke  von  1864  berichtet  und  giebt  uns  heute  mehr  Nachträge, 
giebt  uns  ganz  besonders  die  Darstellung  der  Persönlichkeit  des  alten  Edel- 
mannes ,  welche  stolz  und  achtunggebietend  in  eine  Neuzeit  hereinschaut| 
mit  welcher  sie  im  Ganzen  nicht  sympathisiren  kann ,  deren  Ehrfurcht  und 
Liebe  sie  gleichwohl  durch  freundliches  Entgegenkommen  gegen  jeden  Ein> 
seinen  erwirbt.  In  solchen  Zeichnungen  erweist  sich  Herr  Quetelet  als 
Meister,  und  wie  man  den  Gemälden  der  Venetianischen  Schule  Naturtreue 
zusprechen  darf,  ohne  die  gemalten  Persönlichkeiten  gekannt  zu  haben,  so 
ist  an  der  photographischen  Aehnlichkeit  der  von  Herrn  Quetelet  ent- 
worfenen Charakterbilder  nicht  zu  zweifeln,  auch  ohne  eigene  Kenntniss  der 
Modelle.  Tritt  doch,  wie  als  Gegenstück  zu  dem  greisen  Koyalisten,  ebenso 
lebensfrisch  und  wahr  der  revolutionäre  Artillerieoffizier  Dandelin 
(1704—1847)  uns  entgegen,  stets  bereit,  die  Feder  mit  dem  Degen  zu  ver- 
tauschen und  für  die  von  ihm  für  gerecht  erachtete  Sache  zu  kämpfen.  Von 
seinen  mathematischen  Verdiensten  um  die  analytische  Geometrie  lernen 
wir  besonders  die  Abhandlung  über  die  Fokalen  kennen,  welche  an  Quete- 
let^ s  Untersuchungen  über  den  gleichen  Gegenstand  sich  anschliesst  und 
mit  denselben  jene  von  Th.  Ol  ivi  er  sogenannten  belgischen  Theoreme  bil- 
det, welche  ein  Muster  projectivischer  Beweisführung  darstellen.  Als  dritter 
erscheint  V  e  r  h  u  1  s  t(l804 — 1849),  ein  geistvoller,  vielseitiger  Sohn  des  Glückes. 
Schon  in  seinem  20.  Jahre  doppelt  gekrönter  Preisträger,  in  Lejden  für 
eine  Abhandlung  über  Maxima  und  Minima,  in  Gent  für  eine  Abhandlung 
über  Variationsrechnung,  im  2J.  Jahre  Doctor  der  Philosophie,  im  25. 
ö£fentlicher  Lehrer  der  Mathematik  am  Brüsseler  Museum,  wurde  er  nur  durch 
seine  schwächliche  Gesundheit  daran  erinnert,  dass  auch  für  ihn  Grenzen 
des  Erreichbaren  vorhanden  waren.  Das  Jahr  1830  fand  ihn  in  Italien,  wo 
er  den  originellen  Plan  ausführte,  dem  Papste  einen  Entwurf  von  in  Born 
einzuführenden  Reformen  zu  überreichen,  was  ihm  bald  den  Aufenthalt  in  der 
heiligen  Stadt  unmöglich  machte.  Wir  sehen  ihn  dann  1832  in  Brüssel  mi^ 
statistischen  Arbeiten  über  Bevölkerung  beschäftigt,  welche  er  auf  Quete- 
let' s  Anregung  unternommen  hatte.  Seit  1834  ist  er  Professor  an  der  Kriegs- 
schule und  verfasst  als  solcher  1841  seine  Schrift  über  die  elliptischen  Func- 
tionen, die  erste  einigermassen  elementar  gehaltene  Darstellung  dieser 
Theorien,  welche  damals  bereits  anfingen,  in  weitere  Kreise  mathemati- 
schen Unterrichtes  einzudringen.     In  demselben  Jahre  wurde  Verhulc&t 
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Correspondent,  dann  Mitglied  der  Brüsseler  Akademie.  Seine  letzten 
wichtigeren  Arbeiten  waren  die  beiden  Abhandlungen  über  die  Gesetze  der 
Bevölkemngszanahme ,  welche  er  1844  und  1846  der  Akademie  einreichte. 
Er  berücksichtigte  in  beiden  die  einer  ins  Ungemessene  sich  erstreckenden 
Bevölkerungszunahme  entgegenstehenden  Hindernisse  und  berechnete  dar- 
aus das  Maximum  der  Bevölkerung,  welches  nach  seiner  Ansicht  in  Belgien 
erreicht  werden  könne,  auf  beiläufig  9^  Millionen  Einwohner.  Pagani 
(1796 — 1855),  der  italienische  Flüchtling,  welcher,  weniger  weil  er  selbst  an 
politischen  Umtrieben  sich  betheiligt  hatte,  als  weil  er  von  seinen  Freunden 
sich  in  der  Stunde  der  Gefahr  nicht  trennen  wollte ,  Familie  und  Vaterland 
verlassen  hatte,  fand  seit  1822  in  Belgien  eine  neue  Heimath.  Hier  war  es 
denn  auch,  wo  seine  sämmtlichen  Untersuchungen  zur  analytischen  Mechanik 
«entstanden  und  erschienen,  welche  uns  der  Reihe  nach  angeführt  werden. 
Der  fünfte  Gelehrte  unseres  Faches  ist  Garnier  (1766—1840),  dessen  Lebens- 
schicksale theilweise  mit  seinen  eigenen  Worten  erzählt  werden.  Wir  lernen 
einen  unermüdlichen  Schriftsteller  in  ihm  kennen,  welchen  jedoch  das 
Schicksal  nur  selten  begünstigte.  Häufig  zurückgesetzt,  weil  er  das  Un- 
glück hatte,  bedeutenderen  Mitbestrebem  zu  begegnen,  musste  er  auch  in 
seinen  letzten  Lebensjahren  diese  traurige  Erfahrung  noch  einmal  machen, 
und  selbst  durch  die  freundschaftliche  Skizze  Quetelet's  dringt  die 
Ueberzeugung  durch,  dass  Garnier  nicht  ganz  Unrecht  geschah,  denn  ein 
Lehrer  scheint  er  eben  doch  nicht  gewesen  zu  sein. 

Das  dritte  Buch  (S.  317 — 558)  dürfen  wir  mit  wenigen  Worten  be- 
rühren. Es  beschäftigt  sich  mit  Männern  der  Kunst,  der  Literatur,  der 
Politik,  deren  Verdienste  wie  deren  Thätigkeit  dem  Zwecke  dieser  Zeit- 
schrift abseits  liegen. 

Das  vierte  Buch  endlich  (S.  559 — 744)  ist  jenen  Männern  gewidmet, 
welche,  wie  wir  oben  sagten,  der  ganzen  Erde  als  Vaterland  angehören. 
Wir  begegnen  hier  den  Namen  Arago  (26.  Febr.  1786  —  2.  Oct.1853),  Alex. 
V.  Humboldt  (l4.Sept.l769— I.Mai  1859),  Bouvard  (27.  Junii767  — 7.Juni 
1843),  Schumacher  (3.  Sept.  1780— 28.Dec.  1850),  Gauss (30.  April  1777 bis 
23.  Febr.  1855),  Goethe  (28.  April  1749  —  22.  März  1832)  und  manchen  anderen 
kaum  minder  berühmten.  Sie  alle  treten  uns  in  ihren  persönlichen  Be- 
ziehungen zu  dem  ihnen  befreundeten  Verfasser  entgegen,  und  wie  kein 
Biograph  irgend  Eines  von  ihnen  das  Becht  hat,  künftig  diese  Notizen  zu 
vernachlässigen,  so  werden  sie  in  hoffentlich  noch  weit  entfernter  Zeit  dazu 
dienen,  eine  Lebensgeschichte  von  Herrn  Quetelet  selbst  aus  den  Ur- 
theilen  seiner  berühmtesten  Zeitgenossen  zusammenzustellen.  Referent  will 
nur  gleichsam  aufs  Gerathewohl  einige  von  den  spannenden  Anecdoten  wieder- 
erzählen ,  welche  in  diesem  reichen  Buche  zuerst  veröffentlicht  sind ;  viel- 
leicht dürften  folgende  Illustrationen  zu  dem  Charakter  Alexanders  von 
Humboldt  den  beabsichtigten  Zweck  erreichen,  die  Schreibweise  des  Verfas- 
sers an  dem  Inhalte  nach  besonders  interessanten  Stellen  kennen  zu  lernen : 
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„Arago  hatte  die  gute  oder  seblinraie  Gewohnheit ,  seine  Zuhörer  zu 
schriftlicher  Mittheilung  etwaiger  Zweifel  aufzufordern,  deren  Beantwor- 
tung er  in  der  folgenden  Vorlesung  zusagte.  Hnmboldt  war  gewöhnlich 
unter  den  Zuhörern.  Eines  Tages  nun,  als  Arago  von  dem  Charakter  der 
▼erschieden euKlimate  gesprochen  hatte  und  unser  Belgien  nicht  gerade  mit 
Lob  bedachte,  fiel  es  seinem  Freunde  ein,  brieflich  diesen  Behauptungen  zu 
begegnen,  aber  freilich  mit  Beobachtung  der  nöthigen  Vorßicht,  um  nicht 
erkannt  zu  werden.  Ich  bin  aus  Belgien,  schrieb  er,  und  kann  Ihnen  die 
Versicherung  geben,  dass  Sie  mein  Vaterland  verleumdet  haben.  Wären 
Sie  besser  mit  den  in  Brüssel  angestellten  meteorologischen  Beobachtungen 
bekannt,  so  würden  Sie  sich  nicht  in  der  Weise  ausdrücken,  wie  Sie  es  ge* 
than  haben.  Das  belgische  Klima  ist  so  gut,  wie  das  von  Paris.  Ihr  ab- 
scheulicher Freund,  der  elende  Preusse,  macht  Ihnen  nur  solche  Albern- 
heiten vor Humboldt  lachte  von  Herzen,  während  er  mir  den  Inhalt 

seines  Briefes  in  Erinnerung  brachte.  Die  folgende  Vorlesung  eröffnete 
Arago  sichtlich  verstimmt,  dann  kam  der  Brief  an  die  Keihe.  Meine  Herren, 
sagte  er,  ich  war  weit  entfernt,  einen  so  unverschämten  Brief  zu  erwarten^ 
wie  der,  den  ich  erhalten  habe,  unwürdige  Angriffe  gegen  meinen  besten 
Freund,  gegen  den  bedeutendsten  Mann  unserer  ganzen  Zeit!  ••* Humboldt, 
auf  welchen  die  Blicke  des  Lehrers  wie  der  Zuhörer  sich  gerichtet  hatten, 
bemühte  sich,  ihn  durch  Zeichen  zum  Schweigen  aufzufordern;  aber  Arago, 
der  seine  Absicht«  falsch  auslegte,  spann  den  Gegenstand  nur  noch  weiter 
aus,  und  der  berühmte  Berliner  Gelehrte,  welcher  vielleicht  nur  hatte  zeigen 
wollen,  zu  welchem  Missbrauche  die  übermässige  Geßllligkeit  seines  Freundes 
Veranlassung  geben  könne,  fing  an  zu  fürchten,  dass  er  selbst  das  Maass 
tiberschritten  habe.*'  (S.  587.) 

i,Humboldt*s  Unterhaltung  war  lebhaft  und  von  einer  ätzenden  Schärfe, 
welche  mitunter  bedenkliche  Verhältnisse  annahm;  sie  beängstigte  solche 
Personen ,  die  ihn  nur  wenig  kannten.  Eines  Abends  in  einer  Gesellschaft 
erheiterte  er  alle  Anwesenden  durch  seine  witzigen  Keden,  insbesondere 
über  solche  Personen,  welche  eben  das  Zimmer  verlassen  hatten.  Eine 
junge  elegante  Dame  machte  sich  dadurch  bemerklich,  dass  sie  erst  die  Ab- 
sicht kund  gab,  sich  zurückzuziehen,  dann  blieb  und  ungeduldig  auf  dem 
Stuhle  hin-  und  herrückte.  Die  Hausfrau  erkundigte  sich  nach  dem  Grunde 
dieser  Aufregung.  Ach,  rief  die  Dame,  vor  dem  Herrn  gehe  ich  nicht  weg ; 
ich  will  nicht,  dass  er  über  mich  soll  sprechen  können!  Arago  erzählte  mir 
diese  Anecdote  und  bemerkte  lachend,  dass  er  seinen  Freund  oftmals  mit 
der  Erinnerung  daran  geneckt  habe.  Uebrigens,  fügte  er  hinzu,  wenn  der 
einmal  im  Zuge  ist ,  verschont  er  sich  so  wenig ,  wie  Andere.  Es  ist  über- 
flüssig, hinzuzusetzen,  dass  seine  Witzworte  Nichts  weniger  als  boshaft  waren.^' 

Unsere  Leser  werden  wohl  aus  diesen  kleinen  Proben  schon  den  Wunsch 
schöpfen,  sich  selbst  näher  mit  dem  Werke  des  Herrn  Quetelet  bekannt  zu 
machen.  Cantob. 
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System  der  technisoh-maleriBohen  Perspective.  Von  Fb.Tilschbr,  ordent- 
licker  Professor  der  descriptiven  Geometrie  am  polytechnischen 
Institute  en  Prag.  Mit  einem  Atlas  von  18  Fignrentafeln.  Prag, 
Tempsky.  3%  Thlr. 
Die  Perspective  lässt  sich  bekanntlich  auf  zweierlei  Weise  behandeln. 
Man  geht  nämlich  entweder  vom  Omndriss  und  Aufriss  des  abzubildenden 
Objectes  aus,  construirt  die  perspectivischen  Projectionen  dieser  beiden 
Bisse  und  leitet  aus  den  erhaltenen  Projectionen  das  perspectivische  Bild 
des  Objectes  ab,  oder  man  hält  gleich  anfangs  die  perspectivische  Projec- 
tion  unabhängig  von  den  orthogonalen  Projectionen  und  bestimmt  jedes 
Gebild  durch  seine  eigenen  perspectivischen  Elemente  (z.  B.  eine  Ebene 
durch  ihre  Fluchtlinie).  Die  letztere  Behandlungsweise  angeregt  zu  haben, 
ist  ein  Verdienst  von  Professor  Fiedler  (vergl.  Jahrg.  V.  dieser  Zeitschrift, 
8.  79  der  Literaturzeitung),  und  sowie  die  gewöhnliche  Projectionslehre,  die 
sich  nur  mit  begrenzten  Objecten  beschäftigt  (die  früher  sogenannte  Beiss- 
kunst)  durch  Monge 's  descriptive  Geometrie  ihre  höhere  wissenschaft- 
liche Ausbildung  erlangt  hat,  so  dürfte  auch  die  ältere  Perspective  in 
Fiedler's  Theorie  der  Centralprojection  ihre  wissenschaftliche  Ergänzung 
gefunden  haben.  Es  war  zu  erwarten,  dass  der  Ausbau  der  Theorie  eine 
vortheilhafte  Bückwirkung  auf  das  Technische  der  Perspective  ausüben 
würde,  und  diese  Bückwirkung  ist  es  nun,  welche  in  dem  oben  genannten 
Werke  zu  Tage  kommt.  Dasselbe  enthält  nämlich  der -Hauptsache  nach 
die  praktische  Anwendung  und  Ausnutzung  der  Fi  edler' sehen  Theorie, 
welche  übrigens  nicht  schlechthin  vorausgesetzt,  sondern,  soweit  es  nöthig 
war,  in  das  Buch  selber  aufgenommen  ist.  Leider  muss  Beferent  sich  auf 
diese  allgemeine  Charakteristik  des  Werkes  beschränken,  weil  die  Details 
ohne  Figuren  meistens  unverständlich  bleiben  würden ;  es  sei  nur  bemerkt, 
dass  der  Inhalt  ein  sehr  reicher  und  vielfach  interessanter  ist.  So  haben 
z.  B.  die  Untersuchungen  über  die  Transformationen  des  Projectionscen« 
trums,  der  Projectionsebene  und  der  Gebilde,  über  den  Zusammenhang 
zwischen  der  Axonometrie  und  der  Perspective,  über  Beleuchtung  und 
Spiegelung  etc.  den  Beferenten  sehr  angesprochen.  Die  Darstellung  ist 
durchaus  klar,  dürfte  aber,  wenigstens  norddeutscher  Sitte  gegenüber, 
etwas  zu  breit  gehalten  sein;  aus  den  Figuren,  die  bei  einem  derartigen 
Werke  eine  wesentliche  Bolle  spielen,  ersieht  man  die  graphische  Gewandt- 
heit des  Verfassers«  Schlömilcu. 
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Recensionen. 

Die  Oeometrie  der  Lage.     Vorträge  von  Dr.  Theodor  Rete,  Privat- 
docent  und  Hilfslehrer  für  Mathematik  und  darstellende  Geometrie 
am  eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich.    Erste  Abtheilnng. 
Mit  fünf  lithographirten  Figuren -Tafeln.    Hannover,  Carl  Rümp- 
1er.   1866. 
Seitdem  die  graphische  Statik  angefangen  hat,  unter  den  Ingenieur- 
wissenschaften eine  wichtige  Rolle  zu  spielen ,  ist  auch  das  Studium  der 
Geometrie  der  Lage  an   den  polytechnischen  Schulen  Ün  un  ab  weisliches 
Bedürfniss  geworden.     Für  dasselbe  bildete  bisher  die  anerkannt  vortreff-* 
liehe  Arbeit,  welche  Herr  vonStaudt  in  seiner  „Geometrie  der  Lage' 
und  in  den  hierzu  erschienenen  „Beiträgen"  (vergl.  Jahrg.  II.  S.  97  dieser 
Literaturzeitung)  geliefert  hat,  fast  die  einzige  Unterlage;  da  aber  dieses 
ausgezeichnete  Werk  Anföngern  meist  zu  schwer  verständlich  ist,  so  kann 
man  dem  Herrn  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  nur  dankbar  dafür  sein, 
dass  er  es  unternommen  hat,  durch  dieselbe  den  Studirenden  den  Eingang 
in  die  Wissenschaft  zu  erleichtem. 

Das  Buch  enthält  auf  146  Seiten  eine  Einleitung  und  vierzehn  Vor- 
träge. Es  lehnt  sich ,  wie  auch  in  der  Vorrede  angegeben  wird ,  grossen- 
theils  an  die  Stau  dt' sehe  Geometrie  an,  behandelt  den  Gegenstand  aber 
in  einer  dem  Anfänger  leichter  verständlichen  Weise,  berücksichtigt  auch 
die  metrischen  Beziehungen  und  fördert  das  schnelle  Verstehen  durch 
76  meist  sehr  gut  entworfene  Figuren,  welche  in  dem  St  au  dt' sehen  Werke 
bekanntlich  ganz  fehlen. 

In  der  Einleitung  sucht  der  Herr  Verfasser  zunächst  das  Wesen  der 
Geometrie  der  Lage  zu  kennzeichnen ,  indem  er  den  Gegensatz  derselben 
zu  den  anderen  Zweigen  der  Geometrie  hervorhebt  und  eine  Reihe  von 
Sätzen  und  Aufgaben  vorläufig  anführt,  welche  mit  Geschick  so  gewählt 
sind,  dass  sie  zugleich  die  Lust  zum  Studium  erwecken. 

Der  erste  Vortrag  behandelt  „das  Projiciren  aus  Punkten 
und  Geraden;  das  Schneiden  durch  Ebenen  und  Ge- 
rade;   die  sechs  Grundgebilde  der  neuex^ii  Qc^otä^X.xKO''     ^^ 

LUeraiurztg,  d.  ZeiUchr,  f.  Math.  a.  Phyt,  XII,  3.  ^ 
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werden  in  demselben  die  bekannten  Begriffe  für  Element  nnd  Träger, 
Strahl;  Schnitt  nnd  Schein,  Projiciren,  gerades  Gebilde,  Strahlenbüschel, 
Ebenenbüschel  etc.  festgestellt;  zuletzt  wird  die  Eintheilnng  der  Omnd- 
gebilde  in  drei  Stufen  angeführt. 

Im  zweiten  Vortrage  gelangen  die  unhandlich  fernen  Elemente 
und  das  Beziehen  der  Grundgebilde  auf  einander  zur  Be- 
sprechung. Bei  dem  Streben  des  Herrn  Verfassers,  die  Auffassung  der 
Begriffe  dem  Anfanger  möglichst  zu  erleichtern,  hätte  wohl  auch  diejenige 
Erklärung  oder  Umschreibung  des  unendlich  fernen  Punktes  einer  Geraden 
Aufnahme  verdient,  bei  der  man  sich  zunächst  auf  einem  grössten  Eureise 
einer  Kugeloberfläche  einen  Punkt  P  und  den  ihm  gegenüberliegenden  P' 
denkt,  sodann  aber  den  Radius  ins  Unendliche  wachsen  lässt,  wobei  P'  in 
Bezug  auf  P  zum  unendlich  fernen  Punkte  wird,  weil  er  einen  grösseren 
Abstand  von  Phat,  als  jeder  andere  noch  so  weit  entfernte  Punkt  des  in 
eine  Gerade  übergehenden  Kreises. 

Von  einigen  aus  der  Geometrie  des  Maasses  bekannten  reciproken 
Sätzen  ausgehend ,  wird  im  dritten  Vortrage  das  Gesetz  der  Reci- 
procität  und  seine  Wichtigkeit  für  die  Geometrie  der  Lage  durch  viele 
Beispiele  hervorgehoben.  Sodann  folgen  die  Begriffe  für  das  einfache  und 
vollständige  ebei^  n-Eck  und  n-Seit,  für  das  vollständige  ;i-Kant  und 
n -Seit  im  Strahlenbündel  etc.  mit  Beziehung  auf  das  Gesetz  der  Re- 
ciprocität.  Hier  hätte  vielleicht  auch  der  schöne  Euler^sche  Satz 
E+F=K+2  und  die  Bemerkung,  dass  die  Ausnahmen,  welche  derselbe 
erleidet,  nur  scheinbare  sind,  wenn  man  die  versteckten  Ecken, 
Kanten  und  Flächen  des  Polyeders  mitzählt,  wenigstens  anhangsweise  eine 
Erwähnung  verdient. 

Der  vierte  Vortrag  behandelt  das  Beziehen  vollständiger 
.  n-Ecke,  n-Seite  etc.  aufeinander  ungefähr  in  der  Weise,  in  welcher 
es  Herr  von  Staudt  im  siebenten  Paragraphen  seiner  oben  genannten 
Geometrie  thut  und  schliesst  daran  die  Begriffserklärungen  für  harmo- 
nische Punkte,  harmonische  Strahlen-  und  Ebenenbüschel. 
Die  Lösung  der  hergehörigen  Fundamentalaufgaben  und  die  Anführung 
der  nächsten  Folgesätze  schliesst  den  Vortrag.  Demselben  ist  ein  Anhang 
beigegeben,  in  welchem  die  an  harmonischen  Gebilden  geltenden  me- 
rischen  Beziehungen  Erwähnung  finden.  Es  wird  dabei  von  dem  Satze 
ausgegangen,  dass  zwei  Punkte  A  und  C  durch  den  Halbirungspunkt  B  der 
Strecke  AC  und  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  D  harmonisch  getrennt 
sind.  Dann  folgt  die  Herleitung  der  bekanntesten  metrischen  Beziehungen, 
die  sich  hieraus  ergeben  and  der  Anschluss  einiger  Aufgaben,  in  Bezug  auf 
welche  darauf  aufmerksam  gemacht  wird ,  dass  sie  für  das  Feldmessen  nicht 
ganz  unwichtig  sind. 

Ln  fünften  Vortrage  gelangt  dieprpjectivische  Verwandtschaft 
zwischen  einförmigen  Gruudgebilden  zur  Besprechung.    Zunächst 
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wird  festgestellt,  was  unter  perspectiyisch  liegenden  Omndgebilden  zu  ver- 
stehen ist;  dann  werden  die  projectivischen  als  solche  definirt,  welche  &o 
auf  einander  bezogen  sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
wieder  vier  harmonische  des  anderen  entsprechen.  —  Bei  Angabe  der  für 
„projeetivisch'^  bei  anderen  Schriftstellern  üblichen  Ansdmcksweisen  nnd 
Zeichen  wäre  vielleicht  im  Interesse  der  Studirenden  eine  etwas  grössere 
Vo llständigkeit  und  Ausführlichkeit  wünschenswerth  gewesen, —  Einigen  Fol- 
gerungen wird  dann  der  Satz  „zwei  projectivische  Strahlenbüschel,  die  schief 
in  einer  Ebene  liegen,  schneiden  einander  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung," 
so  wie  der  ihm  reciproke,  angereiht  und  bei  Begründung  desselben  zugleich 
der  Ausdruck  „projectivisch"  gerechtfertigt.  Die  Begriffe  ftlr  einstimmige 
und  entgegengesetzte  Projectivität  bilden  den  Schluss.  Der  angefügte  An- 
hang giebt  eine  Herleitung  für  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses 
und  die  Beziehung  desselben  zur  harmonischen  Theilung.  Auf  die  ver- 
schiedenen Formen  aufmerksam  zu  machen ,  nach  welchen  das  Doppelver- 
hältniss  von  verschiedenen  Schriftstellern  gebildet  und  bezeichnet  wird, 
wäre  wohl  auch  hier  gut  gewesen. 

Die  Curven,  Büschel  und  Kegelfläcben  zweiter  Ordnung 
bilden  den  Inhalt  des  sechsten  Vortrags,  in  welchem  zunächst  vorläufig  an- 
geführt wird;  dass  die  Kegelschnittslinien  mit  den  vorher  definirten  Curven 
zweiter  Ordnung  identisch  sind,  das  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  aber 
der  Inbegriff  von  sämmtlichen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  ist  Der 
Beweis  dafür  wird  später  geliefert.  Hierauf  folgt  die  Feststellung  der  Be- 
griffe für  Kegelfläcben  und  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  und  die  An- 
gabe des  Zusammenhanges  derselben  mit  den  Curven  und  Strahlenbüscheln. 
Sodann  beschränkt  sich  die  Untersuchung  zunächst  auf  die  Letzteren,  giebt 
die  Herleitung  der  wichtigsten  hierher  gehörigen  Sätze,  namentlich  auch 
der  von  Pascal  und  Brianchon,  und  liefert  die  Lösung  der  einschlagen- 
den Aufgaben  über  die  Construction  von  Curven  und  Strahlenbüscheln 
zweiter  Ordnung  aus  einer  hinreichenden  Anzahl  gegebener  Elemente. 
Endlich  werden  noch  die  Begriffe  für  harmonische  Punkte  einer  Curve  und 
für  harmonische  Strahlen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  festgestellt. 

Indem  der  Herr  Verfasser  das  Fünfeck,  Viereck  und  Dreieck  aus  dem 
Sechseck  entstehen  lässt,  gelangt  er  im  siebenten  Vortrage  zu  den  bekann- 
ten Folgerungen  aus  den  Lehrsätzen  des  Pascal  und  des 
Brianchon  und  wendet  dieselben  zur  Lösung  der  hergehörigen  Aufgaben 
an.  Die  Eigenschaften  des  Sehnen-  und  Tangentenvierecks  werden  dann 
auch  noch  direct  abgeleitet  und  dass  sämmtliche  Tangenten  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  ein  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung,  sämmtliche  Be- 
rührungspunkte eines  Büschels  zweiter  Ordnung  aber  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung bilden,  wird  auf  zweierlei  Art  bewiesen.  Dabei  ergiebt  sich  zugleich 
derjenige  Satz,  welchen  Chasles  seinem  TraitS  des  Sections  caniques  an  die 
Spitze  gestellt  hat.     Hierauf  folgt  die  Angabe  der  Möglichkeit  d^t  üxöiort- 
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mang  der  früher  abgeleiteten  Sätze,  nebst  einer  theilweisen  Uebertragang 
derselben  auf  den  Raum.  Mit  einer  Entwickelung  der  Unterscheidungsmerk- 
male für  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  und  mit  einer  Feststellung  des 
Begriffes  der  Cylinderfläche  schliesst  dieser  Abschnitt. 

Im  Folgenden  bilden  die  Eigenschaften  des  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung eingeschriebenen  oder  umschriebenen  Vierecks  den  Ausgangspunkt  fttr 
die  Herleitung  der  Fundamentalsätze  über  Polund  Polare.  Nachdem  der 
Zusammenhang  derselben  mit  der  Projectivität  dargethan  worden  ist,  reihen 
sich  die  Feststellung  des  Begriffes  der  conjugirten  Punkte  und  nabeliegende 
Folgerungen  an.  Schliesslich  wird  daran  erinnert,  dass  die  für  Curven  zwei- 
ter Ordnung  angegebenen  Sätze  sich  auch  auf  Kegelflächen  zweiter  Ordnung 
übertragen  lassen. 

•  Der  neunte  Vortrag,  welchen  der  Herr  Verfasser  als  Anhang  betrachtet 
wissen  will,  enthält  besondere  Fälle  des  vorhergehenden  Allgemeinen  über  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  Curven  zweiter  Ordnung.  Es  finden  hier  die  bekannten 
Sätze  über  Durchmesser,  Sehnen,  Asymptoten,  conjugirte  Durchmesser,  Axen, 
nebst  Lösung  der  zugehörigen  Aufgaben  ihren  Platz,  wobei  am  Ende  des  Ab- 
schnitts die  Gleichheit  derDoppelverhältnisse  als  Ausgangspunkt  benutzt  wird. 

Der  zehnte  Vortrag  ist  den  Regeischaaren  und  Regelflächen 
gewidmet;  er  enthält  die  Herleitung  ihrer  Entstehung,  wie  auch  einiger 
ihrer  Eigenschaften  und  lehnt  sieh  an  Punkt  115  der  Staud tischen  Geome- 
trie der  Lage  an. 

Im  nächsten  Abschnitte  wird  die  projectivische  Verwandt- 
schaft zwischen  Elementargebilden  behandelt.  Derselbe  stützt 
sich  auf  Das,  was  Herr  von  Staudt  im  ersten  Paragraphen  seiner  „Bei- 
träge etc.**  darbietet  und  zeigt,  wie  das  Vorhergehende  auf  Elementar- 
gebilde übertragen,  wie  es  erweitert  und  benutzt  werden  kann. 

Der  zwölfte  Vortrag  bespricht  die  involutorischen  Elementar- 
gebilde; er  entlehnt  den  Stoff  zum  Theil  aus  dem  sechszehnten  Para- 
graphen der  Stau  dt' sehen  Geometrie  und  aus  dem  vierten  der  mehrfach 
genannten  „Beiträge  etc." 

Den  Inhalt  des  folgenden  Abschnittes  will  der  Herr  Verfasser  wieder 
als  Anhang  angesehen  haben.  Er  betrifft  die  metrischen  Relationen 
involutorischer  Gebilde,  entwickelt  zunächst,  von  der  zwischen  drei 
Pnnktepaaren  A  und  A^ ,  B  und  5, ,  C  und  ^,  eines  involutorischen  geraden 
Gebildes  bestehenden  Beziehung  AA^  ^^lÄ^i  -^^i  ^  ausgehend,  die  be- 
kannten Gleichungen 

AB^.BC^  .CA^=zACi  ,BA^,CB,, 

OA.OA^=OB.OB^, 

OA.OAi=^{OMy=:loNy 

und  schliesst  daran  die  Ableitung  der  auf  Brennpunkte  der  Curven  zweiter 

Ordnung  bezüglichen  Sätze.     Bei  Gelegenheit  der  ersten  der  obigen  drei 

Gleichungen  hätte  wohl   der  von  Möbius  (Barycentrischer  Calcul  S.  208) 
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eingeführte  Begriff  des  DreieckBchnittverbältnisses  und  die  Beziehung  des- 
selben zur  Involution  eine  Erwähnung  verdient;  um  so  mehr,  als  ja  S.  55 
auch  der  Znsammenhang  des  Doppelverhältnisses  mit  der  harmonischen 
Theilung  angeführt  worden  ist. 

Der  letzte  Vortrag  behandelt  Aufgaben  zweiten  Orades  und 
stützt  sich  auf  den  dreiundzwanzigsten  Paragraphen  der  Staudt' sehen 
Geometrie. 

Aus  dieser  ausführlichen  Inhaltsangabe  ist  hinreichend  zu  ersehen, 
inwiefern  sich  die  vorliegende  Schrift  in  Bezug  auf  Auswahl  und  An- 
ordnung des  Stoffes  von  anderen  ähnlicher  Art,  namentlich  von  der 
St  au  dt' sehen  unterscheidet. 

Was  die  Durchführung  des  Gegenstandes  anlangt,  so  muss  der 
Eeferent  nach  einer  vollständigen ,  wenn  auch  etwas  flüchtigen  Durchsicht 
des  ganzen  Werkchens  zwar  gestehen,  dass  er  sich  nicht  überall  mit  dem 
Herrn  Verfasser  einverstanden  erklären  kann,  glaubt  aber  dennoch,  dasselbe 
sowohl  den  Studirenden,  als  auch  den  Lehrern  der  Wissenschaft  bestens 
empfehlen  zu  können. 

Die  äussere  Ausstattung  der  Schritt  ist  eine  vorzügliche ;  der  Preis 
1  Thlr.  10  Ngr. 

Möge  der  Herr  Verfasser  recht  bald  die  versprochene  zweite  Abtheilung, 

wie  auch  die  in  Aussicht  gestellte  Sammlung  von  Constructionsaufgaben 

folgen  lassen.     Er  wird  dafür  gewiss  Dank  ernten. 

Dresden,  im  März  1867.  Dr.  Fuhrmann, 

Assifltent  a.  d.  poljt.  Schule. 

Die  graphische  Statik  von  K,  Culmann,  Professor  der  Ingenieurwissen«- 
schaft  am  eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich.  Zürich,  bei 
Meyer  &  Zeller.  1866.  (Hierzu  Taf.  IV.  Fig.  16  und  17.) 

Schon  seit  lange  haben  sich  sowohl  Mathematiker  als  Ingenieure  zur 
geometrischen  Darstellung  der  auf  analytischem  Wege  gewonnenen  [Be- 
sultate  gewandt,  wo  es  darauf  ankam,  die  erhaltenen  Gesetze  und  Be- 
ziehungen in  einer  einfachen  und  übersichtlichen  Weise,  so  zu  sagen  durch 
Verkörperung  derselben  für  das  Auge  sichtbar  darzustellen.  Die  geo- 
metrische Construction  diente  der  Analysis  blos  als  Reliefgeberin. 

In  einzelnen  Fällen  jedoch  nahm  sie  auch  eine  höhere  Stellung  ein. 
Wo  die  analytische  Entwickelung  auf  zur  Zeit  nicht  lösbare  ^Probleme  stiess, 
war  man  oft  noch  im  Stande,  freilich  mit  geringerer  Genauigkeit  und  Voll- 
ständigkeit eine  constructive  Lösung  der  Aufgabe  zu  finden. 

Schritt  die  Analysis  weiter  und  besiegte  die  sich  ihr  in  den  Weg  stellen- 
den Schwierigkeiten,  so  waren  doch  nicht  selten  die  erhaltenen  Besultate, 
sowie  die  Wege ,  auf  denen  man  zu  letzteren  gelangte ,  sehr  umständlich, 
so  dass  man  für  die  Anwendung  lieber  das  einfachere  constructive  Ver- 
fahren beibehielt. 
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Durch  die  Ausbildung  der  neueren  Geometrie,  hauptsächlich  durch  das 
Entstehen  der  Geometrie  der  Lage,  emancipirte  sich  die  Construction  in 
hohem  Grade  von  der  Analysis.  Als  selbstständiges  Ganze  war  es  ihr 
nicht  genug,  der  Analysis  als  Lückenbüsserin  zu  dienen.  Sie  fasste  die 
bei  den  verschiedenen  Aufgaben  gegebenen  Liniengebilde  selbst  als  Grund- 
lage auf  und  entwickelte  auf  eigenem  Wege  die  Lösung.  Natürlich  standen 
derartige  Lösungen  zu  Anfang  blos  vereinzelt  da :  im  Gebiete  der  Baustatik 
waren  sie  sehr  selten.  Die  Geometrie  der  Lage,  als  ganz  neue  Wissen^ 
Schaft,  war  noch  zu  wenig  ins  Leben  übergegangen,  um  auf  polytechnischen 
Schulen  obligatorisch  gelehrt  und  zum  Gemeingut  der  Ingenieure  gemacht 
zu  werden. 

Da  fasste  Herr  Prof.  Culmann  den  praktischen  Gedanken,  die  einer 
geometrischen  Behandlung  zugänglichen  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  des 
Ingenieurfaches  mit  Hilfe  der  neueren  Geometrie  zu  bearbeiten.  Der  Er- 
folg war  ein  aussergewöhnlicher.  Li  kurzer  Zeit  bürgerte  sich  das  neue 
Bechnungsverfahren  auf  dem  Züricher  Polytechnikum  ein,  wo  die  Stu- 
direnden  mit  grosser  Lust  dasselbe  handhabten ,  da  dieses  Verfahren  zwei 
grosse  Vorzüge  hat:  erstens  gewährt  es  durch  seine  aussordentliche  An- 
schaulichkeit eine  Erleichterung  sowohl  für  das  Verständniss ,  als  auch  für 
die  Einprägung  im  Gedächtnisse;  zweitens  ermüdet  es  bedeutend  weniger, 
als  das  gewöhnliche  Bechnen  mit  Buchstaben  oder  Zahlen.  Referent  hat 
oft  selbst  Gelegenheit  gehabt,  sich  von  letzterem  Vorzuge  zu  überzeugen 
und  musste  dabei  unwillkürlich  an  die  ähnliche  Eigenschaft  einer  Bechen- 
maschine  denken. 

Doch  haben  die  graphischen  Bechnungsmethoden  einen  gewaltigen 
Unterschied  gegen  die  Bechenmaschinen :  man  wird  eben  dabei  nichts 
weniger,  als  zur  Maschine.  Ln  Gegentheil  liegt  der  mathematische  Zu- 
sammenhang sämmtlicher  Bechnungsprocesse  in  der  gezeichneten  Figur 
stets  klar  vor  Augen  und  das  ist  es  vielleicht  gerade,  was  dem  rechnenden 
Geiste  eine  Erleichterung  verschafft. 

In  dem  vorliegenden,  sehr  schön  ausgestatteten  Werke  giebt  der  Ver- 
fasser das  von  ihm  bis  jetzt  verarbeitete  Material  als  ein  wissenschaftlich 
geordnetes  Ganze.  Die  specielle  Besprechung  der  einzelnen  Abschnitte 
wird  den  Inhalt  am  deutlichsten  wiedergeben. 

Nachdem  jsunächst  der  Sinn  der  algebraischen  Operation  mit  Linien 
erläutert  worden,  werden  dieselben  auch  auf  Flächen  und  Körper  aus- 
gedehnt, zu  welchem  Zwecke  jedoch  letztere  Gebilde  mittelst  Beduction  auf 
eine  bestimmte  lineare  Basis  in  proportionale  Linien  umgewandelt  werden 
müssen.  Als  hübsche  Anwendungen  findet  man  die  Construction  einer 
Flächentafel  für  Auf-  und  Abtragprofile  bei  Strassen  und  Eisenbahnen  ftir 
verschiedene  Böschungen  und  Geländeneigungen,  die  Theorie  des  Plani- 
meters  und  das  Massennivellement  für  in  einer  Bahnstrecke  vorkommende 
Auf'  nnd  Abträge. 
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Den  ganzen  ersten  Abscbnitt  fasst  der  Verfasser  unter  dem  Namen 
„graphisches  Rechnen"  zusammen  und  meint  mit  Recht,  dass  derselbe  noch 
bedeutend  und  in  dankbarer  Weise  ausgedehnt  werden  kann.  Jedenfalls 
dürfte  die  Geodäsie  manchen  Nutzen  durch  Einschlagen  des  hier  angegebe- 
nen Weges  ziehen ,  wie  dies  auch  zum  Theil  schon  geschehen  ist.  (Ver* 
gleiche  z.  B.  Rank  in  e^  a  Manual  of  Civil  Engineering^  femer  den  Aufsatz 
des  Prof.  Müller  in  Grunert's  Archiv  für  Mathematik.  1866.) 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Hauptaufgaben  der  reinen  Statik. 
Bei  der  graphischen  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  auf  einen  Punkt 
oder  in  einer  Ebene  wirken,  wird  zunächst  der  Begriff  des  die  Richtung 
und  Lage  der  Kräfte  repräsentirenden  Seilpolygons  und  des  die  Rich- 
tung und  Grösse  der  Kräfte  darstellenden  Kraftpolygons  festgestellt 
und  dann  mittelst  eines  einfachen  Gedankenganges  der  wichtige  Satz  ge- 
funden: dass  diese  Polygone  aufeinander  reciprok  bezogen 
werden  können,  wenn  alle  Kräfte  des  Seilpolygons  durch 
einen  (auch  den  unendlich  entfernten)  Punkt  gehen.  Als 
Consequenz  folgt,  dass,  wenn  in  diesem  Falle  das  eine  der  Polygone  einer 
Curve  zweiter  Ordnung  um-  oder  einbeschrieben  ist,  das  andere  derselben 
einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein-  oder  umbeschrieben  ist.  Da  dieser  Satz 
als  Grundlage  für  viele  der  später  gegebenen  graphischen  Lösungen  dient, 
so  wird  derselbe  noch  besonders  für  die  speciellen  Fälle,  wenn  der  Pol  des 
einen  Polygons  im  Mittelpunkte  oder  auf  der  Peripherie  der  Curve,  im 
Endlichen  oder  im  Unendlichen  liegt,  besprochen. 

Es  folgen  dann  die  Erläuterungen  über  die  graphische  Bezeichnung  und 
die  Zusammensetzung  von  endlichen  und  unendlich  fernen,  parallelen  und 
nicht  parallelen  Kräften  in  der  Ebene  und  im  Räume,  wobei  letztere  mit- 
telst Projection  auf  zwei  ebene  Kraftsysteme  zurückgeführt  werden. 

Für  die  Anwendung  sind  dem  Ingenieur  die  Ejräfte  in  einer  Ebene, 
hauptsächlich  die  parallelen  Kräfte  von  Wichtigkeit  und  es  werden  daher 
diese  noch  speciell  für  den  Fall  eines  belasteten  Balkens  betrachtet.  Die 
graphischen  Methoden  führen  hierbei  schnell  zu  den  bekannten  Sätzen  über 
die  Abhängigkeit  zwischen  Biegungsmoment  und  Scheerkraft,  sowie  zu 
einem  bequemen  und  oft  langweilige  Rechnungen  ersparenden  Mittel,  um 
die  ungünstigste  Stellung  eines  Locomotivzuges  auf  Balken  von  verschie- 
dener Spannweite  zu  finden. 

Nachdem ,  an  die  parallelen  Kräfte  im  Allgemeinen  anschliessend ,  die 
graphische  Bestimmung  des  Schwerpunktes  sowohl  für  die  am  häufigsten 
vorkommenden  ebenen  Figuren ,  als  auch  für  Körper  gegeben  worden ,  geht 
der  Verfasser  zur  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten  über  und  entwickelt, 
die  graphischeBedeutung  derselben  hauptsächlich  im  Auge  behaltend,  die  be- 
kannten Sätze  über  das  Trägheitsellipsoid,  speciell  das  Centralellipsoid.  Als  be- 
sonders fruchtbringend  erscheint  die  Untersuchung  des  speciellen  Falles  eines 
Systems  vonparallelen  Kräften,  von  denen  jede  einzelne  Kraft  ihrer  \xL\^^\i&- 
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biger  Richtung  gemessenen  Entfernung  von  einer  Ebene  E^  multiplicirt  mit 
einer  Constanten  P  (die  auch  negativ  sein  kann)  gleich  ist.  Es  stellt  sich 
nämlich  heraus,  dass,  wenn  man  die  Constanten  wie  Kräfte  behandelt,  ihren 
Schwerpunkt  und  ihr  Centralellipsoid  bestimmt,  dann  die  Intensität  der 
Mittelkraft  dieses  Systems  gleich  der  Summe  aller  Constanten  P  multiplicirt 
mit  der  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  von  der  Ebene  E  ist  und  ihr  An- 
griffspunkt im  Polarsystem,  dessen  Ordnungsfläche  das  Centralellipsoid  ist, 
den  Pol  der  bezüglich  des  Schwerpunktes  symmetrisch  zu  E  gelegenen 
Ebene  bildet.  Denkt  man  sich  daher  die  Ebene  E  nicht  mehr  fest,  sondern 
veränderlich,  so  verändert  sich  auch  der  Angriffspunkt  der  Resultante  der 
Kräfte  nach  den  Gesetzen  der  reciproken  Verwandschaft,  dessen  Ordnungs- 
fläche das  Centralellipsoid  ist,  indem  der  Angriffspunkt  immer  der  Pol  der 
zu  E  symmetrischen  Ebene  bleibt.  Beschreibt  daher  die  Ebene  E  irgend 
einen  Körper,  von  dem  sie  ausgeschlossen  bleibt,  so  beschreibt  der  An- 
griffspunkt der  Mittelkraft  irgend  einen  Kern,  in  dem  er  bleibt.  In  einer 
Ebene  angewendet,  wird  natürlich  die  neutrale  Ebene  E  zur  neutralen  Axe 
und  der  Kern  eines  Körpers  zum  Kern  einer  ebenen  Figur,  z.  B.  eines 
Querschnittes. 

Den  Schluss  des  Abschnittes  bilden  die  Constructionen  zur  Bestim- 
mung der  Centralellipsen ,  Centralellipsoide  und  Kerne  für  die  gebräuch- 
lichsten Querschnitte  und  für  einige  Körper.  Als  Beispiele  für  zusammen- 
gesetzte Querschnitte  werden  ein  Schienen-  und  ein  Winkeleisenprofil  be- 
handelt, fl 

Den  hier  auseinandergesetzten  geometrischen  Zusammenhang  zwischen 
der  neutralen  Ebene  E  und  dem  Kerne  findet  man  bei  einigen  Schrift- 
stellern analytisch ,  jedoch  blos  für  den  speciellen  Fall  einer  ebenen  Figur, 
entwickelt.  Nirgends  ist  dieser  Zusammenhang  so  allgemein  und  der  Aus- 
beutung durch  die  Geometrie  der  Lage  so  entsprechend  behandelt  worden 
wie  in  dem  vorliegenden  Werke. 

Der  dritte  Abschnitt  befasst  sich  mit  dem  Gleichgewichte  der  an  einem 
Balkenquerschnitfe  wirkenden  inneren  und  äusseren  Kräfte.  Von  der  ge- 
wöhnlichen Anschauung  der  nach  dem  Biegen  noch  eben  bleibenden  Balken- 
querschnitte ausgehend,  wird  der  Begriff  der  neutralen  Axe  als  derjenigen 
Linie  festgestellt,  in  der  weder  Pressungen,  noch  Spannungen  parallel 
zur  Axe  des  Balkens  stattfinden.  Die  als  gegeben  vorauszusetzenden 
äusseren  Kräfte  kann  man  in  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  betrachteten 
Balkenquerschnittes  gehende  Kraft  und  ein  Kräftepaar  umsetzen.  Die 
erste  Kraft  wird  in  eine  Seitenkraft  Q  nach  der  Richtung  der  Balkenaxe 
und  in  eine  senkrecht  darauf  stehende  Scheerkraft  P  zerlegt.  Das  Kräfte- 
paar ferner  spaltet  sich  in  drei  Kräftepaare  $,0,2;,  von  denen  die  Axe  der 
$  senkrecht  auf  PQ  steht  und  die  Axen  der  beiden  anderen  O  und  Z  mit  P 
und  Q  zusammenfallen.  An  die  früher  erläuterten  Begriffe  und  Con- 
structionen anschliessend ,  werden  die  Inanspruchnahmen  des  Balkenquer- 
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schoittes  durch  diese  sowohl  einzeln,  als  auch  (mit  Ausnahme  des  Torsions- 
kräftepaares j£)  in  Combinationen  wirkenden  Kräfte  und  Momente  unter- 
.  sucht  und  die  Gesetze  derselben  in  neue  geometrische  Gewänder  gekleidet, 
wodurch  bei  der  Construction  der  ersteren  eine  sehr  grosse  Anschaulich- 
keit erzielt  wird. 

Als  Beispiele  folgen  die  graphischen  Darstellungen  der  Kräfte  im 
Innern  einer  Eisenbahnschiene,  sowie  derer  eines  geraden  Balkens  unter 
verschiedenartigen  Verhältnissen  und  endlich  der  Inanspruchnahmen  von 
krahneoartigen  Constructionen. 

Im  vierten  Abschnitte  findet  man  die  Betrachtungen  über  den  con- 
tinuirlichen  Balken.  Da  bekanntlich  alle  hierher  gehörenden  Aufgaben 
gewöhnlich  nur  mit  Zuhilfenahme  der  Theorie  der  elastischen  Linie  gelöst 
werden,  die  Krümmungshalbmesser  des  gebogenen  Balkens  jedoch,  denen 
die  Biegungsmomente  der  äusseren  Kräfte  proportional  gesetzt  werden ,  so 
gross  sind ,  dass  ihre  Construction  unmöglich  ist,  so  muss  die  graphische 
Statik  von  letzterer  so  lange  absehen,  als  es  nicht  gelungen  ist,  die  Ein- 
biegungen des  Balkens  mittelst  eines  einfachen  Verfahrens  in  der  Art  pro- 
jectivisch  zu  verzerren,  dass  die  Krümmungshalbmesser  messbar  werden. 

In  dieser  Beziehung  ist  eine  kurze  Notiz  erwähnenswerth ,  die  sich  in 

Prof.  Bankine* 8  Applied  Mechanics  findet.     Es  heisst  dort:  „Man  nehme 

eiie  Anzahl  von  aequidistanten  Punkten  des  Balkens  an,  verkleinere  deren 

Krümmungshalbmesser  in  einem  beliebigen  Verhältnisse  und  zeichne  eine 

Cirve,  bestehend    aus  kleinen   Kreisbögen  mit  den  verkürzten  Radien. 

Hit  grosser  Annäherung  werden  dann  die  Ordinaten  der  verzerrten  Curve 

ii  demselben  Verhältnisse  gegen  die  Ordinaten  der  wirklichen  gebogenen 

Axe  übertrieben  sein.*'     Ein  Beweis  dieses  Satzes  ist  nicht  gegeben,  doch 

iässt  sich  derselbe    leicht  führen.      Heisst  für  irgend   eine   sehr  flache 

Curve  die  Gleichung  y=f(x)j  so  kann  man  den  Krümmungshalbmesser 

dar* 
Q^=-;r-  setzen.     Sollen  die  Ordinaten  ^.  der  verzerrten  Curve  das  m  fache 
rf*y 

der  ursprünglichen  Ordinaten    für  dieselbe  Abscisse  betragen,  so  muss 

y^=zmy  sein.     Dann  wird  aber  der  Krümmungshalbmesser  der  verzerrten 

Curve,  weil  nunmehr 

^  =  m^  und  ^=.w^y 
dx         dx  da:*^    dx^ 


oder,  wenn 

die  verzerrte  Curve  auch  noch  ziemlich  flach 

gehalten 

wird, 

annähernd : 

da^        1 
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Herr  Prof.  Ca I mann  sieht,  wie  schon  erwähnt,  von  der  Constraction 
ah  und  löst,  nach  dem  Vorgänge  Clapeyron's  die  Momente  über  den 
Pfeilern  als  unbekannte  ansehend,  die  Aufgabe  auf  algebraischem  Weg^.* 
Zu  diesem  Zwecke  wird  zunächst  für  den  Fall  eines  continuirlichen ,  mit 
beliebigen  Lasten  bedeckten  und  mit  beliebig  stafifelformig  veränderlichem 
Querschnitte  versehenen  Balken  die  Beziehung  zwischen  den  Biegangs- 
m'omenten  der  äusseren  Kräfte  und  der  Form  des  Balkens  auf  der  Strecke 
vom  I  —  l*«n  bis  zum  t+l**"  Pfeiler  aufgestellt,  eine  Beziehung,  in  welcher 
die  Pfeilermomente  $i~],  93t  und  $14.1  als  Unbekannte  auftreten. 

Durch  consequente  Anwendung  dieser  Gleichung  für  eine  Oruppe 
von  n  (nicht  nothwendiger  Weise  gleichen)  Oeffnungen  erhält  man 
n—l  Gleichungen  mit  eben  so  viel  Unbekannten ,  da  die  Momente  $0  ^°^ 
$n  über  den  Widerlagern  entweder  =0  oder  bekannt  sind,  wie  es  z.  B.  der 
Fall  wäre,  wenn  der  Balken  ein  Stück  über  die  Widerlager  vorstände. 
Aus  jenem  System  von  n  Gleichungen  wird  nun  mit  Zuhilfenahme  von 
Determinanten  ein  allgemeiner  Ausdruck  für  ein  beliebiges  Pfeilermomeat 
$,•  gefunden,  wodurch  die  Hauptaufgabe  gelöst  ist,  da,  sobald  die  Pfeiler- 
momente bekannt  sind,  man  auf  graphischem  Wege  schnell  und  leicht  su 
allen  am  Balken  wirkenden  Kräften  gelangt.  Als  specielle  Beispiele  wkd 
die  angedeutete  analytische  Untersuchung  für  einen  continuirlichen  Balken 
mit  constantem,  dann  mit  staffelförmigero  Querschnitte  und  endlich  i^ 
einen  über  mehrere  gleichweite  Oeffnungen  gestreckten  und  innerhalb  jeder 
gleich  und  symmetrisch  gebauten  continuirlichen  Balken  ausgedehnt. 

£s  muss  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  die  hier  gegebene 
Lösung  des  Problems  eines  continuirlichen  Balkens  sich  durch  grosse  AL- 
gemeinheit  auszeichnet,  da  selbst  Herr  B  r  e  s  s  e  in  dem  dritten  Theile  seiner 
Mecanique  appJique'e,  wo  er  dasselbe  Problem  aufs  Ausführlichste  behandelt 
sich  noch  durch  die  Bedingung  eines  durchaus  constanten  Balkenquer- 
schnittes bindet  und  dann  die  Querschnitte  des  zu  construirenden  Balkens 
proportional  den  Biegungsmomenten  der  angebrachten  Kräfte  macht 

Uebrigens  scheint  es,  dass  Herr  Prof.  Cnlmann  zu  der  Zeit,  als  er 
seine  Untersuchungen  niederschrieb,  den  im  Jahre  1865  herausgekommenen 
dritten  Theil  von  Br  esse 's  Mecanique  noch  nicht  zu  Gesicht  bekommen 
hatte,  da  er  sonst  jedenfalls  nicht  die  Bemerkung,  dass  Bresse  sich  blos 
auf  Balken  von  gleichweiten  Oeffnungen  mit  gleichförmiger  Belastung  pro 
Oeffnung  beschränke,  gemacht  haben  würde.  Diese  Bemerkung  trifft  blos 
für  die  im  ersten  Theile  enthaltenen  älteren  Untersuchungen  von  Bresse 
zu.  Dagegen  weist  Letzterer  in  neuerer  Zeit  analytisch  auch  alle  die- 
jenigen Resultate  über  die  Wirkung  einer  verschiebbaren  Einzellast  auf 
einem  continuirlichen  Balken  über  beliebige  Oeffnungen  nach,  die  Herr 
Prof.  Culmann  in  seiner  graphischen  Statik,  freilich  auf  einem  anderen,  . 
blos  auf  Anscbaaung  gegründeten  Wege  findet. 
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Dnrch  diese  VornntersnchuDg  erledigt  sich  auch  die  Frage  über  die 
ungünstigste  Belastung  eines  continuirlicben  Balkens,  da  die  Wirkung  ver- 
theilter  Lasten  als  die  Summe  der  Wirkungen  von  Einzellasten  anfgefasst 
werden  kann  und  hierdurch  reducirt  sich  auch  die  praktische  Entwickelnng 
der  Eräftepläne  für  verschiedene  continuirliche  Balken  blos  auf  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  Belastungsmodalitäten. 

Solcher  Kräftepläne  werden  drei  gegeben:  für  einen  continuirlicben 
Balken  constanten  Querschnitts  über  vier  Oeffnungen,  für  einen  ungleich- 
förmig belasteten  Balken  über  fünf  Oeffnungen  und  endlich ,  um  zu  unter- 
^  suchen ,  wie  die  an  den  einzelnen  Theilen  des  Balkens  wirkenden  Kräfte 
modificirt  werden,  wenn  man  den  Querschnitt  nicht  constant  nimmt,  für 
einen  ungleichförmig  belasteten  Balken  über  fünf  Oeffnungen  bei  veränder- 
lichem Querschnitte. 

Es  stellt  sich  hierbei  heraus,  dass  das  Moment  über  den  Pfeilern  ent- 
schieden eine  Vergrösserung ,  das  in  der  Mitte  der  Oeffnung  ebenso  eine 
Verminderung  erleidet.  In  dem  gegebenen  Beispiele  erreichen  die  Aende- 
rungen  ^/^o  der  Totalkräfte,  welche  an  den  Streckbäumen  wirken. 

Mit  Recht  macht  nach  diesem  Resultate  der  Verfasser  darauf  aufmerk- 
sam, wie  allgemein  die  Aufgaben  der  graphischen  Statik  gestellt  werden 
können. 

Während  jedoch  bei  der  Untersuchung  des  continuirlicben  Balkens 
die  graphischen  Rechnungsmethoden  erst  nach  der  Bestimmung  gewisser 
Data  durch  die  gewönliche  analytische  Behandlung  angewendet  werden 
konnten,  findet  die  graphische  Statik  im  fünften  Abschnitt  bei  der  Berech- 
nung von  Fach  Werksträgern  über  eine  Oeffnung  ein  Feld,  auf  dem  sie  ganz 
sclbstständig  auftreten  kann.  Bei  continuirlicben  Fachwerkträgern  über 
mehrere  Oeffnungen  würde  freilich  der  oben  erwähnte  üebelstand  sich 
wiederholen.  Da  man  jedoch  in  neuerer  Zeit  von  der  Anwendung  conti- 
nuirlicher  Brückenträger  wegen  der  Unsicherheit  in  der  auszuführenden 
Höhenlage  der  Stützpunkte  oft  abgesehen  hat,  so  ist  derselbe  von  geringer 
praktischer  Bedeutung.  Ebenso  werden,  angemessen  den  Ansichten  der 
neueren  Brückenconstructeure,  die  engmaschigen  Gitterbrücken,  bei  denen 
die  Vertheilung  der  Kräfte  im  Querschnitte  theoretisch  nicht  genau  fest- 
gestellt ist,  nicht  specieller  durchgeführt,  sondern  blos  diejenigen  Fach- 
werke untersucht,  bei  denen  die  äusseren  Kräfte  in  jedem  Schnitt  durch 
nicht  mehr  als  drei  Constructionselemente  aufgehoben  werden,  eine  Kräfte- 
zerlegung, die  blos  auf  eine  einzige  Art  stattfinden  kann  und  hierdurch  die 
Umgehung  jeder  Zweideutigkeit  erlaubt. 

Bei  der  Aufsuchung  der  ungünstigsten  Belastung  des  Fachwerks  wird 
dieselbe  als  von  einzelnen  in  den  Knotenpunkten  aufgegebenen  Lasten  her  - 
rührend  betrachtet.  Während  jedoch  andere  Schriftsteller  hierbei  sich  die 
Annäherung  erlauben,  jeden  Knotenpunkt  entweder  ganz  voll  oder  gar  nicht 
belastet  anzunehmen,  berücksichtigt  Prof.  CulmanTi  ä«ii^  ^^m  ^\fiKi&3i^\^ 


Literaturzeitong* 


Fortschreiten  eines  Eisenbahnzuges  auf  einer  Brücke  mehr  sich  an- 
schliessenden Fall,  wo  der  erste  von  den  anter  dem  Zuge  befindlichen 
Knotenpunkten  blos  partiell  belastet  ist,  wie  dies  z.  B.  geschieht,  wenn  das 
vordere  Rad  des  Locomotivs  zwischen  zwei  Querträgern  sich  befindet 
Hierdurch  wird  natürlich  die  ungünstigste  Stellung  des  Zuges  in  Beziehung 
auf  die  verschiedenen  Constructionstheile  schärfer  bestimmt,  ohne  gerade 
in  die  graphische  Berechnung  des  Fachwerkträgers  erschwerende  Compli- 
cationen  hereinzubringen. 

Zunächst  wird  der  Kräf^eplan  eines  Fach  werks  der  allgemeinsten  Form 
construirt,  dann  folgen,  als  specielle  Beispiele,  das  Fach  werk  mit  parallelen 
Streckbäumen  und  ein  Paar  einfache  Hängewerke.  Nach  diesen,  der 
Pauli *sche  Träger,  bei  welchem  der  Verfasser  ausführlich  verweilt,  um 
theils  die  falschen  Anschauungen,  die  man  über  diese  Construction  oft 
findet,  zu  widerlegen,  theils,  um  den  wahren  Motiven  nachzuforschen, 
denen  dieselbe  entsprungen  ist.  Nicht  im  Materialersparniss  sind  die 
hauptsächlichsten  Vorzüge  der  P  au  Haschen  Träger  zu  suchen,  sondern  in 
dem  Umstände,  dass 

1)  durch  das  Aufhängen  des  Balkens  in  der  neutralen  horizontalen 
Axe  die  Erschütterungen,  die  dadurch  entstehen,  dass  infolge  der  über  die 
Brücke  gehenden  Lasten  diese  ihre  Längen  ändert,  aufgehoben  werden; 

2)  infolge  der  Construction  die  Streckbäume  einen  constanten  Quer- 
schnitt erhalten  können; 

3)  ebenfalls  infolge  der  Construction  ein  Minimum  des  Verzerrens  der 
einzelnen  Fächer,  aus  denen  der  Balken  besteht,  erreicht  wird. 

Auch  wird  Herr  von  Pauli  als  der  Erste  genannt,  der  es  gewagt  hat, 
durch  vollendete  Ausführung  der  einzelnen  Theile,  infolge  deren  man  über- 
zeugt sein  kann,  dass  kein  Theil  stärker,  als  berechnet  in  Anspruch  ge- 
nommen sei  und  durch  sorgfältige  Prüfung  des  zu  verwendenden  Materials  den 
Materialaufwand  und  die  Kosten  des  Trägers  auf  ein  Minimum  zu  reduciren. 

Schliesslich  wird  die  graphische  Berechnungsmethode  an  einem  Pauli- 
schen Träger  von  50  Meter  Spannweite  gezeigt. 

Jedenfalls  findet  man  an  dieser  Stelle  das  Gründlichste ,  was  bis  jetzt 
zur  Charakterisirung  des  Pauli 'sehen  Trägers  veröffentlicht  worden  ist, 
und  empfehlen  wir  daher  das  Lesen  dieser  Abhandlung  um  so  mehr,  als  hier- 
bei mit  grosser  Sachkenntniss  Punkte  berührt  werden ,  die  für  die  Theorie 
der  Fachwerkträger  von  allgemeinem  Interesse  sind. 

Am  Ende  des  fünften  Abschnitts  wird  die  graphische  Berechnung  der 
gebräuchlichsten  Dachstuhlconstructionen  gegeben. 

In  dem  sechsten  Abschnitte  bildet  für  die  Theorie  der  Gewölbe  die 
sogenannte  Drucklinie  die  Uauptgrundlage.  Man  vermeidet  das  Gleiten 
der  Steine  durch  die  Construction,  durch  die  Fugenstellung,  ein  Kanten 
findet  dagegen  blos  dann  nicht  statt,  wenn  die  Drncklinie  keine  von  den 
Pujg^enflächen  ausserhalb  ihres  Centralkernes  schneidet,  weil  blos  in  diesem 
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Falle  die  neutrale  Axe  vom  Querschnitte  ausgeschlossen  bleibt  und  dem- 
nach noch  die  ganze  Fläche  Druck  erleidet.  Hierbei  ist  freilich  für  die 
Drnckvertheilung  das  oft  gebrauchte  Gesetz  angenommen ,  dass  die  Inten- 
sität des  Druckes  auf  jedes  Fugenfläch enelement  proportional  dem  Ab- 
stände dieses  letzteren  von  einer  zu  den  Erzeugenden  des  Gewölbes 
parallel  liegenden  neutralen  Axe  ist.  Dieses  Gesetz  zu  beweisen,  ist  bis 
jetzt  weder  den  Mathematikern  analytisch,  noch  den  Physikern  experi- 
mentell gelangen  und  man  muss  es  daher  als  Hypothese  ansehen. 

Nimmt  man  jedoch  dieselbe  als  richtig  an,  so  muss  man  auch  das 
Criterium  zugeben,  welches  von  den  vielen  im  Gewölbe  möglichen  Druck- 
linien die  wirkliche  Drucklinie  unterscheidet.  Dasselbe  ist  von  Herrn 
B^langer  aufgestellt,  von  Herrn  V^ne  schon  im  Jahre  1830  benutzt  und 
vom  Herrn  Prof.  Culmann  wie  folgt  ausgesprochen:  „Von  allen  Druck- 
linien, welche  eingezeichnet  werden  können,  ist  diejenige  die  wirkliche 
Drucklinie  des  Gewölbes,  welche  sich  der  Axe  desselben  in  der  Art  am 
meisten  nähert,  dass  der  Druck  in  den  am  stärksten  comprimirten  Fugen- 
kanten ein  Minimum  isf  Die  Beweise  dieses  Satzes  sind  mehr  meta- 
physisch gehalten. 

Es  ist  nicht  zu  verkennen ,  dass  diese  Theorie ,  wie  jede  der  bis  jetzt 
existirenden  Gewölbetheorien,  blos  für  gewisse  ideale  Voraussetzungen  der 
Praxis,  als  dasind:  vollständige  Homogenität  des  Materials,  absolut  glatte 
Fugenflächen,  genaues  Einpassen  des  Schlusssteines  u.  s.  w.,  sowie  bei 
Vernachlässigung  des  Bindens  durch  Mörtel  gilt,  und  insofern  ihre  Ergeb- 
nisse blos  als  approximative  Werthe  zu  betrachten  sind;  sie  bietet  jedoch  den 
anderen  Annahmen  gegenüber  die  naturgemässe  Consequenz ,  dass  man  für 
gleichbelastete  stärkere  Gewölbe  einen  kleineren  Maximalfugendruck  als 
für  das  gleichbelastete  schwächere  Gewölbe  erhält. 

Nachdem  der  zuerst  von  Moseley  hervorgehobene  Unterschied 
zwischen  Stützlinie  und  Drucklinie  berührt  und  die  Grösse  ihrer  Abweichung 
von  einander  beleuchtet  worden,  folgen  die  graphischen  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Belastungscurven  für  eine  gegebene  Drucklinie  und  um- 
gekehrt der  Drucklinie  bei  vorgeschriebener  Form ,  sowie  Belastung  des 
Gewölbes,  durch  welche  letztere  Linie  die  Dimensionen  sowohl  des  Ge- 
wölbes, als  auch  des  Widerlagers  bestimmt  werden.  Bei  der  Verzeichnung 
der  Druck-  und  StützHnien  in  den  Gewölben  wird  jedoch  der  oben  aus- 
gesprochene Satz  von  dem  tninimum  maximorum  des  Elementardrucks  nicht 
in  seiner  vollen  Strenge  durchgeführt,  sondern  man  begnügt  sich,  wenn 
man  eine  Drucklinie  in  das  Gewölbe  einzeichnen  kann,  deren  Seiten  die 
entsprechenden  Fngenflächen  innerhalb  des  Centralkernes  schneiden,  weil 
man  dann  annehmen  kann,  dass  es  eine  no  ch  günstigere  Linie  giebt. 

Um  die  Drücke  zu  bestimmen,  welche  ein  unter  einem  nicht  ge- 
schlossenen Gewölbe  befindliches  Lehrgerüst  erleidet,  werden  die  einzel- 
nen Gewölbschichten  in  Beziehung  auf  ihr  Bestteb^n  z.\3l  Vl«.\i\»ii  t^lt^n»!- 
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sucht  and  auf  rein  graphischem  Wege  interessante  Resultate  eraielt,  die 
freilich  mehr  theoretischer  Natur  sind  und  in  der  Praxis  durch  mannichfal- 
tige ,  im  Werke  selbst  angegebene  Ursachen  bedeutend  modificirt  werden. 
Unter  der  Annahme  eines  sehr  kleinen  Reibungs winkeis  und  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  belastenden  Gewölbscbichten  die  obersten  sind, 
werden  dann  als  Beispiele  die  Kräftepläne  für  einige  Lehrgerüate  gegeben. 

Bei  der  Theorie  der  eisernen  Bögen  fasst  Herr  Prof.  Ca  1  mann  die- 
selben nicht  mit  Kavier  als  elastische  gebogene  Stäbe  auf,  sondern 
wendet  auf  die  Bögen  die  schon  bei  den  Gewölben  gestellte  Constructions- 
bedingung  an,  dass  die  Drucklinie  der  einwirkenden  äusseren  ELrSfte  in 
jedem  Querschnitte  nicht  aus  dem  entsprechenden  Centralkerne  heraus- 
trete.  Die  Biegungen  und  Formveränderungen  des  Bogens  werden  dann 
so  gering  sein,  dass  die  von  ihnen  herrührenden  Kräfte  den  eigentlichen 
Druckkräften  gegenüber  vernachlässigt  werden  können.  Sowohl  durch 
Probiren,  als  auch  gestützt  anf  Analogien  bei  versteiften  Kettenbrücken 
stellt  sich  heraus,  dass  die  Drucklinie  eines  Bogens,  dessen  circa  eine 
Hälfte  total  und  dessen  andere  gar  nicht  belastet  ist,  zur  Umhüllung  den 
höchsten  Kernbogen  verlangt,  und  es  bestimmen  sich  hierdurch  die  QAer- 
schnittshöhen  des  Bogens. 

Da  der  Theorie  nach,  unten  an  den  Widerlagern  satt  und  breit  auf- 
sitzende Bögen  mehr  als  solche,  die  an  den  Widerlagern  drehbar  gestützt 
sind,  tragen,  und  da  ferner  die  Versuche  des  Herrn  Ingenieur  Oudry  ge- 
zeigt haben,  dass  die  Einwirkungen  der  Temperatardifferenzen  auf  die 
eisernen  Bogenbrücken  von  geringem  Maasse  sind,  so  empfiehlt  Herr 
Prof.  Culmann  für  alle  Bögen  breite  solide  Auflager. 

Es  folgt  dann  als  Anwendung  die  graphische  Bestimmung  der  Kräfte 
an  einer  Bogenbrücke  sowohl  für  den  Fall,  dass  die  Drucklinie  der  ein- 
seitigen Belastung  vom  Bogen  umhüllt  wird,  als  auch  für  denjenigen,  wenn 
letztere  aus  dem  Bogen  heraustritt  und  auf  das  in  den  Bogcnwinkeln  an- 
gebrachte Fachwerk  wirkt. 

Die  hier  angewandte  Bogentheorie  hat  jedenfalls  den  Vortheil,  dass 
sie  für  die  Querschnittsdimensionen  des  Bogens  eher  zu  grosse  als  zu 
kleine  Werthe  giebt,  ihre  Anwendung  in  der  Praxis  daher  keine  Gefahr 
bietet.     Es  ist  jedoch  gegen  dieselbe  Folgendes  zu  erwähnen : 

1)  Sie  abstrahirt  vollständig  von  der  Natur  des  Bogenmaterials.  Ein 
unendlich  starrer  Bogen  wird  offenbar  gar  keinen  Horizontalschub  aus- 
üben, während  nach  Obigem  man  für  den  Horizontalschub  stets  denselben 
Werth  erhält. 

2)  Sie  setzt  die  Inanspruchnahme  des  Bogens  blos  auf  Druck  als  zu- 
lässig voraus,  während  gar  kein  Grund  vorhanden  ist,  die  Resultante  der 
ausserhalb  des  Bogenquerschnittes  wirkend^  äusseren  Kräfte  nicht  aus 
dem  Centralkern  des  letzteren  heraustreten,  d.  h.  einzelne  Theile  des 
Querschnittes  nicht  auch  auf  Zug  in  Anspruch  genommen  sein  ^u  lassen. 
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3)  Im  Vergleich  zu  der  Anschaunng  des  Bogena  als  eines  gekrümmten 
elastischen  Stabes ,  die  doch  jedenfalls  nicht  eine  widernatürliche  genannt 
werden  kann,  giebt  sie  eine  ganz  andere  rationelle  Vertheilnng  des  Bogen- 
materials. 

4)  Sie  benutzt  das  noch  nicht  bewiesene  hypothetische  Gesetz  der 
Dmckvertheilnng  über  einen  ebenen  Querschnitt. 

Andererseits  muss  man  aber  auch  eingestehen,  dass  durch  Veröffent- 
lichung seiner  Bogenbrückentheorie  Herr  Prof.  Culmann  den  construiren- 
den  Ingenieuren  einen  grossen  Dienst  erwiesen  hat;  sie  ist  bis  jetzt  die 
einzige  veröffentlichte  Anleitung  zur  Berechnung  von  continuirlichen 
Bogenbrücken  mit  ganz  beliebig  veränderlichen  Trägheitsmomenten 
der  Querschnitte. 

Da  es  nicht  ohne  Interesse  sein  dürfte,  des  Vergleichs  halber,  auch 
eine  analytische  Ableitung  der  Bogeninanspruchnahme  unter  Zugrunde- 
legung jenes  als  richtig  vorausgesetzten  Druckvertheilungsgesetzes  zu 
haben,  so  möge  es  gestattet  sein,  hier  kurz  eine  solche  für  den  einfachsten 
Fall  eines  gewichtlosen,  in  ^drehbar  gestützten  und  im  Scheitel  mit 
einer  Einzellast  P  beschwerten  Bogens  zu  geben.     (Fig.  16.) 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  die  Drucklinie  geradlinig  von  B  aus 
nach  einem  noch  zu  bestimmenden  Punkte  Q  gehen,  dessen  Abstand  von 
der  Mitte  A  der  Scheitelfuge  mit  ij^  bezeichnet  werden  möge,  und  zwar 
positiv  oder  negativ,  je  nach  der  Lage  gegen  das  angenommene  Coordinaten- 
system,  in  welchem  Xt^  und  y<p  die  Coordinaten  der  Bogenfugenmitten  und 
$9, 1^9)  die  der  Drucklinie  bedeuten. 

Für  irgend  eine  Fuge  im  Winkelabstand  9  von  der  Vertikalen  durch 
den  Scheitel  beträgt  der  im  Punkte  N  angreifende  und  in  Richtung  der 

P 

Drucklinie  wirkende  Druck  />«)  =  — -. —  •      Dieser  zerlegt   sich   in   zwei 

Componenten,  von  denen  uns  die  senkrecht  zur  Fugenrichtung  stehende 
Pcos{(p — tf;)  . 

Beträgt  nun  der  Abstand  NM  des  Druckmittelpunkts  von  der  Fugen- 
mitte weniger  als  j  fr,  worin  b  die  als  constant  vorausgesetzte  Bogendicke 
bezeichnet,  so  vertheilt  sich  jener  Druck  ff  gerade  noch  auf  die  ganze 
Fugenfläche  und  bringt,  unter  Annahme  des  von  Herrn  Prof.  Culmann 
angewandten  Vertheilungsgesetzes ,  in  der  am  stärksten  comprimirten 
Fugenkante  einen  Elementardruck 


J)ip=i  — r-^ — : mtcressirt. 


•=lf('+T) 


hervor ,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  jenem 
Gesetze  die  Elementardrücke  proportional  den  Ordinaten  eines  Trapezes 
sind ,  dessen  Fläche  gleich  dem  Gesammtnormaldruck  I/jp  ist  und  dessen 
Schwerpunkt  mit  dem  Angriffspunkt  von  />%  zusammenMK. 
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Mittelst  einfacher  trigonometrischer  Beziehungen  ergiebt  sich  aber,  so 
lange  N  unter  M  liegt: 

sina      cos(q>  —  tf;) 
daher: 

^bsmtjf       )        b      sina       cos(q>  —  ^)j' 

p 
oder  wenn  man  berücksichtigt,  dass  —cot^  gleich   dem    Horizontalschube 

Cund 

flQ=r  —  (r  cos 8  +  rstns  tang^j=r{^i  —  cost) — 

ist: 

3    (  Pr  sin  €  P  l 

i  =  ^  Jr(l— C05«)C C{y^  —  \hcosq>)  + -(arq)  +  |6«ii9)|. 

Aehnlich  würde  man  für  den  Fall,  wenn  N  über  M  läge,  erhalten : 

3    4                                 Pr  sin  e  P  \ 

«1=^  J--r(l— cos £)C'H hC(}/q>+ibcos(p)'--{xfp^^bsinqf')\. 

Setzt  man  y=r  {l-^cosq>\  x=ir  sinq>  und  führt  die  Abkürzungen 

Prsins  ,^  . 
=  m;     r(l  —  coss)=n) 

ein,  so  heisst  der  grösste  Elementardruck  für  die  Fugen,    wo  die  Druck 
linie  siclf  unterhalb  der  Mittellinie  befindet: 

J=— } — m —  (rcosE — p  cos(p)  C+~-  sing)  > 

und  für  die  Fugen,  wo  die  Mittellinie  unter  der  Drucklinie  liegt: 

8    i  tP  l 

8  =— 7|  |m +  (rco5f — icosq>)C sinfp\. 

Jede  dieser  beiden  Gleichungen  enthält  zwei  Variabele  C  und  9>,  yod 
denen  die  erstere  von  der  Lage  der  Drucklinie  abhängt,  während  die 
letztere  sich  mit  der  Lage  der  betrachteten  Fuge  ändert. 

Denkt  man  sich  die  Drncklinie  irgendwie  festgelegt,  so  ersieht  man 
leicht  aus  den  beiden  folgenden  Gleichungen : 

d{S)  r.      •       .  PP 

-r^-^  =  —  Cp  stnq>+- — C05g>=0 
0(p  2 

und 

—^-^  =  +  Ctstng) cosq>=:  — : stn  (m  —  tbY 

d(p  ^        2         ^       2  5mV'  ^ 

dass  der  Maximal werth  von  6  für  einen  Fugen winkel  stattfindet,  der  durch 

die  Relation 

C 
cos  q>  =  1  ^=cos  tif 


Vc-^'i 
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bestimmt  ist,  während  tfj  mit  der  Entfernung  Yora  Scheitel  abnimmt,  weil  für 
den  Theil  AL  des  Bogens  der  Winkel  q>  höchstens  den  Werth  2^ — s  er- 

reichen  kann,  der  Differentialquotient  demnach  ^  0  ist. 

Für  jede  zul&ssige  Lage  der  Drucklinie  erhält  man  also  als  Maximal- 
werthe 

ömax=  —  \  —  m  —  r  (^cost  — p  cosip)  C-| st/i'^  > 

und 

öl 'waa?=-Ti  ) »»  +  (r coss  —  t)  C\ 
Ebenso  erhellt  ferner  aus  der  Gleichung 

-g~  =  —  (r  cost  —  p  cosq>), 

wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Drucklinie  blos  innerhalb  des  mittleren 
Drittels  der  Bogendicke  liegen  darf,  d.  h.  ^b  ^r  —  rcos(e  —  ^)  und 
daher  umsomehr  obige  Klammer  stets  positiv  ist,  dass  in  jeder,  folglich  auch 
in  der  Maximaldruckfuge  des  Bogenstücks  L  B  der  Kanteudruck  mit  dem 
Wachsen  yon  C  sich  vermindert.  Umgekehrt  folgt  aus  obiger  Gleichung 
für  öl  mos  direct,  dass  der  Kantendruck  in  der  Scheitelfuge  durch  das 
Wachsen  von  C  vermehrt  wird. 

Soll  demnach  dem  Principe  der  kleinsten  Beanspruchung  des  Bogen- 

materials   genügt  wesden,   so  kann  dies   blos  dadurch  geschehen,    dass 

die  maxima  tnaximorum  der  Kantendrücke  in  den  Bogentheilen  AL  und  LB 

gleich  werden,  d.  h.  es  muss  sein : 

.                           .Pcoiilß  ,  pP   .                ,   .                 ^Pcoi^ 
—  m  —  [rcoss  —  pcostf;)  — 1 stn^  =  tn  +  (r  cose  —  /) -• 

Für  den  einfachen  Fall  eines  Halbkreises  reducirt  sich  diese  Gleichung 
zur  folgenden : 

—  4m£t;t^-t>  iP  cos^lf  +i>p  =  0 
und  es  folgt  hieraus : 

lang^-        -  pt_^^  ~^  — 3r'+|6r  +  ^6» 

daher  der  Horizontalschnb : 

^^       />      ^  -3r'  +  ffer  +  j-f^'  p 

2langflt      _r{r  —  :^b)  —  {r  +  \b)yr  (r  —  \b)  '  4* 
Wie  man  bemerkt,  übt  nach  dieser  Anschauungsweise  die  Dicke  des 
Bogens  einen  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Grösse  des  Horizontalschubes 
aus.     Die  beiden  analytischen  (praktisch   bedeutungslosen)  Grenzwerthe 
sind : 

fürfcifcsO     ....     6  =  0,375  P, 
.    6  =  2r  ....     t7  =  0,236/>, 

Literatiirztiir.  <!•  Zeilschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Xll,  S.  ^ 
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während  die  Nävi  er 'sehe  Biegungstheorie  für  die  vorliegenden  Verhält- 
nisse, bei  Vernachlässigung  der  Correction  wegen  der  directen  Zusammen- 
drückung des  Bogenmaterials  auf  die  Formel 

C=  0,3018  i> 
führen  würde.     Für  gewöhnlich  in  der  Praxis  vorkommende  Bogendicken 
giebt  diese  Drucklinientheorie  einen  etwas  grösseren  Horizontalschub ,  als 
die  Nävi  er*  sehe. 

Nach  den  BogenbrÜcken  folgen  in  der  „Graphischen  Statik*' die  Hänge- 
brücken, sowohl  mit  einfachen,  als  auch,  wie  bei  manchen  englischen,  mit 
vertheilten  Spannketten  (letztere  werden  in  einer  deutschen  Abhandlqng 
über  Kettenbrücken  wohl  das  erste  Mal  beleuchtet).  Die  Theorie  der 
Steifigkeitsconstructionen  oder  besser  der  Steifigkeitsconstruction ,  wie  sie 
zuerst  Fair bairn  bei  seinen  Versuchen  angewandt  und  Prof.  Rankine 
theoretisch  analysirt  hat,  führt  auch  graphisch  leicht  zu  den  ungünstigsten 
Belastungen  sowohl  in  Beziehung  auf  die  Biegungsmomente,  als  auch  in 
Beziehung  auf  die  Scheerkraft  und  schliesslich  zu  einer  einfachen  Art  die 
Inanspruchnahme  jedes  Constructionstheiles  festzustellen. 

Der  siebente  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  theoretischen  Wcrthe 
einfacher  und  zusammengesetzter  Constructionen,  d.  h.  mit  der  Bildung  der 
Summe  der  Prodncte  der  Längen  aller  Constructionstheile  mit  der  an  jedem 
derselben  wirkenden  Kraft.  Diese  Productensumme  lässt  sich  graphisch 
einfach  darstellen  und  ist  offenbar  den  Kosten  der  Construction  pro- 
portional. Es  stellt  sich  heraus,  dass  bei  gleich  grossem  Tragmodul  der 
contiuuirliche  Balken  das  geringste,  der  Pauli* sehe  Träger  das  meiste 
Material  erfordert. 

Den  Schlnss  des  Werkes  bildet  als  achter  Abschnitt  die  Theorie  der 
Stütz-  und  Futtermauern.  Zunächst  wird  das  Gleichgewicht  nicht  gestütz- 
ter Erdkörper  untersucht.  Nach  der  durch  die  Erfahrung  angenähert 
gerechtfertigten  Annahme,  dass  die  Gleitfiäche  des  abrutschenden  Prismas 
eine  Ebene  sei,  sowie  nach  Feststellung  der  an  diesem  Prisma  wirkenden 
Kräfte  und  der  für  ihre  graphische  Darstellung  geltenden  Einheitsmaasse, 
zeigt  der  Verfasser  mittelst  einer  elementaren  Construction ,  wie  der  Druck 
und  Schub  eines  auf  einer  geneigten  Ebene  ruhenden  Körpers  mit  der 
Neigung  dieser  Ebene  zusammenhängt,  wobei,  wenn  auch  nicht  aus- 
gesprochen, für  die  Richtung  des  Widerstandes  der  Unterstützungsebene 
von  dem  Moseley 'sehen  Principe  des  kleinsten  Widerstandes  Gebrauch 
gemacht  wird. 

Durch  Anwendung  der  eben  erwähnten  Construction  auf  die  Unter- 
suchung der  Gleichgewichtsbedingnngen  einei  nicht  gestützten  Erdkörpers, 
dessen  vordere  Begrenzung  steiler,  als  die  natürliche  Böschung  ist,  erhält 
man  den  bekannten  Satz,  dass  die  Gleitfläche  des  grössten  Druckes  den 
Winkel,  den  die  vordere  Begrenzungsebene  öiit  der  natürlichen  Böschung 
bildet f  balbirt,  ausserdem  aber  auch  noch  folgendes,  so  viel  uns  bekannt, 
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das  erste  Mal  vom  Prof.  Cnlmann  ausgesprochene,  elegante  Resultat: 
„Dreht  man  die  vordere  Wand  OA^  so  liegen  alle  Punkte  ^,  A\  A'\  welche 
für  Dreiecke  mit  gleicher  Basis  aach  gleichen  Maximaldruck  geben ,  auf 
einer  Parabel,  deren  Brennpunkt  im  Fusse  0  der  Wand  sich  befindet  und 
deren  Axe  die  natürliche  Böschung  ist/' 

Ist  der  nicht  gestütate  Erdkörper  ausser  durch  sein  eigenes  Gewicht 
noch  durch  eine  über  seine  obere  Begrenzungsfiäche  gleichförmig  ver- 
breitete Belastung  in  Anspruch  genommen,  so  reducirt  sich  dieser  Fall 
constructiv  in  der  allereinfachsten  Weise  auf  den  vorigen  und  es  lassen 
sich  in  beiden  Fällen  aus  den  angewandten  Constructionen  die  gewöhn- 
lichen analytischen  Ausdrücke  leicht  ableiten. 

Nachdem  die  wichtigsten  Fragen,  welche  sich  auf  Erdreibung  und 
Cohäsion  beziehen,  erörtert  worden,  folgt  die  Untersuchung  des  Druckes 
eines  Erdkörpers  gegen  eine  ihn  stützende  Wand.  Hierbei  wird  die 
vordere  Begrenzung  und  die  Belastung  des  Erdkörpers  beliebig ,  nur  an 
der  Stelle,  wo  die  Trennungsebene  ausmündet,  die  obere  Begrenzung  als 
eine  Ebene  angenommen  und  die  Belastung  dem  Flächeninhalte  ihres 
Querschnittes  in  der  Zeichnung  proportional  vorausgesetzt,  wobei  jedoch 
die  Belastung  auf  die  Strecke,  wo  die  Trennnngsebenen  ausmünden  können, 
durch  einen  Parallelstreifen  darzustellen  sein  muss. 

Bei  dieser  Annahme  stösst  man  freilich  wieder  auf  die  bekannte 
Schwierigkeit,  dass  man,  bevor  man  zu  rechnen  anfängt,  diejenige  Seite 
des  Erdprofils  kennen  muss,  die  von  der  Gleitfläche  des  abrutschenden 
Erdprismas  getroffen  wird  und  insofern  würde  auch  das  Cul  man  nasche 
Verfahren  in  gewissen  Fällen ,  z.  B.  bei  stark  überhöhten  Stützmauern ,  an 
Unbestimmtheit  leiden.  Man  umgeht  jedoch  oft  letztere ,  wenn  man  von 
einem  von  Poncelet  ausgesprochenen  und  von  Saint- Guilhem  be- 
wiesenen Satz  Gebrauch  macht,  dass  nämlich  die  Gleitfläche,  welche  dem 
Eckpunkt  einer  Polygonseite  des  Erdprofils  entspricht,  für  diesen  Eckpunkt 
giltig  bleibt,  wenn  derselbe  als  zur  nächsten  Polygonseite  gehörig  an- 
gesehen wird.  Ist  z.  B.  AO^  (Fig.  17)  die  stützende  Wand  und  ABD  ^\e 
mit  einer  flachen  Böschung  AB  versehene  Hinterschüttung ,  so  wird  mau 
zunächst  die  Gleitfläche  0(7  für  einen  Punkt  0  der  Wand  bestimmen,  die 
augenscheinlich  noch  die  Seite  AB  trifft.  Zieht  man  dann  BO^  parallel  zu 
CO^  so  bestimmt  sich  der  Punkt  0^  der  Wand,  dessen  Gleitfläche  durch  die 
Ecke  B  geht.  Für  sämmtliche  Wandpunkte  unterhalb  0,  ist  dann  die 
Seite  ^Z>  als  diejenige  zu  betrachten,  die  von  den  Gleitflächen  getroffen  wird. 

Die  in  der  „Graphischen  Statik'*  für  den  Druck,  resp.  Schub  von  Erd- 
körpern auf  stützende  Wände  angegebenen  Constructionen  schliessen  sich 
zunächst  an  die  von  Poncelet  mitgetheiltcn  graphischen  Methoden  an, 
bieten  aber  einen  bedeutenden  Fortschritt  gegen  jene,  insofern  hier  nicht  blos 
ein  neuer  Factor,  die  Cohäsion  des  Materials,  mit  berücksichtigt  wird,  sondern 
auf  rein  geometrischem  Wege  ganz  neue  Anschauun^^iv  ^^HjQw\i^\3L  nr^x\^\\.* 
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Ebenso  wie  beim  Dicbtgestützten,  werden  anch  flir  den  gcstQtzten 
Erdkörper  aus  den  angewandten  Constructionen  alle  diejenigen  analytischen 
Ausdrücke  herausgelesen,  die  aufzustellen  bis  jetzt  gelungen  ist,  worauf 
die  Anleitung  zur  Auffindung  des  Druck-  oder  Schubmittelpunktcs  mittelst 
Anwendung  des  Seilpolygons  folgt.  Bei  dieser  Gelegenheit  mncht  der  Ver- 
fasser auf  die  beschränkte  Giltigkeit  der  von  Poncelet  auf  analytischem 
Wege  abgeleiteten  oberen  Grenze  für  den  Angriffspunkt  der  Druckmittel- 
kraft aufmerksam  und  giebt  eine  allgemeinere ,  auch  für  überhöhte  Erd- 
körper geltende  anal3rtische  Ableitung. 

Als  Anwendungen  findet  man:  Untersuchungen  der  Stabilität  von 
Fnttermauern  mit  und  ohne  Berücksichtigung  der  Cohäsion,  mit  und  ohne 
Ueberhöhung.  Für  letzteren  Fall  sind  auf  mehreren  Tafeln  übersichtlich 
die  Aenderungen  der  Verhältnisse  bei  verschiedenen  Mauerprofilen  und 
Reibungswinkeln  zusammengestellt.  Eine  Untersuchung  über  den  zweck- 
massigsten  Querschnitt  einer  Stützmauer  führt  auf  das  Dreieck  und  es 
wird  daher  für  die  anzunehmenden  Profile  der  Futtermauern  als  obere 
Breite  nur  j-^;^  der  Höhe  vorgeschrieben ,  wonach  eine  kleine  Tabelle  für 
approximative,  leicht  construirbare  Stärken  der  Futtermauem  mitgetheilt 
wird. 

Um  den  Druck  auf  Tunnelgewölbe  construiren  zu  können,  wird  der 
Druck  auf  den  untern  Theil  einer  sich  drehenden  Wandfläche  bestimmt. 
Hierbei  stösst  man  constructiv,wie  dies  ja  auch  auf  dem  analytischen  Wege 
geschieht,  für  den  Fall,  wenn  die  vordere  Wand  mit  der  Horizontalen  einen 
Winkel  bildet,  der  dem  Keibungswinkel  von  Erde  auf  Mauerwerk  gleich 
ist,  auf  gewisse  Widersprüche,  die  sich  wohl  blos  durch  eine  strengere 
Theorie  des  Erddrucks,  welche  nicht  von  abrutschenden  Prismen,  sondern 
von  Erdkörperelementen  ausgeht,  vollständig  heben  lassen  werden. 

Kimmt  man  jedoch  schliesslich  an ,  dass  in  diesem  Falle  das  Gewicht 
des  über  der  naturlichen  Böschung  stehenden  Erdprismas  sich  in  der  Art 
über  seine  Stützfläche  vertheilt,  dass  das  Maximum  des  Erddrucks  pro 
Längeneinheit  an  jeder  Stelle  dieser  Fläche  durch  die  entsprechende  Höhe 
des  Erdprismas  angegeben  wird,  so  ist  man  auch  im  Stande,  den  auf  jedes 
Element  eines  Tuunelgewölbes  kommenden  Druck  zu  construiren  und 
demnach  auch  eine  passende  Drucklinie  einzuzeichnen.  Ein  derartiges 
Beispiel  für  das  rationelle,  eiförmige  englische  Tunnelgewölbe  schliesst 
das  Werk. 

Ueberblickt  man ,  welch  ein  reichhaltiges  Material  und  mit  wie  ganz 
neuen  Mitteln  in  dem  besprochenen  Werke  bewältigt  worden  ist,  so  über- 
zeugt man  sich,  dass  dasselbe,  um  gehörig  gewürdigt,  auch  gehörig  studirt 
sein  will.  Dieses  Studium  empfehlen  wir  aber  aufs  Angelegentlichste. 
Prof.  Culmann's  graphische  Statik  enthält  manches  Neue,  viel  Inter- 
essantes und  ausserordentlich  viel  Praktisches. 

Dr.  W.  Fränkbl, 
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Propädeutik  der  Oeometrie.  Eine  Bearbeitung  der  geometrischen  Formen- 
lehre  nach  einer  neuen  Methode,  gegründet  auf  praktiache  Auf- 
gaben aus  der  Geodäsie.  Von  Jacob  Falke  ,  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Physik  am  Gymnasium  zu  Arnstadt .  Leipzig ,  Quandt 
und  Händel.    1866. 

Zwar  kann  jeder  geistig  Gesunde  die  Geometrie  begreifen;  aber  es  giebt 
mathematische  Köpfe  und  solche,  die  es  nicht  sind.  Durch  diese  letzteren 
sind  Mathematiker  und  Pädagogen  veranladst  worden,  vor  dem  Beginn  des 
eigentlichen  geometrischen  Unterrichts  eine  Stufe  einzuschalten,  auf  welcher 
der  Schüler  zum  Studium  der  eigentlichen  Geometrie  vorbereitet  werden 
soll.  Die  zahlreichen  Versuche  in  dieser  Eichtung  werden  durch  das  vor- 
liegende Buch  um  einen  vermehrt  und  zwar  um  einen  so  originellen ,  dass 
er  wohl  auch  in  dieser  Zeitschrift  eine  kurze  Erwähnung  verdient. 

Das  Buch  zerfällt  in  drei  Theile:  Grundsätze  der  Propädeutik,  Vor- 
bereitung zum  geometrischen  Abstrahiren  durch  instiuctive  Lösung  geodä- 
tischer Aufgaben  und  Uebergang  von  der  instinctiven  Praxis  zur  geo- 
metrischen Abstraction.  • 

Der  erste  Theil  zeigt  uns  den  Verfasser  als  einen  guten  Beobachter  der 
kindlichen  Natur  und  als  einen  Denker,  welcher  Beobachtungen  zu  benutzen 
versteht.  Wer  auch  mit  seinem  Grundgedanken,  welcher  lebhaft  an 
Schopenhauer  erinnert,  nicht  einverstanden  sein  sollte,  wird  ihm  dennoch 
mit  Interesse  bis  zum  Ende  folgen. 

Der  zweite  Theil  beginnt  mit  der  Messung  der  Entfernung  zweier 
Wege,  welche  einen  dritten  durchschneiden,  auf  eben  diesem  dritten.  Die 
Messung  geschieht  zunächst  durch  Fusse,  wobei  der  Schüler  findet,  dass 
der  Ort,  nach  welchem  hin  gemessen  wird,  ausdehnungslos  sein,  durch  einen 
Stab  markirt  werden  und  für  das  Fortschreiten  die  Eichtung  angeben  muss. 
Der  Fuss  wird  seiner  Unbestimmtheit  und  Unbequemlichkeit  wegen  mit  der 
Messkette  vertauscht,  wobei  der  Schüler  entdeckt,  dass  man  Messstäbe  braucht, 
und  dass  die  Kette  angezogen  und  genau  in  die  vorgeschriebene  Eichtung 
gebracht  werden  muss.  Hierauf  folgt  der  Messtisch ,  der  nach  und  nach, 
wie  der  Schüler  die  Unvollkommeuheiten  desselben  entdeckt,  verbessert 
wird.     So  wird  nach  und  nach  die  Karte  entworfen. 

Im  dritten  Theile  folgt  endlich  die  Abstraction.  Der  „Ort,  welcher 
ausdehnungslos  war^S  wird  zum  Punkte;  der  „Weg,  welcher  zwei  aus- 
dehnungslose Orte  mit  einander  verbindet",  zur  Linie;  der  „Weg,  welcher 
zwei  ausdehnungslose  Orte  verbindet  und  überall  dieselbe  Eichtung  hat", 
zur  Geraden  u.  s.  w.  Daran  schliesen  sich  der  erste  und  zweite  Con- 
gruenzfall ,  Aehnlichkeit  der  Dreiecke ,  Construction  der  Dreiecke  mit  den 
dazugehörigen  Kreissätzen,  der  dritte  Congruenzfall,  Sätze  und  Aufgaben 
über  den  Kreis,  Parallelen,  Flächeninhalt  und  der  Pythagoräische  Lehrsatz 
und  zwar  so,  dass  eben  nur  begrifflich  entwickelt  wird,  was  der  Schüler 
vorher  praktisch  ausführte. 


42  Literaturzeitnng. 


Ich  denke,  dass  sich  der  Leser  nach  dem  Mitgetheilten  ein  ohngefkhTes 
Bild  von  dem  Gange  und  der  Absicht  des  Verfassers  zn  entwerfen  im  Stande 
ist,  und  hoffe,  dass  Diejenigen,  welche  sich  für  die  Unterrichtsmethode  in- 
teressiren,  diese  Propädeutik  nicht  unbeachtet  lassen. 

Jena.  Dr.  Bartholomai. 

Lehrbneh  der  technisehen  Physik  von  Dr.  Ferdinand  Hbsslbr,  weiL 
Professor  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien  etc.  Nach  dem 
Tode  des  Verfassers  fortgesetzt  und  umgearbeitet  von  Dr. Fr.  Jos. 
PisKO,  Professor  in  Wien.  Dritte,  dem  neuesten  Stande  der 
Wissenschaft  entsprechende  Auflage.  In  zwei  Bänden.  Mit  891 
dem  Texte  eingedruckten  Holzschnitten.  Wien,  Wilhelm  Brau- 
müller,  k.  k.  Hof-  und  üniversiUtsbuchhändler.  1866. 
Der  erste  Band  dieses  Werkes,  enthaltend  Mechanik,  Akustik,  Magne- 
tismus, Reibungselektricität  und  elektrische  Ströme,  ist  von  Hessler;  der 
zweite  Band,  Schluss  der  Elektricität,  Optik,  Wärme,  ist  nach  Hessler's 
Tode  von  Pisko  bearbeitet  worden.  Nach  Ar  Vorrede  von  Hess  1er  hat  das 
Werk  die  Bestimmung,  als  Leitfaden  bei  den  physikalischen  Vorträgen  an 
(österreichischen)  höheren  technischen  Schulen,  sowie  beim  Selbststudium  zu 
dienen;  es  geht  hieraus  Einzelnes  in  der  Einrichtung  hervor:  Mechanik,  der 
an  oben  genannten  Schulen  eigene  Vorträge  gewidmet  sind,  ist,  sofern  sie 
mit  der  Physik  nicht  unmittelbar  zusammenhängt,  weggelassen  worden; 
ferner  ist  nur  Gebrauch  von  der  Elementarmathematik  gemacht  worden  (ein 
Supplementband,  mit  höherer  Mathematik  durchgeführt,  soll  folgen),  es  ist 
besondere  Rücksicht  auf  Anfertigung  der  gebräuchlichsten  Apparate,  eigene 
Anstellung  der  Versuche  und  auf  die  neuesten  Arbeiten  im  Gebiete  der 
Physik  genommen  worden.  Ehe  wir  zur  Beurtheilung  des  ersten  Bandes 
tibergehen,  bemerken  wir  zuerst,  das.s  nach  dem  in  Hessler^s  Vorrede  ange- 
deuteten Zwecke  des  Buches,  als  Leitfaden  an  technischen  Schulen  au 
dienen,  erwartet  werden  muss,  dass  der  dargebotene  Stoff  einem  höheren 
wissenschaftlichen  Standpunkte  entspreche.  Dass  ein  solcher  Standpunkt 
unverrückt  festgehalten  worden  ist,  ergiebt  sich  aus  der  fast  tiberall  hervor- 
tretenden Klarheit  im  Vortrage  und  aus  der  Besprechung  auch  der  neuesten 
Forschungen  im  Gebiete  der  Physik,  was  offenbar  auf  den  Leser  ebenso 
anregend  einwirken  muss,  als  die  im  Buche  häufig  vorzufindenden  Anden- 
jungen  zur  Anstellung  von  Explicationsversuchen  und  zu  Anfertigung  von 
Instrumenten,  sowie  als  die  jedem  Gegenstände  folgenden  Citate  aus  der 
Literatur  des  betreffenden  Gegenstandes.  Der  für  technische  Einrichtungen 
sich  interessirende  Leser  wird  schnell  mit  dem  Buche  durch  die  überall 
durchgeführte  Beschreibung  und  Besprechung  nützlicher  Werkzeuge,  In- 
strumente und  Maschinen  befreundet  werden. 

Erster  Band.  Es  mag  als  Beleg  zu  dem  oben  im  Allgemeinen  Ge- 
sagten dienen,  dass  die  Erklärung  interessanter  Einrichtungen  und  Appa- 
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rate  auch  hier  recht  eingehend  gegeben  worden  ist.  Im  Kapitel  „Messen^' 
findet  man  den  Nonius,  das  Glasmikrometer,  den  Comparator,  Fühlhebel, 
das  Schrauben mikrometer,  Sphftrometer,  die  Tbeilmnschine ,  das  Catheto- 
meter  und  das  Calibriren  besprochen.  Federuhren,  Federwagen  schliesen 
an  die  Elasticität  an,  Wasserpressen ,  Turbinen,  Bestimmung  des  speci- 
fischen  Gewichtes ,  Aräometer  folgen  in  ausführlicher  Behandlung  der  Hy- 
drostatik. Die  herrlichen  Fortschritte  in  der  Akustik  sind  diesem  Kapitel 
in  gedrängter  Darstellung  beigefügt.  Die  chemischen  Wirkungen  des  gal- 
vanischen Stromes ,  welche  recht  gut  dargestellt  sind ,  geben  natürlich  Ge- 
legenheit, ausführlich  über  Galvanoplastik  und  Galvonakaustik  zu  sprechen. 
Die  telegraphische  Leitung  ist  ausführlich  und  vollständig,  der  telegra- 
phische Blitzableiter  an  einem  Beispiele,  die  frühere  optische  Telegraphie 
allerdings  gar  nicht,  die  jetzige  Telegraphie  mit  Weglassung  der  Zeiger- 
telegraphen, dagegen  der  Haustelegraph ,  die  elektrischen  Uhren  und  das 
Telephon  besprochen.  Die  Besprechung  über  Leistung  der  Kräfte  hätte 
wohl  klarer  nach  Redtenbacher's  vorzüglichen  „Principien  der  Mechanik 
und  des  Maschinenbaues  *'  erfolgen ,  die  Nachweisung  der  Gesetze  des 
Wurfes  ungezwungener  mit  vollständiger  Benutzung  der  analytisch  -  geo- 
metrischen Formeln  dafür  geschehen  können.  Seite  446,  erste  Zeile  von 
oben  ist  zu  lesen:  ;,Nach  Bourbogne  zeigt  eine  elektrisirte  und  wohl  iso- 
lirte  hohle  Metallkugel,  wenn  man  durch  ein  Loch,  womit  sie  versehen  ist, 
eine  Probescheibe  einführt,  an  der  innem  Oberfläche  die  nämliche  Elektri- 
cität  und  in  gleicher  Menge,  wie  an  der  äussern;  es  breitet  sich  daher  die 
Elektricität  auf  der  einen,  wie  auf  der  andern  Oberfläche  gleichmässig  aus." 
Die  Versuche  von  Coulomb,  Faraday,  Franklin,  Magnus,  die  be- 
kanntlich ein  entgegengesetztes  Resultat  ergeben  haben,  sind  nicht  erwähnt. 
Zweiter  Band.  Die  applicatorisehe  Richtung  des  Werkes  tritt  auch 
im  zweiten  Band  deutlich  hervor,  dessen  Inhalt  ist:  Gesetze  des  Leitungs- 
widerstandes, Ursachen  des  Elektricitätsstromes ,  atmosphärische  Elektri- 
cität, Optik  und  Wärmelehre.  Man  wird  die  eingehendsten  physikalischen 
Erläuterungen  in  den  ausführlichen  Abhandlungen  über  Polarisations- 
batterien, Blitzableiter,  optische  Instrumente,  Photographie,  Thermometrie 
Dampf-  und  Luftmaschin'en  erkennen.  Anregung  zum  Experimentiren 
wird  hinreichend  gegeben  durch  die  Behandlung  der  Farben  Zerstreuung, 
Thermometrie  etc.  Ebenso  ist  dem  Theoretischen  überall  die  nöthige  Auf- 
merksamkeit geschenkt,  wovon  Zeugniss  ablegen  die  Abschnitte  über 
Elektricitätsquellen ,  Fluorescenz,  Undulationstheorie  des  Lichtes,  Wärme- 
strahlung. Im  Interesse  der  Darstellung  der  absoluten  Maasse  der  galvani- 
schen Stromstärke,  der  elektromotorischen  Kraft  und  des  Leitungswider- 
standes hätten  wir  gewünscht,  der  Verfasser  hätte  sich  die  umfänglichere 
Aufgabe  gestellt,  alle  diese  Maasse  in  noch  innigerem  Zusammenhange  mit 
den  Htatischen  Maassen  der  Elektricität  und  des  Magnetismus  abzuhandeln; 
CS  hätte  die  Abhandlung  dadurch  wesentlich  an  Klarheit   gewonnen,  uxvd 
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wäre  trotz  grösserer  UmfängHchkeit  assitnilations fähiger  fUr  den  Schttler 
geworden.  Die  mechanische  Wärmetheorie  erscheint  mir  etwas  dttrr ;  die 
erforderliche  Schärfe  vermisst  man  an  folgender  Definition :  das  Wärme- 
äquivalent heträgt  im  Mittel  424  Kilogrammmeter,  nahezu  65%  Pferdekräfte; 
erstere  Bestimmung  ist  unabhängig  von  der  Zeit  y  letztere  bezieht  sich  auf 
die  Secunde  und  könnte  daher  der  Satz  in  dieser  Kürze  ausgesprochen  den 
Schüler  verwirren. 

Um  endlich  das  bisher  entworfene  Bild  des  im  Grossen  und  Ganzen 
recht  wackeron  Lehrbuches  noch  zu  vervollständigen,  weisen  wir  aaf29 
den  Schluss  des  Werkes  bildende,  recht  brauchbare  physikalische  Tabellen 
hin.  Inhaltsverzeichnisse  am  Anfang  jeden  Bandes,  ein  Register  am  Ende 
des  Werkes  unterstützen  das  Nachschlagen.  Der  Druck  ist  gut,  die  Holz- 
schnitte deutlich,  wenn  auch  nicht  immer  elegant;  der  Preis  des  ganzen 
Werkes,  4%  Thaler,  ist  nicht  zu  hoch  ge^griffen,  da  dem  Publicum  in  Wahr- 
heit für  diesen  Preis  etwas  recht  Tüchtiges  geboten  wird. 

Dr.  Kahl. 

0  ie  f  e  1 ,  die  Entstehung^  des  Hewton  -  Leibnits*schen  Priorit&tsstreitM 
hinsichtlich  der  Erfindung^  der  Infinitesimalrechnung^.  Beilage  zam 
Programme  der  höheren  Bürgerschule  zu  Delitzsch.    Ostern  1866. 

Kcferent  veröffentlichte  im  Jahre  1863  im  10.  Bande  der  SybePscheu 
historischen  Zeitschrift  einen  Aufsatz  unter  dem  Titel:  „War  Leibnits  ein 
Plagiator ?*\  in  welchem  er  versuchte,  die  ihm  bekannten  Thatsachen  zur 
Entscheidung  des  berühmten  Prioritätsstreites  zusammenzustellen,  und  die 
AufmerkBamkeit  auch  auf  einige  vor  ihm  noch  nicht  hervorgehobene 
Punkte  zu  lenken.  Herr  Gerhardt  Hess  im  II.  Bande  der  genannten 
Zeitschrift  einen  „nothwendigen  Zusatz**  folgen.  Mag  sein,  dass  dieser 
Zusatz  noth wendig  war,  um  mit  dem  Gegenstande  unbekannten  Lesern 
die  Meinung  beizubringen,  Herr  Gerhardt  habe  sich  um  dieses  Kapitel 
der  Geschichte  der  Mathematik  unsterbliche  Verdienste  erworben.  Zur 
Sache  selbst  bot  der  Zusatz  auch  nicht  das  Mindeste,  was  uns  hätte  ver- 
anlassen können,  nochmals  zu  erwidern;  denn  eine  ganz  subjective,  blos 
stylistische  Beurtheilung  hat  ebensowenig  das  Recht,  öffentlich  zurück- 
gewiesen zu  werden ,  als  ihre  erste  Veröffentlichung  uns  zulässig  erscheint. 
Wir  glaubten,  wir  gestehen  es  offen,  den  Prioritätsstreit  erschöpfend  be- 
handelt zu  haben,  als  vor  etwa  einem  Jahre  die  in  der  Ueberschrift  dieser 
Kecension  genannte  Programmbeilage  erschien ,  welche  uns  zeigte ,  dass 
doch  noch  Lücken  vorhanden  waren ,  welche  von  wirklich  befugter  Seite 
hier  ausgefüllt  wurden.  Was  wir  in  der  „Kritischen  Zeitschrift  für  Chemie, 
Physik  und  Mathematik**  (Erlangen,  1858)  über  GieseTs  Osterprogramm 
des Torgauer  Gymnasiums  „Geschichte  der  Variationsrechnung"  sagen  dnrf- 
ten,dass  in  anspruchslosem  Gewände  ein  Schatz  von  gründlichem  Wissen  und 
Hufrichtigem  Streben  uns  entgegentrete,  das  können  wir  heute  Wort  für 
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Wort  wiederholen ;  nnd  wenn  wir  damals  jenes  Urtheil  über  den  ans  gänz- 
lich unbekannten  Schriftsteller  aasgesprochen,  so  wird  man  uns  die  heatige 
Erneuerung  desselben  nicht  übel  deuten,  wenn  auch  inzwischen  wissen- 
schaftlicher Verkehr  ein  Band  der  Freundschaft  zwischen  uns  geknüpft 
hat,  auf  welches  Referent  stolz  ist.  Die  ans  gegenwärtig  vorliegende  Pro- 
gramm beilage  ist  im  Texte  nur  neun  Quartseiten  lang,  wozu  noch  acht  Sei- 
ten Anmerkungen  kommen ;  aber  in  diesem  kurzen  Räume  ist  eine  solche  Fülle 
von  genauen  Forschnngsresultaten  enthalten ,  dass  es  einem  nicht  einmal 
übermässig  breit  schreibenden  Autor  leicht  fallen  würde,  einen  ganzen 
Band  daraus  zu  machen.  Ja  vielleicht  dürften  wir  Herrn  Giesel  es*  ver- 
übeln, dass  er  eine  solche  ausführliche  Behandlung  nicht  vorzog,  wenn  wir 
nicht  wüssten,  dass  der  treffliche  Gelehrte  leider  durch  ein  Uebermaass 
täglicher  Beschäftigung  verhindert  ist,  sich  der  Wissenschaft  so  hinzugeben, 
wie  es  zu  deren  Vortheil  wünschenswerth  wäre.  In  der  compendiösen 
Form,  in  welche  jetzt  die  Abhandlung  eingezwängt  ist,  erscheinen  nur  dem 
Kenner  die  wichtigen  Ergebnisse  als  Das,  was  sie  sind;  der  Laie  wird 
leichtlich  darüber  hinweggehen,  ohne  sie  zu  bemerken.  Wir  halten  es 
daher  für  unsere  Pflicht,  wenigstens  einige  Stellen  hervorzuheben,  an 
welchen  Herr  Giesel  uns  selbst  berichtigt  und  ergänzt,  ohne  es  besonders 
zu  sagen. 

Wir  hatten  über  Newton*s  sogenannte  Principien  die  Meinung  aus« 
gesprochen,  ihre  geometrische  Beweisform  beruhe  darauf,  dass  der  Verfasser 
fürchtete,  so  neue  Resultate  durch  neue  Methoden  weniger  glaubwürdig 
darstellen  zu  können.  GieseTs  Note  13  giebt  für  diese  Meinung  die 
zwingenden  Belege  aus  Wallis;  aus  der  von  Edleston  herausgegebenen 
Correspondenz ,  aus  dem  Commercium  episiolicum,  aus  den  Philosopkical 
Transaciions. 

Wir  hatten  von  dem  Beschwerdebrief  Lei bnitzens  an  die  englische 
königliche  Gesellschaft  vom  4.  März  1711  gesprochen;  wir  hatten  hervor- 
gehoben, dass  Leibnitz  verlangte,  die  Gesellschaft  solle  Keill  zur 
Rücknahme  seiner  Anklage  nöthigen.  GieseTs  Note  58  macht  insbeson- 
dere auf  die  Worte  aufmerksam :  Uaque  vesirae  aequitati  committo^  annon  coer- 
cendae  sini  vanae  et  injustae  vociferationes^  und  im  Text  S.  9  beutet  er  die- 
selben mit  Recht  zu  der  Bemerkung  aus:  Leibnitz  forderte  die  Gesell- 
schaft selbst  zur  Untersuchung  des  ganzen  Streites  auf. 

In  demselben  Beschwerdebriefe  erinnert  Leibnitz  daran,  dass  in  dem 
Streite  zwischen  ihm  und  Fatio  die  Gesellschaft  durch  ein  Schreiben  des 
Secretärs  Sloane  sich  auf  seine  Seite  gestellt  habe.  Wir  machten  wahr- 
scheinlich zuerst  auf  diese  Stelle  aufmerksam,  setzten  aber  hinzu:  „Von 
diesem  Briefe  finde  ich  auffallender  Weise  nirgends  sonst  eine  Erwähnung.*^ 
Giesel  war  glücklicher,  als  wir.  Seine  Note  47  giebt  einen  Brief  von 
Wallis  (29.  August  1699)  und  einen  zweiten  von  Leibnitz  (24.  Novem- 
ber 1009)  au,  welche  auf  diese  Thatsache  sich  bex\^\\*iii. 
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Wir  hatten  irriger  Weise  angegeben,  das  Commercium  epistoUcum  soi 
nur  an  Freunde  New  ton 's  versandt  worden.  Giesel  zeigt  S.  10,  dass 
auch  in  Deutschland  durch  den  Wittenberger  Arzt  Vater  Exemplare  ver- 
theilt  wurden,  und  stützt  sich  dafür  (Note  63)  auf  den  Briefwechsel  zwischen 
Leibnitz  und  Wolf.  Aus  dem  betreffenden  Briefe  Wolf*s  vom  6.  Fe- 
bruar 1714,  also  allerdings  fast  acht  Monate  später  geschrieben,  als  Leib- 
nitz durch  Job.  Bernoulli  von  der  Herausgabe  jener  parteiisch  gefärb- 
ten Briefsammlung  erfuhr,  ergiebt  sich,  dass  an  alle  irgend  bekannte  Ge- 
lehrte in  Frankreich»  Italien,  Holland  und  Deutschland  Exemplare  officiell 
versandt  wurden.  {Immo  quorum  nomina  Socielaii  cognüa  fuere^  illa  quoque 
Ubello  praemissa  fuere.)  Auch  für  Leibnitz  selbst  hatte  Vater  ein 
Exemplar  zugeschickt  erhalten  und  es  an  Wolf  zur  weiteren  Besorgung 
übergeben,  bei  welchem  es  sich  noch  befand,  als  er  jenen  Brief  schrieb. 

Wir  hatten  mit  Guhrauer  angenommen,  die  anonyme  Recension  der 
New  ton 'sehen  Quadratura  Curvarum  in  den  Act,  Erud.  vom  Januar  1705 
rühre  von  Leibnitz  her  und  stützten  diese  Beistimmung  auf  Rand- 
bemerkungen des  Leipziger  und  des  Heidelberger  Bibliothekezemplares 
jener  Zeitschrift.  Giesel  bestätigt  in  Note  53  die  Vermnthung  und  wider- 
legt zugleich,  was  nicht  weniger  wichtig  ist,  unsere  Begründung.  Er  eitirt 
nämlich  einen  Brief  Mencke*s,  des  Herausgebers  der  Leipziger  Zeit- 
schrift, an  Leibnitz  vom  12.  November  1704,  der  mit  den  Worten  anfängt: 
„Hirauf  habe  berichten  sollen,  dass  gestern  Dero  relation  von  des  Herrn 
„Newton  zweyen  Algebraischen  tractaten  endlich  bei  mir  eingelaufen, 
„undt  sage  ich  dafür  gehorsamsten  Danck.**  Dass  Herr  Gerhardt,  in 
dessen  Ausgabe  des  Briefwechsels  zwischen  Leibnitz  und  Wolf  der 
Brief  abgedruckt  ist  (S.  15),  die  grosse  Bedeutung  dieser  Worte  nicht  her- 
vorhebt, ist  ihm  umsomebr  zu  verübeln,  als  er  zu  der  sehr  allgemeinen 
Anmerkung  Raum  findet,  dass  das  Schreiben  von  Interesse  sei!  Giesel 
zeigt  ferner,  wie  schon  gesagt,  dass  den  auch  übereinstimmenden  Rand- 
bemerkungen der  Leipziger,  Heidelberger  und  Dresdner  Exemplare  der 
Jet. Erud.  nicht  immer  Glauben  zu  schenken  ist.  Er  beweist  nämlich,  dass 
die  auf  solche  Beweisführung  hin  Wolf  angehörende  Episiola  pro  eminente 
mathematico  D.  Joh.  Bernoullio^  Act,  Erud.  1716  pag.  296 — 314,  in  Wirklich- 
keit von  Bernoulli  selbst  herrührt.  Wolf  scheint  nur  wenige  stylistische 
Veränderungen  vorgenommen  zu  haben,  z.  B.  Verwandlung  der  ersten 
Person  in  die  dritte,  wobei  ihm  aber  pag.  314  ,,meam  formulam^^  entging. 

Mit  diesen  kurzen  Auszügen  sind  wir  weit  entfernt  davon ,  Alles  er- 
schöpft zu  haben,  was  in  GieseTs  Programm  von  lehrreichem  Stoffe  auf- 
gehäuft ist.  Wir  wollten  nur  Proben  der  Reichhaltigkeit  der  kleinen  Schrift 
geben,  und  dazu  Dinge  auswählen,  welche  uns  neu  zu  sein  scheinen  und 
mit  welchen  wir  uns  einverstanden  zu  erklären  wünschen.  Im  Uebrigen 
verweisen  wir  unsere  Leser  auf  das  Programm  selbst. 

Camtob. 
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Le  Mesfähat  de  Mohammed  ben  Mousta  al  Khärezmi»  exiraü  de  son 
Algebre  traduü  ei  annote  par  Arislide  Marre.  2*  edUion  revue  et 
corn'gee  sur  le  texte  arabe  puhlii  par  Rosen.  Rome  186ö. 
Das  den  Geschicbtskundigen  unter  dem  Namen  der  Algebra  des 
Mohammed  benMoussa  bekannte  Werk  wurde  zum  ersten  Male  1831 
von  Rosen  im  arabischen  Grundtexte  nebst  englischer  Uebersetzung 
heraasgegeben.  Das  Werk  enthält  neben  einem  algebraischen  nnd  arith- 
metischen Theile  auch  einen  Theil  der  rechnenden  Geometrie,  wie  man  ihn 
vielleicht  bezeichnen  könnte,  das  BÄb  al  MessÄhat,  wörtlich:  Das  Thor 
der  Messkunst.  Herr  Aristide  Marre  veröffentlichte  1846  eine  fran- 
zösische Uebersetzung  dieses  Kapitels  in  den  N.  ann,  math.  F,  557 — 570, 
welcher  aber  selbst  die  englische  Uebersetzung  als  Urtext  zu  Grunde  lag. 
Gegenwärtig  hat  Herr  Marre  mit  Benutzung  des  arabischen  Originals 
seine  damalige  Uebersetzung  einer  neuen  Prüfung  unterworfen,  und  diese 
verbesserte  Darstellung,  verbunden  mit  reichhaltigen  Anmerkungen,  ist  e^, 
welche  uns  in  dem  siebenten  Bande  der  in  Rom  erscheinenden  Annali  mat. 
und  in  einem  Separatabzuge  von  vierzehn  Seiten  vorliegt.  Man  darf  die- 
selbe füglich  eine  ganz  neue  Arbeit  nennen,  und  insbesondere  die  An- 
merkungen zeigen  kaum  entfernte  Aehnlichkeit  mit  denjenigen ,  welche 
S.  570—581  des  erwähnten  Bandes  der  Nouvelles  annales  de  mathematiques 
abgedruckt  sind. 

Was  den  behandelten  Gegenstand  betrifiPt,  so  besteht  er  wesentlich  aus 
der  Berechnung  von  Flächeninhalten  ebener  Figuren,  welche  durch  Formeln 
gelehrt  wird,  in  deren  Herleitung  ihr  Beweis  mit  inbegriffen  ist.  Voraus- 
gesetzt und  somit  unbewiesen  ist  der  Werth  der  Zahl  tt,  welche  in  drei- 
facher Annäherung  angegeben  wird : 

22  /—  62832 
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wovon  aber  in  der  Durchführung  nur  der  erstere  Werth  benutzt  wird. 
Auch  der  Pythagoiäische  Lehrsatz  wird  eigentlich  vorausgesetzt,  denn  der 
angegebene  Beweis  ist  ein  Anschaunngsbeweis,  der  nur  für  den  Fall  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  in  dieser  Art  möglieb  ist,  Herr 
Marre  folgert  daraus  wohl  mit  Recht,  dass  alKhdrezmi  sein  Werk  nicht 
für  Mathematiker,  sondern  für  Praktiker  geschrieben  habe,  welche  auf  die 
Autorität  des  Schriftstellers  hin  die  vorgeschriebenen  Rechnungen  aus- 
führten, ohne  viel  nach  der  Begründung  der  allgemeiusten  Fälle  zu  fragen. 

Cantor. 
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Recensionen. 

VorleBungen  über  die  oomplexen  Zahlen  und  ihre  Fnnctionen.  Von 
Dr.  Hermann  Hankel,  ansserordentlichem  Professor  an  der  Uni- 
versität Leipzig.  1.  Theil;  Theorie  der  complexen  Zahlen- 
systeme. Leipzig,  Leopold  Voss.  1867. 
Es  ist  eine  aus  der  Geschichte  der  Mathematik  hinreichend  bekannte 
Thatsache,  dass  die  consequente  Entwickelnng  der  Wissenschaft  nicht  selten 
EU  Vorstellungen  oder  Begriffen  nöthigt,  welche  auf  den  ersten  Blick  als 
paradox  oder  als  unmöglich  erscheinen,  wie  z.  B.  der  unendlich  ferne 
einzige  Punkt  einer  Geraden,  das  Negative,  das  Imaginäre  etc.  Anfangs 
werden  solche  Consequenzen  mit  einer  gewissen  Scheu  betrachtet ;  erweisen 
sie  sich  aber  als  förderlich,  so  schwinden  nach  und  nach  die  früheren 
Zweifel  und  machen  einer  praktischen  Geläufigkeit  Platz,  welcher  gegen- 
über die  anfönglichen  Dunkelheiten  oder  Widersprüche  in  den  Hintergrund 
treten.  Diesen  zwei  Phasen  der  Entwickelnng  folgt  eine  dritte  und  letzte, 
in  welcher  die  eigentliche  Natur  jener  Vorstellungen  und  Begriffe  durch 
eine  fundamentale  Untersuchung  aufgeklärt  und  damit  zugleich  das  Gebiet 
begrenzt  wird,  innerhalb  dessen  sie  ihre  volle  Berechtigung  haben.  Wenn 
nun  von  der  Theorie  der  imaginären  Zahlen  gesagt  werden  kann,  dass  sie 
die  letzten  Decennien  hindurch  sich  im  zweiten  Stadium  befand,  so  darf 
man  Prof.  HankeTs  Werk,  wovon  bis  jetzt  der  erste  Theil  (200  S.)  vor- 
liegt, unbedenklich  als  dasjenige  bezeichnen,  womit  das  dritte  Stadium 
einen  glücklichen  Anfang  genommen  hat.  Der  Gedankengang  des  Ver- 
fassers ist  folgender. 

Sowie  es  in  der  Potenzenlehre  unzweifelhaft  feststeht,  dass  die  Glcich- 

I  1  -    • 

ungen  a"""  =  ~  und  a"  =  ya  gar  nicht  bewiesen  werden  können ,  son- 
dern nur  conventioneile  Bezeichnungen  sind^  vfoäiTxt^V  xawcv  ^vi  S^^waaSfe 

Literälurzt^,  d,  Zeilaehr,  f.  M«lh.  u.  Phy«.  XU,  4  ^  1 
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Einheit  des  Calculs  sichert,  so  entspringen  auch  die  verschiedenen  Zahlen 
dadurch,  dass  man  zu  Gunsten  jener  Einheit  gewisse  Grundgesetze  fest- 
hält. Zu  den  letzteren  gehören  namentlich  die  Association,  die  Com- 
mutation  und  die  Distribution,  worauf  bereits  Servois  aufmerksam 
gemacht  hat.  Sind  nun  a,  6  . . . .  irgend  welche  anschauliche  oder  mentale 
Objecte  oder  Relationen  von  Objectetf,  so  kann  man  sich  etwa  a  und  b  rein 
begrifflich  und  formal  mit  einander  verknüpft  denken  und  als  Resultat  der 
Verknüpfung  ein  neues  Object  oder  eine  neue  Relation  c  ansehen,  welche 
jeuer  Verknüpfung  gleich  (äquivalent)  ist,  weil  sie  in  allen  Fällen,  wo 
a  und  b  als  verbunden  zu  denken  sind ,  für  a  und  b  eintreten  kann.  Falls 
jene  Verknüpfung  nach  bestimmten  Regeln,  d.  h.  gesetzmässig  geschieht, 
müssen  auch  zwischen  den  Resultaten  verschiedener  Verknüpfungen  ge- 
wisse Beziehungen  stattfinden,  welche  die  Folgen  der  ursprünglich  voraus- 
gesetzten Verbindungen  sind.  [Z.  B.  wenn  c=f{a,b)  und  y  =  /*(/!,  /3),  so 
muss  auch  eine  Relation  zwischen  b,  /?,  c,  y  existiren.]  Die  Entwickelung 
dieser  neuen  Beziehungen  ist  offenbar  unabhängig  von  der  Natur  der  ver- 
knüpften Objecte,  mithin  Sache  der  reinen  Logik.  Die  Regeln  der  Ver- 
knüpfung von  a  mit  6,  d.  h.  die  mit  a  und  b  vorzunehmenden  Operationen 
können  ganz  willkürlich  gewählt  werden,  wofern  dieselben  keine  logischen 
Widersprüche  enthalten;  es  würden  aber  trotzdem  noch  unendlich  viele 
Verknüpfungsarteu  übrig  bleiben.  Um  nun  nicht  in  abstruse,  keiner 
anschaulichen  Interpretation  fähige  Operationen  zu  verfallen,  nimmt  man 
die  Regeln  der  gemeinen  Arithmetik  und  namentlich  die  vorhin  erwähnten 
Gesetze  zum  Leitfaden,  d.  h.  man  bestimmt  die  formalen  Operationen  so, 
dass  ihre  Resultate  in  die  Resultate  der  gewöhnlichen  Arithmetik  über- 
gehen, sobald  an  die  Stelle  der  mentalen  Objecte  (a,  b)  solche  in  der  An- 
schauung existircnde  Objecte  treten ,  deren  gegenseitige  Relationen  durch 
gewöhnliche  Zahlen  ausgedrückt  werden.  Dieses  Princip  der  Permanenz 
der  formalen  Gesetze  dient  dem  Verfasser  als  leitende  Maxime,  jedoch 
nur  zur  Definition  der  nothwendigen  und  hinreichenden  Regeln,  soweit 
diese  von  einander  unabhängig  sind.  Andererseits  lässt  sich  der  Verfasser 
dadurch  auch  nicht  allzusehr  beschränken  und  zeigt  später  die  Nothwendig- 
keit,  solche  Operationen  zu  betrachten,  für  welche  nicht  alle  Regeln  der 
arithmetischen  Multiplication  Geltung  behalten. 

Nach  diesen  Gesichtspunkten  werden  zunächst  die  reellen  Zahlen  und 
darauf  in  Abschnitt  V  die  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  untersucht. 
Die  Gleichungen 

(«  -1-  iß)  +  (y  +  i^)^^a  +  y  +  i{ß  +  6), 

(«  +  f'ß)  (y  +  »^)  =  «y  +  ««^  +  ißy  -f-  iiß^ 

dienen  hierbei  als  Definitionen  der  Addition  und  Multiplication,  wobei 
sowohl  das  commutative,  als  das  associative  und  das  distributive  Princip 
erfüllt  ist.  Daran  knüpft  sich  die  Frage,  ob  die  Gleichung  jp*  =  —  i 
ausser  x  =  -^  i  und  ;r  =  —  i  noch  andere  Wurzeln  haben  könne ,  welche 
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dann  als  imaginäre  Einheiten  höherer  Art  gelten  müssten;  der  Verfasser 
kommt  durch  eine  sehr  einfache  Betrachtung  zu  dem  Resultate,  dass  +> 
und  — t  solange  die  einzigen  Wurzeln  sind,  als  man  die  zur  Permanenz 
der  Operationsgesetze  gehörende  Bedingung  festhält,  dass  ein  Product  nur 
dann  zu  Null  werden  kann,  wenn  einer  der  Factoren  verschwindet,  dass 
aber  das  Fallenlassen  dieser  Bedingung  in  der  That  zu  neuen  imaginären 
Einheiten  führt.  Im  V.  Abschnitt  findet  sich  ferner  die  geometrische  Dar- 
stellung der  complexen  Zahlen,  ihre  Anwendung  auf  Geometrie  überhaupt 
und  eine  sehr  ausführliche  Discussion  der  drei  Methoden  zum  Beweise  des 
Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

Der  VI.  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  höheren  complexen  Zahlen 
im  Allgemeinen  und  enthält  u.  A.  die  von  Gauss  versprochene,  aber  nicht 
gegebene  Antwort  auf  die  Frage,  „warum  die  Relationen  zwischen  Dingen, 
die  eine  Mannichfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten ,  nicht 
noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten  von  Grössen 
liefern  können".  Der  Verfasser  zeigt  nämlich,  dass  es  bei  hypercomplexen 
Zahlen  das  Product  ist,  welches  sich  durch  eine  wesentliche  Eigenschaft 
von  dem  Producte  der  gewöhnlichen  algebraischen  Zahlen  unterscheidet. 
Als  Beispiele  hierzu  werden  ein  complexes  System  mit  zwei  Einheiten  und 
ein  commutatives  System  mit  mehreren  Einheiten  betrachtet. 

Abschnitt  VII  enthält  die  Theorie  und  geometrische  Darstellung  der 
alternirenden  Zahlen.     Unter  den  letzteren  werden  Zahlen  von  den 

Formen  «  =  «i  ii  +  <»t 't  + +  ^nht, 

jS  =  6,  »,  +  6, i,  +. . . .+  b„in 

verstanden,    worin  alle  a  und  b  gewöhnliche  Zahlen,  f|,  f(....rn  dagegen 

solche  Einheiten  bezeichnen,  deren  Multiplicationsregeln  in  den  Relationen 

*i  *i  =  0,     hl,  =  0,. . .  .1,1«  =  0, 

ausgesprochen  sind.  Als  charakteristische  Eigenschaften  dieser  Zahlen 
seien  erwähnt  a/3  =  — ßa  (daher  der  Name),  jS/S  =  0,  mithin  auch 
^ß  =  (^  +  mß)  ßy  wo  m  eine  gewöhnliche  complexe  Zahl  bedeutet.  Aus  der 
letzten  Gleichung  folgt  die  Unbestimmtheit  der  Division;  ist  nämlich  ein 

der  Gleichung  §j3  =  7  genügendes  $  =  ^  gefunden,   so   genügt   auch   der 

allgemeinere  unendlich  vieldeutige  Ausdruck 

Wie  der  Verfasser  zeigt ,  gestattet  das  System  der  alternirenden  Zah- 
len sehr  elegante  analytische,  geometrische  und  mechanische  Anwendungen, 
z.  B.  auf  die  Zerlegung  der  Determinanten  in  Producte ,  auf  die  Strecken- 
producte  (Parallelogrammflächen),  Kräftepaare  u.  s.  w.  Einen  Theil  dieser 
Anwendungen  hat  früher  schon  Grass  mann  bemerkt  und  das  Product 
zweier  alternirenden  Zahlen  als  „äusseres  Product**  b\ii<i\^ViTk^\.. 
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Ein  ganz  besonderes  Verdienst  dürfte  sieb  der  Verfasser  dnrch  die  in 
den  Abschnitten  VIII  und  IX  gegebene  Theorie  und  geometrische 
Darstellung  der  Quaternionen  erworben  haben;  denn  es  ist  diese 
durch  Hamilton  begründete  und  vieler  fruchtbarer  Anwendungen  fähige 
Lehre  in  Deutschland  noch  ziemlich  unbekannt,  was  freilich  in  der  überaus 
weitschweifigen  und  abstrusen  Darstellung Hamilton's  seinen  ErklKnmg»- 
grund  finden  mag.  Der  Verfasser  definirt  (etwas  allgemeiner  als  Hamil- 
ton) die  Quaternion  als  eine  Zahl  von  der  Form 

I  =  ^0  +  ^1  H  +  *i  «t  +  ^«  hl 
worin  ^ot^n^t*^»  reelle  oder  gewöhnliche  complexe  Zahlen«  i^y  t^  ^  drei 
Einheiten  bezeichnen,  für  deren  Multiplication  die  Fundamentalgleichungen 
gelten  »^  ij  =  —  ;,     *2  «i  =  —  A,     i^i,  =  —  l, 

Durch   Anwendung   des    associativen    Princips    ergiebt   sich   hieraus   fol- 
gendes System  von  Gleichungen  zar  Reduction  dcyr  Einheiten producte 
*i*i  =  — l|      h«t  =  — 1»      »,*,  =  —  !, 
*ih=  +  *si    *»*•=  + *ii      «8h==+H» 

'«*!=  *81        48*1  =  —  *|i        «l«8=   —   h> 

«l*t«8=  *t*8*l  =*8*l4=  -f    li 

«1  *8  *t  =  H«i  *8  =  hhh  =  —  1. 
Mit  Hülfe  dieser  Relationen  gelangt  man  sofort  zu  dem  Hauptsatze,  dass 
das  Product  zweier  Quaternionen 

ß  =  K  +  bxh  +^2*8  + ^3*8 

wieder  eine  Quaternion  ist,  nämlich 

aß  =  y  =Co  +  c,  i,  H-rjftg  +  Cgij, 
worin  Cp,  c,,  c„  Cj  folgende  Werthe  haben: 

^1  =  a«^i  +  ö|  ^0  +  «2^8  —  ^^2» 

^8  =  «0^2  —  «1^3  +  «2  ^  +  "3  ^v 

^8  =  «0^3  +  «1^2  -  «2  ^  +  Ö3  V 

Hierauf  gründet  sich   nun   der  Algorithmus  der  Quaternionen,    welcher 

ß 
mancherlei  Eigenthümlichkeiten  bietet.     So  ist  z.  B.  die  Division  ~  im  All- 
gemeinen eindeutig,  wird  aber  in  dem  speci eilen  Falle  flro*+^i'+^f*+<»8'=^ 
unbestimmt,  wie  es  bei  dem  reellen  a  und  ß  der  Quotient  -  gleichfalls   ist, 

wenn  a  verschwindet.  Eine  Folge  dieser  Eigenschaft  der  Division  ist  u.  A. 
die  etwas  paradoxe  Erscheinung ,  dass  die  Gleichung  $*  =  —  1,  ausser 
§=it,  t^f  13  noch  unendlich  viele  Wurzeln  besitzt;  letztere  sind  von  der 
Form 

I  =  l^  cos  «1  +  if  cos  a,  +  i,  cos  ttj, 

wobei  aj,  a,,  a,  der  Gleichung  co^aj  +  co^cct  +  cos^  a^^^l  genügen  müssen. 
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also  die  Richtungswinkel  einer  Geraden  im  Räume  bedeuten,  aber  auch 
allgemein  complexe  Zahlen  sein  können.  Eine  Reihe  geometrischer, 
namentlich  die  Sphärik  betreffender  Anwendungen  der  Quatemionen  be- 
scbliesst  diese  Untersuchungen. 

Wie  man  ans  dieser  Inhaltsgabe  ersehen  wird ,  enthält  das  voiliegende 
Werk  auf  kleinem  Räume  ausserordentlich  viel  des  Neuen  und  Interessan- 
ten. Die  Darstellung  ist  selbst  in  den  abstractesten,  mehr  philosophischen 
als  mathematischen  Partieen  der  Schrift  durchaus  klar  und  von  einer  ge- 
wissen Eleganz;  auch  dürfte  die  Mitte  zwischen  lakonischer  Kürze  und 
redseliger  Breite  glücklich  innegehalten  «ein.  Besondere  Anerkennung 
verdient  noch  die  Sorgfalt,  womit  die  Geschichte  und  die  Literatur  jeder 
einzelnen  Lehre  behandelt  sind. 

In  der  Vorrede  stellt  der  Verfasser  das  Erscheinen  eines  zweiten 
Theiles  in  Aussicht,  welcher  die  Theorie  der  Functionen  complexer 
Variabein  enthalten  soll  und  zwar  ausser  den  Grundlehren,  demDirichle  t- 
schen  Principe  etc.  besonders  die  Theorie  Aer  Integrale  mit  complexen 
Integrationswegen,  die  hypergeometrische  Reihe,  die  elliptischen  und  nltra- 
elliptischen  Functionen ,  sowie  endlich  die  Functionen  von  Quaternionen. 
Referent  kann  nur  wünschen,  dass  der  Verfasser  diesen  Plan  möglichst  bald 
zur  Ausführung  bringen  möge. 

S:CHLÖHIl4CH. 


Notiz. 

Die  bisher  von  Prof.  Tortolini  in  Rom  herausgegebenen  Annali  di 
matematica  pura  ed  appUcata  werden  seit  1.  Januar  von  den  Herren  Prof. 
F.  Brioschi  und  Prof.  C.  Cremona  redigirt  upd  erscheinen  in  zwang- 
losen Heften  zu  Mailand  (Druckerei  von  F.  Zanetti,  vta  del  Senaio,  26). 
Bei  der  hohen  Bedeutung,  welche  den  Arbeiten  der  gegenwärtigen  italieni- 
schen Mathematiker  zukommt,  dürfte  diese  Notiz  unseren  Lesern  von 
Interesse  sein ;  zugleich  wünschen  wir  den  neuen  Annali  di  matematica  ein 
fröhliches  Gedeihen. 
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Recensionen. 

Oeuvres  de  Oerbert  coli,  sur  les  manuscrits^  pricid,  de  sa  biographie,  suiv. 
de  notes  criliques  et  historiques  par  A.  Oller is.  Clermont-P'.  Paris 
1867,  CCV,  607. 

Wie  die  Stadt  Anrillac  dem  dort  oder  in  der  dortigen  Umgegend  ge- 
borenen Gerbert,  späteren  Papst  Silvester  II.,  eine  Statue,  so  wollte  die 
Akademie  der  Wissenschaften  und  Künste  in  Clermont-Ferraud  demselben 
durch  die  Herausgabe  seiner  sämmtlichen  Werke  ein  Denkmal  setzen, 
sowohl  um  bessere  Kenntniss  von  einem  der  bomerkenswertbesten  Männer 
der  Auvergne  zu  verschaffen,  als  auch  zur  Geschichte  der  Wissenschaften, 
des  Staates  und  der  Kirche  einen  nützlichen  Beitrag  zu  liefern.  So  be- 
ginnt das  Vorwort  des  Herrn  Olleris,  dem  der  Anftrag  gegeben  wurde, 
dieses  Denkmal  herzustellen. 

Es  muss  den  Geschieh tskund igen  überlassen  werden,  zu  beurtheilen, 
in  welchem  Grade  die  ausführliche  Biographie  (p.  XVII — CCV),  die  auf 
p.  XXIV— XXXI  auch  einen  Ueberblick  über  den  Stand  der  Studien  in 
Frankreich  im  10.  Jahrhundert  giebt,  dem  zuerst  genannten  Zweck  ent- 
spricht ;  hier  kann  von  der  sehr  anziehend  geschriebenen  Arbeit  nur  Das 
in  Betracht  kommen,  was  von  den  mathematischen  Leistungen  Gerbert*8 
augegeben  wird.  Dabei  muss  im  Voraus  bemerkt  werden,  dass  Herr 
Olleris  selbst  kein  Mathematiker  ist,  sondern  sich  an  die  Ergebnisse 
der  Arbeiten  von  Chasles  hält,  den  er  mit  Recht  als  den  besten 
Gewährsmann  hierin  ansieht,  und  dass  er,  soweit  die  Werke  Gerbert's 
selbst  mathematische  Kenntnisse  erfordern,  die  Hülfe  des  Herrn  Bourget, 
Professors  der  Mathematik  an  der  Facultät  der  Wissenschaften  in  Cler- 
mout,  zur  Seite  hatte.  Uebrigens  hat  Herr  Olleris  auch  die  Leistungen 
von  H.  Martin  und  Cantor  in  Betracht  gezogen  und  selbst  das  Schrift- 
eben  des  Beferenten  ist  ihm  nicht  entgangen,  so  dass  er  ohne  Zweifel  auch 
die  Aufsätze ,  welche  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  von 
Schlömilch  im  IX.  und  X.  Band  stehen,  insbesondere  IX,  S.  145 — 166, 
berücksichtigt  und  erwähnt  haben  würde,  wenn  sie  ihm  zu  Gesicht  ge- 
kommen wären.     Dazu  kommt,  dass  Herr  Olletl«  nqil  QV^^X^^^^«"^^ 

I.ileraliirztf.  d.  ZeilBchr,  f.  Ala(h.  a.  Phyt.  XU,  5  ^ 
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und  583)  und  von  S^dillot  (S.  580 — 581)  schriftliche,  bis  dahin  noch  nicht 
veröffentlichte  Mittheilungen  erhielt,  die  von  grösstem  Interesse  sind. 
Wenn  also  Herr  Olleris  selbst  nicht  eigentlich  als  Theilnehmer  an  den 
fraglichen  Untersuchungen  auftritt,  so  verdankt  man  seinem  Fleisse  doch 
sehr  gute  Znsammenstellungen  und  werthvolle  Beiträge. 

Von  den  Behauptungen  nun,  denen  Olleris  beipflichtet,  ist  die  zu 
bestreiten,  die  er  p.  XLI  ausspricht:  Cesl  ä  lui  {Gerherf)  et  non  poini  aux 
Jrabes^  que  VEurope  doii  son  Systeme  et  ses  signes  de  numeration  (vgl.  p.  CGI). 
Für  das  System  unserer  Numeration  ist  die  Null  das  wesentlichste 
Merkmal,  und  diese  kannte  Ger  her  t  nicht  (s.  p.  XXXV).  Er  selbst 
schrieb  alle  Zahlen  mit  den  römischen  Zahlzeichen  und  man  kann  ihm 
also  nicht  verdanken,  was  er  selbst  nicht  kannte.  Unsere  Numeration 
geht  ohne  Zweifel  auf  AlkhÄrizmi  zurück,  dessen  Werk  im  Beginn  des 

12.  Jahrhunderts  durch  Schriften,  wie  die  des  Johann  von  Sevilla,  im 
christlichen  Abendland  bekannt  wurde  und  dessen  Name  als  Algorismns 
die  Bezeichnung  für  das  neue  Verfahren  wurde,  das  im  Liber  abbaci  des 
Leonardo  von  Pisa  in  vorzüglicher  Weise  dargelegt,  von  Anfang  des 

13.  Jahrhunderts  an  alle  anderen  Bechnnngsweisen  verdrängte. 

Es  bleibt  für  Oerbert  nur  der  Ruhm,  das  Rechnen  mit  Colum- 
nen  im  Abendland  zur  Geltung  gebracht  und  Gobarziffern  vor  ihrer 
Verwendung  zum  Anschreiben  von  Zahlen  zur  Erleichterung  des  Mul- 
tiplicirens  und  Dividirens  verwerthet  zu  haben.  Diese  Ziffern  selbst  hat 
er  nach  Chasles  der  Geometrie  des  Boetius  entnommen,  und  wäre  dem 
so,  so  würden  wir  sie  dem  Boetius  und  nicht  dem  Gerbert  in  erster 
Reibe  zu  verdanken  haben.  Gerbert  selbst  giebt  uns  als  die  Quelle, 
aus  der  er  schöpfte,  das  Werk  des  Spaniers  Joseph  an  die  Hand. 
Ohne  Zweifel  war  das  Werk  lateinisch  geschrieben;  aber,  da  es  in 
Spanien  entstand  (vergl.  Olleris,  S.  514,  Note  zum  55. Brief),  sicherlich 
nicht  ganz  unabhängig  von  Dem,  was  bei  den  Arabern  seit  anderthalb 
Jahrhunderten  zum  mindesten  bekannt  war.  Ob  in  demselben  die  Gobar- 
ziffern enthalten  waren  oder  nicht,  ist  nicht  von  besonderem  Belang; 
Gerbert  konnte  diese  auf  den  verschiedensten  Wegen  kennen  gelernt 
oder  ihre  Kenntniss  sich  verschafft  haben,  nachdem  er,  schwerlich  ohne 
Kunde  von  Dem,  was  die  Araber  gebrauchten,  auf  die  Verwendung  be- 
sonderer Zahlzeichen  gekommen  war.  Da  er  Arabisch  nicht  verstand,  so 
Hess  er  die  Namen  bei  Seite  und  benutzte  nur  die  Ziffern.  Seinen 
Schülern  dagegen  erschienen  bald  auch  die  Namen  so  viel  werth,  dass  sie 
dieselben  aufführten,  ja  beim  Rechnen  selbst  verwendeten.  Aber  selbst 
die  allgemeinsten  Beziehungen  zu  den  Arabern  glaubt  man  nicht  zu 
bedürfen,  da  in  2  Mss.  in  Chartres  und  in  Erlangen  (ersteres  aus  dem  Ende 
des  10.  Jahrhunderts,  nach  Olleris,  p.  XXXVI)  die  ächte  Geometrie  des 
Boetius  vorliege,  aus  der  Gerbert  die  Zahlzeichen,  wie  das  Rechnen 
mit  Colamnen  habe  entnehmeu  können. 
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Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  die  Gründe  anzugehen,  welche  gegen  die 
Aechtheit  dieser  Geometrie  bestehen;  nur  weil  auch  OUeris  die  selt- 
samen Namen*)  der  Ziffern  nicht  für  acht  hält  (S.  XXXVI  und 
S.  578 — 582),  sondern  als  später,  etwa  im  12.  Jahrhundert,  erst  beigeschrie« 
ben,  miiss  bemerkt  werden,  dass  Referent  wenigstens  im  Erlanger  Ms. 
keine  Anzeichen  fand,  dass  die  Namen  später,  als  der  übrige  Theil 
der  Abacostafel  geschrieben  wurden  und  dass  er  nirgends  bis  jetzt  las,  dass 
ein  veränderter  Schriftzug  oder  eine  andere  Tinte  die  Vermnthung  be- 
gründete, dass  man  es  mit  einem  um  mindestens  ein  Jahrhundert  späte- 
ren Zusatz  zu  thun  hat  Cantor  (Math.  Beiträge  8.  249)  hält  dafür,  dass 
die  Namen  vom  Abschreiber  (vergl.  ibid.  S.  233)  in  ihm  selbst  nur 
halbwegs  verständlicher  Weise  zugefügt  wurden.  Dies  scheint  nun  demBe- 
ferenten  bereits  von  dem  Verfasser  jener  Geometrie  geschehen  zu  sein,  der 
an  die  Uebersetzung  des  Euclid  von  Boetius,  oder  an  ein  Stück  davon, 
sein  anderes  Wissen  noch  anreihte ,  ohne  dass  er  deswegen  ein  faussaire 
audacieux  zu  sein  braucht,  wie  Martin  {Annali  di  maiem,  pubbl.  da  B.  Tor^ 
tolini,  J.  r.  1863.  S.  304)  meint.  Blossen  Vermuthungen  steht  also  die 
grösste  Wahrscheinlichkeit  gegenüber ,  dass  diese  Namen  so  alt 
sind,  als  die  Mss.  in  Chartres  und  Erlangen  und  wenn  S^dillot, 
der  sie  aus  dem  Arabischen  ableitet.  Recht  behält,  wird  man  sagen 
müssen,  dass  am  Ende  des  10.  Jahrhunderts  oder  am  Anfang  des  11.  die 
arabischen  Namen  und  Zeichen  der  Zahlen  im  christlichen  Abendland 
bereits  bekannt  waren,  wenn  auch  beide  zum  Theil  in  seltsamen  Ver- 
unstaltungen. Wenn  Referent  also  den  Ruhm  Gerbert  nicht  beilegen 
kann,  dass  er  unser  jetziges  Rochensystem  zuerst  einführte,  so  bleiben 
demselben  doch  noch  vielfache  Verdienste,  die  Olleris  S.XL — XLII  und 
S.  CXCIX— CGI  in  bester  Weise  dargelegt  hat. 

Das  erste,  was  Olleris  von  Gerbert*s  eigenen  Werken  giebt,  sind 
dessen  Briefe,  von  denen  der  155.  und  176.  nach  Olleris  zum  ersten 
Mal  gedruckt  sind.  Mit  welchem  Fleiss  Olleris  dieselben  sammelte, 
dafür  sind  besonders  ausser  den  genannten,  noch  1,  179,  193,  190,  216,  218, 
220,  222  —  224  Beweise.  Durch  ein  Versehen  ist  die  Zahl  58  ausgefallen, 
von  der  auch  S.  514  keine  Erwähnung  geschieht.  Ebenso  scheint  ein 
Versehen  darin  zu  liegen,  dass  S.  523  die  Briefe  vom  89.  bis  117.  zusammen- 
gefasst  werden,  während  die  Noten  bis  zum  124.  reichen  und  dass  S.  529 
die  Briefe  118 — 148  genannt  sind,  während  die  Noten  mit  dem  125.  be- 
ginnen. 

Von  den  reichhaltigen  Noten,  die  von  S.  483—562  gegeben  sind,  und 
die  so  viel  als  möglich  die  Gründe  angeben,  die  Olleris  zu  einer  neuen 
Ordnung   der  Briefe  bestimmten,  ist  besonders  hervorzuheben,  dass  sie 


*)  S.  XXXVI  steht  Termas  an  der  Stelle  von  Caltii   oder  Calctii,  und 
von  Sipos  fehlt  Namen  und  Zeichen.    Vergl.  8.  348. 
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8.  480  —  497  ancb  den  Index  manusrriplorum  codicum  Bobiemsis  coenolni  ent- 
halten, der,  obwohl  nn vollständig,  doch  einen  interessanten  UeberUiek 
filier  die  Lectfire  giebt,  die  damals  möglich  war.  In  demselben  ist  8.  491 
nar  ein  Bach  des  Boetias  (allerum)  fiber  Astronomie  erwihnt,  und  wenn 
dies  allerdings  wieder  ans  mehreren  Büchern  könnte  bestanden  haben,  so 
liegt  doch  die  Vermnthnng  nahe ,  dass  im  76.  Brief  die  VIII  voimmina  nicht 
alle  auf  Boetias  besogen  werden  dfirfcn,  wie  es  s.  B.  Cantor  thnt  in 
den  mathematischen  Beiträgen  8.  183  nnd  90S.  Olleris  hilt  mit  Recht 
diese  8tel]e  f&r  cormpt. 

Im  124.  Briefe  folgt  Olleris  dem  cod.  54  in  Lejden,  s.  XI  (p.  IX  der 
praeftatio)  nnd  schreibt  de  numero  /K"*^«,  wogegen  swei  Bedenken  be- 
stehen: 1)  ist  die  8chreibweise  /K»*^*«*  eine  ungewöhnliche  für  X,  und 
es  ist  die  Frage,  ob  eine  zweite  solche  Stelle,  oder  eine  ihnliche,  wie 
S^^'^^  f&r  II,  sich  finden  lässt;  2)  ist  der  Sinn  gans  anklar.  Denn,  wenn 
ge  meäri  nicht  „Primzahl  sein*'  bedeatet,  sondern  „sein  eigener  Theiler 
sein'S  dann  rieht  man  nicht  ein,  wie  Gerbert  am  Beispiel  von  4  erklären 
mass,  was  Remigiasan  der  Zahl  10  gat  verstanden  hat.  Olleris  giebt 
nicht  an,  wie  er  den  Sinn  dieser  Stelle  sich  denkt.  Was  Referent  vor- 
schlag,  ist  nicht  1,  sondern  P  (=prtsio)  nnd  scheint  demselben  noch  immer 
das  Richtige  nnd  der  Zasatz  von  enario  zn  D  nnr  ein  Versach ,  das  an- 
verstlndliche  D  zn  erklären. 

Bezüglich  des  208.  Briefes  hat  Olleris  Recht,  wenn  er  S.  604  gegen 
die  Ansicht  Martinas  sich  ausspricht,  dass  Otto  in  diesem  Brief  ein 
Bach  über  Arithmetik  von  Gerbert  verlangte.  Er  bittet  am  Unterricht 
über  dasselbe  oder  am  Erklärang  desselben,  das  er  aller  Wahrscheinlich- 
keit nach  bereits  hat,  and  zwar  durch  Gerbert  erhalten  hat.  Denn  dies 
scheint  gleichwohl  als  eine  Thatsache  bestehen  zu  bleiben.  Das  Gedicht, 
welches  Olleris  8.  294 — ^295  mittheilt,  ist  nach  der  Ueberschrift  an  einem 
Bild  (image)  des  B  o  e  t  i  u  s  angebracht  gewesen.  Olleris  denkt  (8.  CLXV) 
dabei  an  eine  Büste  oder  ein  Portrait.  Könnte  es  nicht  das  Titelbild  zu 
einem  Exemplar  der  Arithmetik  des  Boetias  gewesen  sein,  das  Gerbert 
an  Otto  sendete?  Ein  solches  Exemplar,  zwar  ohne  Titelbild,  aber  sonst 
anfs  Schönste  ausgestattet,  glaubt  Referent  aus  der  Bamberger  Bibliothek 
kennen  gelernt  zu  haben  und  die  N.  Jahrb.  f.  Phil.  n.  Päd.  werden  diese 
Verse  bringen,  die  dort  sich  finden  und  höchst  wahrscheinlich  von  Ger- 
bert herrühren,  wie  es  von  einem  Theil  derselben  bereits  Weber  im 
Programm  von  Cassel  1847  8.  15,  Note  33  angenommen  hat 

Von  den  Abhandlungen  Gerbert^s  ist  hier  zunächst  die  Regula  de 
ahaeo  eomputi  (8.  311  —  348)  zu  erwähnen.  Sie  ist  zum  ersten  Mal  ge- 
druckt, und  nach  Olleris'  Ansiebt  der  Über,  den  Gerbert  in  seinem 
Briefe  an  Constantin  erwähnt.  Referent  hat  in  seinem  Schriftchen 
über  Gerbert  8.  53 — 54  den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  unter  diesem 
/vÄÄT  eJn  eigenesWerk  von  Gerbe rt  selbst  gemeint  sei,  und   in  der 
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Zeitechr.  f.  Math.  u.  Phjs.  X,  S.  278  hat  er  nur  die  Möglichkeit  zu- 
gegeben, dass  auch  das  Werk  des  Joseph  könnte  gemeint  sein.  Was 
spricht  nun  dafür,  dass  wirklich  eine  Arbeit  Gerbert's  wieder  auf- 
gefunden ist? 

Olleris  sagt  8.  582,  dass  der  cod.  Beg.  Vat.  n.  1601  auf  dem  ersten 
Blatt  die  Aufschrift  Gerberti  Regula  de  ahaco  compuii*)  trägt,  dass  aber  die 
Regula  erst  auf  das  XV.  Capitel  des  Libellus  an  Constantin  folgt. 
Also  kann  der  Titel  auch  nur  auf  diese  Schrift  bezogen  worden  sein ,  der 
man  dann  Aehnliches  noch  beifügte.  Die  äusseren  Gründe  für  G er- 
be rt's  Autorschaft  sind  also  nicht  viel  von  Belang;  die  inneren  sind  ge- 
wichtiger. Die  Hegeln  über  die  Multiplication  S,  311 — 324  sind  die 
nämlichen,  wie  im  Libellus  S.  349 — 351,  nur  ausführlicher.  Man  könnte 
daran  Anstoss  nehmen ,  dass  im  Libellus  die  Multiplication  von  singuluris 
per  singularem  aufgenommen  ist,  in  der  Regula  dagegen  fehlt;  allein  eben 
diese  Multiplication,  das  einfache  Einmaleins  bildet  die  nothwendige 
Voraussetzung  für  die  gegebenen  Regeln,  da  ja  eben  an  diesen  Pro- 
ducten  die  digiti  und  die  articuli  unterschieden  werden ,  und  von  jeden  nur 
angegeben  wird,  an  welche  Stelle  sie  zu  kommen  haben.  Die  Regeln  über 
die  Division  zeigen  die  Gleichheit  im  minderen  Grade,  aber  doch  eine 
solche  Aehnlichkeit,  dass  ganz  aufsiepasst,  was  Gerbert  im  Brief  an 
Constantin  sagt:  quaedam^  repeiUa  memoria^  eisdem  verbis  proferimus^ 
quaedam  eisdem  senlenliis.  Das  Hauptgewicht  legt  aber  Referent  auf  die 
Stelle  nach  den  Regeln  über  die  Multiplication  (S  324):  Secundum  dis- 
positionem  numerorum Abaci  non  polest haec  muUiplicalio  ullerius**^  progredi, 
Si  quis  aulem  velit  in  infinitum  prolendere  ipsam  normam  Abaci^  ad  form  am 
huius  dispositionis  possunt  et  praemissi  numeri  etresidui  in  infinitum  mul- 
liplicari.  Hierin  liegt  eine  so  deutliche  Anspielung  auf  die  27  Abthei- 
lungen, die  der  Abacos  Gerber  t's  hatte  (von  \0P  bis  10**),  dass  nicht  leicht 
ein  Anderer  als  Verfasser  dieses  Abschnittes  [S.  311  —  326,  Z.  5  v.  u.**»)] 
kann  angenommen  werden,  als  Ger  her  t.  Es  müsste  denn  auch  dies 
schon  in  der  Schrift  des  Joseph  enthalten  gewesen  sein,  und  dann  Ger- 
bert kein  anderes  Verdienst  bleiben,  als  das,  was  Anderegefunden 
hatten,  eifrig  betrieben  und  zum  Gegenstand  der  Arbeit  Anderer  gemacht 
zu  haben. 

Aber  nur  das  Genannte  kann  Gerbert  zugeschrieben  werden,  nicht 
mehr  das,  was  8.  826,  Z.  4  v.  u.  bis  S.  348  noch  als  ein  Theil  der  Regula 


*)  Der  Zusats  compuii  scheint  diesen  Abacns  von  dem  an  geometrischen  Fi- 
guren benatzten  nnterscheiden  zu  sollen.  Liegt  darin  nicht  eine  Andeutung,  dass 
man  im  11.  Jahrhundert  die  Sache  als  etwas  Neues  ansah? 

**)  Das  letzte  Prodnct  lautet  in  unserer  Weise  ausgedrückt:  a.W*.b.W* 
=  c.lOW+rf.lO»,  wennfl6  =  10e+rf. 

♦••)  8.  326,  Z.  7  V.  u.  muss  es  statt  ttd  qua  utira  \\x\xfkVSL  ei  uXira  od  <^w»\.»»* 


74  Literaturzeitang. 


i^»^*^v^*^S^^^^"irf^^^^\^^.^^\^^fc^^^^^/\/>i^i^.^i^^»ÄiÄ^U^'^^fc^hÄ-^.^-^Ä^^^^*^.Ä^ÄÄ^^Ä^^^^A^^^^ 


von  Olleris  abgedrockt  ist.  Chasles  zwar  findet  (S.  508)  in  der  im 
Folgenden  stattfindenden  Beiziehnng  der  Brüche  einen  Orand  ftir  die 
Autorschaft  Gerbert's,  weil  im  Libellns  nur  von  ganzen  Zahlen  die 
Rede  ist  und  Gerbert  sich  gewiss  auch  mit  den  Brüchen  befasste.  Aber 
würde  Bernelinus  für  die  Minntien  die  Arbeit  des  Victorias  benntzt 
haben,  wenn  Oerbert  davon  gehandelt  hätte?  Lassen  sich  die  Marken 
ang  Hörn  anf  andere  Ziffern,  als  die  Gobarziffern  für  die  ganzen 
Zahlen  denten?  Kann  man  dabei  auch  an  die  römischen  Brnchzeichen 
denken?  Alles,  was  wir  von  Gerbert's  Abacns  bei  Richer  lesen, 
berechtigt  allein  zur  Annahme,  dass  Gerbert  auf  diesem  das  Mnltipli- 
ciren  und  Dividiren  mit  ganzen  Zahlen  betrieb*).  Wie  seine  Schüler 
die  Minntien  beizogen,  glaubt  Referent  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phj8.X| 
S.  209 — 270  gezeigt  zu  haben. 

Dass  S.  320  Z.  4  v.  u.  eine  neue  Arbeit  beginnt,  die  bis  S.  333  Z.  2 
V.  o.  reicht,  zeigt  sich  schon  äusserlich  durch  dieCapitelnnmmerl,  der 
noch  II  bis  IX  folgen,  wenn  man  nur  auf  das  achtet,  was  Olleris  durch 
den  Druck  hervorgehoben  hat.  Es  ist  aber  unzweifelhaft,  dass  im  Folgen* 
den  noch  andere  Capitelnummern  enthalten  sind,  nämlich  XIV 
auf  S.  329  in  der  Mitte,  wobei  zugleich  deutlich  hervortritt,  dass  die 
Arbeit  nur  verstümmelt  erhalten  ist,  XV  auf  derselben  Seite  unten, 
C.  XV.  II,  d.  h.  zweiter  Paragraph  des  15.  Capitels  in  dem  CXVII  auf 
S.  330  in  der  Mitte,  XVI  auf  eben  dieser  Seite  etwas  nach  der  Mitte,  XVII 
in  dem  VIII  auf  derselben  Seite,  Z.  4  v.  u.,  XX  auf  S.  331  ein  wenig  nach 
der  Mitte,  XXI  auf  S.  332  Z.  2  v.  o.  An  letzteres  Capitel  schliesst  sich  in 
bester  Weise  der  Abschnitt  an,  der  durch  die  Aufschrift  Ratio  de  limace 
von  dem  Vorhergehenden  getrennt  ist ,  die  wahrscheinlich  vom  Rand  erst 
in  den  Text  kam.  Diese  Aufgabe*  ist  die  erste  unter  den  Aufgaben 
Alcuin*s.  Ob  sie  nun  dieser  Sammlung  entlohnt  ist,  oder  umgekehrt  die 
dem  Alcuin  zugeschriebene  Sammlung  die  spätere  ist,  mag  hier  dahin 
gestellt  bleiben. 

Dass  aber  die  erwähnte  Arbeit  nicht  von  Gerbert,  sondern  von 
einem  SchülerGerbert's  herrührt,  begründet  Referent  mit  der  Aehn- 
lichkeit,  welche  dieselbe  mit  der  Arbeit  hat,  die  der  cod.  lat.  mon.  14089, 
ehemals  Emmer,  G.  LXXIII  von  f.  121*»  bis  127*  enthält,  und  die  sich  gerade- 
zu als  eine  Arbeit  aus  der  Schule  Gerbert's  bezeichnet**).  Referent  hat 
diese  Arbeit  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  X,  S.  242  mit  A^  bezeichnet 
und  S.  250  und  200  darüber  sich  ausgesprochen. 

*)  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  Gerbort  nicht  sehr  viel  mit  Brüchen  gerechnet 
haben  kann,  aber  er  that  dies  in  der  Weise  des  Victorias,  d.  h.  ohne  Beiziehnng 
des  Abacns. 

**)  Exigis  a  me  figuras  et  numeros  abaci^  quos  mos  tri  s  temporib  us  G,  (Gerbertus')^ 
vir  praecipui  ingenii  et  nostris  Gallis  restituU,  tum  lUteris  ip$e  mandavit.  Sed  quod 
illie  succinctum  atgtte  compendioee  praecipitur,  ialic  expediam  quasi  calamo  lewiore. 


Literaturzeitung.  75 

Was  nun  S.  333  bis  345  steht,  ist  dasselbe,  was  Beferent  ib.  müb  A^ 
bezeichnet  hat,  und  worüber  er  ib.  S.  243  und  273  sich  geäussert  hat;  nur 
fehlen  bei  OUeris  S.  334  die  Producte  der  sescuncia  in  sextantem  bis  in 
assem^  die  im  cod.  mon.  14G89  f.  64^  stehen.  Auch  fehlt  die  auf  S.  338  unten 
und  342  oben  erwähnte  prima  pagina  huius  libelli,  die  Beferent  ib.  8.273 
in  der  Anmerkung  aus  dem  cod.  lat.  mom  14836  f.  112'  im  Auszug  mittheilte. 
Vielleicht  ist  die  von  Olleris  S.  346 — 348  gegebene  Tabelle  diese  pagina 
und  nur  in  der  Abschrift  ans  Ende  gerathen ;  doch  kann  sie  ebenso  gut  aus 
einem  ähnlichen  Werk  genommen  sein.  Der  letzte  Abschnitt  nämlich  auf 
S.  345*^)  steht  auch  im  cod.  lat.  mon.  14689  f.  68^  unmittelbar  nach  der  vor- 
stehenden Arbeit,  und  auch  die  erste  Tabelle  auf  S.  346  findet  sich  eben- 
daselbst, aber  es  steht  noch  weiter  folgender  Text  dabei:  MuUiplicaiis  in  se 
quadrante  et  asse  vel  assibus  facile  est  quariam  eorum^  qui  muUiplicatur 
{muHiplicani'i)  unam  eis  addere  et  sie  tetragonum  erigere^  positum  perficere 
[{a  +  ^y  =  {lY  +  i  fl  +  fl*  +  i  a].  Sed  quartas  duas  multiplicantium,  asse 
vel  assibus  in  se  eum  semisse  in  se  multiplicatis^  idem  est^  quod  semis  eorundem  eis 
addere^  [sie  et  ille  ceteri]  {et  sie?)  positum  tetragonum  adimplere  [(«-f- J)'  = 
=  a*+ ^a+ (^)'+ ^fl].  Dodrantis  autem  ires  quartas  idem  est^  quod 
mediam  et  quartam.  [(a  +  f )»=  a«+  ( J  +  l)a  +  (jy+  {\  +  ^)a].  Triens 
quoque  cum  asse  vel  assibus  muUiplicalus  multiplicantium^  non  multiplicatorum^ 
terdam  querity  ut  tetragonizet  [(ö +  i)' =({)*+ J«  +  a*+{fl].  Sed  acute 
observandum  est,  ut,  quotUbet  asses  processerint  [==  praecesserint?],  totiens 
ponantur  trientes  et  Herum  totidem,  deinde  unus  tantum  trientis  triens,  ad  ultimum 
multiplicatio  assium,  [a.^  +  a,^  +  ^.^-^  a.a].  Eadem  regula  est  de  bisse  et  de 
aliis  Omnibus, 

Dann  folgen  auf  f.  69*  unter  der  Ueberschrift  Racio  ponendum  (/.  pon- 
derum)  die  Reductionszahlen  der  unciae  und  minutiae  jn  einer  Weise,  dass  die 
Achnlichkeit  mit  der  Tabelle,  die  Olleris  S.  346—348  giebt,  nicht  ver- 
kannt werden  kann**).  Darauf  heisst  es:  Ideo  hos  numeros  scripulorum 
cuique  minutiae  annotavi,  aut  (/.  uf)  si  nescieris,  quota  pars  quaeque  assis  existat^ 


*)  Zeile  6  V.  n.  mnss  es  statt  assium  is  (sie)  qui  minutiös  praecedit  heissen :  ofsium 
in  se,  qui  minutiös  praeceduni.  Der  Münchner  Codex  hat  a  si  v  in  seq  minuiias 
proecedunt, 

**")  Olleris  gieht  diese  Tabelle,  yfie  sie  handschriftlich  vorlag,  mit  allen  Za- 
thaten,  wie  z.  B.  den  Qoharziffern  mit  ihren  Namen  (348)  und  einer  Hand- 
bemerknng  (347).  Es  wäre  gnt  gewesen,  wenn  011  eris  dieselbe  in  ihrer  ursprüng- 
lichen P2infachheit  hergestellt  und  die  Zusätze  der  Handschrift  in  Anmerkungen  bei- 
gefügt hätte;  denn  so,  wie  sie  jetzt  gedruckt  ist,  tritt  es  wenig  hervor,  dass  as, 
deunx  u.  s.  w.  zuerst  auf  die  uncio,  dann  den  scripulus,  drittens  auf  die  sextula  redncirt 
sind  und  die  Benennungen,  deren  Werth  kleiner  als  der  der  uncio  ist,  weiter  auf  die 
sUiqua.  Ob  die  Reduction  auf  den  obolus  schon  ursprünglich  geschrieben  war,  ist 
nicht  abzusehen;  die  griechischen  Zahlzeichen  und  die  Erwähnung  des  soUdas 
sind  höchst  wahricheinlich  späterer  Zusatz. 
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facüe  videre  possis  ex  annoiando  numero»     Si  nescieris^  guola  pars  sicilicus  sii 
ässis^  vide,  quota  pars  sit  senarius  ex  CCLXXXVIII  et  Iota  pars  sicilicus  assis. 

In  welchem  Zusanunenhang  dies  Alles  mit  der  vorhergebenden  Arbeit 
steht,  ist  nicht  angedeutet  und  schwer  zu  sagen.  Es  scheint  eben  in  den 
Codices  zusammengeschrieben  worden  zu  sein,  was  ungefähr  von  Aehn* 
liebem  handelte  und  so  wird  man  der  Wahrheit  am  nächsten  kommen,  wenn 
man  das,  was  Olleris  von  8.  311 — 348  giebt,  in  folgende  Stücke  zerlegt: 
1)  Gerbert's  (?)  erste  Arbeit  311—326;  2)  die  verstümmelte  Arbeit  eines 
unbekannten  Verfassers  326 — 333;  3)  Multiplication  und  Division  von 
Brüchen  333—345;  5)  Reductiönstabellen  346—348.  Letztere  drei  Stücke 
sind  möglicherweise  von  demselben  Verfasser  und  stehen  nur  zufllllig  wie 
Bruchstücke  nebeneinander. 

Auf  S.  349 — 355  steht  der  Libellus  de  numerorum  divisione^  über  dessen 
Aechtheit  kein  Zweifel  besteht.  Nur  bezüglich  des  Textes  ist  zu  erwäh- 
nen, dass  S.  354  Z,  7  (9)  v.  u.  die  Worte  vel  cum  articulo  semper  als  blosse 
Wiederholung  aus  der  vorhergehenden  Zeile  mit  dem  cod.  MP.  besser  weg- 
gelassen worden  wären  und  dass  S.  355  im  Capitel  XV  Olleris  den 
fehlerhaften  Text,  dem  Chasles  folgte,  beibehielt.  (Vergl.  Zeitschrift 
f.  Math.  u.  Phys.  iX,  S.  163.) 

Das  Capitel  XVI,  das  S.  355—356  steht,  hätte  als  offenbar  späterer  Zu- 
satz wegbleiben  sollen ,  zumal  als  aach  die  codd.  Reg.  1403  (oder  1405? 
vergl.  S.  349)  und  L.  54  und  MP.  dieses  Capitel  nicht  enthalten. 

Die  Schrift,  die  S.  357 — 400  steht,  ist  der  Liber  Abaci  des  Bernelinus 
in  vier  Büchern,  und  es  ist  als  ein  besonderes  Verdienst  des  Herrn  Olleris 
zu  bezeichnen,  dass  er  dieses  Werk,  obwohl  es  nur  mittelbar  zur  Kennt- 
nissnahme  über  Gerbert's  Leistungen  dient,  doch  aufgenommen  hat. 
Es  ist  nämlich  das  vierte  Buch  mit  Benutzung  des  caiculus  des  Victor ius 
bearbeitet  und  gerade  dieses  Buch  konnte  Olleris  aus  dem  cod.  MP. 
(Montpellier)  in  viel  vollkommenerer  Weise  herstellen ,  als  es  bisher  aas 
Handschriften  bekannt  war.  S.  389  macht  Olleris  zu  Siliqua  est  quae 
scribitur:  c/)  LQ  die  Bemerkung:  Reperies  eliam  6ö  in  Gerberli  Geometria, 
Er  konnte  noch  beisetzen,  dass  auf  S.  347 — 348  das  Zeichen  c/)  LA  ge- 
braucht ist  und  S.  348  auch   c/)  19^1. 

Zu  den  Werken  arithmetischen  Inhalts  hat  Olleris  S.  573 — 590  Notea 
gegeben,  von  denen  ein  Theil  bereits  erwähnt  wurde.  Folgendes  ist  noch 
beizufügen.  S.  588 — 589  finden  sich  die  Namen,  Zeichen  und  Werthe  der 
Theile  von  a$  und  uncia  zusammengestellt.  Man  muss  sehr  dankbar  für 
diese  Arbeit  des  Herrn  Bourget  sein,  welche  das  Nachrechnen  bei  den 
vorkommenden  Zahlzeichen  sehr  erleichtert.  Doch  sind  Oboli  III  und 
Oboli  V  unrichtig  bestimmt,  wie  aus  der  Tabelle  auf  S.  347  unzweifelhaft 
hervorgeht.  Oboli  III  =  3  oboli,  nicht  der  dritte  Theil  eines  Obolus ; 
T  ist  ungonau   für  das   griechische   r=  3  gesetzt.     Also  sind   oboli  III 
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=  ^-5f«"  =  ^T/«¥=^^  W/ij'Mae,  wie  e«  S.  347  auch  angegeben  ist  nnd 
oboli  V  =  5.^}|^  =  15.  j^9  =  15  siiiquae.     E  ist  das  griechische  c  =  5. 

S.  586  kommt  Olleris  auf  die  Arbeit  zn  sprechen,  die  Ger  her  t  an 
Otto  III.  geschickt  haben  soll.  Würde  er  die  Anmerkung  in  der  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  X,  S.  241  gekannt  haben,  so  würde  er  der  Mühe  über- 
hoben gewesen  sein,  von  Herrn  Director  Halm  sich  ausführliche  Mitthei- 
lungen über  den  cod.  Emmer.  G.  LXXIII=^cod.  lat.  mon.  14689  zu  er- 
bitten. Doch  hat  diese  Anfrage  den  Nutzen  gehabt,  dass  nunmehr  auch  die 
ganze  Stelle  selbst,  die  in  Frage  kommt,  auf  8.  587 — 588  von  Olleris 
abgedruckt  wurde,  so  dass  Jedermann  durch  Vergleichung  mit  den  Regeln 
im  Libelius  von  Constantin  sich  überzeugen  kann,  dass  von  einer  Arbeit 
Gerber t*s  dabei  keine  Rede  sein  kann. 

8.588  führt  Olleris  an,  dass  Chasles  die  Schrift,  welche  mit  den 
Worten  beginnt  Doclori  el patri  theosopho  J.  G,  filius  eins  dem  Ger  1  and  zu- 
schreibe, einem  Mönch  des  zwölften  Jahrhunderts.  Es  liegt  hier  möglicher- 
weise eine  Verwechselung  vor.  Denn  dass  Gerland  zwei  Arbeiten  über 
das  Rechnen  geschrieben  hat,  ist  zwar  an  sich  nicht  unmöglich,  aber  die 
Arbeit,  die  sicher  von  ihm  ist,  beginnt  mit  den  Worten :  NonnuUis  arbiiranti^ 
bus  multiplicandi  dividendique  scientiam  u.  s.  w.  Im  Ms.  230  des  Fürsten 
Boncompagni,  welches  dasselbe  ist,  von  tlem  eine  Mittheilung  im 
Serapeum  1854  8.  05—06  steht,  ist  diese  Arbeit  Opus  magislri  Gerlandi 
de  ahaco  genannt.  Diese  Schrift  nun  hat  mit  jener  nicht  soviel  Gleiches, 
dass  sie  gleiche  Verfasser  haben  könnten.  Man  vergl.  Zeitschr.  f.  Math, 
u.  Phys.  X,  8.  243—244,  240,  256—258,  265—266,  274—275. 

Von  8.401 — 470  giebt  Olleris  die  Geometrie  Gerbert's,  von 
der  er  aber  selbst  nicht  unterlassen  kann,  sowohl  8.  XXXVII  — XXX VIII 
als  S.  504  den  Zweifel  an  der  Aechtheit  auszusprechen.  Man  muss  Herrn 
Olleris  hierin  beistimmen.  Aber  hervorgehoben  sollte  sein,  dass  das 
Gegebene  nicht  eine  Arbeit  ist,  sondern  die  ersten  13  Capitel  (8.401 — 427), 
die  auch  in  dem  Ms.  zu  Oxford  und  in  dem  Pariser  Ms.  7185  allein  ent- 
halten sind,  bilden  eine  Arbeit  für  sich,  und  mit  dem  14.  Capitel  beginnt 
eine  zweite,  die  vielleicht  bis  zum  40.  Capitel  (S.  446)  reicht.  Vom 
41.  Capitel  an  bis  zum  04.  hat  man  eine  wahrscheinlich  durch  zufälliges  Zu- 
sammenschreiben entstandene  Sammlung  von  Aufgaben,  meist  über  Be- 
rechnungen von  Geraden  und  Flächen;  aber  auch  Zeichnungen 
kommen  vor  (Capp.  88,  80  und  zum  Theil  auch  03)  und  im  Cap.  85  Sum- 
mirungen  einiger  Zahlenreihen. 

Der  mittlere  Theil  (8.  427—446)  hat  vielleicht  noch  das  grösste  Recht, 
auf  Gerbert  zurückgeführt  zu  werden.  In  der  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  XII,  8.  5  nämlich  wirft  Herr  M.  Steinschneider  die  Frage  auf: 
„Wer  ist  Gerbertus  Geometra,  dessen  Namen  unter  Nummer  XXX 
der  Probleme  sich  findet,  welche  den  Schluss  bilden  des  lateinischen: 
Supheac  rccculiores  doctrinae  Palris  Abrusahk  Azurchclis  c^c.  aTo,ScKöu«.T^  t\Ä.. 


78  LiteratunBeitang. 

(4.  Nürnberg  1534)?  Ist  es  etwa  Sylvester?"  Beferent  kat  die  beiden 
Werke  verglichen  und  eine  bedeutende  Aehnlichkeit  nur  bezüglich  des 
25.  Capitels  der  sogenannten  Geometrie  Oerbert's  finden  können;  aber 
Alles  von  Abrusahk  aufgenommene  findet  sieb  dort  in  denCapp.22,  25,  10^ 
18,  20,  19  mit  grösserer  oder  geringerer  Abweichung  im  Wortlaut,  die  sich 
hinreichend  erklärt,  wenn  man  bedenkt,  dass  man  es  mit  einer  Rücküber- 
setzung aus  dem  Arabischen  zu  thun  bat,  vorausgesetzt  nämlich,  dass  die 
Worte  des  Titels :  „innumeris  in  locis  emandatae  correclis  erroribus  eius^  gut 
ex  Arabico  converiti^^  auch  für  dieses  Capitel  gelten.  Es  kann  also  der 
Oerbertus  Oeometra  allerdings  Silvester  sein,  wenn  auch  nur  in* 
soweit,  dass  er  solche  Aufgaben  in  der  Schule  zu  Rheims  vortrug.  Wie  er 
bei  dem  abacus  das  Praktische  desselben  im  Auge  hatte,  so  kann  er 
auch  in  der  Geometrie  die  praktischen  Aufgaben  der  Messung  von 
Höhen  und  Tiefen  und  Aehnlichem  vorzüglich  behandelt  haben.  Mehr 
als  blosse  Wahrscheinlichkeit  wird  nicht  zu  erreichen  sein. 

S.  595  giebt  Olleris  eine  Reihe  von  Fehlerverbesserungen  und  einige 
Bemerkungen  des  Herrn  Bourget.  Den  Versehen  im  Schreiben  und  im 
Druck  ist  vielleicht  beizufügen,  dass  es  S.  400  Z.  13  (14)  v«  u.  pedes  quaiuor 
heisst,  Bt&it  pedes  V,  Z.  9  (10)  XII  und  CXLIV  statt  XVI  und  CCLVI. 
Bei  den  Dreiecken  in  der  Figur  35,  36  und  37  sind  die  Zahlen  nicht  ganz  ver- 
lässig ;  so  fehlt  z.  B.  in  Fig.  35  bei  dem  ersten  Dreieck  die  Zahl  der 
Kathete  III,  in  Fig.  30  bei  dem  fünften  Dreieck  bei  der  Zahl  der  Fläche 
•  =9V)  ^^  ^^S*  ^^  muss  es  bei  dem  ersten  Dreieck  VIII  statt  III  heissen, 
bei  dem  dritten  XLV  statt  ILV,  bei  dem  neunten  fehlt  die  Zahl  der  Hypo- 
tenuse 15|^2.  Auch  lässt  sich  bemerken,  dass  man  in  den  vier  Reihen 
die  Zahlen  der  Dreiecke  erhält,  wenn  man  die  des  ersten  Dreiecks 
in  der 

1.  Reihe  mit  2,  a,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  1|,  1|,  2j,  4f,  6j,  in  der 

2.  „        „   2,  3,  |,  1^,  in  der 

3.  „        ,,   2,  3,  f ,  \^,  in  der 

4.  n        11   2,  2j^,  3,'^  multiplicirt,  bei  der  Fläche  natürlich  mit 
dem  entsprechenden  Quadrat  dieser  Zahlen. 

Hierbei  lässt  sich  gelegentlich  bemerken,  dass  überhaupt  einige  Druck- 
fehler stehen  blieben,  die  bei  dem  Lesen  und  Nachschlagen  lästig  sein 
können ;  so  z.  B.  muss  es  S.  CXLIX  Note  2  p.  237  heissen,  statt  273, 
S.  CLXV  Note  2  279  statt  219,  S.  CLXXVII  Note  1  479  statt  477.  S.  139 
fehlt  D  neben  XXVIII.  S.  343  muss  es  im  Tableau  VIII  statt  IIIII  heissen 
(Fehler  im  cod.  MP.?);  S.  358,  Z.  9  (12)  von  unten  pura  fide  statt  para  fide\ 
S.  364,  Z.  0  (7)  von  unten  uUraque  statt  uiraque'^  S.  389,  Z.  5  (8)  von  unten 
vel  statt  pec;  S.  397,  Z.  4  (6)  v.  u.  minutiarum  statt  munttiarum;  S.  577  Z.  17 
V.  u.  GobÄr  statt  Grobdr. 

Von  den  Bemerkungen  des  Herrn  Bourget  ist  zu  erwähnen,  dass 
sein  Vori^chlag,  im  Capitel  68  f>i  longitudinc  statt  in  ulroque  latere  zu  setzen, 
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deshalb  nicht  ansnnehmen  ist,  weil  ans  dem  Capitel  72  deatlicb  hervorgeht, 
dass  mit  latus  die  längere  Seite  gemeint  ist. 

Den  Schluss  der  Werke,  die  011  er is  aufgenommen  hat,  bilden  der 
Brief  des  Adalboldns  an  6  er  her  t  (8. 471—475),  der  Brief  Oerbert 's  an 
Adalboldns  (S.  477 — 478),  endlich  der  Brief  an  den  Abt  Constantinns 
(S.  479 — 480),  wohl  zu  unterscheiden  vom  scholasticus  in  Flenr^. 

Es  ist  ein  reicher  Inhalt,  der  hiermit  geboten  wird  und  Fleiss  und 
Sorgfalt  ist  allenthalben  in  der  Arbeit  zu  erkennen.  Sehr  zu  beklagen  ist 
es,  dass  Herr  Olleris  bei  seinen  Bemühungen  nicht  überall  freundliches 
Entgegenkommen  gefunden  hat,  sondern  an  zwei  Stellen  seiner  Arbeit 
(S.  576  und  502)  klagen  muss,  dass  seine  höflichsten  Anfragen  ohne  Ant- 
wort geblieben  sind.  Möge  die  Anerkennung,  die  seinem  guten  Willen 
zu  Theil  werden  mnss,  ihn  dafür  entschädigen. 

Ansbach.  6.  Friedlein. 


Dr.  Hermann  Weissenbom,  Lebensbeschreibung  des  Ehrenfried 
Walther    v.    Tschirnhaus    auf   Kiesslingswalde    und 
Würdigung  seiner  Verdienste.     Mit  einem  Vorworte  über 
Prof.  J.  A.  Grün  er  t  als  Preisrichter.     Eisenacb  1866,  in  Com- 
mission  bei  Job.  Friedr.  Baerecke.     XXX  und  205  Seiten,  3  Fi- 
gurentafeln. 
Die   Oberlausitzische   Oesellschaft    der   Wissenschaften    zu   Görlitz 
schrieb  vor  mehreren  Jahren  einen  Preis  von  50  Thalern  für  eine  Biographie 
und  Würdigung  Tsc hirnhaus'  aus«     Am  bestimmten  Termine,  31.  Ja- 
nuar 1863,  war  eine  längere  Abhandlung  eingelaufen,  welche  zumeist  auf 
ein  Gutachten  von  Prof.  Grunert  hin  des  Preises  nicht  für  würdig  erkannt 
wurde.     Den  Satzungen  der  Gesellschaft  gemäss  wurde  dasselbe  Thema 
mit  verdoppeltem  Preise  noch  einmal  gestellt  und  der  Einlieferungstermin 
auf  den  31.  Januar  1865  bestimmt.     Auch  diesmal  lief  eine  Arbeit  ein, 
welche  wieder  von  demselben  Richter  geprüft  und  auf  Grund  seines  Gut- 
achtens gekrönt  wurde.     Diese  Preisschrift  hatte  Herrn  Alfred  Kunze, 
Gymnasiallehrer  in  Eisenach,  zum  Verfasser.     Sie  erschien  40  Druckseiten 
stark  im  43.  Bande  des  Neuen  Lausitzischen  Magazins  und  in   wenigen 
Separatabzügen.   Diese  Nachrichten  entnehmen  wir  wenigstens  den  ersten 
acht  und  den  letzten  zwei  Seiten  der  Vorrede  des  uns  vorliegenden  Buches, 
des,  wie  ausdrücklich  hervorgehoben  ist,  unveränderten  Abdruckes  der 
ersten  zurückgewiesenen  Arbeit.     Herr  Weissenborn,  wie  sein  glück- 
licherer Nachbewerber  Gymnasiallehrer  in  Eisenach,  glaubt  seine  Arbeit, 
wenn  gleich  von  demselben  Richter,    doch  nicht  nach  denselben  Grund- 
sätzen geprüft,    wie  die  zwei  Jahre  später  eingelaufene.     Er  appellirt 
daher  an  das  allgemeine  Urtheil,  indem  er  seine  ScUviCt  d^t  Q^^^XL^X\^^:i^^\^ 
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tibergiebt  und  zugleich  in  der  Vorrede  das  Gutachten  von  Prof«  Gran  ort 
mit  polemischen  Ann^erkungen  gegen  dasselbe  abdruckt,  wodurch  die 
Vorrede  zu  der  uugewöhnlichen  Länge  von  XXX  Druckseiten  sich  aus- 
dehnt. Beferent  bedarf  wohl  keiner  Entschuldigung,  wenn  er  sich  an 
diesem  Streite  nicht  zu  betheiligen  wünscht;  er  wird  vielmehr  die  Vorrede 
und  deren  Inhalt  grundsätzlich  ignoriren.  Er  wird  ebenso  wenig  in  der 
Lage  sein,  einen  Vergleich  mit  der  Kunze*schen  Arbeit  anzustellen, 
welche  ihm  nicht  vorliegt,  würde  aber  sogar,  wenn  dieses  der  Fall  w&re, 
bei  der  gegenwärtigen  Sachlage  die  Vergleichnng  vermeiden.  Referent 
wird  vielmehr  das  gegenwärtige  Buch  einfach  so  recensiren ,  als  wenn  es 
ohne  jede  Einleitung  auf  dem  Büchermarkte  erschienen  wäre ,  nnd  ver- 
sichert zum  Beweise  seines  Wunsches  nach  unringenommener  Kritik,*  dass 
die  bisherigen  Sätze  niedergeschrieben  sind,  bevor  er  von  der  Vorrede 
mehr  als  den  Anfang  bis  zum  Abdrucke  des  Gutachtens  und  nach  Ueber- 
springung  desselben  deren  Schluss  gelesen. 

Das  unbefangene  Urtheil  über  die  Weissenborn*sche  Schrift  geht 
aber  alsdann  dahin ,  dass  sie  das  Resultat  eines  emsigen  Fleisses  ist ,  dass 
der  Verfasser  ohne  Zweifel  viel  Arbeit  und  Mühe  darauf  verwandt  hat, 
dass  aber  dem  Leser  gleichfalls  eine  nicht  geringe  Mühe  zugemuthet  ist, 
wenn  er  ans  der  gegebenen  Zusammenstellung  ein  Bild  von  der  Thätigkeit 
und  den  Verdiensten  Walther  v.  Tschirnhaus'  sich  schaffen  will, 
dass  der  Verfasser  zu  diesem  Ziele  keineswegs  genügende  Hülfe  bietet« 
Wir  wollen  dem  Verfasser,  den  das  lesende  Publikum  ja  schon  seit  11  Jahren 
vortheilhaft  kennen  gelernt  hat,  und  dessen  historische  Erstlingsarbeit  den 
Sto£f  unserer  eigenen  ersten  Recension  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  L  Litera- 
turzeitung S.  57—63)  bildete,  nicht  Unrecht  thun.  Tschirnhaus  selbst 
trägt  die  Mitschuld  an  dem  gerügten  Mangel.  Herr  Weissenborn  sagt 
auch  (S.  203)  vollständig  zutreffend : 

„Methoden  zu  finden,  durch  welche  ganze  Klassen  von  öfters  sehr 
schwierigen  Aufgaben  mit  einem  Schlage  gelöst  würden,  und  durch  welche 
über  Gebiete,  auf  denen  sich  die  namhaftesten  bisherigen  Mathematiker 
vergebens  versucht  hatten,  Licht  verbreitet  würde,  war  augenscheinlich 
sein  hauptsächlichstes  Bestreben.  In  der  That  grossartig  würden  seine 
Leistungen  sein,  wenn  sich  Alles  so  verhielte,  wie  Tschirnhaus  glaubte. 
Wir  besässen  dann  ein  Verfahren,  mit  Leichtigkeit  zu  entscheiden,  ob  eine 
Curve  quadrirbar  sei  oder  nicht,  nnd  im  ersteren  Falle  ihre  Quadratur  zu 
finden,  und  zwar  auf  einem  von  der  Theorie  des  Unendlichkleinen  un- 
abhängigen Wege;  wir  vermöchten  einen  Flächenraum  durch  eine  Curve 
in  gegebenem  Verbältnisse  zu  theilen,  auf  einer  Curve  Stücke  abzuschnei- 
den, deren  Länge  in  gegebenem  Verhältnisse  stände,  könnten  Gleichungen 
jeden  Grades  auflösen  u.  A.  Leider  aber  ging  Tschirnhaus  nicht  selten 
viel  zu  schnei]  vor,  seine  lebhafte  Phantasie  und  vielleicht  auch  Mangel  an 
Geduld,  der  ihn  abhielt,  sich  mit  speciellen,  allerdings  öfters  mühsamen, 
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aber  durchaus  nothwendigen  Untersuclinngen  zu  bcscIiäftigeD ,  Hess  ihn  in 
vielen  Dingen  die  Schwierigkeiten,  die  sich  im  Einzehien  bieten,  tiber- 
sehen und,  alle  Zwischenglieder  überspringend,  aus  einem  allerdings  oft 
originellen  nnd  geistreichen  Orondgedanken  Kesultate  ziehen,  die,  so  über- 
raschend und  glaubhaft  sie  aoch  aaf  den  ersten  Anblick  waren,  doch 
einer  genauer  eingehenden  Untersuchung  nicht  Stich  hielten/* 

Das  Alles  kann  man  wörtlich  unterschreiben.  Aber  gerade  bei  der 
Schilderung  eines  solchen  Schriftstellers  verlangt  der  Leser,  dass  jene 
„originellen  und  geistreichen  Grundgedanken"  scharf  hervorgehoben  wür- 
den, dass  sie,  möchten  wir  sagen,  in  gesperrter  Schrift  hervor trüten,  sei  es 
als  Einleitung  zu  den  einzelnen  Capiteln,  sei  es  als  Schlussresultat  der- 
selben. Diesem  Verlangen  genügt  Herr  Weissenborn  nicht.  Er  giebt 
ausführliche  Auszüge  aus  Tschirn  haus*  Abhandlungen  und  Brief- 
wechsel. Wir  billigen  dieses  Verfahren.  Wir  sind  auch  einverstanden 
damit,  wenn  er  durch  Mittel  der  modernen  Analysis  prüft,  ob  die  Sätze, 
zu  welchen  Tschirnhaus  gelangte,  wahr  sind  oder  falsch.  Allein  wir 
vermissen  den  Auszug  aus  den  Auszügen,  die  Herstellung  der,  ob  wahren, 
ob  falschen  ist  gleichgültig,  leitenden  Ideen.  Diese  finden  wir  nirgends 
in  der  ganzen  Schrift,  weder  bei  Tschirnhaus*  Versuchen,  eine 
Quadrirung  auszuführen,  noch  bei  den  Arbeiten  über  Hectification  oder 
über  Tangentenziehung;  eine  nicht  genügende  Andeutung  bei  den  Arbeiten 
über  Gleichungen. 

Allerdings  wäre  Das,  was  wir  vermissen,  sehr  schwierig  zu  leisten. 
Referent  gesteht  gern  ein,  dass  er  die  Absicht  hatte,  in  dieser  Becehsion 
ergänzend  den  Versuch  zu  machen,  jene  Grundgedanken  zu  enthüllen,  und 
dass  der  bedeutende  Zeitaufwand,  welchen  schon  diese  Absicht  ihm  kostete, 
ihn  davon  abschreckte«  Wir  tadeln  also  nicht  etwa  in  dem  Sinne,  als  ob 
ein  leicht  zu  Beschaffendes  in  der  Weissenborn*schen  Schrift  fehle; 
aber  dass  es  fehlt,  und  dass  damit  die  Würdigung  der  Verdienste  von 
Tschirnhaus  nicht  als  geglückt  bezeichnet  werden  kann,  durften  wir 
nicht  verschweigen.  Vielleicht  gelingt  es  Herrn  Weissenborn,  der  sich 
ja  unstreitig  tief  in  Tschirn  haus*  Leistungen  eingearbeitet  hat,  in 
einer  compendiösen  nachträglichen  Abhandlung  diese  Ergänzung  selbst 
zu  liefern. 

Heidelberg.  Cantob. 
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Recensionen. 

^Jmavvov  FQanaavixov  likf^avdifioDg  tov  OiXonovov  ilg  xo  ösvtbqov  f^g  NiKOfia- 
%ovaQi^iirixi%fig  üaaytuyHg.  Primum  edidit  Bicardus  Hoche.   Bero- 
Uni^  apud  S.  Calvary  eiusque  socium  MDCCCLXVU.  VIII,  38.  (W.  H. 
Blume  gewidmet.) 
Der  Herausgeber  der  aQt^firiUKT]  tlactYmyT^  des  Nikomachos  giebt  nach 
der  Herausgabe  des  Commentars  des  Johannes  Philoponos  zu  dem  1.  Buch 
derselben  (Lips.  1864)  nun  auch  die  Fortsetzung,  den  Commentar  desselben 
Verfassers  zu  dem  2.  Buche.  Die  Bedeutung  einer  solchen  Arbeit  darf  nicht 
nach  dem  Werth  derselben  an  sich  geschätzt  werden.    Die  blossen  Wieder- 
holungen der  einfachsten  Sätze  wären  kaum  des  Druckes  werth,  geschweige 
der  Mühen ,  welche  demselben  vorhergehen  und  ihn  begleiten.    Gleichwohl 
wird  man  noch  öfter  veranlasst  sein ,  diesen  Commentar  nachzusehen  und 
dann  Dem  Dank  wissen,  der  ihn  so  leicht  zugänglich  gemacht  hat. 

Für  den  Text  des  Nike,  machos  hat  Hoche  selbst  bereits  Nutzen  aus 
dem  Commentar  gezogen,  wie  die  Stellen  II,  1,  16.  XI,  2,  19.  XII,  8,  5. 
XIII,  6,  2.  XIV,  5,  3.  XV,  4,  17.  XIX,  4,  23  und  6.  XXIII,  6,  16.  XXIV, 
4,  19.  10,  20  und  1  und  2.  XXVI,  1,  7  und  8,  S.  135.  XXVII,  1,  13,  S.  137 
seiner  Ausgabe  beweisen.  Es  werden  noch  andere  Stellen  sich  finden ,  au 
denen  Philoponos  zu  Rathe  gezogen  werden  kann.  Referent  ist  z.  B.  auf 
eine  gestossen,  die  der  Beachtung  werth  scheint.  Zu  XXV,  3,  1,  S.  133 
führt  Hoche  für  die  Lesart  i^ifpoxiguiv  nur  die  Handschrift  H.  an.  £s  spricht 
dafür  aber  auch  das,  was  Philoponos  bf,  3  schreibt,  woraus  man  zugleich 
sieht;  dass  dieser  statt  ^ro»  /cr^  iy^axiqtov  in  seiner  Handschrift  gelesen  hat 
^iqH  iavxov  ^  i^tpoxif^uiv.  Dabei  ist  es  für  die  Beurtheilung  des  Philoponos 
bcachtenswerth ,  dass  er  die  Unhaltbarkeit  des  iavxov  nicht  erkannt  hat, 
sondern  mit  der  Andeutung  der  Unverständlichkeit  der  ganzen  Stelle 
sich  begnügte,  deren  Sinn  Boetius  inst.  artVAni.  II ,  47  ohne  Anstand  dar- 
legt. Mag  man  aber  dem  Philoponos  das  allzusichere  Festhalten  an  dem 
ihm  vorliegenden  Text  gar  nicht  anrechnen ,  so  findet  man  doch  Anderes 
noch,  was  zu  seinen  Ungunsten  spricht.  So  wird  Ar,  17 — 18,  dass  1 4'* 
lj.  =  l>,   ausgerechnet  mit  2.3  =  6  und  6  +  2  =  8,  «\^q  ^  ^\jä  «vxi^'t^  v^^^- 
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losen  Verbindung  der  in  den  Worten  inlrQnog  und  i^niokiog  liegenden  Zahlen 
3  und  2  abgeleitet.  Im  Kap.  v^  versteht  Philoponos  das  ladxtg  faoi 
iXarxovaxig  falsch,  indem  er  Letzteres  auf  das  Quadrat,  nicht  auf  die  Seite 
des  Quadrates  bezieht.  S.  36  zwar,  qIö^  0,  giebt  er  ein  richtiges  Beispiel, 
im  Folgenden  aber  üillt  er  wieder  in  einen  ähnlichen  Fehler.  Letzteres 
Kapitel  ist  aber  in  einem  solchen  Zustand,  dass  es  sehr  zweifelhaft  ist,  ob 
Philoponos  für  alles  darin  Geschriebene  verantwortlich  gemacht  werden 
kann.  Denn  dass  12=1|.8  und  g  17  i/3  eine  ymungin^  avaloyluy  wie  es 
S.  36,  19  —  20  heisst,  ist  ihm  wohl  schwerlich  zuzumessen,  ebenso  wenig 
die  Verwirrung  in  den  Zeilen  25 — 28.  Aber  die  Behauptung,  dass  auch  die 
dvag  keine  Zahl  sei  (|,  9),  die  Verwendung  der  atpaigiKo  xal  y^afniixa 
des  Nikomachos  (II,  XXI,  1)  zu  einer  dvaXoyia  aq>aiQixff  zs  xal  yganfiiKrj 
(0,  4),  die  Erläuterung  der  avakoyla  oß,  3 — 6,  deren  Sinn  erst  oc,  8—9  zeigt, 
die  Deutung  der  Worte  des  Nikomachos  SvTiivakkd^  (XXIII,  5)  auf  die 
blosse  Umkehr  des  Verfahrens  (na,  4— .8),  während  Nikomachos  die 

3  Formen  ß^^ys^iy  ßs^y  Ä^^«,  ß  y  d  e  vor   Augen  hat,  die  Deutung 

des  d(fuot€tytig  (n^,  3)  durch  iv  ömkaalovi  kdya  sammt  einem  Beispiel  von 
7  Gliedern,  statt  eines  mit  Gliedern  in  gerader  Anzahl,  die  Division 
mit  2  {Qifli  13)  statt  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  auf  Grund  der 
zufälligen  Gleichung  |=^4,  dies  alles  scheint  von  Philoponos  her- 
zurühren. 

Verringert  sich  dadurch  das  Interesse  an  seiner  Arbeit,  so  lässt  sich 
4inderer8eits  hervorheben,  dass  es  Beachtung  verdient,  dass  Philoponos 
in  x8  nur  die  griechischen  Buchstaben  und  das  Ausdrücken  der  Zahlen 
durch  Punkte  oder  Striche  nennt,  während  es  ihm  doch  sehr  nahe  lag, 
besondere  Zahlzeichen  anzuführen,  wenn  er  solche  kennen  gelernt  hätte, 
dass  in  |e,  6  12.12  in  der  Form  (10  + 2). (10+2)  multiplicirt  wird,  dass  in 
Aa,  19 — 26  die  iil&oöog  xtrqaymvfov  öiavkog,  in  fig  die  Entstehung  von  y^crfifiif , 
ininsöov  und  öugeov  durch  die  Bewegung  von  atifAsloVy  yQamiii  j  Inlnidov, 
in  v£,  18  die  ungenaue  Verwendung  des  Wortes  m^oi^  durch  die  Athener  auch 
bei  mehr  als  2  Dingen  —  mit  dem  Unterschied  von  iiSQOfii^Ktjg  und  nQOfiiixfig 
nimmt  es  Philoponos  selbst  nicht  genau,  z.  B.  b,  12  und  15.  Qifi,7  —  in 
bj3,  9  die  angd  xQvaij  des  Homer  (II.  8,  25 — 26),  in  ^y  die  Weise  der  alten 
Musik  gegenüber  der  via  fiwaixij  angegeben  wird. 

Die  Arbeit  Hoche^s  selbst  giebt  in  der  prae/aiio  die  variae  lectiones 
zunächst  aus  4  Handschriften,  einer  von  Göttingen  (G),  einer  von  Hamburg 
(H)  und  zwei  aus  München  (fi  und  M);  den  Text,  den  die  Handschrift  in 
Zeitz  bietet,  will  Ho  che  bei  einer  anderen  Gelegenheit  mittheilen;  doch 
blieb  dieselbe  nicht  ganz  unberücksichtigt,  z.B. bei  [e]  und  X17,  1.  Belnif,  12 
findet  sich  auch  die  in  der  Ausgabe  des  Nikomachos  mit  5 bezeichnete 
Handschrift  aus  München,  und  es  wäre  gut,  wenn  die  Bedeutung  dieses  S 
kurz  beigefügt  wäre.   Am  Schluss  der  praefatio  werden  noch  einige  Stellen 
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des  I.  Buches  mitgetheilt,  in  welchen  M  von  G  und  /T  abweicht.  Dieses 
Voraasstellen  der  Lesarten  mag  bei  der  Herstellung  der  Arbeit  Vortheile 
bieten,  die  Benutzung  erschwert  es,  zumal  als  die  Anwendung  der  Klam- 
mern im  Text  zwar  eine  mannichfaltige  ist  und  bald  eine  Conjectur  oder 
einen  Zusatz  des  Herausgebers,  bald  eine  Stelle  bedeutet,  die  der  eine  oder  an- 
dere Codex  allein  hat,  oder  die  in  einer  Handschrift  fehlt  (vgl.  a,  8.23.  ig,  8. 
Ißy  11.  I17,  1.4.  Oft,  12.13),  aber  doch  nicht  alle  Stellen  umfasst,  an  denen 
eine  Verschiedenheit  der  Lesart  stattfindet.     Umgekehrt  vermisst  man  auf 

5.  U  die  Angabe,  wie  es  sich  mit  dem  [r^]  xy,  4  verhält. 

Der  Text,  dem  ein  sehr  dankenswerther  Index  nominum  für  den  ganzen 
Commentar  des  Philoponos  folgt,  ist  dadurch  bequem  zur  Benutzung 
eingerichtet,  dass  an  der  Seite  die  Kapitel  der  Arithmetik  des  Niko ma- 
chos angegeben  sind,  an  welche  Philoponos  anknüpft.  Ihn  auch  leicht 
lesbar  zu  machen,  hat  Hoche  sehr  grosse  Sorgfalt  angewendet  und  an  sehr 
vielen  Stellen  die  bei  Handschriften  unausbleiblichen  Uebelstände,  wie 
Lücken,  Verschreibungen  u.  ä.  verbessert.  Man  sehe  z.  B.  a,  8  [ro] ,  0,  20 
[rpiTTif],  M,  2.4.5  die  Ergänzungen.  Die  wenigen  Bemerkungen,  die 
Referent  hierüber  noch  zu  machen  hat,  sind  folgende.  ^,  3  muss  es  statt 
vnzni,xixaQToq  nach  Nikomachos  I,  18,  3  vnoxiiQttKXaaiog  heissen.  —  ly, 
11  ist  zwischen  iffiioUo^  und  ß  i^fiioklovg  eine  Lücke,  die  mit  xol  6  ^  xov  g* 
0  ovv  ö  auszufüllen  ist. ' —  »d,  4  stünde  wohl  vor  ovtcog  besser  noch  dtnldaiogf 
wenigstens  würde  dadurch  deutlicher,  wie  das  Eingeklammerte  ausfiel.  — 
ib.  6  ist  das  Komma  nach  ß  zu  tilgen.  —  la,  2.3  passt  tglyrnvoi  fiiv  dgi^fiol 
ylvovrai  und  iiSgiiasig  tovg  vqiydvovg  nicht  zusammen ;  letzteres  scheint  ein 
späterer  Zusatz  und  statt  kaußavofiivmv  scheint  lu^ßavoyiivov  zu  schreiben  zu 
sein.  Vergl.  xy,  19. —  Ißy  11  ist  i^üiovog  überflüssig,  da  xov  tcqo  avxov  nach- 
folgt. —  Ae,  2  ist  nach  ß^^  noch  8h  einzusetzen,  wenn  es  nicht  vielleicht 
hiess  iß  öi  ß°^.  —  Xtit  5.fij3,  7.12.18  vermisst  man  die  angedeuteten  Zahl- 
gmppen.  —  fty,  8  ist  vor  ft«'  avxov  noch  g®^  einzusetzen,  wie  in  der 
7.  Zeile  ß^^  steht.  —  fi^»  5  scheint  xrj  Swccfin  TQiyoivtp  eine  Unmög- 
lichkeit und  Tj  wegen  fiovdöi  oder  dvvofiM  für  ras  verschrieben.  —  fif,  3  ist 
wohl  ebenso  iSnoxiinhrig  wegen  des  nahen  ^ögag  verschrieben  statt  vno- 
xtifiivov.  —  ib.  5  ist  ilg^  welches  auch  in  M  fehlt,  überflüssig;    vergl.  in  der 

6.  Zeile  ctititlov  a,  —  fi{;,  22  ist  öiaavdan  für  diaaxdattg  zu  schreiben.  —  fiij, 
13  ist  vielleicht  unvollständig ,  da  ß^^  und  y^^  nicht  von  derselben  Zahlen- 
reihe gelten;  doch  findet  sich  eine  ähnliche  auffallende  Kürze  auch  ny^  4 
avxcci  yag  ^aav  vnsQOxal  für  avxfi  yaQ  ix  xmv  vntQOX&v  övvdyixai.  —  va,  0 
hätte  das  ß^^  des  cod.  M  nach  Kvßog  die  Aufnahme  verdient.  —  v/3,9  muss 
es  TfT^ayo)VQ> statt  tsr^tt^eovcov  heissen,  wie  in  der  Ausgabe  des  Nikoma- 
chos S.  100,  18.  Dort  scheint  aber  in  der  Zeile  17  zvl  vno  XQimv  weder 
nlivQmv  noch  yf^afifimv ,  sondern  yrnvitov  zu  ergänzen ,  was  sich  auch  aus 
dem  Vorhergehenden  am  leichtesten  ergiebt. —  vg,  13  scheint  statt  yll^  viel- 
mehr g  zu  schreiben.  —  ib.  26  könnte  in  den  Worten  iv  xtft  ^\<;  ^ « « .  v«^  ^v»^^ 
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eigenmächtige  Ergänzang  eines  Copisten  liegen.  Der  Schluss  scheint  ansa* 
deuten,  dass  d\g  y  g  vorhergeht,  was  H  hat. —  |a,  2  steht  unrichtig  T^isriatf^ov 
für  dtnldciov]  ^y,  3  ehenso  ig  für  it^  |g,  20  lor  für  ty. —  nß  könnte  eingeklam- 
mert sein,  da  CS  in  iT  fehlt  und  der  Inhalt  zu  dem,  was  Nikomachos 
sagt,  nicht  passt.  Statt  tov  iiiaov  ist  auch  wohl  ro  {ihov  zu  lesen.  —  xt 
wäre  hesser  nach  der  Gestalt  gegeben  worden,  die  es  in  ff  hat,  welche 
Handschrift  überhaupt  die  beste  zu  sein  scheint.  Die  Herbeiziehuog  der 
yccofter^ixij  avaXoyia   in   Zeile  4  und  5  ist  eine  höchst  müssige  Künstelei. 

—  nSf  19  ist  statt  in\  tdv  xtxQanXaaimv  xal  nevTanXaölcav  zu  schreiben  htt  6 
%a\  € ;  denn  es  sind,  wie  das  Folgende  zeigt,  4  und  5  Glieder  der  XQinlaciot 
gemeint.  —  ^,4  ist  nach  avdkoyog  s  beizufügen.  —  ba,  4  muss,  wenn  das 
Beispiel  rf^^  i  zum  Text  passen  soll,  vor  hi^ofiriKri  hegov  ausgefallen  sein. 

—  b^,  6  ist  für  auQm  wohl  higco  zu  schreiben.  —  QCt,  l  und  ^i^,  1  könnte 
vor  (nach)  ß  a  ausgefallen  sein.  —  q9,  1  ist  statt  jovxov  öi  6  ß  zu 
schreiben  rovrov  di  rov  ßy  pt(,  10  statt  TtQOöxfOQtjaH  KQoxtoQiJGBi,  ib.  11  statt 
va  x^,  da  zu  subtrahiren  ist.  —  px,  4  ist  htyov  überflüssig,  da  bIjis  in  der 
1.  Zeile  steht  und  im  22.  Kap.  Nikomachos  selbst  diese  3  Analogieü 
erwähnt.  —  Druckfehler,  die  einer  Verbesserung  bedürfen,  finden  sich 
ig,  2  g  statt  ig,  v,  1  avifxoa»,  statt  dvrjxooi,  |g,  13  d  statt  ^,  ib.  34  ödq)0(fo^ 
statt  didq>OQoit  n^  12  tavro  statt  toiJto,  na^  8  aa  statt  fcror,  b^,  1  g  statt  g,  pi,  23 
i%acrig  statt  ixdGxrig  (S.  33  Z.  3  v.  o.  ist  25  statt  20  zu  schreiben),  pilj,  35 
Toi7  ^  statt  ToiJ  g. 

Hiermit  sei  das  Buch  der  Beachtung  Aller,  die  es  mit  Nikomachos 
und  der  alten  Zahlentheorie  überhaupt  zu  thun  haben,  bestens  empfohlen, 
H.  Ho  che  aber  möge  weitere  Gelegenheit  haben,  dieser  Seite  der  Alter- 
thumskunde  seine  fördernden  Dienste  zu  leisten. 

Ansbach.  Friedlbin. 


Systematisch  geordnete  Aufgaben  zum  Unterricht  in  der  Buchstaben- 
rechnung und  Algebra  für  untere  und  mittlere  Klas- 
sen von  gelehrten  Schulen  und  für  den  Selbstunter- 
richt von  Bernhard  Giseke,  Rector  in  Erfurt.     Halle,  Druck 
und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.    1867. 
Der  Verfasser  genannten  Werkes  geht  von  der  Ansicht  aus,   dass  die 
gebräuchlichen  Aufgabensaramlungen  zu  schnell  zu  den  schweren  Aufgaben 
übergehen ,  die  nicht  hinlänglich  vorbereitet  seien  und  dass  überdies  in  der 
Lehre  von  den  Gleichungen  eine  Anordnung  der  Aufgaben  nach  bestimmten 
Rubriken  nicht  gebräuchlich  sei,  obgleich  eine  solche  wesentlich  dazu  bei- 
trage,  dem  Schüler  Sicherheit  in  der  Behandlung  einer  jeden  einzelnen 
Form  von  Gleichungen  zu  geben.     Der  Autor  bat  daher  die  Beispiele  cur 
AüflöauBg  der   Gleichungen    ersten   Grades    mit   einer    Unbekannten  so 
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gewählt,  dass  ein  gegliederter  Fortschritt  von  der  einfachsten  Form  der 
Gleichung  zur  complicirtesten  stattfindet  und  dieselben  wohl  geeignet  sind, 
selbst  in  vollen  Klassen  eine  möglichste  Sicherheit  in  der  Behandlung 
genannter  Gleichungen  zu  erzielen.  Auch  die  Wahl  der  Aufgaben  aus  der 
Buchstabenrechnung  ist  im  Ganzen  eine  treffliche.  Doch  kann  Referent 
nicht  umhin,  es  bedenklich  zu  finden,  dass  Potenzen  mit  negativen  Expo- 
nenten eingeführt  werden,  ehe  das  Wesen  derselben  erkannt  und  die  Ver- 
wandlung derselben  in  Potenzen  mit  positiven  Exponenten  hinlänglich  ein- 
geübt ist.  Ueberhaupt  scheint  Referenten  die  Wurzellehre  einigermassen 
stiefmütterlich  behandelt  zu  sein,  insofern,  als  sämmtliche  Sätze  über  die 
Wurzeln  aus  Producten,  Brüchen,  Potenzen  und  Wurzeln,  sowie  die  Poten- 
zen mit  gebrochenen  Exponenten  in  einem  Paragraphen  abgehandelt  und 
mit  nur  60  Beispielen  bedacht  sind.  Vielleicht  wäre  hierin,  sowie  in  der 
Potenzlehre,  derselbe  Umfang  von  Aufgaben  beizubehalten,  den  die 
betreffenden  Kapitel  in  Heis*  Sammlung  von  Aufgaben  etc.  haben.  Auch 
dürfte  sich  der  Verfasser  bewogen  finden,  in  der  nächsten  Auflage  ein 
Kapitel  über  das  Aufsuchen  des  gemeinschaftlichen  Divisors  und  des  gemein* 
schaftlichen  Dividuus  algebraischer  Ausdrücke  dem  Werkchen  einzufügen, 
da  die  Kenntniss  dieses  Verfahrens  in  den  Paragraphen  von  dem  Heben 
und  dem  Addiren  der  Brüche  vorausgesetzt  wird. 


Sammlung  von  Aufgaben  nnd  Beispielen  ans  der  algebraischen  oder 
rechnenden  Stereometrie  für  Gymnasien,  Real-  und 
höhere  Bürgerschulen,    Gewerb-,   Bau-  und  Militär- 
schulen U.S.  w.,    bearbeitet  und  herausgegeben  von  Albert 
DiLLiNO,    Dr.   phil.    und    Gymnasiallehrer    zu    Mühlhausen   in 
Thüringen.    Halle,  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.    1866. 
Die  Aufgabe  der  rechnenden  Stereometrie  besteht  bekanntlich  darin, 
die  Beziehungen  aufzusuchen,  die  der  Inhalt  der  Körper,  deren  Oberflächen, 
der  Inhalt  der  Flächen,  die   man  an  denselben  unterscheidet,  sowie  die 
Längenzahlen  der  Kanten  und  sonstigen  Linien ,  die  man  in  den  Körpern 
ziehen  kann,  unter  einander  haben.     Muss  sich  nun  der  Unterricht  in  der 
Stereometrie  in  den  meisten  Fällen  darauf  beschränken,  die  Hauptformeln 
in  Bezug  auf  den  körperlichen  Inhalt  und  die  Oberfläche  der  Körper  zu 
entwickeln  und  muss  sich  der  Lehrer  darauf  verlassen ,  dass  die  Schüler 
eine  hinlängliche  Geschicklichkeit  in  der  Algebra  erlangt  haben,  um  erfor- 
derlichen Falles  die  Transformationen  und  Eliminationen  an  den  gegebenen 
Formeln  auch  ohne  Hülfe  des  Lehrers  vornehmen  zu  können  und  sind  zahl- 
reiche Aufgaben  erforderlich,  um  die  Fertigkeit  der  Schüler  zu  erhöhen, 
genannte  Relationen  in  möglichst  einfacher  Form  zum  Ausdruck  zu  bringen, 
so   wird  gewiss  jeder  Lehrer  der    Mathematik  oben^enanxit.^%  W^\^^\sc^ 


V^^lmt^ndi^M  TOfi  m  ^mfatekgur  Farm  ^Pa^mnoe  Bi'rii—iii  m  Bcsa^  «■£ 
4*1  Pruaw«  dj«  Fv^IM^i^ed ^  dmsk  Wirbel,  d«n  Cj&iia:,  fi«  Pjnaiii«^ 
<l<ift  K0t%^  tiea  PjTMm'A^^t-  lad  den  E>f  «tempd  feueg  <&  K^eei  «wi  äi« 
Tli«n«,  «wi«  dia  T^^-n^mi^n  Kärp«r  gtoaMiMWigf  iwMl  fThift  wmd  mit 
em^r  Mlek«»  FilEe  tio  vi»bl^eväklsem  Bcüpiieiea  ■■■nhtf«  irt,  ^jhs  der 
Jj^hr^  teuf  »dlirere  Jahre  kinaas  eis«  Axswakl  creCcm  kias»  Itf  i 
K^<^T<«t  »st  fier  Beiiebrtakmm^  d«s  Sfio&s  vd  dmm  im  Wcike 
im  AI%emeTB«a  «mTentaiideii,  m  fiaaihC  er  ^«>dft  dem 
xa  <iriTfeB,  da«  e«  dem  AntAr  gef&Hes  mo^,  ib  der  zvckeB  Asflap  das 
P«MitAtt,  den  drei'  md  mekrkaBti^eii  Ria^.  da«  Ptimatoid  aad  das 
fliekrieitige  iebiefa]>^eackaitteaa  •cttkrechse  Piiima  einer  glfichem  Ba- 
kaadfa»^  za  amterwerfea  aad  aau«meiir  das  letitere,  als  ei  dea  paa- 
•eadaiea  Ueber^aag  sam  •ekirfahgeachaitteaea  seakxcckica  Cjliader  bildat. 
Dretdea«  Coanu  Jcm. 
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I. 

Euclid  und  sein  Jahrhundert. 

Mathematisch-historische    Skizze 
von 

Mobitz  Cantor. 


Der  erste  mathematische  Schriftsteller  Griechenlands,  dessen  Werke 
mehr  als  in  kärglich  überlieferten,  vielleicht  sogar  kritisch  bestreitbaren 
Brnchstticken  uns  vorliegen,  war  Enclid.  Seine  Blüthe  fällt  in  das 
Jahr  300  v.  Chr.  Geb.,  einen  für  die  Entwickelnngsgeschichte  der  Wis- 
senschaften so  merkwürdigen  Zeitpunkt,  dass  es  kaum  ein  historisches 
Werk  geben  dürfte,  welches  nicht  dort  einen  Abschnitt  machte,  welches 
nicht  die  Gründung  der  ersten  alexandrinischen  Schule  als  Markstein 
einer  neuen  Zeit  betrachtete. 

Oder  sollen  wir  lieber  sagen,  es  war  der  Abschluss  einer  alten  Zeit, 
der  hier  erfolgte?  Es  war  dieselbe  Erscheinung,  welche  vielfach  in  der 
Weltgeschichte  auftritt,  dass  nach  Perioden  grosser  Entdeckungen  und 
Erweiterungen  der  Wissenschaften  ein  Bedürfniss  sich  kundgiebt,  das 
n^u  Erworbene  zu  sammeln  und  zu  vereinigen,  zu  sichten  und  zum  Ge- 
meingut zu  machen,  Bibliotheken  und  Schulen  zu  gründen.  Alexandrien, 
die  Schöpfung  des  Welteroberers  aus  dem  vierten  Jahrhundert,  war  ganz 
geeignet,  einen  solchen  Markt-  und  Stapelplatz  der  Bildung  abzugeben. 
Seine  Lage  in  Egypten,  dem  Lande,  an  dessen  uralter  Kultur  auch  der 
skeptischste  Gelehrte  nicht  mehr  zweifelt,  aber  auch  dem  Lande,  welches 
durch  besondere  Gunst  des  Schicksals  nach  Alexander^s  Tode  dem 
geistig  hervorragendsten  unter  seinen  Feldherren,  Ptolemäus  Sohn  des 
Lagus,  zufiel,  trug  nicht  wenig  dazu  bei,  dorthin  Alle  zu  locken,  welche 
höhere  Bildungszwecke  verfolgten,  sei  es  nun  als  Lehrer  oder  als  Ler- 
nende. Man  hat  oft  gesagt,  die  Ptolemäer,  die  Freunde  und  Förderer 
des  Gelehrtenstandes,  gründeten  die  alexandrinische  Schule;  man  hätte 
mit    eben   so  vielem  Rechte  sagen   können,    die  Schule   zu  Alexandrien 

Zeilschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.    Suppl.  I.  \ 


*Mt0mui   ttui  sa^   UT  liä^^TTtmegmi^'u^    tfr  ?^« 
;i^%tm  w*»jmfi  jprm'^iak^^   -tnac.     XL    t^T  vanBBPibmcKa. 

|f*f*.   '<^w*   ^^ArtVr  Krtf A  <.    »wJi^T  iwt  I»y»  Jiar»  früiÄr  bsöoe.     Ai5- 
f«r»^A/<    %^^''%%  in4^,  «Uta  'i>ii^7  Irrthnm   «ea*  a   Mi  -»fzuniL  Se&ris3bRKife 

M»fU  71^1/«/^  miit%^\M\t  w«r(l«i>.  fa/ieii  »ck  nieks  Bit  Ai 
0nH%t^ti^.  V^n  »km  n^tmllth  rührt  «ile  k^kAnac«  Antwort  ker,  dan*  es  im 
4Af  JMiMi»^r*«t#k  k^n^m  ^^jK#n4^en  W^  fiir  Kön^e  gebe,  mit  wckkcr 
At  K/Vnii^  f't/4^rA4iM  l^ftjp  znjfr^htwifA^  der  über  die  SckwierigkciteB  de* 
r///f  ibrr«  ^iffi^^Pi^.hlA((^D#m  ^/AOjr^  kla^e  nnd  einfackere  Methoden  besä- 
Mpftit-hU',  Y^tKUi  nttM  KnfXidf.B  h^Ä  dieser  Gel^enkeit  nickt  gerade  sk 
f^mwtiuAUit*  \Uff\th^,^  $H9  wird  nns  dock  sein  Ckarakter'^)  mls  smnft  nnd 
k^t^/'ii^id^ri  b^nebri^bfti ,  rolI#;r  Woklwollcn  gegen  Jeden,  welcher  die 
Unih^mttiik  'AU  f^>rd#;rn  im  HUnde  war,  nnd  absicktlick  jede  Beg^nnng 
tuH    ftftwh.u  Kni/I^ckiingi;n    in   dem    Gebiete  seiner  Wissenschaft    Tcar- 

IiIa  Hnhrtdt^u  d«fN  KuclideN  warfen  trotz  dieser  selbst  auferlegten  Be- 
^«hrllrikfiff^  nt^hr  r^if'hbaHig,  da  er  natUrlicb  nicht  so  weit  ging,  irgend 
wiili'iiii  HHUii  /ji  fintfirdrllckefi,  weil  sie  schon  von  Anderen  bewiesen 
wonlftfi  wurfiff.  Im  (ifi^ittitlieilo  hat  gerade  dasjenige  euclidische  Werk 
diiff  wdlifitiM  ^r'^MNinii  KitiHiisN  auf  die  Mathematik  aller  Jahrhunderte 
iiHNKMtllft,  Iti  wulc^hfitii  t^r  am  meisten  von  andern  Schriftstellern  als  ab- 
hMtiKlf(  nU'U  itrwuUl,  dio  Nogenaiinten  Elemente,  ötOLXsta,  Hier  mag 
doMuhfillf  MiiMlIchNl  ultio  Inhnltsanzoigo  gerade  dieses  Werkes  folgen;  so- 
dmiii  »dlt  t\tu'  /wnc^k  untersucht  werden,  zn  welchem  es  geschrieben 
WMhliM  Im  ili'lMnr  Mnte  mag  die  Form  des  Werkes  uns  beschäftigen. 

lM«r  hihnit    dnr    in    dreizehn   Bücher    zerfallenden  Elemente^)    des 
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Euclides  ist  im  Allgemeinen  angegeben,  wenn  wir  sagen,  man  müsse  in 
ihnen  vier  Haupttheile  unterscheiden.  Erstens  behandeln  sie  Raum- 
gebilde,  welche  in  einer  Ebene  gezeichnet  sind  und  das  Verhältniss 
ihrer  gegenseitigen  Grösse,  die  theils  gleich,  theils  ungleich  ist.  Im  er- 
steren  Falle  genügt  der  Nachweis  der  Identität,  im  letzteren  verlangt 
man  noch  etwas  mehr:  man  will  die  Ungleichheit  messen.  Dazu  aber 
dient  die  Zahl,  das  Maass  einer  jeden  Grösse,  und  folglich  wird  es  Be- 
dürfniss,  Untersuchungen  über  die  Zahl  anzustellen.  Damit  ist  der 
zweite  Haupttheil  des  hier  besprochenen  Werkes  geschildert.  Die  voll- 
ständig bestimmte  Zahl  reicht  indessen  nicht  aus,  um  alle  Grössen  zu 
messen,  welche  der  geometrischen  Betrachtung  unterworfen  werden.  Es 
giebt  vielmehr  Raumgebilde,  seien  es  nun  Längen  oder  Flächen,  welche 
mit  der  Grösseneinheit  derselben  Art  kein  genau  angebbares  gemein- 
sames Maass  besitzen,  ohne  dass  sie  desshalb  aufhören,  selbst  Grössen 
zu  sein.  Man  nennt  sie  nur  im  Gegensatze  zu  dem  genau  Messbaren 
mit  der  Einheit  incommensurabel.  Die  Betrachtung  solcher  Incommen- 
surabilitäten  ist  somit  unerlässlich ,  sie  bildet  den  dritten  Haupttheil 
des  Ganzen.  Endlich  im  vierten  Theile  verlässt  die  Betrachtung  das 
bisher  eingehaltene  Feld  der  Zeichnungsebene ,  die  Verhältnisse  des  all- 
gemeinen Raumes  werden  untersucht,  die  gegenseitige  Lage  und  Grösse 
von  Flächen  und  Körpern  werden  besprochen. 

Das  ist  freilich  nur  der  gan^  allgemeine  Inhalt  des  Werkes,  und 
es  dürfte  sich  empfehlen,  noch  etwas  näher  auf  die  Einzelnheiten  ein- 
zugehen. Im  1.  Buche  handelt  Euclides  von  den  Grundbestandtheilen 
gradliniger  Figuren  in  der  Ebene,  von  geraden  Linien,  welche  sich  ent- 
weder schneiden  und  mit  einer  dritten  Linie  ein  Dreieck  bilden.  Über 
dessen  Bestimmtheit  durch  gewisse  Stücke  zugleich  gesprochen  wird  — 
Congruenz  der  Dreiecke  —  oder  welche  sich  nicht  treffen,  so  weit 
man  sie  verlängert  —  Parallellinien.  Um  mit  Hülfe  von  Parallel- 
linien eine  Figur  zu  erzielen,  bedarf  es  zweier  schneidenden  Graden, 
und  so  entsteht  das  Viereck,  insbesondere  das  Parallelogramm,  so- 
fern die  Schneidenden  selbst  unter  sich  parallel  sind.  Die  Eigenschaften 
der  Parallelogramme  vereinigt  mit  denen  der  Dreiecke  führen  zum  Be- 
gritle  von  Figuren,  welche  an  und  für  sich  identisch  sind,  aber  nicht  in 
identischer  Weise  zur  gegenseitigen  Deckung  gebracht  werden  können 
—  Gleichheit  von  nichtcongruenten  Flächenräumen.  Bei 
solchen  Flächen  kommt  es  darauf  an,  die  identischen  Theile  abzuson« 
dem,  in  anderer  Weise  zusammenzufügen,  und  so  lehrt  der  45.  Satz 
die  Verwandlung  jeder  geradlinigen  Figur  in  ein  Parallele* 
gramm  von  gegebenen  Winkeln,  bis  im  47.  und  48.  Satze  das 
Buch  mit  dem  interessantesten  Falle  einer  derartigen  Umwandlung,  mit 
dem  pythagoräischen  Lehrsatze  und  dessen  Umkehrung,  abschliesst.  Das 
2.  Buch   ist  gewissermassen   ein  Zusatz  zu   dem  pytli«%<^\^&^&OcL^\£L  \j5S<e^- 


Emeürii  Tod  xin.  Jaftrhrniii-gt, 


UittiiUtdutn  in  «i«iL  Tency«d€ZLiCcii  Co 
dbefli  *b  I>äEiemiLZ  i^t^Mzt.  bu  asek  wieder  eise 
Av  AsfjgBbe  fTf»%c.  «ia  jeder  ;egebea<a  grAdÜMimi^em  Fig«r 
gleieke.«  i^vadrat  zv  besekreibeo,  Zo^Iekk  lat  dbgr  diocs  B«^ 
ene  ssdiere  AoffaMon^  za.  vekbe  mh  der  dippcken  Bed«atBBg  da 
fijtiM|$«>r&ebeB  ädtzes  m  Verbind«!!^  s&ebs.  Er  m  bekaamüick  nicbl 
Um0  ein  geometrisebeT  Satz:  er  «^  nicbs  bbMS  sas. 
FlicbenzSnaK  Ton  besonderer  Bescbafenbeic  ^ebe, 
dritte»  i^Vneb  «md*  Er  ijR  eben504ebT  luid  vobl  ekronolo^ock  IMber^) 
sablentbe^nedfcker  Natur:  er  U«st  in  dieier  Anffa««!^  erkeuiCB,  wie 
c#  zwei  Zablen  bestimmter  Art  gebe,  velcbe  ab  Ssmme  eine  dritte 
Znbl  liefern  T«m  gi^her  Art  «i«  die  beiden  Po«teit.  Audi  mb  Zn- 
i«tz  znn  fTthagovüscben  Lehrsätze  in  diesem  Sinne  knnn  omb  das 
2«  Bmth  betnditen:  es  lebit  alsdann  die  Becbnnn^.  insbesondere 
die  Xnltiplieation,  mit  additir  nnd  sabtractiT  zasmiBBen' 
gesetzten  Zahlen.  Das  3.  Bneh  vendet  sich  zn  der  einxi^en  knm- 
men  Linie,  welche  der  Behandlnng  nnterzogv'n  wird,  nm  Kreise  nnd 
m  den  Sitzen,  welche  anf  Berühning  zweier  Kreise  oder  eine«  Kreisef 
md  einer  inenden  Linie  sich  beziehen.  Alsdann  folgen  Betraditaiigca 
Aber  die  Grosse  Ton  Winkeln  nnd  mit  denselben  irgendwie  in  Ter- 
UnJung  stehenden  KrHsabschnitten.  Endlich  schliesst  das  Bocb  mit  den 
einzeln  betrachteten  Fällen  zweier  Linien,  die  sich  gegenseitig 
nnd  ebenso  einen  Kreis  schneiden  nnd  ans  deren  Abschnitten 
gewisse  Rechtecke  zusammengesetzt  werden,  welche  Flachengleichheit 
besitzen»  Der  Schaler  wird  nnn  im  4.  Bnche  weiter  mit  den  Figuren 
bekannt  gemacht,  welche  entstehen,  wenn  mehr  als  zwei  gerade  Linien 
mit  dem  Kreise  in  Verbindung  treten.  Er  lernt  die  in  nnd  nm  den 
Kreis  beschriebenen  Vielecke,  insbesondere  die  regelmässigen 
Vielecke  kennen. 

Damit  ist  Tom  euclidischen  Standpunkte  mit  dem  B^riffe  der 
Gleichheit  ron  Linien  und  Flächenriiumen ,  der  einzigen  bisher  ange- 
wandten Grundlage,  das  letzte  Ziel  erreicht.  Wie  ich  schon  oben  all- 
gemein andeutete,  kommt  nun  die  Ungleichheit  in  Betracht,  insofern  sie 
gemessen  werden  kann,  und  zwar  ist  diese  Messung  eine  zwiefache :  eine 
geometrische  und  eine  arithmetische,  wie  wir  etwa  sagen  könnten. 
Beide  beruhen  auf  der  Lehre  von  den  Proportionen,  welche  dess- 
halb  auch  im  5.  Buche  an  dem  Sinnbilde  gerader  Linien  in  ToUstandig- 
ster  Ausführlichkeit  dargelegt  wird.  Vielleicht  ist  diese  Versinnlichnng 
absichtlich  gewählt  worden,  um  eben  schon  hier  die  Doppelrolle  anzu- 
deuten, welche  die  Proportionenlehre  in  der  Folge  spielen  soll.  Die  im 
Verhältnisse  aufgefassten    Grössen   sind    als   Linien  gezeichnet,   damit 

eine  Grundlage   für    die  Betrachtungen   besitze,   nnd   damit   es  ein 
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Bekanntes  sei,  wenn  künftig  von  einem  Verbfiltnisse  gegebener  Linien 
die  Rode  ist.  Die  Linien  sind  aber  nur  nebeneinander  gezeicbnet, 
ebne  in  Verbindung  zn  stoben,  obne  Figuren  zn  bilden,  damit  man  ein- 
sebe,  wie  es  sieb  bier  am  Allgemeineres  bandle,  als  am  die  Vergleicbung 
geometriscber  Gebilde.  Erst  das  6.  Bacb  entbfilt  die  speciell  geometri- 
seben  Anwendungen,  insbesondere  die  Lebre  von  der  Aebnlicbkeit 
und  von  deren  Benutzung,  um  jetzt  rückwärts  Verbältnisse  in  geome- 
triscben  Figuren  zur  Anscbauung  zu  bringen,  nacbdem  vorber  die  Tbeorie 
der  Aebnlicbkeit  aus  der  Verbältnisslebre  bervorgegangen.  Das  7.,  8. 
und  9.  Bucb  bescbäftigen  sieb  mit  der  Lebre  von  denZablen.  Der 
näcbste  Zweck  dabei  ist,  wie  icb  vorbin  micb  ausdrückte,  das  aritbme- 
tiscbe  Messen  der  Ungleicbbeit,  also  die  Folgerungen  aus  der  Propor- 
tionenlebre,  welcbe  an  Zahlengrössen  bervortreten.  Allein  damit  ver- 
bindet £uclid ,  vielleicbt  weil  nirgend  eine  passendere  Gelegenbeit  sieb 
bieten  wird,  eine  Zusammenstellung  aller  ibm  bekannten  Eigenschaften 
der  Zablen;  Recbnungsoperationen  mit  denselben  bat  er,  wie  wir  uns 
erinnern,  scbon  im  2.  Bucbe  ausführen  lassen.  Das  7.  Bucb  beginnt 
mit  der  Unterscheidung  von  tbeiler fremden  Zablen  und  solchen, 
welcbe  ein  gemeinsames  Maass  besitzen,  und  mit  der  Auffindung- 
dieses  letzteren.  Dann  ist  von  Zahlen  die  Rede,  welche  dieselben  Theile 
anderer  Zablen  sind ,  wie  wieder  andere  von  vierten,  und  damit  ist  also 
die  Zahlenproportion  eingeführt.  Abgesehen  von  den  vielen  neuen 
l*roportionen,  welche  in  der  mannigfaltigsten  Weise  aus  der  erstgegebe- 
nen abgeleitet  werden,  fahrt  der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Produkte 
der  inneren  und  der  äusseren  Glieder  einer  Proportion  auf  die  Theil- 
barkeit  eines  solchen  Produktes  durch  einen  der  Factoren  des  anderen 
Produktes  und  zur  Tbeilbarkeit  überhaupt.  Der  Rückweg  zur  Unter- 
suchung theilerfremder  Zahlen  ist  damit  gewonnen,  und  den  Scbluss 
des  Buches  bildet  die  Auffindung  des  kleinsten  gemeinsamen  Di- 
viduums  gegebener  Zahlen.  Das  8.  Buch  setzt  die  Lehre  von  den 
IVoportionen  fort,  indem  es  zu  Gliedern  der  Proportion  solche  Zablen 
wählt,  welche  selbst  Produkte  sind  und  zwar  zum  Theil  Produkte  aus 
gleichen  Factoren.  An  die  früheren  geometrischen  Lehren  erinnern 
eben  noch  die  Benennungen,  welche  in  diesem  Buche  zur  Anwendung 
gelangen:  die  Wörter  Flächenzablen  (Produkt  zweier  Zahlen,  weil 
die  Fläche  einer  Figur  durch  ein  solches  Produkt  gefunden  wird),  Kör- 
p erzählen  (aus  ähnlichem,  den  geometrischen  Entwickelungen  freilich 
vorgreifendem  Grande  das  Produkt  dreier  Zahlen),  Quadratzablen 
und  Cubikzablen.  Das  9.  Buch  setzt  gleichfalls  denselben  Gegen- 
stand fort,  geht  indessen  dadurch  wieder  zu  anderweitigen  Betrachtungen 
über,  dass  es  besondere  Rücksicht  auf  etwa  in  einer  Proportion  vor- 
kommende Primzahlen  nimmt.  Bei  dieser  Gelegenheit  wird  nämlich 
ziemlich   ausser  allem  Zusammenhange  als  20.  Satz  b^^\A^^\2L>  ^ami  ^» 


Enclid  aibd  usa  JmkrfaTUfad<?rt. 


«•eftdiiek  Tiele  Primzaklea  ^ebe.  «der  ▼JpJMfkf,  im  der  Begriff 
de«  UBemdHdkMi  ent  viei  tpöser  ia  der  Ifirhe— filr  «■fkritt^  das  die 
Meai^e  der  PrnuahleB  prMier  bc  ak  j^e  ^efekene  Meap  dfeneftea. 
Sück  weaifffT  Zfnamm^nkaiitr  ii<  tos  dem  d>.  Satxe  sa  dcB  ika  Fei- 
geadem  vakraekabar.  Xaackeriei  Ei^nuckaftea  gjidei  «ad  «apader 
Zttklea,  Toa  derea  Saauaea  aad  derea  Prodaktea  vetdca  eiaiteit,  kit 
der  39.  äasz  die  damniraar  der  ^eonetrisckea  Beike  lekrt  aad 
aaf  diejeaige  gc^MBetrüeke  Reihe  maprveadet.  vekke  to«  der  Kakfit 
kcf^aaead  jedes  Glied  rerdoppeh.  eadbtk  im  3*».  Saue  wieder  xa  den 
Primzaklea  xarackfahit  aad  §o  das  Bevamueia  errc^  wie  Eadides  ket 
»ckeiabarem  Abspriarea  roa  aeiaem  Tkema  es  Lanier  uaicuScki  ia 
Aaire  behalt.  Jeaer  36.  s»u  ^ebc  aimlich  an.  die  Saauae  der  Beike 
1+2  +  4  +  ^  +  ...  sei  mitonter  eine  PrimxakL  Dieaea  tritt  x.  B. 
eia,  weaa  die  Beike  aas  2.  aas  3.  aas  5  Gliedera  bcstekt.  Werde  diese 
die  Saanae  darstelleade  Primzahl  aiit  dem  letzten  ia  Betraekt  geaogcaea 
GHede  der  Beike  Terrielfaeht,  fo  entsteke  eine  Tolikommene  Zakl, 
JL  k.  eine  Zakl,  welcke  der  Samme  aller  ikrpr  Tkeiler  gieick  ist. 

Im  10.  Baeke  ist  der  dritte  Hanptthefl  des  eaelidiseken  Werkes  be- 
bändelt,  die  Lekre  Ton  den  Ineommensnrabeln.  Es  begiaat  aut 
einem  Satze,  dessen  Wiekti^eit  weit  grösser  ist«  als  maa  beim  erst- 
maligea  Hdren  glaoben  solhe;  denn  er  bildet  die  Gnmdlsge  einer  gaazca 
Tkeme,  welehe  unter  dem  Namen  der  Exkanstionsmetkode  bekannt 
geworden  ist  nnd  welche  den  Ahen  das  ersetzte,  was  for  die  moderne 
Mathematik  in  aosgedehnterem  nnd  Tollendeterem  Msasse  der  sogenanate 
Infinitesimalcalcnl  zn  leisten  hat.  Der  Salz  lantet  so:  ..Sind  zwei  an- 
gleiche Grössen  gegeben  nnd  nimmt  man  von  der  grösserea  mehr  als 
die  Hülfte  weg,  tob  dem  Reste  wieder  mehr  als  die  Hälfte  nnd  so  im- 
mer fort,  so  kommt  man  irgend  einmal  zn  einem  Reste,  welcher  kleiner 
ist  als  die  gegebene  kleinere  Grösse."  In  Worten  der  neueren  Mathe- 
matik würde  man  vielleicht  lieber  sagen,  es  gebe  keine  noch  so  unend- 
lich kleine  Grösse,  nnter  deren  Werth  man  nicht  dorch  fortgesetzte 
Halbimng  einer  gegebenen  Grösse  gelangen  könne,  welche  also  nicht 
als  Grenze  eines  immerwährenden  Abnehmens  des  Gegebenen  sich  dar- 
stellen Hesse.  In  dieser  Ausspruchs  weise  tritt  alsdann  zur  Genüge  die 
grosse  Bedeutung  des  Satzes  hervor.  Euclid  freilich  giebt  zunächst  keine 
Veranlassung,  solche  Betrachtungen  anzustellen.  Bei  ihm  befindet  sich 
der  Satz  zwar  an  der  Spitze  des  10.  Buches,  aber  ohne  dass  das  zu- 
nächst Folgende  mit  ihm  in  Verbindung  stände;  sogar  ohne  die  Folge- 
rung, welche  man  vor  allen  Dingen  erwarten  sollte,  dass,  wenn  zwei 
Grössen  incommensurabel  sind,  man  immer  ein  der  ersten  Grösse  Com- 
mensurables  bilden  könne,  welches  von  der  zweiten  Grösse  sich  um  be- 
liebig Weniges  unterscheide.  Statt  dessen  sind  zwar  geistvolle,  aber 
doch  nach   unseren  Begriffen  maasslos  weitläufige  Untersuchungen   da- 
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ruber  angestellt,  unter  welchen  Voraussetzungen  Grössen  sich  wie  gege- 
bene Zahlen  verhalten,  also  commensnrabel  sind,  und  unter  welchen 
Voraussetzungen  keine  solche  Zahlen  sich  finden  lassen,  die  Grössen 
also  incommensurabel  sind.  Als  specielle  Fälle  des  Commensurabeln 
und  des  Incommensurabeln  erkennt  die  neuere  Mathematik  bekanntlich 
das  Rationale  und  Irrationale  an,  letzteres  eine  Grösse,  welche 
zwar  nicht  unmittelbar  durch  die  Einheit  genau  gemessen  werden  kann, 
aber  doch  durch  eine  endliche  Zahl  von  einfachen  Operationen  zu  einem 
Rationalen  führt.  Auch  die  Griechen  haben  ähnliche  Begri£fe,  wiewohl 
in  der  euclidischen  Darstellung  noch  einigermaassen  von  den  soeben  er- 
klärten abweichend.  Sein  Rationales,  qt^cov^  umfasst  nämlich  ausser  den 
der  Einheit  unmittelbar  commensurabeln  Grössen  auch  noch  die  ein- 
fachen Quadratwurzeln  ^6r,  welche  demnach  aus  dem  Begriffe  des 
Irrationalen,  äXoyoVj  auszuschliessen  sind.  Für  die  verschiedenen  Gat- 
tungen des  Irrationalen,  je  nachdem  Wurzelgrössen  durch  Addition, 
Subtraction  u.  s.  w.  mit  einander  verbunden  sind,  kennt  Euclides  man- 
nigfache Namen,  bei  deren  im  Ganzen  unwichtiger  Aufzählung  wir  uns 
jetzt  nicht  aufhalten  wollen.  Auch  für  den  Inhalt  der  Sätze  des 
10.  Buches  genüge  die  obige  kurze  Andeutung,  und  nur  zwei  Sätze 
sollen  besonders  hervorgehoben  werden:  der  erste  Lehrsatz,  welcher  auf 
den  29.  Satz  folgt  und  welcher  mit  der  arithmetischen  Auffassung  des 
pythogoräischen  Lehrsatzes  eng  verknüpft  die  Aufgabe  enthält,  zwei 
Quadratzahlen  zu  finden,  deren  Summe  wieder  eine  Quadratzahl  sei; 
ferner  der  letzte  Satz  des  Buches,  welcher  beweist,  dass  Seite  und  Dia- 
gonale des  Quadrates  nothwendiger  Weise  incommensurabel  zu  einander 
sein  müssen,  widrigenfalls  Grades  und  Ungrades  einander  gleich  wären. 
Nesselmann,  einer  der  genauesten  Kenner  griechischer  Mathematik,  hat 
daraus,  dass  dieser  Satz  anhangweise  beigefügt  ist,  die  Vermuthung  ge- 
schöpft, er  sei  vielleicht  gar  nicht  eudidisch,  sondern  Zugabe  eines  spä- 
teren Bearbeiters.^)  Ich  kann  dieser  Meinung  nicht  beistimmen.  Ich 
bin  vielmehr  der  Ansicht,  auch  hier  benutzte  Euclid  eine  mehr  oder 
weniger  passende  Gelegenheit,  um  einen  Lehrsatz  von  sonstiger  Bedeu- 
tung, der  aber  an  keiner  andern  Stelle  eingeschaltet  werden  kann,  bei- 
läufig zu  behandeln.  Die  Bedeutung  des  Satzes  von  der  Diagonale  des 
Quadrats  findet  sich  aber  darin,  dass  er  mit  Andeutung  des  hier  von 
Euclid  ausführlich  gelieferten  Beweisverfahrens  bei  Aristoteles  vor- 
kommt. ') 

Ich  habe  noch  von  dem  letzten  Haupttheile  der  euclidischen  Ele- 
mente zu  reden,  von  der  in  dem  11.,  12.  und  13.  Buche  enthaltenen 
Stereometrie.  Im  11.  Buche  beginnt  diese  Lehre  genau  in  der 
Weise,  wie  sie  auch  heute  noch  behandelt  zu  werden  pflegt,  mit  den 
Sätzen,  welche  auf  parallele  und  senkrechte  gerade  Linien  und 
Ebenen  sich  beziehen,  woran  Untersuchungen  übet  'EI^V^'Gl  ^v^  v^^^aa««^. 


Eiu'lid  und  sein  Jahrhundert. 


Alsdann  wendet  sich  der  Verfasser  zu  einem  besonderen  Köiper,  dem 
Parallelopipedon,  und  geht  nur  in  dem  letzten  Satze  des  Baehes 
zu  dem  allgemeineren  Begrifife  des  Prismas  über.  Das  12.  Buch  ent- 
hält die  Lehre  von  dem  Maasse  des  körperlichen  Inhaltes  der 
Pyramide,  des  Prismas,  des  Kegels,  des  Cylinders  nnd  endlieh  der 
Kugel.  Eine  eigentliche  Berechnung  dieses  Körperinhaltes  findet  aller- 
dings nicht  statt,  sicherlich  nicht  bei  den  Körpern,  zu  deren  Bildung 
der  Kreis  mit  beiträgt,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil 
Euclid  die  Ausmessung  des  Kreises  selbst  noch  nicht  ver- 
steht. Er  zeigt  in  diesem  12.  Buche,  dass  Kreise  wie  die  Quadrate 
ihrer  Durchmesser  sich  verhalten;  er  zeigt  auch,  dass  wie  die  Pyramide 
der  dritte  Theil  des  Prismas  von  gleicher  Höhe  und  Grundfläche  ist,  ein 
ganz  gleichlautender  Satz  für  Kegel  und  Cylinder  stattfindet,  beides 
Sätze,  welche  von  Eudoxus,  dem  Schüler  Plato's,  herrühren;^  er 
schliesst  mit  dem  Satze,  dass  Kugeln  im  dreifachen  Verhältnisse  ihrer 
Durchmesser  stehen.  Allein  weiter  kann  er  in  die  Kenntniss  des  kör- 
perlichen Inhaltes  nicht  eindringen.  Das  hauptsächliche  Interesse,  wel- 
ches sich  an  dieses  12.  Buch  knüpft,  besteht  darin,  dass  hier  zuerst 
Anwendungen  der  Exhaustionsmethode  gemacht  werden,  welche, 
wie  wir  sahen,  schon  im  ersten  Satze  des  10.  Buches  angebahnt  wurden. 
Der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  der  Methode  wegen  möge  hier 
der  erste  Satz,  welcher  durch  Exhaustion  bewiesen  wird,  noch  näher 
erörtert  werden,  der  Satz  nämlich,  dass  Kreise  wie  die  Quadrate 
ihrer  Durchmesser  sich  verhalten.  Zur  Abkürzung  erlauben  wir 
uns  bei  diesem  Referate  moderne  Bezeichnungen  zu  benutzen.  Als  be- 
reits bekannt  vorauszusetzen  ist  der  Satz,  dass  ähnliche,  in  zwei  Kreise 
eingeschriebene  Vielecke  sich  wie  die  Quadrate  der  Durchmesser  ver- 
halten. Heissen  nun  die  beiden  Kreisflächen  K^ ,  K^  und  deren  Durch- 
messer rf,,  d^y  so  ist  entweder  in  der  That  A^ji^Tj  =  ^i^  •  ^2^»  ^^®'  diese 
Proportion  findet  nicht  statt,  d.  h.  einer  der  beiden  Kreise  besitzt  eine 
zu  grosse  Oberfläche,  als  dass  sie  in  diese  Proportion  sich  einfügte. 
Diese  zu  grosse  Kreisfläche  sei  K^t  so  wird  sicherlich  eine  kleinere 
Oberfläche  0  existiren,  für  welche  K^:  0  =^  d^*^  :  d^^  und  es  ist  somit 
unmöglich,  dass  ein  Flächenraum,  welcher  kleiner  ist  als  A^^,  sich  in  eben 
diesem  Verhältnisse  {^d^  i  di^)  zu  einem  Flächenraume  befinde,  der 
grösser  ist  als  0,  Gleichwohl  lässt  sich  die  Existenz  eines  solchen  un- 
möglichen Verhältnisses  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nach- 
weisen und  damit  die  Unzulässlichkeit  der  Voraussetzung  selbst,  als 
sei  nicht  K^\  K^^=^  d^ :  d^^*  Denn  man  kann ,  so  klein  auch  der 
Unterschied  von  K^  und  0  sein  mag,  immer  irgend  ein  Vieleck 
in  K^  beschreiben,  welches  der  Kreisfläche  noch  näher  kommt,  also 
grösser  ist  als  0.  Das  diesem  Vielecke  ähnliche  Vieleck  in  K^  be- 
schrieben   ist   dagegen  kleiner  als  A^|,    und  doch  verhalten  sich   diese 
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beiden  Vielecke  wie  d^  :  d^.  Alles  kommt  daher  darauf  an ,  dass 
man  zeige,  wie  es  ein  in  K^  beschriebenes  Vieleck  gebe,  dessen 
Flächeninhalt  0  übertreffe,  und  hierzu  dient  die  Exhaustionsmethode. 
Ein  dem  Kreise  umschriebenes  Quadrat  ist  nämlich  offenbar  grösser, 
als  der  Kreis  und  zugleich  genau  doppelt  so  gross,  als  das  dem 
Kreise  einbeschriebene  Quadrat.  Mithin  ist  Letzteres  grösser  als  die 
halbe  Kreisfläche,  oder  unterscheidet  sich  von  der  Kreisfläche  um 
weniger  als  deren  Hälfte.  Wird  in  jedem  der  vier  diesen  Unterschied 
bildenden  Kreisabschnitte  der  Bogen  halbirt  und  mit  dem  Halbirungs- 
punkte  und  den  Endpunkten  als  Spitzen  ein  Dreieck  gebildet,  so  ist 
dieses  die  Hälfte  eines  Rechteckes,  innerhalb  welches  der  Kreisabschnitt 
eingeschlossen  liegt,  also  grösser  als  die  Hälfte  des  Abschnittes.  Das 
entstandene  Achteck  unterscheidet  sich  somit  von  dem  Kreise  um  weniger 
als  den  vierten  Theil  desselben.  Ebenso  wird  zu  zeigen  sein,  dass  das 
Sechszehneck  einen  geringeren  Unterschied  als  Vg  der  Kreisfläche  liefere 
u.  8.  w.  Bei  jedesmaliger  Verdoppelung  der  Seitenzahl  des  Vielecks 
wird  der  Flächenunterschied  desselben  gegen  den  Kreis  mehr  als  nur 
halbirt,  und  schon  immerwährende  Halbirung  erreicht  nach  dem  Satze 
der  Ezhaustion  jede  beliebige  Grenze  der  Kleinheit.  Es  ist  also  damit 
sicher  gestellt,  das  endlich  ein  Vieleck  erscheinen  muss,  dessen  Fläche 
von  der  des  Kreises  sich  weniger  unterscheidet,  als  0  von  demselben 
Kreise  verschieden  ist.  Das  13.  Buch  endlich  kehrt  zu  einem  Gegen- 
stande zurück,  dem  das  4.  Buch  theilweise  gewidmet  war.  Es  handelt 
von  den  regelmässigen  einem  Kreise  eingeschriebenen  Viel- 
ecken, insbesondere  von  den  Fünfecken  und  Dreiecken.  Dann 
aber  benutzt  es  diese  Figuren  als  Seitenflächen  von  Körpern, 
welche  in  eine  Kugel  eingeschrieben  werden,  und  schliesst  mit  der  wich- 
tigen Bemerkung,  dass  es  keine  weiteren  regelmässigen  Körper 
geben  könne,  als  die  fünf  zuletzt  erwähnten,  nämlich  das  Tetraeder, 
das  Octaeder  und  das  Icosaeder,  die  von  Dreiecken  begrenzt  sind,  der 
Würfel,  dessen  Seitenflächen  Quadrate  sind,  und  das  Dodecaeder,  welches 
von  Fünfecken  eingeschlossen  ist. 

So  der  Inhalt  eines  der  merkwürdigsten  mathematischen  Werke, 
welche  überhaupt  jemals  geschrieben  wurden.  Ich  habe  als  nächste  Auf- 
gabe mir  gestellt,  über  den  Zweck  des  Werkes  Einiges  zu  sagen.  Man 
findet  nicht  selten  die  Meinung  ausgesprochen,  Zweck  des  ganzen  Wer- 
kes sei  jener  letzte  Lehrsatz  von  der  Unmöglichkeit  anderer  regelmässiger 
Körper  als  der  bekannten  fünf;  Euclides  habe,  um  diesen  Satz  festzu- 
stellen, die  13  Bücher  Elemente  geschrieben.  Wer  den  Inhalt,  auch  nur 
in  unserem  Auszuge,  sich  näher  ansieht,  wird  keinen  Augenblick  länger 
bei  dieser  Meinung  verharren.  So  vielen  Scharfsinn,  so  reiche  Kennt- 
nisse, so  grosse  Mühe  wendet  man  nicht  auf,  um  schliesslich  ein  doch 
nur  geringfügiges  Ergebniss  zu  erzielen.    "Nwä^  iLÄt'Ä«^«»  ^«i^  X^SoK.^^ 
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Satzes  ist  nicht  der  Zweck  des  Werkes;  nur  die  künstlerisch  voüendete 
Gliederung  machte  es  möglich,  dass  das  Werk  in  dem  einen  Gipfel- 
punkte abschloss,  aber  Zweck  sind  die  13  Bücher  der  Elemente 
sich  selbst.  Das  soll  keine  blosse  Redensart  sein.  Mitunter  sagt  man 
freilich  von  einer  Einrichtung,  von  einem  Ereignisse,  welche  man  nach 
Zwecken  erklären  will  und  wofür  man  keinen  einleuchtenden  Zielpunkt 
findet,  die  Sache  sei  sich  selbst  Zweck.  Hier  ist  das  nicht  so  gemeint. 
Euclides  beabsichtigte  mit  seinen  Elementen  eine  encyclopädische 
Uebersicht  derjenigen  Theile  der  Mathematik,  welche  in 
den  folgenden  Theilen  der  Wissenschaft  zur  Geltung  kom- 
men,^) also  wirklich  Elemente  von  Wissenszweigen  sind.  Und  Euclides 
war  nicht  der  Erste,  welcher  ein  solches  Elementarwerk  in  dem  oben 
erörterten  Sinne  verfasste.  Schon  vor  ihm  traten  Elementenschreiber 
auf,  deren  Namen  uns  der  Commentator  des  euclidischen  Werkes  auf- 
bewahrt hat.  ^^)  Hippokrates  von  Chios,  Leon,  Theudios 
von  Magnesia,  Hermotimos  von  Kolophon  werden  uns  genannt, 
deren  Erster  um  das  Jahr  450,  also  anderthalb  Jahrhunderte  vor  Eu- 
clides lebte.  Diese  positive  Thatsache,  welche  mich  nöthigt,  wenigstens 
beiläufig  auch  älterer  Zeiten  zu  gedenken  als  dieser  Untersuchung  als 
Ueberschrift  dient,  steht  in  vollendetem  Einklänge  mit  der  Ueberlegung, 
dass  ein  Werk  wie  die  euclidischen  Elemente  unmöglich  an  dem  An- 
fange einer  Entwickelungsphase  entstanden  sein  kann.  Die  Fabel  von 
der  gewa£fnet  aus  der  Stime  des  Zeus  entspringenden  Pallas  wäre  über- 
boten, wenn  man,  abgesehen  von  dem  vorzüglichen  Werthe  des  euclidi- 
schen Elemeutarwerkes ,  auch  nur  den  Gedanken  hegen  könnte,  es  sei 
möglich,  dass  überhaupt  ein  Sammelwerk,  ein  „Handbuch^ ^  oder  ,,Lehr- 
buch  der  Mathematik,'^  wie  wir  heute  sagen,  geschrieben  würde,  wenn 
nicht  die  Mathematik  selbst  als  Lehrgegenstand  schon  lange  bestand  und 
im  Wesentlichen  ähnlicher  Weise  schon  früher  behandelt  wurde,  wie  das 
neue  Lehrbuch  angiebt,  mag  dasselbe  auch  einzelne  noch  so  wichtige 
Neuerungen  sich  erlauben. 

Damit  bin  ich  aber  bei  dem  dritten  Theile  meiner  Besprechung  des 
euclidischen  Werkes  angelangt,  bei  der  Form.  Die  Form  dieses  Lehr- 
buches ist  dieselbe,  welche  seitdem  zwei  Jahrtausende  hindurch  in  den 
Lehrbüchern  der  Mathematik  festgehalten  wurde,  welche  in  den  Schul- 
werken noch  heute  maassgebend  ist  und  nur  allmälig  verlassen  wird, 
insbesondere  von  solchen  Schriftstellern,  welche  schon  für  weiter  vorge- 
schrittene Leserkreise  schreiben  und  desshalb  das  Regelmässige  der  eucli- 
dischen Form  zu  vermeiden  suchen,  welches  ebenso  dazu  sich  eignet 
dem  Gedächtnisse  eingeprägt  zu  werden,  als  es  für  den,  der  rasch  lesen 
will,  den  Gegenstand  fast  ungeniessbar  macht.  Euclides  spricht  ein  Mal 
wie  das  andere  Mal  zuerst  einen  Satz  aus;  daran  knüpft  sich  die  Vor- 
ßcbrift,  w&s  der  Leser  an  der  Figur  vornehmen  solle,    welcherlei  grade 
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oder  krumme  Linien,  in  welcher  Richtung  und  AnsdehnungsgrösBe  er 
ziehen  solle,  und  dann  kommt  der  Nachweis  des  Satzes.  Wenigstens 
verhält  es  sich  so  bei  denjenigen  Sätzen,  welche  Lehrsätze,  Theoreme, 
heissen,  und  bei  denen  es  sich  um  den  Nachweis  —  änodsi^iv  —  des 
Ausgesprochenen  handelt.  Bei  den  Aufgaben,  Problemen,  handelte  es 
sich  um  die  Construction  —  xaraöxetnjv  —  des  Ausgesprochenen.  Da 
wurde  der  zuerst  gestellten  Aufgabe  unmittelbar  die  Auflösung  nachge- 
schickt; dann  erst  folgte  die  zum  Beweis  der  Richtigkeit  der  Auflösung 
nöthige  Vorbereitung,  als  Ziehen  von  Hülfslinien  u.  s.  w.  und  endlich 
der  Beweis  selbst.  Von  einer  dritten  Art  von  Sätzen,  von  den  Poris- 
men, soll  nachher  noch  die  Rede  sein.  Diese  strenge  Form,  diese  regel- 
mässige Wiederkehr  derselben  Reihenfolge  der  Gedanken,  dieses  er- 
müdende Einerlei  der  Wortverbindungen,  welches  auch  das  widerspän- 
stigste  Gedächtniss  zwingt,  das  Gehörte  nicht  ganz  zu  entlassen,  besitzt 
wahrlich  kaum  eine  Aehnlichkeit  mit  der  anmuthigen  Sprache  griechi- 
scher Wissenschaft  im  Allgemeinen.  Nur  mathematischen  Schriften 
ist  diese  Form  eigen,  aber  auch  nicht  einmal  allen  Schriften, 
welche  mau  jetzt  zu  den  mathematischen  zählt.  Die  dem  Ari- 
stoteles zugeschriebene  Mechanik  z.  B.  besitzt  nicht  die  Gliederung  in 
Satz,  Vorbereitung,  Beweis  oder  Aufgabe,  Auflösung,  Vorbereitung,  Be- 
weis, wie  wir  sie  bei  Euclides  beschrieben  haben.  Auch  spätere  Schriften 
über  Arithmetik,  über  Astronomie,  über  Mechanik,  über  Musik  entbehren 
zum  grossen  Theile  dieser  Gliederung.  Nur  die  Geometrie  wird 
constant  in  derselben  Weise  behandelt.  Wenn  aber  noch  der 
negativ  nicht  unbedeutsame  Umstand  hinzutritt,  dass  Proklus  Diadochus, 
.der  gelehrte  Erklärer  des  ersten  Buches  der  euclidischen  Elemente, 
welcher  412 — 485  lebte,  diese  Form  nicht  als  euclidisch  bezeichnet,^*) 
was  er  gewiss  nicht  unterlassen  hätte,  wenn  jener  Schriftsteller  sie  ein- 
geführt hätte,  sollten  wir  da  nicht  berechtigt  sein,  anzunehmen,  auch 
die  sogenannten  Elemontenschreiber  vor  Euclid  möchten  derselben  Form 
sich  bedient  haben,  und  femer  sei  es  gar  keine  ursprünglich  griechische 
Form  des  Vortrages?  Was  erscheint  glaublicher,  dass  speciell  für  Geo- 
metrie eine  Darstellungsweise  erfunden  worden,  welche  in  anderen,  zu- 
mal in  nichtmathematischen  Wissenschaften  keinerlei  Anwendung  fand, 
oder  dass  eine  fremde  Form  hier  Eingang  fand,  und  zwar  desshalb,  weil 
der  Inhalt  in  dieser  Form  bekannt  wurde?  Mit  anderen  Worten  ist 
jetzt  die  Muthmassung  so  durchaus  ohne  Stütze,  die  Geometrie  sei  zu 
den  Griechen  gelangt,  nachdem  sie  bei  anderen  Völkern  wenn  auch 
noch  keinen  hohen  Grad  der  Vollkommenheit  erreicht  hatte,  doch  in 
Bezug  auf  die  Lehrform  schon  sehr  ausgebildet  war?  Ich  will  hier  nicht 
weiter  auf  diese  Hypothese  eingehen,  aber  eine  Andeutung  glaubte  ich 
mir  gestatten  zu  dürfen. 

Hier,   wo  von  der  enclidischen  Form  d\^  Ba^^  \%V  ^^^  %»s^  ^^5*«^ 
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hervorgehoben  werden,  dass  die  Art  der  Beweisführung  uns  als  eine 
doppelte  beschrieben  wird;  man  könne  den  Weg  der  Analyse  und  den 
der  Synthese  einschlagen.  Diese  beiden  Wörter  haben  in  der  Mathe- 
matik sich  völlig  eingebürgert,  aber  freilich  im  Laufe  der  Jahrhunderte 
sehr  wechselnde  Bedeutungen  angenommen,  so  dass  es  auch  für  den 
eigentlichen  Mathematiker  nicht  überflüssig  sein  dürfte,  die  eudidische 
Bedeutung  festzustellen.'^)  „Analytisch  wird  ein  Satz  bewiesen,  wenn 
man  das  Gesuchte  als  bekannt  annimmt,  und  durch  daraus  gezogene 
Schlüsse  auf  erwiesene  Wahrheiten  zurückkommt;  synthetisch  hingegen, 
wenn  man  von  erwiesenen  Wahrheiten  zu  dem  Oesuchten  gelangt/^  So 
heisst  es  in  der  Anmerkung  zum  1.  Satze  des  13.  Buches,  welche  Euclid 
selbst  dem  Ausspruche  des  Satzes  unmittelbar  nachschickt.  Der  Sinn 
dieser  Erläuterung  ist  etwa  folgender.  Soll  die  Wahrheit  eines  Satzes 
D  bewiesen  oder  widerlegt  werden  —  denn  beides  kann  verlangt  wer- 
den —  so  sagt  der  Analytiker:  D  findet  statt,  wenn  ich  zeigen  kann, 
dass  C  stattfindet;  C  findet  statt,  wenn  ich  zeigen  kann,  dass  B  statt- 
findet; B  findet  statt,  wenn  ich  zeigen  kann,  dass  A  stattfindet;  Ä  fin- 
det aber  statt,  also  findet  auch  D  statt;  oder  Ä  findet  nicht  statt  und 
die  vorhin  ausgesprochenen  Coexistenzen  sind  reciprok  wahr,  also  findet 
D  nicht  statt.  Der  Synthetiker  dagegen  beginnt  mit  der  Behauptung 
des  Stattfindens  von  A^  welches  ihm  auf  irgend  eine  Weise  bekannt  ist. 
Daran  knüpft  er  die  Folgerung,  es  werde  B  stattfinden,  folglich  sei  C 
wahr,  und  folglich  sei  D  wahr  —  oder  möglicher  Weise  ein  Satz,  der 
das  Oegentheil  von  D  einschliesst,  und  den  man  desshalb  Nicht/>  zu 
nennen  übereingekommen  ist. 

Damach  stellt  sich  die  Sache  so,  dass  innerhalb  der  beiden  Beweis- . 
verfahren,  der  analytischen  und  der  synthetischen,  je  zwei  verschiedene 
Beweisformen  möglich  sind:  die  directe  und  die  indirecte.  Die  er- 
stere  zeigt,  dass  A^  auf  welches  die  Existenz  von  D  zurückgeführt  ist, 
wirklich  existirt,  oder  dass  aus  A  schliesslich  D  folgt;  die  zweite  Be- 
weisform dagegen  zeigt,  dass  A  nicht  existirt  und  zur  Existenz  von  D 
doch  nothwendig  wäre,  oder  dass  aus  A  die  Wahrheit  von  NichtZ>  sich 
ableiten  lässt,  d.  h.  die  Falschheit  von  D,  Die  indirecte  oder,  wie  man 
auch  sagt,  apago  gis che  Beweisform  ist  sicherlich  nicht  minder,  streng 
als  die  directe,  und  doch  ist  sie  bei  den  Mathematikern  ziemlich  ver- 
pönt, man  vermeidet  sie,  wo  man  es  irgend  kann,  wenn  eine  nicht  gar 
zu  schleppende  directe  Beweisführung  möglich  ist.  Der  Orund  Hegt 
darin,  dass  bei  aller  zwingenden  Strenge  fär  den  Verstand  der  indirecte 
Beweis  der  Phantasie  keine  vollständige  Befriedigung  zu  gewähren 
pflegt.  Ungezügelt  umherschweifend  sucht  sie  noch  immer  dritte  Fälle 
ausfindig  zu  machen,  welche  neben  der  Existenz  von  Nichts  eine  Coe- 
xistenz  von  D  zulassen,  und  nur  schwer  giebt  sie  sich  gefangen,  dass 
wirklich   die  Eintheilungstheile    des   Eintheilungsganzen   vollständig  er- 
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schöpft  wurden,  dass  wirklich  zwei  sich  ansschliessende  Thatsachen  vor- 
liegen, die  nicht  gleichzeitig  gesetzt  werden  können.  ^^ 

Wir  haben  gesehen,  dass  bei  allen  Beweisen  es  am  Ende  darauf 
hinauskommt,  einen  Satz  A  als  Grundlage  zu  benutzen,  dessen  Wahr- 
heit schon  bekannt  ist.  Die  Wahrheit  dieses  Satzes  selbst  ist  in  vielen 
Fällen  das  Ergebniss  früherer  Lehrsätze  und  gehörigen  Ortes  streng  er- 
wiesen. Allein  immer  ist  dieses  nicht  der  Fall  und  kann  nicht  der  Fall  sein, 
da  eine  unendliche  Kette  von  Rückschlüssen  nicht  denkbar  ist.  Irgend 
einmal  muss  man  stehen  bleiben  und  eine  Grundwahrheit  als  von  selbst 
einleuchtend  zum  Ausgangspunkte  der  Beweisführung  annehmen.  Diese 
letzten  Wahrheiten  bilden  die  Axiome,  die  Grundsätze  und  Annahmen 
der  enclidischen  Mathematik,  zwischen  welchen  man  unterscheiden  kann. 
Ein  Grundsatz  ist  ein  solcher  Satz,  welcher  von  unmittelbarer  Gewissheit 
nicht  bewiesen  zu  werden  braucht,  augenscheinlich  (evident)  ist;  eine 
Annahme  ist  ein  Satz,  welcher  nicht  bewiesen  werden  kann,  und  so- 
mit ist  ein  Satz  der  letzteren  Art  allerdings  mancher  Anfechtung  unter- 
worfen. Ich  nenne  nur  das  berüchtigte  11.  Axioma  des  Euclid:  „Zwei 
gerade  Linien,  die  von  einer  dritten  geschnitten  werden,  so  dass  die 
beiden  inneren  an  einerlei  Seite  liegenden  Winkel  zusammen  kleiner 
als  zwei  Rechte  sind,  tre£fen  genugsam  verlängert  an  eben  der  Seite  zu- 
sammen." Dieser  Satz  bedarf  eigentlich  des  Beweises,  und  doch  ist  es 
nie  gelungen,  ihn  so  festzustellen,  dass  man  nicht  auf  eine  andere  An- 
nahme von  kaum  grösserer  Sicherheit  sich  berufen  müsste.  Das  ist  der 
Ursprung  der  unzähligen  Schriften  über  die  Parallelentheorie,  welche 
insbesondere  in  den  beiden  letzten  Jahrhunderten  die  überflüssige  Mühe 
vieler  Mathematiker  in  Anspruch  nahm.  Euclid  hat  die  Axiome,  welche 
er  gebraucht,  am  Anfange  des  ersten  Buches  der  Elemente  zusammen- 
gestellt. Aehnlich  wie  mit  den  Rückschlüssen  verhält  es  sich  mit  den 
Zerlegungen  der  Begriffe.  Auch  diese  können  nicht  in  Ewigkeit  fort- 
gesetzt werden.  Gewisse  einfache  Begriffe  muss  die  Geometrie  wie  jede 
andere  Verstandeswissenschaft  anerkennen,  welche  nicht  weiter  zerlegt 
werden  können,  auf  welche  dagegen  andere  Begriffe  durch  Defini- 
nitionen  zurückgeführt  werden.  Euclid  bringt  seine  Definitionen  jeweil 
zu  Anfang  der  Bücher,  in  welchen  die  definirten  Dinge  zuerst  auf- 
treten. Darin  liegt  ein  gewisser  Mangel  an  Folgerichtigkeit.  Denn 
entweder  musste  eine  systematische  Anordnung  absolut  aller  Definitionen 
gleich  von  Anfang  an  gewählt  werden,  sie  mussten  als  eine  Art  von 
Wort-  und  Sachregister  wohl  noch  vor  den  Axiomen  ihren  Platz  finden, 
oder  aber  die  logische  Anordnung  musste  getroffen  werden,  dass  jedes 
Wort  da  erläutert  werde,  wo  es  zuerst  vorkommt.  Die  moderne  Mathe- 
matik hat  sich  an  diese  letztere  Anordnung  gewöhnt,  und  schon  der  feinste 
Kritiker  des  16.  Jahrhunderts  wusste  sie  zu  empfehlen,  indem  er  das  tref- 
fende Bild   gebrauchte:  die  Natur  lasse  nicht  d\^  "^-arL^TSL  ^J^sx  "^Vqssä 
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des  Waldes  vor  dem  Walde  entstehen,  der  Baumeister  beginne  nicht  die 
Gründung  einer  Stadt  mit  derFundamentlegung  aller  künftigen  Gebäude.  ^^) 
Diese  Bemerkungen  wollte  ich  zunächst  an  den  Bericht  über  die 
eudidischen  Elemente  anknüpfen,  mit  dem  Vorbehalte  Anderes  noch  in 
einem  späteren  Augenblicke  zu  besprechen.  Als  ich  oben  anfing,  von 
der  Form  der  Sätze  zu  reden,  wurde  eine  Unterscheidung  angebahnt, 
welche  gegenwärtig  als  erwünschter  Uebergang  zum  Folgenden  dienen 
soll.  Ich  sagte  nämlich,  ausser  den  Lehrsätzen  und  den  Aufgaben, 
welche  ich  beide  im  Sinne  der  Griechen  charaktorisirte ,  gebe  es  noch 
Porismen,  eine  eigene  Gattung  von  Sätzen.  Daran  knüpfe  ich  jetzt 
wieder  an,  um  von  einer  Schrift  zu  reden,  welche  Euclides  unter  dem 
Namen  „drei  Bücher  Porismen'^  verfasste,  und  deren  Inhalt  lange 
Zeit  das  Räthsel  der  Mathematiker  war,  bis  Herr  Chasles  eine  Wieder- 
herstellung des  Werkes  auf  Grundlage  der  kurzen  vorhandenen  Notizen 
lieferte, ^^)  welche  alle  Sachverständigen  aufs  Höchste  befriedigte,  und 
welche  man  desshalb  auch  als  getreu  anzusehen  berechtigt  ist,  so  lange 
nicht  neue  Entdeckungen  etwa  in  Gestalt  arabischer  Uebersetznngen  die 
heutige  Annahme  widerlegen.  Schon  aus  dem  Gesagten  geht  hervor, 
dass  die  eigentlichen  Porismen  des  Euclid  nicht  mehr  selbst  existiren. 
Wir  finden  als  Ueberrest  derselben  nur  einen  ziemlich  kurzen,  zudem 
noch  lückenhaften  Auszug  bei  Pappus,  einem  alexandrinischen  Mathe- 
matiker, welcher  gegen  Ende  des  4.  Jahrhunderts  nach  Chr.  Geb.  blühte, 
und  dessen  noch  häufig  Erwähnung  geschehen  wird.  In  seinen  Mathe- 
matischen Sammlungen^)  gab  nämlich  Pappus  eigene  Unter- 
suchungen über  die  mannigfachsten  Theile  der  Mathematik,  reichlich 
durchflochten  mit  Auszügen  aus  fremden  Schriften,  welche  gleichzeitig 
erläutert  werden.  Unter  diesen  commentirten  Schriften  befinden  sich 
denn  auch  die  euclidischen  Porismen,  von  welchen  im  7.  Buche  der 
Sammlungen  die  Bede  ist,  und  zu  deren  Verständniss  Pappus  eine  An- 
zahl von  Hülfssätzen  oder  Lemmen  mittheilt.  Freilich  wäre  der  Ge- 
brauch, welchen  man  von  diesen  Hülfssätzen  allein  machen  könnte,  um 
aus  ihnen  den  Inhalt  des  Werkes,  zu  welchem  sie  erfunden  sind,  zu  er- 
schliessen,  ein  nur  sehr  geringfügiger.  Wir  besitzen  nämlich  auch  noch 
Lemmen  des  Pappus  zu  Werken,  deren  Urschrift  nicht  verloren  gegangen 
ist,  und  an  diesen  zeigt  sich,  dass  der  geometrische  Scharfsinn  des  Ver^ 
fassers  ihn  nicht  selten  weit  abseits  führte,  und  dass  er  sich  wohl  grade 
dadurch  verleiten  Hess,  etwas  verschwenderisch  mit  der  Benennung 
Lemma  umzugehen.  Es  kommen  Sätze  bei  Pappus  vor,  welche  so  gut 
wie  in  gar  keiner  Beziehung  zu  den  Schriften  stehen,  als  deren  Hülfs' 
Sätze  sie  bezeichnet  werden,  und  a  priori  haben  wir  keine  Gewähr  da- 
für, ob  es  sich  mit  den  Hülfssätzen  zu  den  euclidischen  Porismen  nicht 
ebenso  verhalten  möchte.  Seit  der  Chasles'schen  Restitution  ist  man, 
wie  es  scheint,  befugt,  hier  einen  engeren  Zusammenhang  zu  vermuthen. 
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Die  38  Lemmen  des  Pappns,  die  Inhaltsangabe  der  3  Bücher  Porismen, 
welche  eben  bei  demselben  sich  findet,  die  Erklärungen  des  Wortes  Po- 
risma  sowohl  bei  Pappns  als  bei  Proklus  Diadochus,  das  Alles  stimmt 
so  vollständig  mit  den  Ergebnissen  des  berühmten  Mitgliedes  der  Pariser 
Akademie  überein,  dass  es  schwer  fällt,  an  einen  Zufall  dabei  denken 
zu  sollen.  Mit  Rücksicht  auf  diese  Ergebnisse  soll  desshalb  zunächst 
das  Wort  Porisma  erläutert,  dann  der  Inhalt  der  euclidischen  Schrift 
angedeutet  werden,  ^^)  welcher  uns  freilich  zu  ziemlich  weitschweifigen 
Nebenuntersuchungen  Anlass  geben  wird. 

Der  etymologische  Rückgang  von  TtOQi^o  auf  xaigcDy  auf  Pore,  auf 
p arare,  auf  forschen  und  auf  das  Sanskritwort  pri  ist  nur  von  geringem 
Vortheile,  da  das  Vorwärtsbringen,  welches  in  allen  diesen  Wörtern  sich 
kundgiebt,  kaum  einen  Anhalt  ftir  den  wissenschaftlichen  Sinn  eines 
solchen  Kunstwortes  zu  liefern  im  Stande  ist,  höchstens  die  Bedeutung 
Znsatz,  CoroUarium,  in  welcher  das  Wort  Porisma  auch  vorkommt  (und 
zwar  besonders  in  geometrischen  Schriften)  näher  erläutert.  Dagegen 
cxistiren  für  den  uns  jetzt  beschäftigenden  Sinn  von  Porisma  mehrere 
Definitionen  bei  griechischen  Mathematikern,  welche  uns  eher  Aufschluss 
versprechen.  Zwei  Definitionen  finden  sich  bei  Pappus  in  der  Einlei- 
tung zum  7.  Buche  seiner  mathematischen  Sammlungen.  Dort  heisst  es 
zuerst,  „ein  Poriisma  sei  ein  Ausspruch,  bei  welchem  es  sich  um  die  Auf- 
findung {noQtö^ov)  des  Ausgesprochenen  handle.''  Dann  wird  zu  dieser 
im  Ganzen  nichtssagenden  Erklärung  hinzugefügt:  „Diese  f Definition 
des  Porismas  wurde  von  den  Neueren  verändert,  welche  nicht  Alles  finden 
können,  sondern  auf  die  Elemente  gestützt  nur  zeigen,  dass  das,  was 
gesucht  wird,  existirt,  nicht  aber  dieses  selbst  finden.  So  schrieben  sie, 
obschon  durch  die  Definition  selbst  und  das  Erlernte  widerlegt,  mit  Be 
zug  auf  einen  Nebenumstand:  ein  Porisma  sei  das,  was  zur  Hypothese 
eines  Ortstheoremes  fehle.''  Eine  weitere  Definition  findet  sich  bei  Pro- 
klus, dem  schon  mehrfach  erwähnten  Commentator  des  Euclides,  etwa 
100  Jahre  nach  Pappus.  Auch  diese  besagt  zweierlei,  wenn  auch  nicht 
in  demselben  Sinne  wie  die  Definitionen  des  Pappus.  „Einmal  nennt 
man  es  ein  Porisma,  wenn  ein  Satz  aus  dem  Beweise  eines  andern  Satzes 
mit  erhalten  wird  als  Fund  oder  grade  vorhandener  Gewinn  bei  dem 
Gesuchten,  zweitens  aber  auch,  wenn  Etwas  zwar  gesucht  wird,  aber 
um  von  der  Erfindung  Gebrauch  zu  machen  und  nicht  von  der  Entstehung 
oder  der  einfachen  Anschauung. . . .  Man  hat  es  nicht  mit  der  Entstehung 
des  Gesuchten  zu  thun,  sondern  mit  dessen  Erfindung»  und  auch  eine  blosse 
Anschauung  genügt  nicht.  Man  muss  das  Gesuchte  in  das  Gesichtsfeld 
bringen  und  vor  den  Augen  ausführen.  Von  dieser  Art  sind  auch  die  Poris- 
men, welche  Euclid  schrieb,  als  er  seine  Bücher  der  Porismen  verfasste.'* 

Diese  Definitionen  lassen  nun  deutlich  erkennen,  dass  in  der  That 
das  Wort  Porisma  allmälig  einen  andern  Sinn  ttnii«\ini>  %N&  ^%  ^«qx%<^t^:cw^ 
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lieh  besass,  dass  die  modernen  Schriftsteller  (wenn  wir  die  Sprache  des 
4.  Jahrhunderts  reden  wollen)  dabei  an  einen  Nebenumstand  sich  hiel- 
ten, welcher  von  den  Alten  nicht  berücksichtigt  wurde,  dass  aber  jeden- 
falls und  zu  allen  Zeiten  das  Merkmal  als  untrüglich  hervortrat,  dass 
ein  Porisma  gewissermassen  eine  Verbindung  von  Theorem  und  Problem 
war,  ein  Theorem,  welches  ein  Problem  anregte  und  ein- 
schloss.  Ein  sehr  allgemeines  Beispiel  davon  bildet  in  einem  der  Ma- 
thematik durchweg  Hemden  Gebiete  die  ärztliche  Diagnose.  Sie 
ist  ein  wahres  Porisma.  Sie  erhärtet  als  Theorem  den  gegenwärtigen 
Zustand  des  Kranken,  wobei  sie  ebensowohl  die  bei  allen  Individuen 
gemeinsamen  Erscheinungen  als  die  von  einem  Menschen  zum  anderen 
veränderlichen  Naturkundgebungen  berücksichtigt.  Sie  schliesst  aber 
auch  ein  Problem  in  sich:  die  weitere  Entwickelung  des  Krankh^ts- 
processes  vorauszusehen  und  wo  möglich  zu  leiten.  Sie  zeigt  sich  als 
unvollständig,  so  lange  nicht  eben  dieses  Problem  seiner  Lösung  ent- 
gegengefdhrt  wird.  Uebersetzen  wir  nun  eben  diese  Gedankenfolge  in 
die  Sprache  der  Mathematik,  so  können  wir  sagen:  Ein  Porisma  ist 
jeder  unvollständige  Satz,  welcher  Zusammenhänge  zwi- 
schen nach  bestimmten  Gesetzen  veränderlichen  Dingen  so 
ausspricht,  dass  eine  nähere  Erörterung  und  Auffindung 
sich  noch  daran  knüpfen  lässt.  Ein  schon  von  Proklus  angege- 
benes Beispiel  liefert  etwa  der  Satz,  dass  wenn  ein  Kreis  gegeben  ist, 
der  Mittelpunkt  desselben  immer  gefunden  werden  kann;  denn  an  ihn 
knüpft  sich  eben  die  Aufgabe,  die  Construction  zu  ermitteln,  durch 
welche  man  in  der  That  den  Mittelpunkt  des  Kreises  erhält.  Oder  um 
ein  zweites  Beispiel  aus  den  den  Griechen  unbekannten  algebraischen 
Capiteln  der  Mathematik  anzugeben,  so  ist  es  ein  Porisma,  wenn  man 
sagt,  ein  Gleichungspoljnom  von  beliebig  hohem  Grade  könne  immer 
in  einfachste  reelle  Factoren  zerlegt  werden ;  denn  an  diesen  Satz  knüpft 
sich  unmittelbar  die  weitere  Frage,  von  welchem  Grade  jene  einfachsten 
Factoren  sein  werden,  sowie  auch  die  mit  den  heutigen  Mitteln  der 
Wissenschaft  allerdings  noch  nicht  lösbare  Aufgabe,  jene  einfachsten 
Factoren  in  jedem  einzelnen  Falle  selbst  aufzufinden. 

Wenn  durch  diese  Auseinandersetzungen  der  Begriff  des  Porisma  im 
älteren  Sinne  des  Wortes  zu  einiger  Klarheit  gelangt  sein  dürfte,  so 
können  wir  jetzt  auch  die  spätere  Bedeutung  des  Wortes  ins  Auge 
fassen.  Nachdem  man  nämlich  bemerkt  hatte,  dass  die  Veränderlichkeit 
mitunter  in  der  Ortsveränderung  von  Punkten  bestehe,  so  klammerte 
man  sich  an  diesen  Nebenumstand  fest  und  setzte  als  Regel,  dass  das 
Veränderliche  ausschliesslich  von  der  Art  sein  solle,  dass 
man  es  mit  einem  mangelhaften  Ortstbeoreme  zu  thun 
habe.  Durch  diesen  Ausspruch  sind  wir  allerdings  nicht  viel  weiter, 
da    es   nun    erforderlich    sein    wird,    das    griechische    Ortstheorem    zu 
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erläutern  und  dazn  wieder  einigermassen  jenseits  Enclid  zurückzu- 
greifen. 

Man  nennt  in  der  Geometrie  einen  Ort  die  Aufeinanderfolge  von 
Punkten,  deren  jeder  eine  vorgelegte  Aufgabe  löst  oder  deren  jeder  sich 
einer  gewissen  Eigenschaft  erfreut,  welche  keinem  anderen  Punkte 
ausserhalb  dieses  Ortes  zukommt.  Die  Alten  theilen  die  geometrischen 
Oerter  in  verschiedene  Klassen.  Sie  nennen  ebeneOerter  die  grade 
Linie  und  die  Kreislinie,  weil  sie  in  der  Ebene  erzeugt  werden,  kör- 
perliche Oerter  die  Kegelschnitte,  weil  man  sich  deren  Entstehung 
auf  einem  Körper  dachte,  endlich  lineare  Oerter  alle  Curven  höherer 
Ordnung  wie  die  Conchoide,  Cissoide,  Spirale  und  Quadratrix.  Ebenso 
nannte  man  Ortstheorem  ein  solches,  in  welchem  es  sich  um  den  Be- 
weis handelt,  dass  eine  Aufeinanderfolge  von  Punkten  einer  geraden 
oder  krummen  Linie  den  Bedingungen  eines  aufgestellten  Satzes  ge- 
nüge; und  ein  Ortsproblem  eine  Aufgabe,  in  welcher  gefordert  wird, 
dass  aus  einer  Aufeinanderfolge  von  Punkten  jeder  eine  vorgegebene 
Bedingung  erfüllt.  ^7) 

Man  sieht  leicht,  dass  "hiermit  ein  Oebiet  betreten  war,  welches  von 
der  Geometrie  der  ouclidischen  und  voreuclidischen  Elemente  weit  ver- 
schieden war.  Bei  den  Oertem,  ihren  Theoremen  und  Problemen  war 
regelmässig  ein  Veränderliches  vorhanden,  nach  dessen  Aenderung 
bald  der  eine,  bald  der  andere  Punkt  des  Ortes  der  Betrachtung  unter- 
fiel. Bei  den  Sätzen  der  Elemente  war  von  einer  solchen  Veränderlich- 
keit keine  Rede.  Damit  ist  auch  einleuchtend,  um  es  beiläufig  anzu- 
deuten, dass  die  Darstellung  der  Elemente  bis  auf  den  heutigen  Tag 
nur  geringe  methodische  Umformung  erlitten  hat,  während  die  Oerter 
eine  wesentlich  verschiedene  Behandlung  erlitten,-  seit  im  17.  Jahrhun- 
derte die  Veränderlichkeit  mathematischer  Grössen  den  besonderen 
Gegenstand  umfassender  Untersuchungen  zu  bilden  anfing.  Darin  ist  es 
wohl  auch  begründet,  dass  man  erst  in  allemenester  Zeit  sich  erfolgreich 
mit  den  Porismen  des  Euclid  beschäftigen  konnte,  nachdem  eine  Schule 
modemer  Mathematiker  die  Methoden  des  17.  Jahrhunderts  wieder  bei 
Seite  setzend  gerade  die  ältesten  Methoden  zu  weiterer  Ausbildung  för- 
derte, und  H.  Chasles,  der  Wiederhersteller  der  Porismen,  ist  gleich- 
zeitig einer  der  Mitbegründer  dieser  neueren  alten  Geometrie,  der 
höheren  Geometrie,  wie  man  sie  meistens  zu  nennen  pflegt. 

Die  Erfindung  der  soeben  näher  definirten  Oerter  knüpft  sich  im 
Alterthume  an  zwei  Aufgaben,  von  denen  hier  geredet  werden  muss,  an 
die  Aufgaben  von  der  Verdoppelung  dos  Würfels  und  von  der 
Dreitheilung  des  Winkels. 

Die  erste,  auch  als  delische  Aufgabe  bezeichnet,  scheint  die 
berühmtere  gewesen  zu  sein.'^)  Wenigstens  hielt  man  es  für  der  Mühe 
werth,  ihr  einen  sagenhaften  Ursprung  beizulegen.  Erato8thQiL^%>  ^vo^ 

Zeilschr.  f.  Mathematik  n«  Phyalk*    Snppl.  I.  ^ 
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Schriftsteller,  welcher  nicht  lange  nach  Eaclid  lebte,  so  dass  er  in  dieser 
Abhandlung  uns  nocji  beschäftigen  wird,  erzählt,  König  Minos  Ton  Kreta 
habe  seinem  Sohne  Glaukos  einen  Grabstein  in  Gestalt  eines  Wurfeis 
errichten  lassen,  und  als  er  die  Baumeister  nach  der  Grosse  des  Denk- 
mals befragend  erfuhr,  es  sei  nach  allen  Ausdehniingen  des  Baumes 
100  Fuss  hoch,  lang  und  breit,  so  habe  er  di^es  Maass  fiir  ein  KSnigs- 
denkmal  zu  klein  gefunden  und  eine  Verdoppelung  des  Denksteins  ver- 
langt, welcher  dabei  seine  WOrfelgestalt  behalten  solle.  Das  war  nun 
allerdings  schwierig.  Denn  wenn  man  die  Aufgabe  in  die  Sprache  mo- 
demer Buchstabenrechnung  umsetzt  und  die  Seite  des  ursprünglichen 
Würfels  a  nennt,  so  bestand  sie  darin,  einen  Würfel  von  dem  Baum- 
inhalte 2  a ^  zu  bilden,  dessen  Seite  also  a  /2  sein  musste.  Die  Aus- 
ziehung der  Cubikwurzel  war  aber  damals  auf  dem  Wege  der  Bechnung 
nicht  zu  erzielen  ^^)  und  auch  geometrisch  konnte  sie  mit  Hülfe  des 
Kreises  und  der  geraden  Linie,  also  derjenigen  ebenen  Baumgebilde, 
mit  deren  Betrachtung  die  Elemente  sich  beschäftigten,  nicht  vollbracht 
werden.  Der  Erste,  welcher  wenigstens  einen  Schritt  auf  dem  Wege 
der  Auflösung  zu  machen  wusste,  war  Hippokrates  von  Chios,  den 
wir  auch  als  den  ersten  Elementenschreiber  um  das  Jahr  450  kennen 
gelernt  haben.  Er  zeigte  nämlich,  dass  die  Aufgabe  mit  gleichem  Becbte 
auch  so  ausgesprochen  werden  könne,  dass  man  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Grössen  zwei  mittlere  geometrische  Proportio- 
nalen suche.  In  der  That  setzt  man  a:  x  =  x  :  y  =  tj  :  2a  und  bildet 
daraus  zwei  Gleichungen,  so  folgt  durch  Elimination  von  y  zwischen 
denselben  x?  ^=^2  a^,  d.  h.  x  ist  die  Seite  des  gesuchten  Würfels. 
Man  muss  aber  nicht  vergessen,  dass  diese  hier  in  wenige  Zeichen  ge- 
kleidete Betrachtung  vor  Erfindung  allgemeiner  Symbole  eine  sehr  ver- 
wickelte war,  und  dass  also  Hippokrates,  wenn  gleich  er,  wie  es  scheint, 
nur  die  Umwandlung  der  Aufgabe  als  Ergebniss  seiner  Bemühungen  er- 
langte, doch  eben  dadurch  sich  ein  unstreitiges  und  nicht  gering  zu  ach- 
tendes Verdienst  um  die  Einzelaufgabe  sowohl  als  um  die  Entwickelung 
der  Geometrie  erwarb.  Auch  nachdem  Hippokrates  diesen  zum  Ziele 
fuhrenden  Weg  gezeigt  hatte,  blieb  das  Ziel  selbst  noch  verhältniss- 
mässig  längere  Zeit  unerreicht,  und  die  erneuten  Versuche  Plato^s 
und  seiner  Schule,  welche  etwa  ein  halbes  Jahrhundert  später  mit 
Erfolg  gekrönt  wurden,  ist  durch  die  Sage  mit  einer  zweiten  äusseren 
Aufmunterung,  jene  Aufgabe  zu  lösen,  in  Verbindung  gesetzt.  Auf 
Delos  nämlich,  so  heisst  es,  sei  damals  eine  schwere  Seuche  ausgebrochen, 
und  das  Orakel  Apollos  befragt,  wie  dem  Elende  abgeholfen  werden 
könne,  habe  geantwortet:  dadurch  werde  der  Seuche  ein  Ziel  gesetzt, 
wenn  man  den  würfelformigen  Altar  des  Gottes  verdoppele.  Nun,  wird 
weiter  erzählt,  habe  man  zu  Plato  gesandt,  damit  er  den  Orakelspruch 
erläutere  und  die  Mittel  lehre,  ihm  Genüge  zn  leisten,  und  er  habe  ihn 


Von  Moritz  Cantor.  19 


in  Hinblick  auf  einen  Ausspruch  des  Aegypters  Ghonuphis,  dessen  er 
sich  erinnerte,^®)  dahin  ausgelegt:  der  Gott  wolle,  die  Griechen  möch- 
ten, statt  in  blutigen  Streitigkeiten  sich  aufzureiben,  sich  lieber  den  Wissen- 
schaften, insbesondere  der  Mathematik  zuwenden,  dann  würde  auch  die 
Seuche  verschwinden.  Es  ist  gleichgültig,  wie  viel  oder  wie  wenig  an 
dieser  Erzählung  wahr  ist.  Jedenfalls  erhielt  die  Aufgabe  nach  ihr  den 
Namen  der  delischen  und  nicht  weniger  sicher  ist  es,  dass  die  soge- 
nannte Akademie,  das  ist  eben  die  Schule  Plato^s,  es  war,  welche  die 
Lösung  der  Aufgabe  fand.  Wem  das  Verdienst  der  ersten  Auflösung 
gebührt,  ob  Plato  selbst,  ob  Archytas  von  Tarent,  ob  Eudoxus 
von  Knydos,  ob  Menächmus,  darüber  wissen  wir  Nichts  bestimm- 
teres, da  diejenigen  Quellenschriften,  welche  das  meiste  Vertrauen  ver- 
dienen würden,  nicht  anders  als  in  Fragmenten  erhalten  sind,  und  grade 
hier  die  Lückenhaftigkeit  zu  bedauern  ist.  Ich  meine  die  historischen 
Werke  des  Theophrastus  von  Lesbos  und  des  Eudemus  von 
Rhodus,  der  berühmten  Schüler  des  Aristoteles,  von  denen  jeder  eine 
Geschichte  der  Geometrie,  eine  Geschichte  der  Arithmetik  und  eine  Ge- 
schichte der  Astronomie  verfasste,  Schriften  von  ausserordentlicher  Klar- 
heit und  Treue  und  das  vollste  Vertrauen  in  ihre  Zuverlässigkeit  er- 
weckend, so  weit  wir  wenigstens  nach  den  heute  bekannten  Bruchstücken 
des  Eudemus  zu  urtheilen  im  Stande  sind.  Genug,  für  die  eben  be- 
sprochene Partie  der  Geschichte  finden  wir  bei  Eudemus  nur  geringen 
Anhalt,  und  es  erscheint  sogar  Manchen  zweifelhaft  —  wir  können,  wie 
noch  erörtert  werden  wird,  die  Zweifel  nicht  theilen  —  ob  diejenigen 
Auflösungen,  welche  von  späteren  Schriftstellern  den  schon  genannten 
alten  Mathematikern  zugeschrieben  werden,  als  authentisch  zu  betrach- 
ten sind. 

Eutokius    von   Askalon,  Fig-  ^^ 

ein     Commentator     verschiedener  ^5^ 

Werke  am  Anfange  des  6.  Jahr-  /      ^ 

hunderts,  giebt  als  Methode  des 
Plato  an,  er  habe  sich  eines  In- 
strumentes bedient,  welches  wir 
am  deutlichsten  als  Rechteck 
r  JV  XV  mit  drei  festen  und  einer  ^    \ 

in  paralleler  Lage  verschiebbaren  ^ 

»Seite  bezeichnen  können.  Alsdann  ^^    j 

solle  man  mit  dessen  Hülfe  es  da-  ^ 


^•A 


V 


\ 
\ 


hin  bringen,  dass,  während    eine 

der    drei    festen   Rechtecksseiten, 

z.  B.  WX^   durch  den  gegebenen 

Punkt  A    gehe,   die  verschiebbare  XY  eine    derartige    Lage    annehme, 

dass   sie   mit   dem   einen  Endpunkte   V  auf  d^i  V^i:V^\i%«tv«v^  ^^x  w'wö^n. 
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Lage  und  Lange  gegebenen  AB  anfWtehe,  mit  dem  anderen  Endpunkte 
X  auf  der  zu  ^^  in  B  errichteten  Senkrechten.  Nennt  man  nun  AB 
=ia,  BX=ik^  80  muBS,  weil  BXkqb  der  Spitze  eines  rechten  Winkels 

JL  -<4F  gezogen  ist,  BY  ^=^  —  sein.    Femer  ist  ^F  aus  der  Spitze  eines 

rechten  Winkek  J_  CX  gezogen,  folglich  ist  ^67=  -^  und  BC  und  AB 
stehen  in  dem  cubischen  Verhältnisse  k^ia^.  Weiss  man  es  endlich  gleich- 
falls mechanisch  so  einzurichten,  dass  BC  =  'iAB  wird,  so  ist  A-^  =  2a' 
und  BX  =  Ar  ist  die  gesuchte  Seite  des  doppelten  Würfels.  Die  Methode 
des  Archytas  überliefert  uns  derselbe  Eutokius,  aber  nach  Eudemus, 
eine  sichere  Bürgschaft  för  die  richtige  Angabe.  Archytas  verfuhr  weit 
wissenschaftlicher  als  Plato,  indem  er  nicht  mit  Handgriffen  herumexpe- 
rimentirte,  sondern  von  dem  sich  mathematisch  ergebenden  Durchschnitts- 
punkte eines  Kegels  mit  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung  Gebrauch 
machte.  In  dieser  Betrachtung  lag  ein  gauz  ausserordentlicher  Fort- 
schritt, der  uns  um  so  klarer  wird,  wenn  wir  bedenken,  dass  vorher 
auch  von  den  krummen  Linien,  welche  in  einer  Ebene  gezeichnet  wer- 
den können,  nur  der  Kreis  bei  den  Elementenschreibem  angewandt 
wurde,  jetzt  aber  eine  Linie  weit  verwickelterer  Art  zur  Untersuchung 
kam,  welche  nicht  der  Ebene  angehörte,  zu  deren  graphischer  Yersinn- 
lichung  auf  dem  Zeichentüfelchen  eine  Art  von  perspectivischer  Dar- 
stellung erforderlich  war,  wiewohl  hiermit  nicht  gesagt  werden  soU, 
dass  Archjtas  deren  fähig  war  und  nicht  vielmehr  räumlicher  Modelle 
sich  bediente,  deren  Anfertigung  aber  gleichfalls  Schwierigkeit  machen 
musste.  Weiter  berichtet  Eutokius  von  Menächmus,  er  habe  zwei  Me- 
thoden der  Würfelverdoppelung  erfunden.  Auch  dieser  bediente  sich 
dabei  krummer  Linien  und  zwar  solcher,  welche  durch  den  Durchschnitt 
eines  Kegels  mit  einer  Ebene  entstehen,  also  der  noch  heute  sogenannten 
Kegelschnitte.  Unklar  ist  nur,  ob  desshalb  Menächmus  für  den  Erfinder 
der  Kegelschnitte  zu  halten  ist,  oder  ob  diese  Ehre  dem  ungefähr  gleich- 
zeitigen Aristäus  zukommt,  welcher  ein  eigenes  Werk  in  ftinf  Büchern 
über  die  Kegelschnitte  schrieb.  Eudoxus  endlich,  der  früher  erwähnte 
Erfinder  des  Satzes  über  das  gegenseitige  Verhältniss  von  Pyramide 
und  Prisma,  der  als  ein  Bearbeiter  der  Aufgabe  der  Würfel -Ver- 
doppelung genannt  wird,"  soll  zu  diesem  Zwecke  gewisse  krumme 
Linien  eigens  erfunden  haben.  Wir  wissen  indessen  Nichts  über 
deren  Entstehungsweise,  mithin  selbstverständlich  Nichts  über  seine 
Methoden. 

Was  vorhin  über  die  angezweifelte  Authenticität  dieser  Lösungen 
bemerkt  wurde,    bezieht    sich   insbesondere   auf  Plato,    dessen  uns  auf- 
bewahrte mechanische  Lösung  von   einzelnen  Schriftstellern^^)   als  apo- 
kryph betrachtet  wird,   theils  weil  sie  von  früheren  Berichterstattern  als 
jEatokins,  z.  JB.  von  Eratosthenes,   nicht  erwähnt  wird,  theils  weil  nach 


Von  Mobitz  Cantor.  21 


Plütarch's  Aussage  Plato  gegen  Eudoxos,  gegen  Archytas  nnd  Menächmus 
sich  tadelnd  aussprach  und  seinen  Tadel  darauf  gründete,  dass  sie  die 
Wtirfelverdoppelung  in  instrumentaler  und  mechanischer  Weise  er- 
zielten.^^) Ein  solcher  Vorwurf,  meint  man,  sei  zu  widersinnig,  wenn 
derjenige,  welcher  ihn  sich  erlaubt,  selbst  in  den  gerügten  Fehler  ver- 
fiel. Man  hat  bei  dieser  kritischen  Bemerkung  übersehen,  dass  die  als 
wahrheitsgetreu  angenommene  Erzählung  Plutarch's  die  drei  streng  geo- 
metrischen Methoden  des  Archytas,  des  Menächmus  und  des  Eudozus, 
welche  uns  überliefert  sind,  ganz  ebenso  in  ihrer  Echtheit  verdächtigen 
würde,  wie  die  experimentelle  Methode  des  Plato.  Jenen  Methoden,  wie 
wir  sie  durch  Eutokius  kennen,  konnte  der  Vorwurf  Plato  ■&  unter  keiner 
Bedingung  gemacht  werden,  und  doch  ist  zum  Mindesten  die  Methode 
des  Archytas  aufs  Beste  verbürgt.  Wir  sehen  uns  hiermit  in  die  Noth- 
wendigkeit  versetzt,  eine  der  Quellen  zu  verwerfen  und  glauben  einen 
Anhaltspunkt  dafür  gewonnen  zu  haben,  dass  mit  grösserer  Wahrschein- 
lichkeit die  Genauigkeit  des  Plutarch  als  die  des  Eutokius  in  Abrede 
zu  stellen  sein  wird,  ganz  abgesehen  von  dem  allgemeinen  Gesichts- 
punkte, dass  in  mathematischen  Dingen  ein  Mathematiker  am  Ende 
glaubwürdiger  erscheint,  als  ein  Schriftsteller,  der  über  alle  anderen 
Materien  schrieb,  nur  nicht  über  Mathematik. 

Die  andere  Aufgabe,  welche  von  weit  geringerer  Tragweite  und,  wie 
es  scheint,  weniger  häufig  behandelt  immerhin  die  Entwickelung  der 
Geometrie  förderte  und  in  diesem  Sinne  oben  erwähnt  werden  musste, 
ist  die  der  Dreitheilung  oder,  wie  der  Kunstausdruck  auch  wohl  heisst, 
der  Trisection  des  Winkels.  Diese  Aufgabe  führt  gleichfalls  zu 
einer  Gleichung  dritten  Grades.  Denn  wenn  man  von  der  Spitze  des 
zu  theilenden  Winkels  aus  mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser  einen 
Kreis  beschreibt  und  von  dem  durch  den  Durchschnitt  mit  dem  Kreise 
bezeichneten  Endpunkte  des  einen  Winkelschenkels  eine  Senkrechte  auf 
den  anderen  Schenkel  fällt,  welche  auf  diesem  von  der  Spitze  an  ge- 
rechnet ein  Stück  a  abschneidet;  wenn  man  ferner  ein  Drittel  des 
Winkels  bildet  durch  jenen  Schenkel,  von  welchem  a  abgeschnitten 
wurde,  und  einen  neuen  Halbmesser;  wenn  man  von  dem  Endpunkte 
dieses  Halbmessers  wieder  eine  Senkrechte  herabfällt,  welche  auf  dem 
anderen  Schenkel  das  Stück  x  abschneidet,  so  besteht  bekanntlich 
zwischen  a  und  x  der  Zusammenhang  a:=4a;^  —  3a;.  Selbstverständ- 
lich war  auch  diese  Formel  den  Griechen  unbekannt,  allein  sie  hatten 
wenigstens  negativ  das  Bewusstsein,  dass  wieder  eine  Aufgabe  vorliege, 
welche  die  Kräfte  der  Elementargeometrie  übersteige,  und  besonders 
Dinostratus,  der  Bruder  des  bei  der  delischen  Aufgabe  genannten 
Menächmus,  benutzte  zur  Auflösung  jener  Aufgabe  eine  Curve,  welche 
desshalb  in  der  Geschichte  der  Mathematik  den  Namen  der  Quadratrix 
des  Dinostratus  führt,  wenn  auch  die  eigenAi^^^i&cA'QXL^  ^^tv^^s^ 


--p^ 
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vielleicht  dem  Hippias,   einem  Zeitgenossen  des  Sokrates  zu  verdanken 

ist.^^)   Die  Quadratrix  ist  der  geometrische  Ort  des  Durchschnittspnnktes 

M  eines  Halbmessers,  der  nach  einander  alle  Lagen  ÄF  einnimmt,    die 

Yiv,  2.  ®^  ^^  einem  Kreisquadranten  ABC  besitsen 

kann,    und    einer    der  Anfangslage   ÄC   dea 

Halbmessers    parallelen    graden   Linie    EF^ 

I        welche  in  derselben  Bewegungszeit  fortrückt, 

!        bis  sie  zur  Berührungslinie  ^  J  an  den  Kreis 

/  ^.^    L^  I        geworden  ist.     Ist  daher  beispielsweise   ÄE 

j  /  '     l**      =  Y^  A  By   so  muss  der   durch  M  gezogene 

/  I         Halbmesser^/"  (unter Voraussetzung  des  6e- 

^ j._  _  j^      gebenseins    der  Curvo    B  M  D)   den   rechten 

Winkel  drittheilen,  und  in  ähnlicher  Weise 
kann  auch  der  dritte  Theil  jedes  spitzen  Winkels  durch  Construction 
gefunden  werden. 

So  sieht  man,  dass  die  Lehre  von  den  geometrischen  Oertern,  an- 
geregt jedenfalls  seit  450  v.  Chr.  Geb.,  mindestens  zur  Zeit  des  CncH- 
des,  wahrscheinlich  aber  schon  50  Jahre  früher,  einen  Grad  von  Voll- 
kommenheit erreicht  hatte,  welcher  über  die  Elemente  weit  hinausging, 
und  welcher  es  begreiflich  werden  lässt,  wenn  man  in  besonderen  Schrif- 
ten mit  dieser  Lehre  sich  beschäftigte,  wenn  man  an  Ortstheoreme  an- 
knüpfend eine  eigene  Gattung  von  Sätzen  aufstellte,  welche  mangel- 
hafte Ortstheoreme  oder  Porismen  in  dem  euclidischen 
Sinne  des  Worts  waren.  Ein  solches  Porisma,  und  wohl  eines  der 
berühmtesten,  die  überhaupt  existirten,  ist  uns  durch  Pappus  erhalten 
geblieben,  welches  in  moderner  Fassung  etwa  folgendermassen  lauten 
würde  :^*)  Schneiden  die  Linien  eines  vollständigen  Vierseits  sich  in 
6  Punkten,  von  denen  3  in  einer  Geraden  liegende  gegeben  sind,  und 
sind  von  den  3  übrigen  Punkten  2  der  Bedingung  unterworfen,  je  auf 
einer  gegebenen  Geraden  zu  bleiben,  so  wird  auch  der  letzte  Punkt  eine 
Gerade  zum  geometrischen  Orte  haben,  welche  aus  den  gegebenen  Dingen 
näher  bestimmt  werden  kann.  Man  sieht  nun  augenblicklich:  1)  dass 
es  sich  hier  um  einen  geometrischen  Ort  handelt;  2)  dass  in  der 
Hypothese  die  Lage  der  von  zwei  Punkten  beschriebenen  Geraden  nicht 
näher  ausgedrückt  ist,  dass  also  an  der  Hypothese  etwas  fehlt;  3)  dass 
demgemäss  auch  in  der  Folgerung  keine  vollständige  Bestimmtheit  exi- 
stirt;  4)  dass  aber  die  Folgerung  zu  einer  bestimmten  ergänzt  werden 
kann,  indem  man  die  Lage  der  dritten  Geraden  von  den  gegebenen 
Dingen  abhängig  macht,  sie  als  eine  darzustellende  Function  derselben 
betrachtet.  Oder  mit  anderen  Worten :  Die  Ortsveränderung  eines 
Punktes  ist  in  Abhängigkeit  gebracht  zu  den  Ortsverände- 
rungen zweier  Punkte,  so  dass  sie  der  Art  nach  bestimmt 
ist,  derLage  nach  aber  erst  bestimmt  wird,  wenn  jene  Orts- 
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vcränderungon  dor  beiden  anderen  Punkte,  sowie  die  drei 
feston  Punkte  wirklich  gegeben  sind. 

Dieses  vollständiger  als  die  übrigen  erhaltene  Porisma  wurde,  wie 
wir  gleichfalls  aus  Pappns  wissen,  in  10  einzelnen  Fällen  behandelt, 
wie  es  überhaupt  zu  den  charakteristischen  Merkmalen  der  alten  Geo- 
metrie gehört,  Einzelfälle  zu  unterscheiden ;  eine  Nothwendigkeit,  welche 
erst  bei  der  Einführung  allgemeiner  Symbole,  welche  durch  Verschieden- 
lieit  von  Zeichen  eine  Verschiedenheit  der  Lage  erkennen  lassen,  in 
Wegfall  kam.  Man  erkennt  daraus  um  so  leichter,  welche  gewaltige 
Ausdehnung  ein  Porismenwerk  gewinnen  konnte,  wenn  die  theils  als 
Bedingungen,  theils  als  Ergebniss  im  Porisma  vorkommenden  geometri- 
schen Oerter  von  irgend  einer  Gestalt  sein  durften.  Euclid  scheint  sich 
daher  die  freiwillige  Beschränkung  auferlegt  zu  haben,  nur  solche  Oerter 
zu  benutzen,  deren  Theorie  aus  seinen  Elementen  zur  Genüge  bekannt 
war,  nämlich  in  den  beiden  ersten  Büchern  der  Porismen  die  gerade 
Linie,  im  dritten  Buche  auch  den  Kreis.  Auch  so  waren  171  Sätze 
iu  dem  Werke  enthalten,  welche  Pappus  je  nach  den  Ergebnissen  (also 
von  den  Bedingungen  abstrahirend )  in  20  Gattungen  abtheilt.  Eine 
Gattung  war  es  z.  B.,  wenn  sich  ergab,  dass  ein  Punkt  auf  einer  der 
Lage  nach  bekannten  Geraden  liegen  müsse;  eine  zweite,  wenn  man  er- 
fuhr, daas  eine  gewisse  Gerade  in  allen  ihren  Lagen  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  gehen  müsse;  eine  dritte,  wenn  wieder  eine  bewegliche 
Gerade  auf  zwei  gegebenen  Geraden  Abschnitte  von  bestimmten  Pro- 
dukten bildete,  während  man  davon  zunächst  absieht,  welcherlei  Bedin- 
gungen in  jener  ersten  Gattung  die  Bewegung  des  Punktes,  *in  den 
beiden  anderen  die  Bewegung  der  Geraden  regeln.  So  wenigstens  ist 
die  Auffassung  von  Chasles  bei  seiner  Wiederherstellung  des  verlorenen 
Werkes,  deren  Verdienste  schon  früher  hervorgehoben  wurden,  und  auf 
welche  für  die  genauere  Kenntniss  des  Gegenstandes  hiermit  verwiesen 
werden  mag. 

Wenn  nun  die  Porismen  im  Hinblick  auf  ihren  Inhalt,  auf  die 
Lehre  von  der  Veränderlichkeit,  welche  denselben  mit  zu  Grunde  lag, 
eine  nahe  Verwandtschaft  zu  den  geometrischen  Oertern  an  den  Tag 
legen,  so  ist  die  Form  derselben,  und  auch  das  hat  Chasles  gezeigt, 
näher  mit  einem  dritten  Werke  Euclids  verwandt,  zu  dessen  Besprechung 
ich  jetzt  übergehe,  mit  den  sogenannten  Daten. ^^)  Diese  Schrift,  welche 
vollständig  bis  auf  uns  gekommen  ist,  besteht  aus  95  Sätzen,  in  welchen 
gezeigt  wird,  dass,  wenn  gewisse  Dinge  gegeben  sind,  auch  andere 
Dinge  gleichzeitig  mitgegeben  sind.  Etwas  deutlicher  wird  wohl  dieser 
Ausspruch,  wenn  man  sich  mit  den  Definitionen  bekannt  macht,  welche 
Euclid  selbst  an  die  Spitze  gestellt  hat  und  in  denen  es  heisst:  Der 
(jf rosse  nach  gegeben  heissen  Räume,  Linien  und  Winkel,  wenn  man 
solche,   die  ihnen  gleich  sind,  finden  kann,     ]&\\i  V^xVÄXss^»^ >Ä>aÄ\.  ^- 
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geben,  wenn  man  ein  Verhältnisse  welches  mit  jenem  einerlei  ist,  finden 
kann.  Der  Lage  nach  gegeben  heissen  Punkte,  Linien  und  Winkel, 
wenn  sie  immer  an  demselben  Orte  sind  n.  s.  w.  Von  den  Sätzen 
mögen  gleichfalls  zum  besseren  Verstau dniss  einige  auTs  Gerathewohl 
herausgehoben  werden.  Satz  1.  Gegebene  Grössen  haben  zu  einander 
ein  gegebenes  Verhältniss.  Satz  3.  Wenn  gegebene  Grössen,  wie  viel 
ihrer  sein  mögen,  zusammengesetzt  werden,  so  ist  ihre  Summe  gegeben. 
Satz  25.  Wenn  zwei  der  Lage  nach  gegebene  Linien  einander  schnei- 
den, so  ist  ihr  Durchschnittspunkt  gegeben.  Satz  40.  Wenn  in  einem 
Dreiecke  jeder  Winkel  der  Grösse  nach  gegeben  ist,  so  ist  das  Dreieck 
der  Art  nach  gegeben.  Satz  41.  Wenn  in  einem  Dreiecke  ein  Winkel 
gegeben  ist  und  die  um  diesen  Winkel  liegenden  Seiten  ein  gegebenes 
Verhältniss  zu  einander  haben,  so  ist  das  Dreieck  der  Art  nach  gegeben. 
Satz  54.  Wenn  zwei  der  Art  nach  gegebene  Figuren  ein  gegebenes 
Verhältniss  zu  einander  haben,  so  haben  auch  ihre  Seiten  zu  einander 
ein  gegebenes  Verhältniss.  Satz  89.  Wenn  in  einem  der  Grösse  nach 
gegebenen  Kreise  eine  der  Grösse  nach  gegebene  gerade  Linie  gezogen 
ist,  so  begrenzt  sie  einen  Abschnitt,  welcher  einen  gegebenen  Winkel 
fasst. 

Die  Vergleichung  dieser  Proben  mit  dem,  was  über  Porismen  gesagt 
wurde,  lässt  augenblicklich  die  grosse  Formverwandtschaft  erkennen. 
Auch  hier  schliesst  das  Theorem,  in  dessen  Gewände  die  Sätze  aufzu- 
treten pflegen,  ein  künftiges  Problem  ein,  und  die  Beweisführung  erfolgt 
fast  regelmässig  so,  dass  jenes  Problem  gelöst  wird.  So  ist  in  dem  oben 
angefÜhVten  Satz  3  die  Aufgabe  mit  eingeschlossen,  die  Summe  der  ge- 
gebenen Grössen  auch  wirklich  zu  finden,  und  in  der  That  wird  der 
Satz  dadurch  als  richtig  erwiesen,  dass  man  zwar  nicht  die  Summe  selbst 
—  denn  dieses  würde  nicht  in  dem  Charakter  des  Buches  der  Gegebenen 
liegen  —  aber  eine  der  Summe  gleiche  Grösse  darstellt.  Aber  auch 
dafür  ist  umgekehrt  gesorgt,  dass  man  nicht  Daten  und  Porismen  ganz 
verwechseln  könne.  Dagegen  schützt  der  gewaltige  Unterschied  des 
Inhaltes,  der  sich  kurz  dahin  bezeichnen  lässt,  dass  bei  den  Daten  die 
Bedingung  der  veränderlichen  Grösse  wegfällt,  welche  zum  eigentlichen 
Wesen  des  Porismas  gehört,  und  dessen  wissenschaftliche  Stellung  nach 
modernen  Begriffen  zu  einer  weit  höheren  macht,  als  die  der  Daten, 
deren  eigentliche  Berechtigung  uns  fast  zweifelhaft  erscheint,  weil  in 
ihnen  im  Grunde  Nichts  steht,  was  nicht  schon  in  anderer  Form  und 
anderer  Reihenfolge  in  den  Elementen  stünde.  Die  Data,  könnte  man 
sagen,  sind  Uebungssätze  zur  Wiederauffrischung  der  Elemente,  die  Poris- 
men sind  Anwendungen  derselben  von  selbstständigem  Werthe.  Dass  dem- 
nach auch  vorEuclid,  und  seit  es  überhaupt  Elementenschriftsteller  gegeben 
hatte,  Material  zu  Daten  und  Porismen  in  der  erläuterten  Wortbedeu- 
tuDg  vorbanden  war,  ist  keinem  Zweifel  unterworfen,  so  wenig  wir  eine 
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Ahnung  davon  haben,  ob  wirklich  derartige  Werke  verfaBst  wurden. 
Für  den  eigentlichen  Zweck  dieser  Abhandlung  bleibt  sich  dieses  auch 
ganz  gleich.  Ich  beabsichtige  den  mathematischen  Charakter  einer  Zeit 
zu  schildern,  und  diese  gipfelte  sich  in  Euclid.  Er  ist  uns  Bepräsentant 
der  bis  zu  seiner  Blüthe  vorhandenen  Summe  von  Kenntnissen.  Dass 
sein  Name,  seine  Werke  vor  Allen  erhalten  sind,  beweist  die  relative 
Meisterschaft,  welche  er  unter  seinen  Zeitgenossen  sich  erwarb,  stellt 
ihn  uns  aber  keineswegs,  ausser  wo  bestimmte  Zeugnisse  dafür  auf- 
treten, als  den  Dens  ex  Machina  dar,  dessen  Schöpferwort  das  ganze 
Lehrgebäude  jler  Mathematik  aus  dem  Nichts  hervorrief.  Diese  Auf- 
fassung ist  zu  wichtig  und  zu  oft  vernachlässigt  worden,  als  dass  man 
nicht  immer  und  immer  wieder  darauf  zurückkommen  müsste. 

Noch  von  einer  dritten  Aufgabensammlung  des  Euclid  erzählt  uns 
Produs,  ^*)  von  dem  Buche  überTheilung  der  Figuf  en.^')  Bis  in 
die  zweite  Hälfte  des  16.  Jahrhunderts  war  diese  Schrift  für  den  Occident 
verschollen,  da  fand  John  Dee  um  1563  eine  arabische  Schrift  gleichen 
Titels,  welche  er,  wiewohl  Mahomed  Bagdadinus  allein  als  Ver- 
fasser genannt  war,  fär  euclidisch  hielt,  und  deren  lateinische  lieber- 
Setzung  dann  auch  später  der  sogenannten  Oxforder  Ausgabe  des  Eu- 
clid ^®)  beigedruckt  wurde.  In  neuerer  Zeit  hat  Dee's  Hypothese  an 
Wahrscheinlichkeit  gewonnen,  seit  Wöpcke  in  Paris  ein  zweites  arabi- 
sches Fragment  auffand,  welches  mit  dem  Dee^schen  Manuscripte  dem 
Wesen  nach,  aber  nicht  wörtlich  übereinstimmend  besonders  auch  noch 
Sätze  über  Theilung  des  Kreises  enthält,  die  in  jenem  ersten  Texte 
fehlen,  während  Proclus  sie  ausdrücklich  erwähnt.  Nimmt  man  hinzu, 
dass  in  Wöpckes  Handschrift  geradezu  Euclid  als  Verfasser  genannt 
ist,  so  wird  dadurch  gewiss  der  Vermuthung  Baum  gegeben,  als  sei  hier 
mindestens  die  Spur  der  euclidischen  Schrift  vorhanden,  wenn  auch  darin 
vorkommende  und  mehrfach  seit  Savilius^^)  hervorgehobene  mathema- 
tische Unrichtigkeiten  nicht  gestatten  in  jenen  Fragmenten  das  rein  und 
vollständig  erhaltene  Buch  von  der  Theilung  wiederzuerkennen.  Welcher- 
lei Aufgaben  übrigens  in  diesen  anziehenden  Bruchstücken  enthalten  sind, 
mag  aus  einigen  Beispielen  hervorgehen.  So  ist  ftlr  das  Dreieck  und 
für  das  Viereck  die  Aufgabe  gestellt,  dieselben  durch  eine  einer  ge- 
gebenen Geraden  parallele  Linie  nach  gegebenem  Verhältnisse  zu  theilen. 
Für  das  Fünfeck  ist  die  Frage  zwar  nicht  ganz  so  allgemein  gestellt, 
aber  immerhin  wird  die  Theilung  desselben  nach  gegebenem  Verhält- 
nisse verlangt,  sei  es  von  einem  Punkte  einer  Fünfecksseite  aus,  sei  es 
durch  eine  zu  einer  Fünfecksseite  unter  gewissen  Voraussetzungen  pa- 
rallelen Gerade.  Endlich  schliesst  die  Wöpckesche  Handschrift,  wie 
schon  bemerkt,  die  Aufgaben  ein,  eine  von  einem  Kreisbogen  und  zwei 
einen  Winkel  bildenden  Geraden  eingeschlossene  Figur  in  zwei  gleiche 
Theile  zu  theilen  und  von  einem  gegebeneu  &eS\&^  ^voL^tL  \^^<«!ca&3£&v»^ 
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Theil  abzoscbneiden ,  Aufgaben,  zu  deren  Lösung  schon  ein  siemlicher 
Grad  geometrischer  Gewandtheit  erforderlich  ist,  wenn  auch  die  Grund- 
läge  derselben  durchaus  elementarer  Natur  bleibt.    Nebenstehende  Figijr 

zeigt    z.    B.    die    Halbirung    des 
Fig.  3.  durch     die    Geraden     AB,     AC 

und  den  Kreisbogen  B  C  einge- 
schlossenen Flächenraums.  Man 
zieht  die  Sehne  B  C  und  von  deren 
Mitte  D  aus  die  Senkrechte  DE 
sowie  die  Verbindungslinie  .4 />, 
\v^  so    wird     die     gebrochene    Linie 

\  ADE  die  Halbirung    vollziehen, 

J,-B    und    dasselbe   leistet    die  Gerade 

_^  -^"  E  F    unter      der     Voraussetzung 

DF^  AE,  weil  alsdann A  A FE 
=  ADE. 
Konnten  wir  uns  von  den  bisher  genannten  euclidischen  Werken 
eine  mehr  oder  weniger  genaue  Kenntniss  verschaffen,  so  versagen  da- 
gegen unsere  Htilfsmittel  den  Dienst  bezüglich  der  4  Bücher  über 
die  Kegelschnitte  und  der  2  Bücher  über  die  Oerter  auf  der 
Oberfläche,  von  welchen  uns  kurz  berichtet  wird.  Auf  den  Inhalt 
.des  ersteren  euclidischen  Werkes  werden  wir  im  weiteren  Verlaufe  dieser 
Untersuchung  einige  Rückschlüsse  machen  können,  wenn  wir  von  Apol- 
lonius  reden,  da  nach  Pappus  einige  Bücher  dieses  Mathematikers  we- 
sentlich auf  den  euclidischen  Kegelschnitten  beruhen  ^^).  Das  zweite 
Werk  dagegen  hat  ausser  seinem  TiteP®)  nur  vier  darauf  bezügliche 
Lemmen  bei  Pappus  als  Spur  hinterlassen.  Die  Meinung  von  Chasles 
ist  daher  nur  mit  grosser  Vorsicht  aufzufassen,  wonach  die  Oerter  auf 
der  Oberfläche  sogenannte  Umdrehungsoberflächen  des  zweiten  Grades 
behandelt  haben  sollen.  Noch  andere  Schriften  mechanischen,  astrono- 
mischen und  optischen  Inhaltes,  welche  den  Namen  des  Euclid  zur 
Aufschrift  tragen,  wollen  wir,  da  es  uns  nur  um  den  Zustand  der 
Mathematik  zu  thun  ist,  ganz  übergehen,  ohne  auch  nur  auf  die 
Gontroverse  ihrer  Aechtheit  oder  Unächtheit  uns  einzulassen.  Wir  wen- 
den uns  vielmehr  zu  den  drei  unmittelbaren  grossen  Nachfolgern  des 
Euclid,  zu  Archimed,  Eratosthenes,  Apollonius. 

Archimed^^)  war  unstreitig  der  weitaus  grösste  Mathematiker  des 
Alterthums,  und  als  solchen  erkannte  ihn  auch  die  Mitwelt  und  in 
höherem  Grade  noch  die  Nachwelt  an.  Er  ist  einer  der  wenigen  Ge- 
lehrten, die  einen  eigenen  Biographen  fanden,  indem  Heraclides,  ein 
Schriftsteller  von  unbestimmter  Lebenszeit,  der  aber  jedenfalls  vor  das 
6.  Jahrhundert  zu  setzen  ist,  da  Eutokius  von  Askalon  seiner  Erwähnung 
thut,  ein  Leben  des  Archimedes  schrieb.  ^^)     Diese  wahrscheinlich  wich- 
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tige  QueUenschrift  ist  indessen  verloren  gegangen,  und  so  ist  man  ge- 
nöthigt  dasjenige,  was  über  des  Archimedes  Lebensverhältnisse  zu  sagen 
ist,  aus  verschiedenen  Schriftstellern  des  Alterthums  zu  sammeln. ^^) 
Archimed  wurde  in  Syrakus  geboren,  wahrscheinlich  im  Jahre  287. 
Nach  einer  Angabe  war  er  dem  Könige  Hiero  verwandt,  nach  einer 
anderen  dagegen,  welche  mehr  Glauben  verdienen  dürfte,  war  er  von 
niederer  Geburt.^*)  Sein  nahes,  fast  freundschaftliches  Verhältniss  zu 
dem  Könige  steht  jedenfalls  ausser  Zweifel.  Wer  die  Lehrer  des  Archi- 
med gewesen,  ist  nicht  bekannt.  So  viel  giebt  Diodor  an,^^)  und  ara- 
bische Schriftsteller  bestätigen  es,  dass  er  inEgypten  war,  dem  Lande, 
in  welchem  seit  den  Ptolemäem  die  Mathematik  in  Blüthe  stand,  wenn 
wir  auch  die  ganze  Vorzeit  als  sagenhaft  betrachten  sollten.  Auch  von 
einem  Aufenthalt  des  Archimed  in  Spanien  wird  erzählt.  Als  wissen- 
schaftliche Freunde  des  Archimed,  welchen  er  einzelne  Abhandlungen 
zueignete,  kennen  wir  Zeuxippus,  König  Gelon,  Konon  und  be- 
sonders Dositheus,  an  den  weitaus  die  meisten  uns  erhaltenen 
Schriften  des  Archimed  gerichtet  sind.  Die  Stellung  des  Archimedes  in 
Syrakus,  als  er  in  diese  seine  Vaterstadt  zurückgekehrt  war,  scheint  eine 
mehr  private  als  öffentliche  gewesen  zu  sein.  Wenigstens  ist  nirgends 
die  Kede  von  Staatsgeschäften,  denen  er  vorgestanden  hätte.  Nur  in 
Verbindung  mit  einzelnen  Dienstleistungen  gegen  König  Hiero  wird  sein 
Name  genannt.  Darunter  ist  die  Untersuchung  des  Gold-  und  Silber- 
gehaltes von  Hieros  £jrone  vielleicht  am  bekanntesten.  Die  Methode 
der  Untersuchung  wird  in  doppelter  Weise  beschrieben,  und  wiewohl 
der  Gegenstand  eigentlich  ausserhalb  der  mathematischen  Betrachtungen 
liegt,  so  mag  hier  ausnahmsweise  ein  Bericht  über  diese  Controverse  ge- 
stattet sein. 

Vitruvius,  ein  Schriftsteller  des  augusteischen  Zeitalters,  erzählt  die 
Sache  folgendermaasen :  ^)  Archimed  sei  mit  dem  Nachweise  eines  bei 
Anfertigung  der  Krone  muthmasslich  begangenen  Betruges  beauftragt  ge- 
wesen; zufällig  sei  er  in  ein  Badehaus  getreten,  und  habe  beim  Ein- 
steigen in  eine  mit  Wasser  ganz  angefüllte  Wanne  bemerkt,  dass  eben- 
soviel Wasser  auslief  als  sein  Körper  verdrängte.  Diese  Beobachtung, 
welche  sicherlich  schon  mancher  Andere  vor  ihm  gemacht  hatte,  ohne 
jedoch  die  Nutzanwendung  einzusehen,  welcher  die  einfache  Thatsache 
fähig  war,  genügte  ihm  um  die  entsprechenden  Folgerungen  zu  ziehen. 
Die  Menge  des  verdrängten  Wassers,  so  schloss  er,  hängt  nur  von  der 
Ausdehnung,  nicht  von  dem  Gewichte  des  eingetauchten  Körpers  ab,  das 
Gewicht  dagegen  verändert  sich  bei  gleicher  Ausdehnung  nach  der  Natur 
des  Stoffes ;  andere  Stoffe  werden  bei  gleicher  Ausdehnung  verschiedenes 
Gewicht,  bei  gleichem  Gewicht  verschiedene  Ausdehnung  haben.  Bildet 
man  sonach  eine  reine  Goldmasse  und  eine  reine  Silbermasse,  beide  von 
genau  gleichem  Gewichte  mit  der  Krone,  ao  ^VtÄ.  öaä  ^^«t  ^^si  tsöäväväö. 
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Flüssigkeit  ans  einem  bis  zum  Rande  gefüllten  Oeflisse  verdrängen, 
nächstdem  die  ans  beiden  Metallen  gemischte  £jrone,  das  Gold  endlidi 
am  wenigsten.  Diese  Schlüsse,  wenn  auch  wohl  noch  nicht  in  der  hier 
ansgeftihrten  Deutlichkeit,  scheinen  dem  Geiste  Archimeds  sich  plötalieh 
dargeboten  zu  haben;  er  sah  ein,  dass  die  verhältnissmässige  Ausdehnung 
bei  gleichem  Gewichte,  eine  Grösse,  deren  Umgekehrtes  "die  moderne 
Physik  bekanntlich  als  specifisches  Gewicht  bezeichnet,  zur  hydrosta- 
tischen Bestimmung  der  Bestandtheile  eines  Metallgemenges  hinreiche 
mittelst  einer  heute  unter  dem  Namen  der  Gesellschaftsrechnung 
bekannten  Betrachtung.  In  der  Freude  über  diese  Entdeckung  sei  Ar- 
chimed  unbekleidet  in's  Freie  und  nach  seiner  Wohnung  zu  gelaufen 
mit  dem  lauten  Rufe  evQtixa^  svQtixa^  ich  habe  es  gefunden!  Die  zweite 
Auffassung  findet  sich  in  einem  Lehrgedichte  „über  die  Gewichte  und 
Maasse'S  welches  wahrscheinlich  um  das  Jahr  500  verfasst  sein  dürfte. 
Dort  ist  nämlich  die  Auffindung  des  specifischen  Gewichtes  einer  Sub- 
stanz, und  auf  diese  allein  kommt  es  ja  an,  an  eine  doppelte  Abwägung 
geknüpft.  Wird  die  zu  prüfende  Substanz  einmal  im  Freien  und  das 
zweite  Mal  in  Wasser  eingetaucht  gewogen,  so  wird  sie  das  zweite  Mal 
so  viel  an  ihrer  Gewichtswirkung  auf  den  Wagebalken ,  an  welchem  sie 
hängt,  einbüssen,  als  die  verdrängte  Flüssigkeitsmenge  beträgt,  man  wird 
folglich  in  dem  Verhältnisse  des  ursprünglichen  Gewichtes  zu  dem  Gre- 
wichtsverlnst  das  specifische  Gewicht  des  Stoffes  besitzen.  Diese  zweite 
Vorschrift  ist  allerdings  der  erstgegebenen  vorzuziehen,  weil  wohl  zu 
jeder  Zeit  Wägungen  in  genauerer  Weise  ausgeführt  werden  konnten, 
als  die  Abmessung  der  auslaufenden  Flüssigkeit.  Ferner  ist  nachweis- 
bar, dass  Archimed  das  hydrostatische  Gesetz  kannte,  auf  welchem  die 
Methode  der  doppelten  Abwägung  beruht.'^)  Gleichwohl  möchte  ich 
dem  älteren  Berichte  nur  um  so  bestimmter  Glauben  schenken.  Ist  doch 
der  Gedankengang  der  wahrscheinlichere,  dass  dem  Archimed  zuerst 
jene  unmittelbare  Messung  vorschwebte,  und  dass  er  erst  später  die  mittel- 
bare Methode  entdeckte,  nachdem  die  praktische  Schwierigkeit  der  er- 
steren  eine  solche  wünschenswerth  erscheinen  liess.^^)  Aber  gleichviel, 
jedenfalls  war  die  Entdeckung  eine  grossartige  und  wurde  als  solche 
von  den  Zeitgenossen  gewürdigt.  An  sie  knüpft  sich  wahrscheinlich  der 
von  Proklus  überlieferte  Ausspruch  des  Königs  Gelon,  er  werde  hin- 
fort Nichts  bezweifeln,  was  Archimed  behaupte.  ^^) 

Vielleicht  ist  übrigens  dieses  geflügelte  Wort  auf  Hiero  zurückzu- 
führen und  knüpft  sich  an  eine  andere  mechanische  Erfindung  des 
Archimed.  Wie  er  nämlich  mit  der  erzählten  Entdeckung  die  Grund- 
lage zur  Hydrostatik  gelegt  hatte,  so  ist  er  auch  als  der  Begründer  der 
Statik  und  Mechanik  fester  Körper  anzusehen,  indem  er  den  Satz  be- 
wies, dass  ungleiche  Gewichte  an  ungleichen  Hebelarmen  wirkend  Gleich- 
gewicht   darstellen    können,    sofern    die   Produkte    aus   der   Länge   der 
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Hebelarme  in  die  Gewichte  einander  gleich  sind.^^)  Von  diesem  Satze 
aus  constmirte  er  Hebemaschinen,  Flaschenzüge  und  ähnliche  Apparate, 
mit  deren  Hülfe  es  möglich  war,  dass  König  Hiero  einst  allein  ein 
schweres  Schiff  vom  Stapel  liess.  Aas  dem  Bewusstsein  der  Richtigkeit 
dieses  Satzes  ging  auch  das  weitere  anekdotisch  gewordene  Wort  des 
Archimedes  selbst  hervor,  dog  {U>i  jcov  öt(S  xal  f^v  yrjv  xtvi^öto.  Es 
waren  weiter  nur  Anwendungen  seiner  mechanischen  Lehren,  wenn  Ar- 
chimed  die  Schraube  als  Wasserhebemaschine  benutzte,  wenn  er  eine 
weit  berühmte  Himmelskügel  aus  Glas  verfertigte,  die  zur  Darstellung 
der  Bewegungen  der  Gestirne  diente.  Um  wieder  auf  sein  Verhältniss 
zu  König  Hiero  zurückzukommen,  so  erbaute  er  für  denselben  ein  grosses 
Schiff  mit  20  Ruderbänken,  welches  für  alle  Zwecke  der  Ueppigkeit 
aufs  Glänzendste  hergerichtet  war.^')  Nennen  wir  noch  eine  Wasser- 
orgel, welche  Archimed  erfunden  haben  soll,  und  das  geometrische  Spiel- 
werk, bei  welchem  ein  Quadrat  in  14  Stücke  von  verschiedener  viel- 
eckiger Gestalt  zerschnitten  wird,  aus  denen  dann  alle  möglichen  Figuren 
zusammengesetzt  werden,  so  ist  damit  die  Summe  der  nicht  streng  geo- 
metrischen Dinge  gegeben,  mit  welchen  der  Name  Archimeds  vor  der 
letzten  Periode  seines  Lebens  in  Verbindung  gesetzt  wird. 

Diese  letzte  Periode  war  nämlich  dem  öffentlichen  Dienste  gewid- 
met. Seit  214  belagerten  die  Römer  Syrakus,  und  des  Archimed  Er- 
findungen, seine  Bemtihungen  allein  waren  es,  welche  fast  zwei  Jahre 
lang  alle  Angriffe  des  Feindes  vereitelten.  Neben  mancherlei  Hebe- 
maschinen, mit  deren  Hülfe  die  feindlichen  Schiffe  in  die  Höhe  ge- 
zogen, dann  bei  plötzlichem  Falle  zerschmettert  wurden,  neben  Wurf- 
geschossen aller  Art  werden  aus  dieser  Zeit  besonders  die  Brennspiegel 
des  Archimed  genannt,  mit  deren  Hülfe  er  nach  den  freilich  vielfach 
bestrittenen  Erzählungen  von  Zonaras  und  Tzetzes  die  Schiffe  der 
Römer  aus  weiter  Entfernung  in  Brand  gesteckt  haben  soll.  Erst  212 
gelang  es  den  Römern  Syrakus  von  der  Landseite  aus  durch  Ueber- 
rumpelung  zu  nehmen,  und  dabei  verlor  Archimed  das  Leben,  indem  er 
der  Rohheit  eines  römischen  Soldaten,  welcher  ihn  nicht  kannte,  zum 
Opfer  fiel.  Auch  seinen  Tod  erzählen  die  Schriftsteller  in  Verbindung 
mit  einer  bekannten  Redensart.  Archimed  sei  gerade  mit  geometrischen 
Untersuchungen  beschäftigt  gewesen  und  habe  zu  diesem  Endzwecke 
Figuren  in  den  Sand  des  Hofes  gezeichnet;  «als  nun  der  Feind  heran- 
stürmte, habe  Archimed,  nur  für  seine  Figuren  in  Angst,  ihn  durch 
die  Worte  gereizt,  er  solle  seine  Kreise  schonen. ^^  Marcellus,  der 
römische  Feldherr,  empfand  grosse  Trauer  über  den  Tod  des  berühmten 
Gegners  und  liess  ihm  ein  Grabmal  setzen  mit  einer  mathematischen  Figur 
als  Inschrift,  wie  jener  es  einst  selbst  angeordnet  hatte.  Das  Grabmal 
scheint  indessen  von  Archimeds  Landsleuten  sehr  vernachlässigt  wor- 
den zu  sein,    da  Cicero,    der   es  bei   seinem  dotü^^^^  ^^^\)S^i^^  '(^ 
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Qaästor  von  Sicilien  aufsuchte,  es  nur  mit  Mühe  unter  dem  überwuchern- 
den Gestrüppe  entdeckte  und  an  der  Inschrift  erkannte.  Er  liess  es 
darauf  aufs  Neue  in  Stand  setzen. 

Nach  diesen  biographischen  Notizen  müssen  wir  zur  Besprechung 
der  uns  erhaltenen  Schriften  des  Archimed  übergehen,  welche  uns  in- 
dessen auch  Gelegenheit  geben  wird,  den  Verlust  mindestens  einer  Ab- 
handlung zu  beklagen,  welche,  wenn  nicht  einzig  in  ihrer  Art,  doch 
sicherlich  die  älteste  Abhandlung  über  den  betreffenden  Gegenstand  ist, 
von  der  wir  überhaupt  Nachricht  haben.  Die  Schriften  de^  Archimed, 
auch  dem  Philologen  dadurch  wichtig,  dass  sie  sämmtlich  im  dorischen 
Dialekte  abgefasst  sind,  beschäftigen  sich  mit  arithmetischen,  mit  geo- 
metrischen und  mit  mechanischen  Untersuchungen,  welche  sämmtlich  in 
einem  gewissen  Zusammenhange  stehen. 

Bekanntermassen  können  bei  der  Betrachtung  der  Zahlengrössen 
zwei  Gattungen  von  Eigenschaften  in*s  Auge  gefasst  werden:  solche,  die 
sich  auf  die  Veränderung  der  Zahl  beziehen,  sofern  sie  mit  einer  an- 
deren in  Verbindung  tritt  um  eine  dritte  zu  bilden,  und  solche,  die  der 
Zahl  selbst  inne  wohnen.  Die  erste  Gruppe  von  Betrachtungen  umfasst 
das  Rechnen,  die  heute  sogenannte  Arithmetik;  der  Inhalt  der  zweiten 
Gruppe  wird  heute  als  Zahlentheorie  benannt.  Die  Griechen  unter- 
schieden ebenso,  nur  dass  sie  den  Namen  Arithmetik  für  den  zahlen- 
theoretischen Theil  benutzten,  während  der  calculatorische  Theil  als 
Logistik  bezeichnet  wurde.  Die  Arithmetik  gehörte  zu  der  Lieblings- 
heschäftigung  der  älteren  wie  der  jüngeren  pythagorischen  Schule,  auf 
deren  Gründer  sich  wichtige  Capitel  derselben  zurückführen  lassen.^) 
Bei  der  Besprechung  des  Euclid  war  von  dieser  alten  Arithmetik  die 
Kede,  und  eine  historisch  -  mathematische  Untersuchung  über  die  ersten 
Jahrhunderte  nach  Christi  Geburt  würde  noch  reichhaltigen  Stoff  hinzu- 
fügen. Die  Logistik  dagegen,  die  Lehre  vom  Rechnen,  scheint  nur 
wenig  Autoren  den  Stoff  zur  schritflichen  Behandlung  geliefert  zu  haben, 
und  von  den  Abhandlungen,  welche  darüber  existirten,  ist  auch  nicht 
eine  einzige  vollständig  erhalten.  Negative  Erscheinungen  begründen 
zu  wollen,  ist  immer  misslich ;  wollte  man  aber  hier  den  Versuch  wagen, 
so  könnte  man  darauf  aufmerksam  machen,  dass  das  Rechnen  überhaupt 
einen  der  schwierigsten  Lehrgegenstände  bildet.  Will  man  einen  geo- 
metrischen Satz  etwa  von  Dreiecke  beweisen,  und  zeichnet  zu  diesem 
Zwecke  eine  Figur,  so  wird  zwar  das  Aussehen  der  Figur  je  nach  der 
Wahl  der  Längen  und  Richtungen  ein  sehr  verschiedenes  sein  können, 
aber  doch  wird  man  rasch  zur  .Ueberzeugung  gelangen,  dass  die  unend- 
liche Willkür  nicht  mehr  als  eine  geringe  Zahl  wesentlich  verschieden 
aussehender  Figuren  hervorbringen  kann,  und  mit  dieser  Ueberzeugung 
bildet  sich  gleichzeitig  das  Bewusstsein  von  der  allgemeinen  Gültigkeit 
der  an  einer  Figur  gelungenen  Beweisführung  für  alle  Figuren  derselben 
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Gattung.  Eine  wichtige  Beihülfe  ist  hierbei  die  Benennung  einzelner 
Punkte  der  Figur  durch  Buchstaben,  und  wir  dürfen  wohl  gelegentlich 
darauf  hinweisen,  dass  auch  hierin  schon  eine  gewisse  allgemeine  Sym- 
bolik von  uraltem  Ursprünge  zu  erkennen  ist.  Für  Zahlen  grossen  dauerte 
es  lange,  bis  allgemeine  Symbole  eingeführt  wurden,  an  denen  die  Ope- 
rationen formell  wenigstens  ausgeführt  werden  können,  und  was  das 
Alterthum  in  dieser  Richtung  bietet,  ist  nur  sehr  ungenügenden  Inhaltes. 
Benutzte  man  aber  bestimmte  Einzelzahlen  zu  den  Operationen,  so  war 
jetzt  die  Verschiedenheit  von  einem  Beispiele  zum  anderen  eine  so  ge- 
waltige, dass  nur  häufige  und  vielseitig  fortgesetzte  Uebung  die  Abstrac- 
tion  befestigen  konnte,  wie  man  es  jedesmal  nur  mit  einem  Beispiele  zu 
thun  habe,  und  wie  man  das  eigentliche  Kechnungsverfahren 
von  den  Zahlen,  an  welchen  es  gelehrt  wurde,  loszulösen 
habe.  Diese  Schwierigkeit  wuchs  in  dem  Grade,  als  Verbindungen  von 
mehr  und  mehr  ganz  frei  zu  wählenden  Zahlen  herzustellen  waren,  war 
demnach  bei  der  Logistik  bedeutender  als  bei  der  Arithmetik  im  alten 
Sinne  dieser  Namen.  Eine  Erläuterung  der  Rechnungsverfahren  wäh- 
rend der  Ausübung  war  schon  nicht  ganz  leicht,  eine  schriftliche  Aus- 
einandersetzung war  nur  um  so  schwieriger.^^  Dazu  kommt  noch,  dass 
das  Rechnen  der  Alten  vielfach  ein  instrumentales  war,  und  dass  auch 
die  Erklärung  des  dazu  erforderlichen  Rechenbrettes^^)  leichter  münd- 
lich bei  Benutzung  des  Apparates  selbst  als  schriftlich  zu  geben  war. 
Hier  genüge  die  Bemerkung,  dass  ein  solches  Rechenbrett,  Abaz,  bei 
den  Griechen  in  Uebung  war,  und  dass  die  Einrichtung  desselben 
dem  dekadischen  Zahlensystem  angepasst  war,  auf  welches 
ebendadurch  die  wissenschaftliche  Betrachtung  hingelenkt  werden  musste. 
Erläuterungen  dieses  Systemes  nun  und  Vervollkommnung  desselben,  da- 
durch, dass  man  wieder  unter  den  dekadischen  Einheiten  Einheiten 
höherer  Ordnung  unterschied,  fanden  sich  in  einem  dem  Zeuxippus  ge- 
widmeten Werke  des  Archimed,  welches  der  uns  erhaltenen  Ueber- 
schrift,  die  Grundzüge, ^^)  nach  die  Anfänge  der  Rechenkunst  über- 
haupt enthalten  haben  dürfte.  Jedenfalls  sind  wir  berechtigt,  Archimed 
als  einen  für  seine  Zeit  gewandten  Rechner  anzuerkennen.  Schon  die 
sogenannte  Kronenrechnung,  von  welcher  wir  freilich  kein e  unmit- 
telbaren Spuren  besitzen,  aber  deren  nothwendiger  Grundgedanke  oben 
besprochen  wurde,  erfordert  einige  Uebung  in.  dem  Rechnungsverfahren, 
und  noch  mehr  wird  sich  dieses  bei  der  Kreismessung  nachweisen 
lassen. 

Die  Erweiterung  des  dekadischen  Zahlensystems,  welche  Archimed  ein- 
führte, bestand  in  der  Zusammenfassung  von  je  8  auf  einander 
folgenden  Rangordnungen  in  eine  Octade  und  dann  wieder 
der  Octadon  selbst  zu  Perioden.**)  Die  erste  Octade  geht  also  von  der 
Einheit  zur  Zahl  10000  mal  10000  oder  Myriade  Myriaden,  welck^  d\^/E.\Tv- 
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heit  der  zweiten  Octade  bildet  und  welche  nach  modemer  Schreibart 
eine  1  mit  8  Nullen  ist.  Einheit  der  dritten  Octade  ist  die  Zahl,  welche 
wir  als  1  mit  2  mal  8  oder  16  Nullen  schreiben;  Einheit  der  26.  Octade 
etwa  ist  die  1  mit  25  mal  8  oder  200  Nullen.  Diese  Eintheilung  bis 
zur  lOOOOsten  Myriade  der  10000  mal  lOOOOsten  Octede  durchgeführt 
bildet  insgesammt  die  erste  Periode  und  die  zuletzt  genannte  Zahl  selbst, 
welche  also  nach  unserer  modernen  Schreibweise  eine  1  mit  800  Mil- 
lionen Nullen  wäre,  bildet  die  Einheit  der  ersten  Octade  der  zweiten 
Periode. 

Soll  es  gestattet  sein  hier  bei  der  Erwähnung  der  verlorenen  Grund- 
züge  des  Archimed  die  wenigen  Namen  anzuführen,  welche  ausserdem 
noch  mit  griechischer  Logistik  in  Zusammenhang  gebracht  werden  können, 
so  ist  vor  Allen  Apollo n ins  zu  nennen,  dessen  Multiplicationsmethode 
uns  noch  beschäftigen  wird;  dann  ein  gewisser  Magnus,  von  dem  wir 
allerdings  Nichts  weiter  wissen,  als  dass  er  irgendeinmal  vor  Eutokins, 
der  ihn  rühmt,*')  eine  Logistik  schrieb;  weiter  Theon  von  Alexan- 
drien,  gegen  Ende  des  4.  Jahrhunderts,  durch  welchen  wir  griechische 
Divisionen  und  Ausziehung  von  Quadratwurzeln  kennen;*^)  Pappus, 
der  höchst  wahrscheinlich  an  den  Anfang  seiner  Sammlungen  Logistiaches 
zusammenstellte,*^)  wovon  indessen  nur  ein  Bruchstück  auf  uns  gekom- 
men ist,  und  Eutokius  von  Askalon,  dessen  Multiplicationsbeispiele 
erhalten  sind.*®) 

Wenn  die  Grundzüge  des  Archimed  uns  abhanden  gekommen  sind, 
und  in  ihnen  sicherlich  ein  höchst  werthvolles  Werk,  so  ist  doch  die 
Sandrechnung *^)  desselben  Verfassers  vorhanden,  welche  mit  der 
Aufgabe  sich  beschäftigt:  eine  Zahl  anzugeben,  welche  grösser  sei,  als 
die  Zahl  der  Sandkörner,  die  eine  Kugel  fassen  würde,  deren  Halbmesser 
die  Entfernung  des  Erdmittelpunktes  von  dem  Fixstemhimmel  wäre  und 
dabei  jene  Zahlengnippirung  aus  den  Grundzügen  anwendet,  über  welche 
wir  erst  berichtet  haben.  Was  ist  nun  die  Bedeutung  dieser  eigenthüm- 
liehen  Aufgabe?  Man  hat  lange  Zeit  darüber  in  Zweifel  gestanden. 
Man  hat  sogar  versucht,  die  ganze  Tendenz  der  Schrift  in  jenem  Bruch- 
stücke der  Grundzüge  zu  finden;  mit  anderen  Worten,  man  hat  es  als 
einzigen  Zweck  der  Sandrechnung  bezeichnet,  ein  Beispiel  davon  lU 
liefern,  wie  man  die  Aussprache  der  Zahlen  von  einer  gewissen  Höhe 
an  vereinfachen  und  eine  Einsicht  in  die  Art  ihres  Wachsthums  ge- 
währen könne.  Ich  will  nicht  in  Abrede  stellen,  dass  ein  derartiges 
Thema  der  Behandlung  würdig  gewesen  wäre,  allein  ich  möchte  eher 
glauben,  dass  es  einen  Theil  des  Inhaltes  jener  Grundzüge  bildete.  Die 
Sandrechnung  hatte  sicherlich  einen  ganz  anderen  Zweck:  sie  sollte 
die  arithmetische  Ergänzung  der  geometrischen  Exhau- 
stionsmethode  bilden.  Wir  haben  bei  Gelegenheit  des  10.  Buches 
der  eucUdiBchen  Elemente  gesehen^  dass  in  der  Exhaustionsmethode  der 
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Gedanke  zum  Durchbräche  kam,  dass  es  keine  so  kleine  Grösse 
gebe,  welche  nicht  die  Auffindung  einer  noch  kleineren  Grösse  gestatte, 
und  dieses  Unendlichkleine  wurde  als  Unterschied  zweier  Raumgebilde 
der  Phantasie  nahe  gelegt.  Den  Gegensatz  zum  Unendlichkleinen  bil- 
det nun  das  Unendlichgrosse.  Das  heisst,  wir  können  auch  keine  noch 
so  bedeutende  Grösse  angeben,  welche  nicht  die  Auffindung  einer  noch 
grösseren  gestattete.  Will  man  aber  der  Phantasie  zu  Hülfe  kommen, 
so  ist  das  Unendlichkleine  eher  geometrbch  zu  versinnlichen,  als  der 
Unterschied  zweier  nahezu  zusammenfallender  Raumgebilde,  so  ist  da- 
gegen das  Unendlichgros^e  unmöglich  an  geometrischen  Figuren  zu  be- 
greifen, welche  immer  innerhalb  des  Raumes  begrenzt  erseheinen,  wäh- 
rend das  Unendlichgrosse  allen  Raum  überschreitet.  Hier  erleichtert 
man  daher  das  Begreifen  nicht  durch  die  concreto,  sondern  durch  die 
abstracto  Grösse,  das  heisst  durch  die  Zahl.  Man  wird  zeigen,  dass 
jede  noch  so  grosse,  aber  gegebene  Anzahl  durch  eine  im  Uebrigen 
nicht  näher  bestimmte  Zahl  überstiegen  werde,  und  grade  diese  Auf- 
gabe löst  die  archimedische  Sandrechnung. 

Man  könnte  vielleicht  einwenden,  mit  dieser  Erklärung,  welche  der 
Inhalt  der  Abhandlung  zweifellos  zulässt,  schiebe  man  denn  doch  nach- 
träglich dem  Archimed  eine  Einsicht  in  das  Wesen  der  Infinitesimalmathe- 
matik zu,,  welche  er  noch  keineswegs  besass.  Allein  dieser  Einwand 
zerfallt,  wenn  wir  zeigen,  wie  gerade  Archimed  die  geometrische  £x- 
haustionsmethode  mehr  anwandte  und  mit  grösserem  Erfolge  als  irgend 
ein  anderer  griechischer  Mathematiker,  eine  Thatsache,  welche  überdies 
so  allgemein  anerkannt  ist,  dass  Archimed  sogar  nicht  selten  als  der 
Erfinder  der^Exhaustionsmethode  bezeichnet  wird,  was  er,  wie  wir  wissen, 
nicht  war.  Femer  wird  es  zur  Zerstörung  der  Skrupel  wohl  beitragen, 
wenn  wir  finden,  dass  Archimed  neben  der  geometrischen  Exhaustions- 
methode  auch  eine  rechnende  Exhaustion  besass,  wenn  wir  diesen 
Namen  auf  jede  Methode  anwenden  wollen,  bei  welcher  ein  nicht  genau 
zu  Findendes  wenigstens  zwischen  zwei  sehr  benachbarte  Grenzen  ein- 
geschlossen wird. 

Von  dieser  rechnenden  Methode  macht  Archimed  in  seiner  Schrift 
über  die  Kreismessung  Gebrauch.  Er  geht  von  der  Seite  des  um- 
schriebenen Sechseckes  aus,  deren  Verhältniss  zum  Kreisdurchmesser  in 
noch  zu  erörternder  Weise  als  kleiner  als  163  :  265  bewiesen  wird.  Dann 

folgt,  dass  die  Seite  des  umschriebenen  Zwölfecks  kleiner  als  ^=r  des  Kreis- 
durchmessers sein  muss,  und,  indem  man  weiter  zum  umschriebenen 
Vielecke  von  immer  doppelter  Seitenzahl  übergeht,    zeigt  sich,   dass  die 

Seite  des  umschriebenen  96 Ecks  weniger  als  -^  ,.  des  Kreisdurch- 
messers misst.    Der  ganze  Umfang  des  96Ecke8,  und  um  so  aichiet^t  dxW 

Zeil  sehr.  f.  Malhcmatik  n.  Physik.    Suppl.  I.  ^ 
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kleinere  Kreisperipherie  ist  somit  kleiner  als  jqtvJ^  ^'  ^'  ^^^^'^  kleiner 
als  3V7  des  Kreisdnrchmessers.  Jetzt  wendet  sich  Archimed  zu  den 
eingeschriebenen  Vielecken.  Er  zeigt,  dass  die  Seite  eines  solchen  Sechs- 
ecks die  Hälfte   des  Durchmessers,    die   Seite   eines  solchen   Zwölfecks 

780 
mehr  als      ^^3,    des  Durchmessers  ist.     So  gelangt  er  wieder   zur  Seife 

des  jetzt  eingeschriebenen  96Ecks ,  welche  grösser  als  ,|^  des  Durch- 
messers gefunden  wird.     Folglich  ist  der  ganze  Umfang  dieses  SGEckes, 

fi5l5lß 

und  um  so  sicherer  die  grössere  Kreisperipherie,  grösser  als         ,  ,  d.  h. 

gewiss  grösser  als  S^Vti  ^^^  Kreisdurchmessers.  Somit  ist  diejenige 
Zahl ,  welche  das  Yerhältniss  der  Peripherie  zum  Durchmesser  eines 
Kreises  darstellen  soll,  allerdings  nicht  gefunden,  aber  sie  ist  doch 
zwischen  zwei  ziemlich  nahe  bei  einander  liegenden  Grenzzahlen  einge- 
schlossen^ zwischen  S^/^  und  S^®/,,. 

Ich  habe  noch  von  der  Methode  dieser  Entwickelung  zu  reden. 
Wenn  man  das  eingeschriebene  und  umschriebene  Sechseck  zu  einem 
Kreise  zeichnet  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  den  Endpunkten 
dieser  Sechsecke  verbindet,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Hälfte  der 
umschriebenen  Sechseckscite  die  kleinere  Kathete  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  ist,  dessen  grössere  Kathete  der  Halbmesser  des  Kreises  und 
dessen  Hypotenuse  doppelt  so  gross  als  die  kleinere  Kathete.  Das 
Quadrat  des  doppelten  Halbmessers  oder  des  Durchmessers  muss  daher 
3mal  so  gross  sein  als  das  Quadrat  jener  verdoppelten  kleineren  Ka- 
thete oder  der  umschriebenen  Sechsecksseite.  Ob  nun  Archimed  in  einer 
Tafel  der  Quadrate  ganzer  Zahlen  dasjenige  Quadrat  aussuchte,  dessen 
Dreifaches  nur  unbedeutend  grösser  als  ein  anderes  Quadrat  war,  und  da- 
durch zu  265  und  153  kam,  wissen  wir  freilich  nicht. ^^)  Genug,  er 
geht  von  diesen  beiden  Zahlen  aus  und  benutzt  zur  Auffindung  von 
Verhältnisszahlen  für  die  Seiten  der  Vielecke  von  jeweilig  verdoppelter 
Seitenzahl  theils  den  pytbagoräischen  Lehrsatz,  theils  jenen  anderen 
gleichfalls  bekannten>  Lehrsatz,  dass  die  Halbirungslinie  eines  Winkels 
eines  Dreiecks  die  gegenüberliegende  Seite  im  Verhältnisse  der  anliegen- 
den Seiten  schneidet.  ?^)  Dieselben  Htilfssatzc  wendet  er  auch  in  Bezug 
auf  die  eingeschriebenen  Vielecke  an  und  zeigt  sich  dabei  als  gewandten 
Rechner.  Nicht  nur  mit  Proportionen  weiss  er  aufs  Beste  umzugehen, 
er  muss  auch  irgend  eine  Methode  besessen  haben,  die  Quadratwurzeln 
näherungsweise  auszuziehen.  Ich  sage  eine  Methode  der  Ausziehung 
von  Quadratwurzeln,  denn  wenn  auch  in  dem  oben  erwähnten  Anfangs- 
beispiele ein  blosses  Experimentiren  denkbar  ist,  so  verlässt  uns  diese 
Möglichkeit,  sobald  gebrochene  Werthe  als  Quadratwurzeln  erscheinen; 
das  Vorhandensein  einer  Liste  der  Quadrate  aller  zwischen  zwei  ganzen 
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Zahlen  enthaltenen  Bruchzahlen  ist  mehr  als  unwahrscheinlich.  Leider 
giebt  Archimed  selbst  in  keiner  Weise  zu  erkennen,  worin  sein  Ver- 
fahren bestanden  haben  mag,  und  auch  sein  Commentator  Eutokius  be- 
lehrt uns  nicht  darüber.  Er  zeigt  nur  umgekehrt,  dass  die  Multiplication 
der  angegebenen  Werthe  mit  sieb  selbst  nahezu  die  archimedischen 
Ausgangszahlen  wieder  herstelle  und  macht  uns  so  wenigstens  mit  dem 
Multiplicationsverfahren  der  Griechen,  wie  es  zu  seiner  Zeit  in  Uebung 
war,  bekannt.  Dasselbe  ging,  wie  wir  heute  sagen  würden,  von  links 
nach  rechts,  also  der  modernen  Art  und  Weise  entgegengesetzt.  So 
multiplicirte  er,  um  265^  zu  finden  ^^)  zuerst  200  mit  200,  mit  60,  mit 
5;  dann  60  mit  denselben  Factoren ;  endlich  auch  5;  und  diese  9  Theil- 
produkte  addirte  er  schliesslich  zu  70225  zusammen. 

Ich  gehe  nun  schliesslich  zur  Besprechung  der  geometrischen  Schrif- 
ten des  Archimed  über.  An  die  Spitze  derselben  möchte  ich  wieder 
eine  verloren  gegangene  Abhandlung  stellen,  welphe  die  Ueberschrift : 
lieber  die  Kegelschnitte  fährte.  Dass  er  eine  solche  schrieb, 
glaubt  man  daraus  folgern  zu  dürfen ,  dass  an  zwei  verschiedenen  Stellen 
von  unzweifelhaft  echten  Schriften  auf  eine  Abhandlung  dieses  Titels 
verwiesen  ist,  ohne  dass  der  Name  eines  Verfassers  angegeben  wäre,*^*) 
und  das  untexlässt  Archimed  sonst  nur,  wenn  er  sich  auf  Eigenes  beruft. 
Jedenfalls  stehen  auch  die  Einzeluntersuchungen  des  Archimed  über  be- 
stimmte Kegelschnitte  mit  dieser  Annahme  nicht  im  Widerspruch,  und 
wenn  wir  an  dieser  Stelle  noch  nicht  darauf  eingehen  wollen,  in  welcher 
Art  Archimed,  seine  Vorgänger  und  seine  Nachfolger  die  Entstehung 
der  Kegelschnitte  auffassten  und  wie  sie  dieselben  benannten,  so  dürfen 
wir  wohl  mit  vorweggenommenem  Namen  bemerken,  dass  die  Parabel 
diejenige  unter  diesen  Curven  war,  mit  welcher  Archimed  sich  mit  einer 
gewissen  Vorliebe  beschäftigte.  Die  Untersuchungen  über  die  Quad- 
ratur der  Parabel  insbesondere,  welche  zwischen  das  erste  und 
zweite  Buch  einer  mechanischen  Schrift  über  den  Schwerpunkt 
und  das  Gleichgewicht  von  Ebenen  eingeschoben  sind,  zeigen  die 
vielgerühmte  Gewandtheit  des  Archimed  in  Anwendung  der  Exhau- 
stionsmethode  im  glänzendsten  Lichte,  so  dass  es  lohnend  sein  dürfte, 
wenigstens  im  Allgemeinen  den  Gang  des  Hauptbeweises  anzu- 
deuten. *®) 

Wird  ein  Parabelabschnitt  durch  eine  in  der  Mitte  der  denselben 
bildenden  Sehne  der  Axe  parallel  gezogene  Gerade  geschnitten,  so  ist 
die  Bcrührungslinie  an  die  Parabel  in  dem  Schnittpunkte  der  Sehne 
parallel.  Somit  ist  die  Senkrechte  aus  diesem  Schnittpunkte  auf  die 
Sehne  die  grösste  Senkrechte,  welche  überhaupt  aus  einem  Punkte  inner- 
halb des  gegebenen  Parabelbogens  auf  die  Sehne  gefällt  werden  kann, 
odor  dieser  Punkt  ist  als  höchster  Punkt  des  Parabelabschnittes  über 
seiner  Sehne  zu  bezeichnen.      Daraus    folgt   weiter^    dauBf^    d»Ä  \^x^^^> 
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welches  die  Sehne  zur  Grundlinie,  den  genannten  Höhepunkt  als  Spitze 
besitzt,  und  welches  folglich  von  dem  ersten  Parabelabschnitte  um  zwei 
neue  kleinere  Abschnitte  sich  unterscheidet,  grösser  als  die  Hälfte  des 
ersten  Abschnittes  ist.  Dieser  Abschnitt  ist  also  umgekehrt  grösser  als 
einmal,  kleiner  als  zweimal  das  betreffende  Dreieck.  In  jedem  der 
beiden  neuen  kleineren  Abschnitte  wird  nach  ähnlicher  Regel  wieder 
ein  Dreieck  beschrieben,  deren  jedes  mehr  als  die  Hälfte  des  ihn  ent- 
haltenden Abschnittes  einnimmt,  und  genau  den  achten  Theil  des  ersten 
Dreiecks  als  Flächeninhalt  besitzt.  Der  Parabelabschnitt  wird  dadurch 
in  zweiter  Annäherung  grösser  als  IV41  kleiner  als  IV2  des  ursprüng- 
lichen Dreiecks.  Nun  werden  in  die  neuen  immer  wieder  kleineren 
Parabelabschnitte  wieder  neue  Dreiecke  beschrieben  und  den  eben  aus- 
gesprochenen Sätzen  Analoges  von  denselben  behauptet.  In  modernen 
Zeichen  würde  die  Eeibenfolge  der  so  zu  gewinnenden  Sätze  als  Sum- 
mirung  der  unendlichen  Reihe  1  +  V4  +  (Vi)^  +  (V4)^  •  •  •  aufzufassen 
sein,  wobei  1  dem  Flächeninhalte  des  ersten  Dreiecks,  die  gesuchte 
Summe  dem  Flächeninhalte  des  Parabelabschnittes  als  Maass  zu  dienen 
hat.  Archimed  summirt  freilich  zunächst  nur  die  endliche  Reihe, 
deren  letztes  Glied  wir  etwa  als  (V4)"  bezeichnen  wollen,  und  giebt  an, 
dass  die  Summe  derselben  um  den  dritten  Theil  der  kleinsten  Zahl  ge- 
ringer als  Va»  in  Zeichen  also  =  V3 —  Vs  (V4)"  s®^-  I^äuu  kehrt  er 
mit  Hülfe  indirecter  Betrachtungen  zu  seinem  eigentlichen  Endziele  zu- 
rück und  weist  nach,  dass  ein  Parabelabschnitt  weder  grösser  noch  kleiner 
sein  könne,  als  %  des  Dreiecks,  das  mit  dem  Abschnitte  einerlei  Grund- 
linie und  gleiche  Höhe  hat. 

In  noch  höherem  Grade  originell  erscheint  der  andere  Beweis  des- 
selben Satzes,  welchem  das  Buch  der  Quadratur  der  Parabel  seine  den 
Leser  sicherlich   überraschende   Stellung    inmitten    von   Untersuchungen 
Fig.  4.  über  Gleichgewicht  und  Schwerpunktscon- 

H ^B     structionen    verdankt.''')      Mit    Rücksicht 

I  /7       grade    auf    die    Auffindung    des    Schwer- 

1     //  punktes  einer  Figur  wird  nämlich  gezeigt, 

y/  dass,    während    C    der    Stützpunkt    eines 

"ry  gleicharmigen  Hebels  A  CB  ist,  ein  Drei- 

/  eck  B  D  E^   welches  in  B  und  C  an  dem 


'^--'  /  einen  Wagebalken  CB  befestigt   ist,    der 

E  in  ^  an  dem  anderen  gleich  langen  Wage- 

balken CA  aufgehängten  Figur  F  das  Gleichgewicht  hält,  sofern  F  der 
dritte  Theil  des  Dreiecks  B  DE  ist.  Des  Weiteren  wird  ein  Parallel- 
trapez aufgehängt  gedacht  (Fig.  5),  dessen  nicht  parallele  Seiten  sich 
verlängert  in  B  schneiden,  während  die  parallelen  Seiten  senkrecht 
gegen  den  Wagebalken  sind.  Für  die  diesem  Trapeze  DEGH  das 
Gleichgewicht  bei  A  haltende  Figur  F  wird  bewiesen,  dass  sie  zwischen 
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zwei  Grenzen    dem    77-^-  und   dem    ^  „- fachen  des  Trapezes    enthalten 

ist.  Jetzt  geht  Archimed  zur  Aufhängung 
eines  Parabelabschnittes  über.  Einige 
Eigenschaften  dieser  Curve  hat  er  schon 
in  dem  Eingange  des  Buches  erwähnt. 
Nun  zeigt  er  (Fig.  6),  daes,  wenn  die  den 
Abschnitt  bildende  Sehne  B  D  \w.  beliebig 
viele  gleiche  Theile  getheilt  wird,  wenn 
aus  jedem  Theilpunkt  eine  Parallele  zu 
CE  und  aus  den  Schnittpunkten  dieser  Parallelen  mit  der  Parabel  Ver 
bindungslinien  nach  B  gezogen  werden, 
welche  man  noch  jenseits  des  Parabelpunktes 
bis  zur  nächsten  Parallelen  verlängert,  der 
Parabelabschnitt  alsdann  als  zwischen  zwei 
Summen  von  trapezartigen  Stücken  enthalten 
sich  kundgiebt.  Durch  Aufsuchung  der  in 
A  gleich  schweren  Figuren  zu  den  einzelnen 
Trapezen,  sowie  durch  Verbindung  der  bei- 
den genannten  Gleichgewichtssätze  für  das 
Dreieck  und  das  Trapez  ergiebt  sich  endlich 
der  Parabelabschnitt  als  Drittel  des  grossen 
Dreiecks  B  J)  E,  Andererseits  ist,  unter  der 
Voraussetzung,  es  sei  SGT  die  der  BD 
parallele  Berührungslinie  an  die  Parabel,  G 
die  Mitte  von  HR,  Z^  die  Mitte  von  BD  und  R  die  Mitte  von  B  E^ 
folglich  H  G=^I,^D  E\  daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Parabelabschnitt 
^/.^  des  kleinen  Dreiecks  B  D  G  ist,  wie  erwiesen  werden  sollte. 

Ausführlicher  möchte  ich  nicht  bei  diesem  Gegenstande  verweilen, 
um  nicht  der  selbstgesteckten  Beschränkung  auf  rein  Mathematisches 
allzu  untreu  zu  werden.  Aus  demselben  Grunde  sollen  auch  des  Ar- 
chimed zwei  Bücher  von  den  schwimmenden  Körpern  hier  nur 
eben  genannt  werden,  weil  sich  deren  Interesse  darauf  beschränkt,  die 
Eintauchungstiefe  gewisser  Körper  zu  finden,  deren  geometrische  Eigen- 
schaften in  einer  besonderen  Schrift  abgehandelt  werden,  in  dem  Buche 
von  den  Konoiden  und  Sphäroiden.  Unter  diesem  Namen  kennt 
Archimed  diejenigen  Körper,  welche  durch  die  Umdrehung  einer  Para- 
bel, einer  Ellipse,  einer  Hyperbel  um  ihre  Axe  gebildet  werden  und 
welche  man  heute  als  Rotationsparaboloide,  Rotationsellipsoide,  Rota- 
tionshyperboloide benennt.  Archimed  theilt  solche  Körper  durch  einan- 
der parallele  gleich  weit  von  einander  entfernte  ebene  Schnittflächen 
und  erhält  so  zwischen  je  zwei  Schnittebenen  ein  Körperelement,  das 
von  einem  Cylinder  eingeschlossen,  einen  andetQu  0^511x1^^^  \^  ^v^  ^'«^^ 
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hält.  Die  Summimng  sämmtlicher  grösseren  Cylinder  nebst  den  der 
sämmtlicben  kleineren  Cylinder  wird  sonach  zwei  Grenzen  bilden,  zwi- 
schen welchen  der  Körperinhalt  des  gegebenen  Umdrehungskörpers 
enthalten  ist,  und  welche  bei  Annäherung  der  Schnittflächen  selbst  be- 
liebig wenig  von  einander  unterschieden  sind.  Mit  anderen  Worten, 
Archimed  findet  die  Cubatur  der  genannten  Körper  nach  einer  Me- 
thode, in  welcher  wir  denselben  Gedanken  wiedererkennen,  der  ausge- 
bildet die  Lehire  von  den  bestimmten  Integralen  begründet.  Gelegent- 
lich wird  dabei  auch  die  Quadratur  der  Ellipse  abgeleitet,^®)  ge- 
legentlich auch  gezeigt,  wie  zu  jeder  Ellipse  unendlich  viele  Kegel 
und  Cylinder  gefunden  werden  können,  auf  deren  Mantel  sie  sich 
befindet,  offenbar  ein  Analogon  zu  dem,  was  wir  heute  perspecti- 
vische  und  projectivische  Eigenschaften  der  Curven  zu 
nennen   pflegen.*®) 

Noch  ein  anderes  stereometrisches  Werk  hat  Archimed  hinterlassen: 
Die  zwei  Bücher  von  der  Kugel  und  dem  Cylinder,  deren 
ausgesprochener  Zweck  es  ist,  ^)  drei  neue  Sätze  zu  beweisen :  1)  dass 
die  Oberfläche  einer  Kugel  dem  Vierfachen  ihres  grössten  Kreises  gleich 
sei;  2)  dass  die  Oberfläche  eines  Kugelabschnittes  so  gross  sei,  als  ein 
Kreis,  dessen  Halbmesser  einer  geraden  Linie  vom  Scheitel  des  Ab- 
schnittes bis  an  den  Umfang  des  Grundkreises  gleich  sei;  3)  dass  der 
Cylinder,  welcher  zur  Grundfläche  einen  grössten  Kreis  der  Kugel  habe, 
zur  Höhe  aber  den  Durchmesser  der  Kugel,  mit  anderen  Worten,  der 
der  Kugel  umschriebene  Cylinder  anderthalb  mal  so  gross  sei,  als  die 
Kugel,  und  dass  auch  seine  Oberfläche  das  Anderthalbfache  der  Kugel- 
oberfläche sei.  Auf  diese  Sätze  scheint  Archimed  selbst  unter  allen 
seinen  Entdeckungen  das  grösste  Gewicht  gelegt  zu  haben;  wenigstens 
war  es  die  Kugel  mit  dem  sie  umgebenden  Cylinder,  welche  er  auf 
seinen  Grabstein  eingemeiselt  wünschte,  und  woran,  wie  früher  erwähnt, 
Cicero  die  Begräbnissstätte  des  grossen  Mannes  erkannte. 

Zuletzt  bleibt  noch  eine  merkwürdige  Schrift  des  Archimed  zu  er- 
wähnen übrig:  Das  Buch  von  den  Schneckenlinien.®*)  Nicht 
als  ob  es  das  Letzte  gewesen  wäre,  was  Archimed  schrieb.  Die  chro- 
nologische Reihenfolge  seiner  Werke,  wie  sie  aus  den  gegenseitigen 
häufigen  Citaten  ziemlich  genau  herzustellen  ist,  und  auch  in  den  Ge- 
sammtausgaben  archimedischer  Schriften ,  z.  B.  in  der  vortrefflichen 
deutschen  Ausgabe  von  Nizze  eingehalten  ist,  weist  der  Schrift  über 
die  Schneckenlinien  den  Platz  au  zwischen  der  Kreismessung  und  den 
Konoiden  und  Sphäroiden.  Der  Grund,  warum  ich  ihrer  jetzt  erst  ge- 
denke, liegt  dariu;  dass  nach  modernen  Begriffen  die  Schneckenlinie  (die 
archimedische  Spirale,  q  =  a  d")  sich  weiter  von  der  elementaren  Geo- 
metrie entfernt,  als  was  wir  bisher  kennen  gelernt  haben.  Sogar  vom 
antiken    Gesichtspunkte    aus,    von    welchem    so    Manches   ganz    anders 
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aussieht,  lässt  sich  etwas  Aehnliches  behaupten.  In  der  That  ist  die 
Schneckenlinie  die  erste,  welche  durch  eine  doppelte  Gattung  von  Bewe- 
gungen und  von  bewegten  Elementen  zu<^leich  erzeugt  wird.  Die  Quadra- 
trix  des  Dinostrates  z.  B.  benutzt  zu  ihrer  Entstehung  eine  drehende  und 
eine  geradlinige  Bewegung,  aber  die  bewegten  Elemente  sind  doch  zwei 
gerade  Linien,  deren  Durchschnittspunkt  die  genannte  Curve  zum  Orte 
hat.  Hier  dagegen  bewegt  sich  das  eine  Mal  eine  grade  Linie,  das 
andere  Mal  ein  Punkt,  denn  die  Definition,  welche  Archimed  giebt,^^) 
lautet  so :  Wenn  eine  gerade  Linie  in  einer  Ebene  um  einen  ihrer 
Endpunkte,  welcher  unbeweglich  bleibt,  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit sich  bewegt,  bis  sie  wieder  dahin  gelaugt,  von  wo  die  Bewegung 
ausging,  und  wenn  zugleich  in  der  bewegten  Linie  ein  Punkt  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  von  dem  unbewegten  Endpunkte  anfangend 
sich  bewegt,  so  beschreibt  dieser  Punkt  eine  Schnekenlinie  in  der 
Ebene.  Man  hat  die  Berechtigung  des  Namens  archimedische  Spi- 
rale in  Abrede  stellen  wollen.  Man  hat  behauptet,  nicht  Archimed, 
sondern  dessen  Freund  Konon  sei  der  Erfinder  der  Linie  und  der 
sich  auf  dieselben  beziehenden  Sätze  gewesen.  Nizze  hat  indessen  zur 
Genüge  gezeigt, ^^)  dass  Letzteres  wenigstens  durchaus  unrichtig  und 
folglich  Ersteres  nicht  hinlänglich  begründet  sei.  Archimed  war  es, 
der  jene  Sätze  an  Konon  zum  Bewebe  schickte,  wie  es  in  der  Sitte 
der  damaligen  Zeit  gelegen  zu  haben  scheint,  und  welcher  nach  dem 
Tode  des  Konon  erst  viele  Jahre  wartete,  „ohne  dass  irgend  Jemand 
mit  einer  dieser  Aufgaben  sich  befasst  hätte;''  alsdann  erst  setzte  er 
die  Beweise  in  der  gegenwärtig  besprochenen  Schrift  für  den  Dositheus 
auseinander.  Gerade  der  moderne  Leser,  welcher  gewöhnt,  ist,  Curven 
von  der  Natur  der  Spirallinien  nur  mit  Hülfe  der  Infinitesimalrechnung 
zu  discutiren,  während  er  noch  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
z.  B.  häufiger  von  rein  geometrischen  Anschauungsbeweisen  Gebrauch 
macht,  grade  dieser  wird  sich  nicht  genug  über  die  Gewandtheit  er- 
staunen können,  welche  Archimed  in  bewundrungs würdiger  Anwendung 
ganz  elementarer  Mittel  an  den  Tag  legt.  Einige  wenige  leicht  abzu- 
leitende Proportionen  und  Ungleichheiten  —  denn  auf  letztere  kommt 
es  begreiflich  vielfach  an  bei  Anwendung  der  Exhaustionsmethode  — 
die  Zerlegung  des  Baumes  der  Schneckenlinie  in  Ausschnitte,  deren 
jeder  kleiner  als  ein  äusserer,  grösser  als  ein  innerer  Kreisausschnitt 
ist,  das  ist  der  ganze  wissenschaftliche  Apparat,  mittelst  dessen  die 
Quadratur  der  Schneckenlinie  gefunden,  die  Berührungslinie 
an  irgend  einem  Punkt  derselben  gezogen  wird. 

Ein  Buch  des  Archimed  kennen  wir  noch  ausserdem.  Es  sind 
die  Wahl  Sätze,  wie  die  Ueberschrift  der  deutschen  Uebcrsctzung 
lautet,  welche  nach  der  allein  uns  erhaltenen  arabischen  Bearbeitung 
augefertigt  ist.      Die  Echtheit  dieser  Schrift  kau\i  uä-Oq.  ^^\3l  X^^^^ccsssss^ävi. 
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Aeusseningen  des  Arabers  nicht  wohl  angezweifelt  werden;  keinenfalls 
begehen  wir  indessen  ein  Unrecht  an  Archimed,  wenn  wir  über  den 
höchst  unbedeutenden  Inhalt  sofort  hinweggehen.  Wir  möchten  uns 
sonst  den  Eindruck  der  vorhergehenden  Darstellung  einigermassen  ver- 
wischen, aus  welcher  sich  uns  Archimed,  um  mit  einem  in  den  letzten 
Jahren  verstorbenen  Fachgenossen  zu  reden,  ^^)  als  das  kundgiebt,  was 
er  in  der  Geschichte  der  Wissenschaften  war:  „das  grösste  mathematische 
Genie  des  Alterthums,  der  sich  überall  Bahn  brach  und  als  ein  bauender 
König  den  Kämern  viel  zu  thun  gab." 

Soll  damit  die  Würdigung  des  Archimed  ,als  Mathematiker  abge- 
schlossen sein,  so  darf  ich  doch  vielleicht  noch  einen  Umstand  er- 
wähnen, der  in  doppelter  Webe  denkwürdig  ist,  theils  zur  Kennzeich- 
nung der  damaligen  Gelehrtenwelt,  theils  zur  Kcnntniss  einer  gewissen 
Schalkhaftigkeit  in  dem  Charakter  des  Archimed,  welche  aus  dem,  was 
wir  früher  über  sein  Leben  berichteten,  noch  nicht  hervorgeht  Ich  be- 
merkte schon,  dass  es  Sitte  war,  Sätze  ohne  ihren  Beweis  zu  veröffent- 
lichen, gewissexmassen  als  Herausforderung  für  andere  Mathematiker, 
den  Beweis  nachträglich  zu  finden.  Nun  scheint  es  auch  damals  nicht 
an  Leuten  gefehlt  zu  haben,  welche  Alles  von  Anderen  Gefundene  als 
willkommene  Beute  ansahen,  ohne  sich  die  Mühe  zu  geben,  vielleicht 
ohne  die  Fähigkeit  zu  besitzen,  die  Richtigkeit  zu  bestätigen.  Diesen 
Leuten  gegenüber  erlaubte  sich  Archimed  nun  einmal  den  Scherz»  auch 
zwei  falsche  Sätze  zu  veröffentlichen,  um,  wie  er  geradezu  sagt,®*) 
wo  er  geraume  Zeit  später  die  Neckerei  erzählt  und  die  Falschheit  jener 
Sätze  selbst  darthut,  ,^um  eben  solche  Leute,  die  da  Alles  zu  finden 
behaupten  und  doch  nie  einen  Beweis  vorbringen,  zu  überführen,  dass 
sie  auch  einmal  etwas  Unmögliches  zu  finden  verheissen  hätten.'^ 

Etwa  11  Jahre  nach  der  Geburt  des  Archimed,  im  Jahre  276  oder 
275  ward  der  zweite  der  drei  grossen  Zeitgenossen  geboren:  Erato- 
sthenes,®®)  Sohn  des  Eglaos.  Gebürtig  von  Kyrene,  verbrachte  er 
den  grössten  Theil  seines  Lebens  in  Alcxandrien.  Dort  ward  er 
erzogen  von  Kallimachos,  dem  gelehrten  Vorsteher  der  grossen 
3ibliothek,  sowie  von  einem  anderen  sonst  unbekannten  Philosophen 
Lysanias.  Dann  wandte  er  sich  nach  Athen,  wo  er  der  Schule  der 
Platoniker  sich  näherte,  so  dass  er  selbst  als  Platoniker  bezeichnet  wird, 
und  wo  er  wahrscheinlich  auch  zuerst  tiefer  in  das  Studium  der  Mathe- 
matik eindrang.  Ptolemäus  Euergetes  (der  dritte  Ptolemäer,  wie 
Suidas  erzählt,  welchem  die  Notizen  für  das  Leben  des  Eratosthenes 
fast  ausschliesslich  zu  verdanken  sind),  berief  Eratosthenes  wieder  nach 
Alexandrien  zurück  als  Nachfolger  seines  Lehrers  Kallimachos  in  der 
Leitung  der  Bibliothek,  und  von  da  an  scheint  sein  Verhältniss  zu  diesem 
Fürsten  wie  zur  Fürstin  Arsinoe  ein  besonders  freundschaftliches  ge- 
worden    zu    sein.      Es    ist   folglich    keinerlei    Grund    vorhanden    anzu- 
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nehmen,  Eratosthenes  sei  in  späteren  Jahren  von  der  Bibliothek  ent- 
fernt in's  Elend  gerathen,  wenn  auch  andererseits  die  Nachrichten  zu 
übereinstimmend  sind  nm  sie  zu  verwerfen,  dass  Eratosthenes  angen- 
leidend,  vielleicht  sogar  erblindet,  seinem  Leben  ungeföhr  194  v.  Chr. 
Geb.  dnrch  freiwilligen  Hungertod  ein  Ende  machte. 

Die  wissenschaftliche  Bedeutung  des  Eratosthenes  war  eine  mannig- 
faltige. Das  Hauptgewicht  scheint  er  selbst  auf  seine  literarische  und 
grammatische  Thätigkeit  gelegt  zu  haben,  wenigstens  gab  er  sich  selbst 
den  Beinamen  des  Philologen.  Allein  auch  in  den  meisten  anderen 
Disciplinen  trat  Eratosthenes  als  Schriftsteller  auf,  wie  die  erhaltenen 
Ueberschriften  seiner  Werke  bezeugen,  und  sicherlich  nicht  mit  Unrecht 
nannten  ihn  desshalb  die  Schüler  des  Museums  Pentathlon,  den 
Kämpfer  in  allen  Fechtweisen,  welche  bei  den  Kampfspielen  in  Gebrauch 
waren.  Um  diese  Vielseitigkeit  zu  kennzeichnen  mag  nur  der  Schrift 
„über  das  Gute  und  das  Böse'^  neben  der  „Chronologie"  und 
neben  der  „Erdmessung",  in  welcher  zum  ersten  Male  von  einem 
Griechen  der  Versuch  gemacht  war,  die  Grösse  der  Erde  zu  bestimmen, 
des  Werkes  „über  die  Komödie"  ne^en  der  „Geographie"  gedacht 
werden,  von  welcher  letzteren  werthvolle  Bruchstücke  erhalten  sind, 
aus  denen  ein  so  guter  Gewährsmann  in  diesem  Fache  wie  Alexander 
von  Humboldt  nachgewiesen  hat,®'^)  dass  Eratosthenes  nicht  nur  eine 
klare  Beschreibung  des  Vorhandenen  lieferte,  sondern  auch  allgemeine 
Betrachtungen  über  das  Werden  und  die  Ursachen  der  Veränderungen 
mit  Glück  gewagt  hat. 

Hier  muss  diese  kurze  Andeutung  genügen.  Wir  haben  es  mit 
Eratosthenes  dem  Mathematiker  zu  thnn,  und  wollen,  bevor  wir  diese 
Seite  seiner  Thätigkeit  verfolgen,  nur  eines  weiteren  Beinamens  noch 
gedenken,  unter  welchem  Eratosthenes  mitunter  vorkommt.  Man  nannte 
ihn  nämlich  Beta.  Die  Bedeutung  dieses  Beinamens  ist  sehr  zweifelhaft. 
Die  Einen  wollen ,  er  habe  ihn  desshalb  erhalten ,  weil  er  der  zweite  Vor- 
steher der  grossen  Bibliothek  gewesen  sei;  allein  dieses  ist  einestheils 
unrichtig,  wenn,  wie  sonst  angenommen  wird,  Zenodotus  der  erste,  Kalli- 
machos  der  zweite,  Eratosthenes  also  erst  der  dritte  Vorsteher  war,  an- 
derntheils  ist  nirgends  eine  Spur  davon  zu  finden,  dass  Zenodotus  oder 
auch  Kallimachos  etwa  Alpha,  oder  einer  der  Nachfolger  des  Eratosthenes 
Gamma  oder  Delta  genannt  worden  wäre.  Wahrscheinlicher  ist  die 
andere  Ableitung,  wonach  das  Wort  Beta  ihn  als  zweiten  Plato  charak- 
terisiren  sollte,  oder  allgemeiner  als  denjenigen,  der  überall  den  zweiten 
Hang  wenigstens  sich  zu  erobern  wusste,  wenn  der  erste  Bang  auch 
ehrfurchtsvoll  den  Altvordern  eingeräumt  werden  muss.  Endlich  kommt 
noch  in  Betracht,  dass  Buchstaben  als  Beinamen,  und  zwar  unter  der 
seltsamsten  Begründung  auch  anderweitig  bei  den  Griechen  um  das 
Jahr  200  v.  Chr.  Geb.  vorkommen.      So  -witA.  eim.  kaVT^xiwsi  k.^^OCS.^- 
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nias,  der  zur  Zeit  des  Königs  Ptolemäos  Philopator  sich  mit  Unter- 
sachangen  über  den  Mond  beschäftigte  and  dadurch  sich  weithin  bekannt 
machte,  als  Epsilon  bezeichnet;  denn  der  Buchstabe  6,  heist  es,  sehe 
der  Gestalt  des  Mondes  gleich.^) 

Von  den  mathematischen  Schriften  des  Eratosthenes  ist  uns  nur 
Weniges  bekannt,  das  Wenige  aber  lässt  U19  so  mehr  den  Verlust  der 
übrigen  Theile  bedauern.  Er  beschäftigte  sich  mit  den  beiden  Rich- 
tungen mathematischer  Forschung,  welche  vorhanden  waren,  mit  Geo- 
metrie und  Arithmetik.  In  ersterer  Beziehung  ist  ein  Bri.ef  des 
Eratosthenes  an  Ptolemäus  Euergetes  vorhanden,  welchen  Eu- 
tokius  von  Askalon  in  seinem  Commentar  zu  den  Büchern  des  Archimed 
über  Kugel  und  Cylinder  uns  vollständig  überliefert  hat.^^)  In  diesem 
Briefe  ist  ^ie  Entstehungssage  der  Aufgabe  der  Würfelverdoppelung 
des  Breiteren  erzählt,  wie  wir  früher  bei  Gelegenheit  dieser  Aufgabe 
berichteten.  Eratosthenes  giebt  aber  auch  eine  ihm  selbst  eigenthüm- 
liehe  Auflösung  mit  Hülfe  eines  eigens  dazu  erfundenen  Apparates. 
Das  sogenannte  Mesolabium,  wie  es  um  seines  Zweckes  willen  hiess^^) 
und  welches  einen  grossen  Bi^  im  Alterthume  erlangte,  bestand  im 
Wesentlichen  aus  3  einander  gleichen  rechtwinkligen  Täfelchen  von 
Holz,  Elfenbein  oder  Metall,  welche  zwischen  zwei  mit  je  3  Binnen 
versehenen  Linealen  eingeklemmt  in  diesen  Rinnen  über  einander  ver- 
schoben werden  konnten.  War  nun 
die  Anfangslage  A  B  CD,  C  D  E  F, 
E  F  G  H,  war  A  B  die  grössere,  G  M 
die  kleinere  Linie,  zwischen  welche 
die  beiden  mittleren  Proportionalen  ein- 
zuschalten waren,  so  musste  man  nur 
die  Rechtecke  in  die  verschobenen 
Lagen  A  B  C  D,  C^  D^  E  F,  E^F^GH 
bringen,  welche  die  Stücke  D^K,  E^L 
der  in  die  Rechtecke  eingezeichneten 
Diagonalen  verdeckten  und  die  so  be- 
stimmten Punkte  Ä^  und  Z  mit  A  und 
M  in  eine  gerade  Linie  brachten;  als- 
dann sind  K  C  und  LF  die  beiden  ge- 
suchten Proportionallinien. 
Eratosthenes  schlug  diese  seine  Erfindung  so  hoch  an,  dass  er  znm 
ewigen  Gedächtnisse  derselben  ein  Exemplar  als  Weihegeschenk  in  einem 
Tempel  aufhängen  Hess  und  eine  Inschrift  in  Versen  darunter  setzte, 
welche  in  gedrängtester  Kürze  die  Gebrauchsanweisung  enthielt.  ^*)  Die 
Inschrift  selbst,  ein  aus  O.Distichen  bestehendes  Epigramm,  ist  auch 
durch  manche  Nebenbemerkung  von  Wichtigkeit,  wie  z.  B.  aus  ihr  ent- 
nommen    wirdf    dass    Menächmos    den    dreifachen    Schnitt    des   Kegels 
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vollbrachte.  Ob  ein  von  Pappus  an  zwei  Stellen '')  erwähntes  Werk 
des  Eratosthenes  „über  Me  die  täten*'  sich  gleichfalls  auf  die  Würfel- 
verdoppelang  bezieht,  ist  angewiss.  Wäre  dem  so,  so  würde  daselbst 
möglicherweise  eine  geometrische  Lösung  gelehrt  worden  sein,  da  Pappus 
das  eine  Mal  bemerkt,  diese  Schrift  stehe  mit  den  linearen  Oertem  ihrer 
ganzen  Voraussetzung  nach  im  Zusammenhange. 

Noch  geringfügiger  sind  die  Spuren  eines  weiteren  Werkes  des 
Eratosthenes,  welche  auf  wenige  unbedeutende  Citate  bei  Theon  von 
Smyrna  sich  beschränken.'^)  Wenn  auch  vielleicht  der  Schluss  ge- 
rechtfertigt ist,  in  jenem  Werke  sei  von  den  Proportionen  und  sonstigen 
arithmetischen  Fragen  die  Rede  gewesen,  so  schwebt  doch  die  Behaup- 
tung ganz  in  der  Luft,  als  habe  sie  den  Titel  Arithmetik  geführt. 

Vielleicht  gehört  eben  dahin  ein  Bruchstück,  welches  bei  Niko- 
machus  von  Gerasa  und  in  dem  Commentar  des  Jamblichus  zu 
diesem  Schriftsteller  sich  vorfindet;  ^^)  vielleicht  aber  auch  ist  dasselbe 
ein  Theil  einer  besonderen  Schrift,  welche  den  Namen  des  Siebes 
führte.  Das  Sieb^^)  ist  eine  Methode  um  sämmtliche  Primzahlen  zu 
entdecken.  Man  schreibt,  so  lautet  die  Regel,  alle  ungraden  Zahlen 
von  der  3  an  der  Reihe  nach  auf.  Man  streicht  nun  jede  dritte  Zahl 
hinter  der  3  durch,  so  sind  die  Vielfachen  der  3  entfernt.  Dann  geht 
man  zur  nächsten  Zahl  5  über  und  streicht  jede  fünfte  Zahl  hinter  ihr 
durch,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  sie  schon  durch  einen  früheren  Strich 
vernichtet  ist  oder  nicht;  so  sind  die  Vielfachen  der  5  entfernt.  Fährt 
man  weiter  so  fort,  indem  man  beim  Abzählen  und  Durchstreichen  die 
bereits  durchstrichenen  Zahlen  den  unbertüirten  gleich  achtet,  und  nur 
den  Unterschied  macht,  dass  man  keine  durchstrichene  Zahl  als  Aus- 
gangspunkt einer  neuen  Aussiebnng  benutzt,  so  bleiben  schliesslich  nur 
die  Primzahlen  übrig.  Sämmtliche  zusammengesetzte  Zahlen  dagegen 
sind  vernichtet,  und  am  Anfange  fehlt  aMh  noch  die  Primzahl  2,  welche 
Jamblichus,  weil  sie  grade  sei,  nichft^wnter  die  Primzahlen  gerechnet 
wissen  will,  trotzdem  Euclid  sie  fehlerhafter  Weise  dorthin  vorwiesen 
habe.  7«) 

Die  Siebmethode  des  Eratosthenes  ist  grade  keine  Methode,  zu 
deren  Ersiunung  ein  übermässiger  Scharfsinn  gehörte.  Trotz  dessen 
glauben  wir  sie  ihrer  historischen  Stellung  wegen  für  einen  ziemlich 
bedeutenden  Fortschritt  in  der  Zahlentheorie  halten  zu  müssen.  Man 
erwäge  nur,  wie  die  Sache  der  Zeitfolge  nach  liegt.  Zuerst  unterschied 
man  Primzahlen  von  zusammengesetzten  Zahlen  und  leitete  wohl  manche 
Eigenschaften  der  Letzteren  aus  den  Ersteren  ab.  Der  zweite  Schritt 
war  der,  dass  Euclid  zeigte,  wie  die  Anzahl  der  Primzahlen  unendlich 
gross  sei,  wie  es  folglich  nicht  möglich  sei,  alle  Primzahlen  zu  unter- 
äuchen.  Jetzt  erst  gewinnt  es  als  dritter  Schritt  Bedeutung,  wenn 
Eratosthenes  zeigt,  wie  man  wenigstens  \m  ^iM^di^  %^\^  ^\^  ^xvsskwö^^».^ 


44  EucHd  und  sein  Jahrhundert. 

80  weit  man  in  der  Zahlenreihe  gehen  will,  zu  entdecken,  und  somit 
der  Unansfuhrharkeit  der  Darstellung  sämmtlicher  Primzahlen  eine  von 
der  Willkür  des  Rechners  abhängende  untere  Grenze  zu  setzen.  Ich 
meine  an  und  für  sich  hätte  die  Entdeckung  des  Eratosthenes  ebenso 
gut  vor  als  nach  Euclid  gemacht  werden  können,  aber  vor  Euclid  wäre 
ihr  wissenschaftlicher  Werth  geringfügiger  gewesen.  Damals  hätte  es 
können  ein  verunglückter  Versuch  sein,  die  genaue  Anzahl  der  Prim- 
zahlen zu  ermitteln.  Jetzt  dagegen,  nach  Euclid,  konnte  es  nur  eine 
Methode  ;sein,  bei  deren  Aussinnung  man  von  Anfang  an  grade  das 
beabsichtigte,  was  sie  zu  leisten  im  Stande  ist.  Darin  liegt  aber  schon 
ein  Zeugniss  höherer  Vollkommenheit,  wenn  Methoden  zu  bestimmten 
Zwecken  gesucht  und  auch  wirklich  gefunden  werden. 

Der  dritte  schon  genannte  Mathematiker  dieses  Zeitalters,  dessen 
Besprechung  uns  jetzt  zu  beschäftigen  hat,  war  ApoUonius  von 
Pergä,  wie  er  zur  Unterscheidung  von  ausserordentlich  vielen  Gelehr- 
ten, die  den  Namen  ApoUonius  führten,  nach  seinem  Heimathsorte,  einer 
Stadt  in  Pamphilien,  bezeichnet  zu  werden  pflegt.''^)  Ob  er  mit  dem 
früher  erwähnten  Astronomen  ApoUonius,  dem  der  Beiname  Epsilon 
beigelegt  wurde,  identisch  ist  oder  nicht,  steht  im  Zweifel.  Die  Lebens- 
zeit der  Beiden  ist  allerdings  übereinstimmend.  ApoUonius  von  Pergä 
wurde  während  der  Regierung  des  Ptolemäus  Euergetes  (247 — 222)  ge- 
boren und  hatte  seine  Blüthezeit,  wie  jener  Astronom,  während  der 
Regierung  des  Ptolemäus  Philopator  (222 — 205).  Eine  fernere  Ueber- 
einstimmung  könnte  man  darin  finden,  dass  auch  von  ApoUonius  von 
Pergä  bekannt  ist,  dass  er  sich  mit  Astronomie  beschäftigte.  Wenigstens 
geht  die  Lesart  der  besten  Ausgaben  von'  dem  Almageste  des  Ptolemäus 
dahin, ^^)  dass  ApoUonius  von  Pergä  über  den  Stillstand  und  die  rück- 
läufige Bewegung  der  Planeten  schrieb  und  sie  mit  Hülfe  der  Epicyclen 
zu  erklären  suchte.  Ein  freiM|h  nur  negativer  Gegengrund  gegen  die 
Identität  läge  darin,  dass  Ptdnnäus  von  den  Untersuchungen  über  den 
Mond  Nichts  sagt,  welche  doch  gerade  die  vorzüglichste  Leistung  des 
ApoUonius  Epsilon  gebildet  haben  müssen. 

Von  den  Lebensverhältnissen  des  ApoUonius  von  Pergä  ist  Nichts 
weiter  bekannt,  als  dass  er  schon  als  Jüngling  nach  Ale  xandrien  kam, 
wo  er  seine  mathematische  Bildung  von  den  Nachfolgern  des  EucUdes 
erhielt.  Ein  bestimmter  Lehrer  wird,  so  viel  ich  finden  kann,  bei  den 
Alten  nirgends  genannt,  so  dass  ich  die  vereinzelte  Angabe  eines 
modernen  Schriftstellers,'^)  ApoUonius  sei  Schüler  des  Archimed  ge- 
wesen, als  völlig  willkürUch  betrachten  möchte.  Gesichert  ist  dagegen 
ein  zeitweiliger  Aufenthalt  in  Pergamum,  wo  er  einem  gewissen  Eu- 
demus  befreundet  war,  welchen  er  dann  auch  später  mit  Wachrufung 
der  Erinnerung  an  jenes  Zusammenleben  sein  Hauptwerk,  die  8  Bücher 
der  Kegel  scbnitte  widmete.^®) 
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Es  ist  hier  der  Ort,  die  früher  hei  Seite  geschobene  Untersnchung 
über  die  Kenntnisse,  welche  die  Alten  von  den  Kegelschnitten  besassen, 
einzuschalten.  Erinnern  wir  nus,  dass  von  zwei*  Mathematikern, 
Menächmas  nnd  Aristäus,  den  Zeitgenossen  Plato's  die  Rede  war,  deren 
erster  zur  Würfelverdoppelnng  sich  der  Curven  bediente,  die  beim  Durch- 
schnitte eines  Kegels  durch  eine  Ebene  entstehen,  während  der  zweite 
5  Bücher  über  die  Kegelschnitte  schrieb;  erinnern  wir  uns,  dass  wir 
Enclid  und  in  höherem  Orade  Archimed  als  Schriftsteller  über  die  Kegel- 
schnitte kennen  gelernt  haben,  so  bildet  das  schon  eine  ganze  Literatur 
des  hochwichtigen  Gegenstandes  vor  Apollonius  von  Pergä.  Manche 
Geschichtsforscher  sind  sogar  geneigt,  ein  noch  höheres  Alter  dieser 
Untersuchungen  anzunehmen.  Um  in  dieser  Beziehung  einigermassen 
ins  Klare  zu  kommen,  ist  es  nothwendig,  erstens  die  Entstehungsweise 
der  drei  verschiedenen  Curven  zu  besprechen,  welche  man  Kegelschnitte 
nennt,  und  zweitens  die  Haupteigenschaft  sich  zu  vergegenwärtigen) 
welche  in  den  Namen  Parabel,  Ellipse  und  Hyperbel  angedeutet  liegt. 

Es  sei  ein  grader  Kegel  gegeben,  dessen  Winkel,  d.  h.  der  Winkel 
an  der  Spitze  des  Axendreiecks  =  ö.  Diesen  Kegel  schneide  man 
durch  eine  zum  Axendreiecke  senkrechte  Ebene,  so  wird  die  grade 
Linie,  welche  den  Durchschnitt  der  beiden  Ebenen  bezeichnet,  wenig- 
stens mit  der  einen  Seite  des  Axendreiecks  einen  Winkel  d  bilden, 
welcher  zu  6  eine  analoge  Lage  hat,  wie  die  Wechselwinkel  bei  zwei 
durch  eine  Transversale  geschnittenen  Parallellinien.  Nun  kommt  es 
auf  die  gegenseitige  Grösse  von  <^  und  d  an.  Ist  dyö,  so  entsteht  auf 
der  Kegeloberfläche  eine  Ellipse;  ist  d  =  ö,  so  entsteht  eine  Parabel; 
ist  d  ^öj  so  entsteht  eine  Hyperbel.  So  oft  daher  ö  constant  bleibt, 
kann  durch  Veränderung  von  d  auf  jedem  geraden  Kegel  jeder  der  drei 
Kegelschnitte  gebildet  werden.  Man  kann  aber  offenbar  die  Sache  auch 
umdrehen.  Man  kann  sagen  S  solle  constant  bleiben,  dann  wird  durch 
Veränderung  von  ö  jeder  beliebige  Kegelschnitt  erzeugt  werden,  jetzt 
natürlich  auf  der  Oberfläche  verschiedener  Kegel.  Zu  einem  derartig 
Constanten  Durchschnittswinkel  d  war  der  rechte  Winkel  besonders  ge- 
eignet, schon  desshalb,  weil  alsdann  auch  die  Grösse  des  Winkels  ö 
leicht  in  Worten  zu  bestimmen  war.  War  nämlich  die  Schnittebene 
senkrecht  zur  Seite  des  Axendreiecks,  d.  h.  ^  =  90^  so  musste  6  ein 
spitzer,  ein  rechter,  endlich  ein  stumpfer  Winkel  sein,  damit  der  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse,  eine  Parabel,  eine  Hyperbel  war,  und  daher  rührten 
für  diese  drei  Curven  die  älteren  Namen  derselben:  Schnitt  des 
spitzwinkligen,  des  rechtwinkligen,  des  stumpfwinkligen 
Kegels.  Denn  in  der  That  lernte  Aristäus  die  Kegelschnitte  zuerst 
an  verschiedenen  Kegeln  kennen,  bis  endlich  Apollonius  nachwies,  dass 
sie  sämmtlich  auf  jedem  beliebigen  geraden  Kegel  erzeug  werden  können. 
Darüber  kann  nach  der  Angabe  des  Pappus^^"^  m<^Vi\.  ^^t  \S!^^^%\.^^^^^^ 


46  Euclid  und  sein  Jahrhundert. 


sein.  Waren  aber  mit  der  neuen  Bildnngsweise  die  alten  Namen  nm- 
gestossen,  so  mnsste  AppoUonius  andere  Namen  dafür  gebrauchen,  and 
auch  darüber  kann  nach  derselben  Stelle  des  Pappus  kein  Zweifel  ob- 
walten. Apollonius  nämlich,  heisst  es  dort  dem  Sinne  nach,  benannte 
die  drei  Curven  nach  Eigenschaften,  die  ihnen  eigenthtlmlich  bleiben, 
auch  wenn  sie  sämmtlich  auf  der  Oberfläche  eines  und  desselben  Kegels 
erzeugt  sind.  Die  Namen  sind  die  uns  noch  geläufigen  der  Ellipse, 
der  Parabel,  der  Hyperbel,  die  Eigenschaften  sind  diejenigen, 
welche  die  algebraische  Schreibweise  durch  die  Symbole  y^K^pXyy^  =  px, 
y^  y  px  darstellt. 

Wenn  wir  nun  zu  keinerlei  Misstrauen  gegen  die  Wahrheit  des 
von  Pappus  uns  Mitgetheilten  berechtigt  sind,  wenn  wir  also  das  bis- 
her Gesagte  als  historisch  gewiss  betrachten,  so  ist  eine  ganz  andere 
Frage  die,  ob  man  nicht  vor  Apollonius,  ja  vielleicht  vor  Aristäus  jene 
Eigenschaften  gekannt  habe,  auf  welche  grade  die  Namen  Ellipse,  Pa- 
rabel, Hyperbel  sich  gründen?  ob  man  nicht  sogar  die  Curven  schon 
kannte,  ohne  zu  wissen,  dass  sie  Kegelschnitte  seien?  Am  leichtesten 
dürfte  ein  Chemiker  in  diese  Möglichkeit  sich  hineindenken.  In  diesem 
Fache  gehört  es  kaum  mehr  zu  den  Seltenheiten,  dass  Verbindungen 
durch  ganz  verschiedene  chemische  Processe  ans  verschiedenen  Sub- 
stanzen entstehen,  dass  sie  desshalb  mit  verschiedenen  Namen  in  die 
Wissenschaft  eingeführt  wurden,  beispielsweise  alsPimentöl  und  Zimmt- 
blätteröl,  und  erst  später  als  identisch  anerkannt  wurden.  Aber  auch 
der  Mathematiker  mag  sich  daran  erinnern,  dass  man  die  sogenannte 
Cardiodide  am  Ende  des  17.  Jahrhunderts  als  Katakaustik  kennen 
lernte,  ihre  epicycloidische  Entstehung  erst  später  entdeckte.  Könnte  es 
sich  nicht  ähnlich  mit  den  Kegelschnitten  als  geometrische  Oerter  ge- 
wisser Punkte  verhalten?  Als  wichtigstes  Material  zur  Beantwortung 
dieser  Frage  hat  man  wohl  eine  grade  dadurch  berühmte  Stelle  des 
platonischen  Dialogs  Meno  betrachtet.  Allein  die  Auffassungen 
dieser  Stelle  gehen  nach  beiden  Extremen  auseinander.  Die  Einen  ent- 
nehmen ihr  unzweifelhaft,**^)  dass  Plato  die  erwähnten  Grundeigen- 
schaften kannte,  unterstützen  aber  leider  diese  Zweifellosigkeit  keines- 
wegs durch  eine  klare  Uebersetzung,  welche  geeignet  wäre,  auch  Andere 
zu  überzeugen.  Die  Zweiten  betrachten  die  Stelle  als  verderbt  und 
unverständlich  ohne  Veränderung  ^')  und  schlagen  desshalb  gewisse 
Wortverbesserungen  vor,  welche  vielleicht  den  Sprachforscher,  aber 
sicherlich  nicht  den  Mathematiker  befriedigen  können.  Ein  dritter 
Uebersetzer  gewinnt  endlich  einen  mathematisch  ganz  annehmbaren 
Sinn,^^)  jedoch  wie  es  scheint  mit  einiger  Kühnheit  der  sprachlichen 
Construction ,  und  dürfte  man  sich  auf  seinen  Wortlaut  verlassen,  so 
würde  das  Ergebifiss  grade  die  entgegengesetzte  Meinung  unterstützen, 
welcher  das  erste  Extrem  gegenüberstände,   es  würde  alsdann  durchaus 
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und  nnzweifelhaft  nicht  folgen,  dass  Plato  jene  Kenntniss  besass.  Bei 
solchem  Widerstreit  der  Meinungen  dürfte  es  gerathen  sein,  auf  die 
Rede  des  Sokrates  an  Meno  kein  besonderes  Gewicht  zn  legen  and  sich 
lieber  nach  anderweitigen  Entscheidangsgründen  für  das  zn  fiillende  Ur- 
theil  nmzasehen. 

Dergleichen  finden  wir  in  einigen  Sätzen  des  6.  und  des 
1.  Buches  der  euclidischen  Elemente.  Der  Inhalt  von  VI,  28 
und  29  ist  folgender.  Es  sei  ein  Flächenraum  F  gegeben,  femer  eine 
grade  Linie  A  B  und  ein  Parallelogramm.  Man  verlangt  nun  ein  dem 
gegebenen  Parallelogramme  gleichwinkliges  Parallelogramm  über  der  AB 
zu  beschreiben,  welches  grösser  oder  kleiner  als  F  wird  sein  können. 
Die  weitere  Bedingung,  welche  zur  einschränkenden  Bestimmung  der 
jetzt  noch  auf  unendlich  viele  Arten  zu  lösenden  Aufgabe  dient,  be- 
steht nun  darin,  dass  im  ersteren  Falle  der  Ueberschuss  über  den 
Flächenraum  jP,  im  zweiten  Falle  die  Ergänzung,  deren  das  über  AB 
construirte  Parallelogramm  bedarf,  um  so  gross  wie  F  zu  werden,  dem 
ursprünglich  gegebenen  Parallelogramme  ähnlich  sein  soll,  oder  wie 
Euclid  sich  ausdrückt,  dass  im  ersteren  Falle  der  Flächeninhalt  F 
an  der  Linie  AB  Etwas  übrig  lässt  —  ikkaCnsi, —  im  zweiten 
Falle  über  AB  hinausfällt  —  vnaQßdkkBv.  Ferner  ist  I,  44  die 
Aufgabe  gestellt:  An  eine  gegebene  Grade  unter  gegebenem  Winkel 
ein  Parallelogramm  von  gleichfalls  gegebenem  Flächeninhalte  genau 
anzulegen  —  TCaQaßdXksiv.  Das  Wichtige  bei  diesen  Sätzen  fUr  die 
gegenwärtige  Untersuchung  ist  offenbar  die  Anwendung  der  drei  Zeit- 
wörter, aus  welchen  die  Namen  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  hervor- 
gegangen sind,  und  zwar  dürfen  wir  hinzufügen  mit  ganz  analoger  Be 
deutnng  hervorgegangen  sind.  Verweilen  wir  darum  noch  einen  Augen- 
blick bei  diesen  bedeutsamen  euclidischen  Sätzen,  um  deren  Gemeinschaft 
mit  Kegelschnittseigenschaften  uns  zu  vergegenwärtigen.  ^^)  Ich  nehme 
dabei  zur  grösseren  Einfachheit  an,  dass  die  Parallelogramme,  von 
welchen  die  Rede  ist,  sämmtlich  Rechtecke  sein  mögen;  bei  schief- 
winkligen Parallelogrammen  ist  die  Behandlung  langwieriger,  aber  kei- 
neswegs wesentlich  schwieriger.  Fig^.  9. 

Es  sei   A  B  =  p  eine  'gegebene       (j 
Länge  senkrecht  zu  AQ  aufgetragen;        ^ 
ist  nun  ferner  AG  gegeben,   so  giebt 
es  immer  einen  einzigen  Punkt  C,  so 
dass  das  Rechteck  A  B  DC  einem  be- 
kannten   Flächenraum,    nämlich    dem 
Quadrate    über   AG    oder    über    CE 
gleich   sei.     Oder    umgekehrt,    wenn 
man    auf   der  unendlichen  Geraden  A  Q  einen  Punkt   C  wählt,  mittelst 
dessen  und  der  gegebenen  A  Bv=ip  das  Rec\\te.ck  ABBC  ^i^^^^V.  ^\:Ä.^ 
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so  existiren  senkrecht  über  und  unter  C  die  beiden  Punkte  Ey  E^y  so 
dass  das  Quadrat  über  CE^  beziehungsweise  CE^,  jenem  Bechtecke 
gleich  ist.  Werden  verschiedene  Punkte  C  gewählt,  so  nimmt  auch  E 
verschiedene  Lagen  an ,  bei  welchen  immer  das  An  A  B  angelegte 
(TCaQaßalloiisvov)  Rechteck  dem  Quadrate  über  CE  genau  gleich  ist. 
Nennen  wir  A  C  =:  x,  C  E  =  y,  so  spricht  sich  die  letzte  Bemerkung 
symbolisch  y^  =  p  x  aus,  d.  h.  der  geometrische  Ort  von  E,  wenn  wir 
einen  solchen  durch  das  Wechseln  der  Lage  von  C  erzeugt  denken,  ist 
eine  Parabel. 

Ausser  der  A  B  ^=  p  sei 
auf  der  dazu  senkrechten  A  Q 
ein  Stück  AM  =  a  bekannt, 
so  ist  A  M  N  B  ein    durchaus 

-C -__ Jg  •      <r   gegebenes  Rechteck,   welchem 

jedes  andere  Rechteck  ähnlich 


Fig.  10. 


ist,  dessen  B  gegenüberliegende 
Winkelspitze  H  auf  der  Diago- 
nale B  M  des  erstgenannten 
Rechteckes  liegt.  Ist  nun  wie- 
der ein  Flächenraum  —  das 
Quadrat  über  A  G  oder  C  E  —  gegeben ,  so  wird  es  einen  einzigen 
Punkt  H  der  B M  geben,  mit  dessen  Hülfe  das  Rechteck  ACHL  gleich 
jenem  Flächenranme  wird;  oder  mit  andern  Worten,  welcher  es  mög- 
lich macht,  dass  das  slu  AB  angelegte  Rechteck  ausser  dem  Theile  AL 
von  AB,  welchen  es  mit  dem  dem  Quadrate  von  AG  gleichen  Flächen- 
ranme in  Anspruch  nimmt,  noch  ein  Stückchen  LB  übriglässt  {ikA,€i7Cei) 
über  welchem  das  dem  Rechtecke  A  M  N  B  ähnliche  kleine  Rechteck 
LH  DB  steht.  Denken  wir  uns  auch  hier  die  Aufgabe  umgekehrt,  so 
wird  zu  jedem  Punkte  C  ein  Punkt  E  senkrecht  über  ihm,  ein  Punkt 
E'^  senkrecht  unter  ihm  gefunden  werden  können,  so  dass  das  Quadrat 
von  CE  dem  jetzt  bekannten  Rechtecke  ACH L^  dessen  Eckpunkt  H 
auf  der  Diagonale  B M  des  vollständig  gegebenen  Rechteckes  AM N B 
sich  befindet,  gleich  ist.  Auch  hier  ist  der  symbolische  Ausdruck  über- 
sichtlicher.    Ist  nämlich  L  B  =^  — ,    so  muss   L  H  ^=^  —  sein,  und  die 

q'  q 

Fläche  LHD  B  ist  =  ^;   also  mit  Hülfe  von  ^C  =  a;,  C  E^=:y  wer- 


den wir  schreiben:  y'^=ipx j»    ^• 


h.   der  geometrische  Ort  von  E^ 


wenn   wir  einen  solchen  durch   das  Wechseln  der  Lage  von  C  erzeugt 
denken,  ist  eine  Ellipse. 

Entsprechen  die  grossen  sowohl  als  die  kleinen  Buchstaben   denen 
der  vorigen  Figur  mit  dem  Unterschiede,   dass  AMv=^a  jetzt  auf  der 


Von  Moritz  Cantor. 


49 


-ft.. 


jenseitigen  Verlängerung  von  A  Q  aufgetragen ,  im  Uebrigen  aber  der 
Punkt  H  wieder  so  gewählt  wird ,  dass  er  auf  der  verlängerten  Diagonale 
des    Rechteckes    ABNM    aus 

den  Seiten  a  und  p  liegt,  dass  ^*^*  ^^* 

also  die  Rechtecke  A  B  NM  und 
BDHL  einander  ähnlich  sind 
und  das  Rechteck  ACHL  den- 
selben Flächenraum  besitzt  wie 
das  Quadrat  über  AG  oder  *^ 
C  E^  so  ist  dabei  die  Forderung 
erfüllt,  dass  das  kh  AB  ange- 
legte Rechteck  um  den  ihm  zu- 
gewiesenen Flächenraum  zu  er- 
langen über  A  B  hinansreicht 
{v7t£Qßdkk€L)  und  zwar  mit 
einem  dem  gegebenen  Recht- 
ecke ABNM  ähnlichen  Recht- 
ecke. Es  ist  fast  überflüssig,"  aufs  Neue  hervorzuheben,  dass  man  auch 
diese  Aufgabe  so  umzukehren  im  Stande  ist,  dass  nicht  mehr  H,  sondern 
E,    beziehungsweise    E^ ^    gesucht    werden,    und   die   Gleichung  y*  = 

px  +  -^-  erfüllt  wird.     Der  geometrische  Ort  von  E,   wenn  wir  einen 

solchen  durch  Wechseln  der  Lage  von  C  erzeugt  denken,  ist  eine 
Hyperbel. 

Die  Frage,  um  deren  Beantwortung  es  sich  handelt,  hat  sich  durch 
diese  Auseinandersetzung  einigermassen  verschoben.  Sie  geht  jetzt  da- 
hin, ob  Euclid,  welcher  in  seinen  Elementen  nur  die  directen  Aufgaben 
stellt  und  löst,  auch  von  den  umgekehrten  Aufgaben,  wie  sie  hier  jedes- 
mal in  zweiter  Linie  ausgesprochen  wurden  und  zu  den  Kegelschnitten 
führten,  Kenntniss  hatte?  ob  femer  die  directen  Aufgaben  selbst  eucli- 
disch  sind?  wie  viel  etwa  von  diesem  nunmehr  näher  präcisirten  Gegen- 
stande den  älteren  voreuclidischen  Mathematikern  bekannt  war?  Darüber 
giebt  uns  aber  Proklus  einigen  Aufschluss. ^®)  In  dem  Commentar  zu 
I,  44  der  euclidischen  Elemente  bemerkt  er,  ganz  ausdrücklich  nach 
Schülern  des  Eudemus,  die  Construction  von  Parallelogrammen  ge- 
gebener Art  mit  gegebenem  Flächeninhalte  an  gegebenen  Linien,  sei  es, 
dass  sie  genau  angelegt  werden  sollen  oder  Etwas  übrig  lassen  oder 
hinausreichen  sollen,  seien  Erfindungen  pjthagorischer  Muse« 
Erst  die  jüngeren  Mathematiker,  setzt  er  sogleich  hinzu,  haben 
die  hier  gebrauchten  Wörter  mit  den  Kegelschnitten  in  Verbindung  ge- 
bracht, welche  sie  darnach  benannten. 

Aus  dieser,  wie  mir  scheint,  historisch  sehr  wichtigen  Stelle  möchte 
ich  die  Folgerung  ziehen ,    dass  Eudemus   und  ääi^^  tä.Oqä\ätl  ^^q5^^x 
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von  der  Anwendung  jener  Wörter  auf  die  Kegelschnitte  Nichts  wussten, 
dass  diese  erst  hei  den  jüngeren  Mathematikern  vorkommt,  welche  da- 
her ganz  wohl  in  Uehereinstimmung  mit  Pappus**)  die  Mathematiker 
der  alexandrinischen  Schule,  Apollonius  und  seine  Zeitgenossen,  sein 
können.  Ich  möchte  femer  bezweifeln,  ob  die  Alten,  die  pjthagorische 
Muse,  um  mit  Proklus  zu  reden,  die  Curven  selbst  kannten.  Wären 
ihnen  nämlich  die  drei  Kegelschnitte  als  bei  der  Anlegung  von  Flächen- 
räumen entstehende  geometrische  Oerter  bekannt  gewesen,  so  ist  nicht 
zu  vermuthen,  dass  Proklus  die  Erwähnung  dieses  interessanten  Um- 
standes  ganz  und  gar  versäumt  hätte.  Er  hätte  alsdann  wohl  ungefähr 
gesagt :  die  jüngeren  Mathematiker  erkannten  die  Uehereinstimmung  der 
hierbei  auftretenden  krummen  Linien  mit  Kegelschnitten,  und  hätte  sich 
nicht  damit  begnügt,  nur  zu  erklären,  dass  die  jüngeren  Mathematiker 
die  Wörter  Parabel  u.  s.  w.  mit  den  Kegelschnitten  in  Verbindung 
brachten.  Dazu  kommt,  dass  die  Alten  und  insbesondere  Pythagoras, 
dem  grade  die  Sätze  über  Anlegung  von  Flächenräumen  zugeschrieben 
werden,  diese  Sätze  so  vortrefflich  brauchen  konnten,  dass  sie  ihnen 
gar  wohl  als  Endziel  einer  Untersuchung  erscheinen  konnten,  nicht  als 
Anfangspunkt  einer  solchen,  wie  man  es  doch  auffassen  müsste,  wenn 
damals  schon  an  jene  elementaren  Sätze  die  Betrachtung  der  aus  deren 
Umkehrung  folgenden  geometrischen  Oerter  angeknüpft  worden  wäre.  Es 
liegt  nicht  in  meiner  Absicht,  die  Streitfragen  über  die  Persönlichkeit  des 
Pythagoras  hier  so  nebenbei  zu  erörtern;  allein  mag  derselbe  nun  ein 
'grosser  Mann  gewesen  sein,  dessen  Lebensscliicksale  uns  wahrheitsgetreu 
berichtet  sind,  mag  er  durchaus  mythisch  nur  eine  Zeitperiode  dar- 
stellen, darüber  ist  doch  Uehereinstimmung  der  gegnerischsten  Schrift- 
steller, dass  man  um  die  Zeit  des  Alexanderzuges  mit  dem  Namen  des 
Pythagoras  alle  die  Kenntnisse  verknüpfte,  welche  von  Aegypten  und 
Kleinasien  her  eingeführt  worden  waren.  Grade  um  jene  Zeit  schrieb 
aber  Eudemus  von  Rhodus,  und  wenn  uns  also  von  diesem  Gewährsmann 
ein  Satz  als  pythagorisch  genannt  wird,  so  dürfen  wir  folgern,  es  sei 
eine  von  auswärts  stammende  Lehre,  wir  dürfen  sie  als  aegyptisch  be^ 
zeichnen,  sofern  ein  geometrischer  Satz  in  Frage  steht,  weil  ja  bei  den 
Aegyptern  nach  griechischen  Schriftstellern  der  Ursprung  der  Geometrie 
war.®')  Sie  wurde,  so  heisst  es,  dort  erfunden,  weil  die  jährliche  Nil- 
überschwenunung  immer  neue  Vermessungen,  neue  Vertheilung  der 
Felder  nöthig  machte,  deren  Abgrenzungen  verwischt  und  mit  Schlamm 
bedeckt  worden  waren.  Bei  solchen  Ländervermessungen  und  Abthei- 
lungen von  Grundstücken  musste  es  offenbar  damals  wie  jetzt  nicht 
darauf  allein  ankonunen,  dass  Jeder  sein  richtiges  Maass  zugetheilt  er- 
hielt, sondern  auch  darauf,  dass  eine  gewisse  Symmetrie  herrschte,  dass 
die  Felder  nicht  in  allen  möglichen  Polygonverschränkungen  durch- 
einanderliefen y    sondern    regelmässig  abgegrenzt  waren,    dass  sie  unter 
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einander  Aehnliclikeit  besassen,  wenn  aach  der  mathematische  Begriff 
der  Aehnlichkeit  nicht  genau  zu  erfüllen  gewesen  wäre.  Nun  lehren 
aber  die  drei  Sätze,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  sogar  jene  mathema- 
tische Aehnlichkeit  der  Gestalt  mit  der  Identität  des  Rauminhaltes  zu 
verbinden,  sei  es,  dass  ein  Feldstück  an  die  Grenzlinie  des  Nachbarn 
genau  sich  anfügt,  oder  nur  einen  Theil  derselben  in  Anspruch  nimmt, 
oder  darüber  hinausfällt,  und  somit  rechtfertigt  sich  meine  obige  Be- 
hauptung, dass  für  Pjthagoras  die  drei  Sätze  in  ihrer  Verbindung  gar 
wohl  das  Endziel  einer  geometrischen  Untersuchung  bilden  konnten. 
Ein  einziger  Zweifel  bleibt  allenfalls  noch  daher  stammend,  dass  in  den 
euclidischen  Elementen  die  drei  Sätze  nicht  bei  einander  stehen,  son- 
dern der  eine  schon  im  ersten  Buche,  die  beiden  andern  weit  davon 
getrennt  erst  im  sechsten  Buche  auftreten.  Wir  haben  aber  darin  nur 
eine  Folge  der  Systematisirung  der  Elementenschreiber,  vielleicht  Eu- 
clids,  vielleicht  schon  seiner  Vorgänger,  zu  erkennen.  Sie  brachten  die 
Sätze,  wie  dieselben  in  ihr  System  passten  und  brauchten  sich  kein 
Gewissen  daraus  zu  machen,  wenn  sie  dabei  auch  den  Zusammenhang 
zerrissen,  in  welchem  die  Sätze  ursprünglich  gefunden  worden  waren. 
Unsere  drei  Sätze  gehören  zu  solchen  gewaltsam  getrennten;  denn  dass 
sie  ursprünglich  in  engster  Verbindung  mit  einander  standen,  beweist 
die  Berufung  auf  die  Schüler  des  Eudemus,  welche  oben  aus  Proklus 
angeführt  worden  ist. 

Die  Schlussfolgerung,  zu  welcher  ich  somit  gelangt  bin,  geht  dahin : 
Zweifellos  kannten  die  Griechen  seit  Menächmus  und  Aristäus  die  Cur- 
ven,  welche  auf  dem  Mantel  eines  graden  Kegels  bei  der  Durchschnei- 
dung desselben  durch  eine  zur  Kegelseite  senkrechte  Ebene  gebildet 
werden,  und  welche  je  nach  dem  Winkel  an  der  Spitze  des  Kegels  drei 
verschiedenen  Gattungen  angehören.  Nicht  minder  zweifellos  kannten 
die  Griechen  zu  derselben  Zeit,  auch  wohl  schon  ein  Jahrhundert  früher, 
Sätze  über  Anlegung  von  Flächen,  in  deren  Ausspruche  die  Stammzeit- 
wörter von  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  vorkommen,  und  welche  als  Aus- 
gangspunkt geometrischer  Ortsuntersuchungen  dienend  zu  den  Kegel- 
schnitten fährei^  konnten.  Sehr  wenig  wahrscheinlich  ist  es  da- 
gegen, dass  jene  Ortsuntersuchungen  damals  wirklich  angestellt  wurden 
und  der  erste  Mathematiker,  von  dem  wir  mit  Bestimmtheit  wissen,  dass 
er  nicht  bloss  jene  Untersuchung  führte,  sondern  auch  die  Identität  der 
entstehenden  geometrischen  Oerter  mit  den  Kegelschnitten  erwies,  wobei 
jetzt  unter  Kegelschnitten  die  Schnitte  eines  und  desselben  Kegelmantels 
durch  verschieden  geneigte  Ebenen  zu  verstehen  sind,  war  Apollonius 
von  Pergä. 

Ich  habe  mich  hier  absichtlich  sehr  vorsichtig  dahin  ausgesprochen, 
Apollonius  sei  der  erste  Mathematiker,  dem  wir  dv^ K«ii\i\.\i\%%  ^^R»RÄ 
Zusammenhangen  mit  Bestimmtheit   zu8pTe.c\v<iTi   öi^ixicw.     ^"ä >K3orccoNÄ. 
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immerhin  sein,    dass  Aehnliches  auch  schon  im  Besitze   des  Euclid  ge- 
wesen wäre.    Sagt  uns    doch  Pappus,  ^^)  dass  Apollonius  in  den  4  ersten 
Büchern  der  Kegelschnitte  eigentlich  nur  eine  verbesserte  und  vermehrte 
Ausgabe  der  euclidischen  Kegelschnitte  geliefert  habe,  und  der  Umstand, 
dass  in  den  euclidischen  Elementen  keine  Spuren  solcher  Untersuchungen 
auftreten,  kann  wohl  nicht  ernstlich  entgegengehalten  werden ;  in  diesen 
steht  auch  Nichts  von  Allem,   was   den  Gegenstand   der  Porismen   und 
der  Oerter  auf  der  Oberfläche  bildete.     Aber  einen  Widerspruch  glaube 
ich  bei  Pappus   selbst  zu  finden,    wenn   er^)    die   anmassende   Gering- 
schätzung   tadelt,    mit    welcher  Apollonius    sich    in  Bezug    auf  Euclid 
äussert,  wenn  er  ihr  die  Liebenswürdigkeit  des  Euclid  selbst  gegenüber- 
stellt, der  seines  Vorgängers  Aristäus  Anlage  so  genau  als  nur  möglich 
einhielt,    um   die  Verdienste  dieses  Mathematikers  nicht  zu  verwischen. 
Denn  wenn  dieser  Tadel  gerecht  war,   dann  konnte  es  mit  der  Anleh- 
nung des  Apollonius  an  Euclid  nicht  gar  viel  auf  sich  .haben.     Das  hat 
auch  das  gesammte  sonstige  Alterthum  mindestens  dem  Apollonius  nicht 
zum  Vorwurfe    gemacht,    den    es    durch    den  -ehrenden    Beinamen    des 
grossen  Mathematikers  auszeichnete  und  zwar  in  Hinblick  aufsein 
Werk  über  die  Kegelschnitte,  wie  Eutokius  uns   nach   einer  Notiz  des 
Geminus,    eines  Mathematikers,   der    um   das  Jahr   150  v.  Chr.  Geb. 
lebte,  erzählt.     Damit  ist  hinlänglich  anerkannt,   wie  viel  Apollonius  zu 
den  Entdeckungen  des  Euclid  und  zweier  anderer  Vorgänger,  deren  er 
selbst   erwähnt,    des  Konon    von  Samos    und    des    Nikoteles    von 
Kirene    hinzufügte.      Machte  Pappus   dem  Apollonius  den  Vorwurf  zu 
getreuer  Benutzung   euclidischer  Vorarbeiten,   so  sprach  Heraclides,   der 
früher  erwähnte  Biograph   des  Archimed,   einen  ähnlichen  Tadel  in  Be- 
treff seines  Lieblingsschriftstellers  aus;  Apollonius,  sagt  er,  habe  nur  den 
Archimed    ausgeschrieben.      Auch    liierüber  wissen   wir   natürlich  Nichts 
Näheres,  und  nur  die  Thatsacbe  ist  zu  erwähnen,  dass  Eutokius,  welcher 
den   Vorwurf   des  Heraclides    uns   aufbewahrt   hat,    denselben  nicht  als 
gerechtfertigt    anerkennt.      Andererseits    ist    aber    auch    nicht    zu    ver- 
schweigen, dass  Archimed,  der,   wie  wir  schon  früher  sagten,  ein  Werk 
über  Kegelschnitte   schrieb    und   sich   mehrfach   auf  dasselbe  beruft,    in 
diesen  Berufungen  Kenntniss  von  Sätzen  an  den  Tag  legt,  welche  auch 
in  dem  Werke  des  Apollonius  vorkommen,  in  diesem  also  wahrscheinlich 
aus  archimedischer  Quelle  stammen.    Die  Kenntniss  der  Namen  Parabel 
und  Ellipse  dagegen,  welche   dem  Archimed   einigen  Handschriften   ge- 
mäss zukäme,  ist  wohl  unbegründet.^^)   Der  Name  Parabel  kommt  ohne- 
dies  nur  in    der  Ueberschrift   der  Abhandlung  über  die  Quadratur    der 
Parabel  vor,  und  auch  wo  der  Name  Ellipse  im  fortlaufenden  Texte  der 
Abhandlung    von    den  Konoiden    und  Sphäroiden  3  mal  sich   vorfindet, 
dürfte  eine  späte  Einschiebung  durch  Abschreiber  anzunehmen  sein. 
Wenn  also  jedenfalls  die  Se\\)8la\ÄiLaA^^\\.  ^^«^  k^^llouius  in  seinen 
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8  Büchern  über  Kegelschnitte  bedeutend  genug  war,  um  ihm  einen  Ruhm 
zu  sichern,  wie  er  einem  blossen  Verbesserer  niemals  zugekommen  wäre, 
so   mag  hier  einiges  über  den  Inhalt  des  Werkes   folgen.  ^^)     Ich  muss 
damit  beginnen,  eine  frühere  Bemerkung  zu  ergänzen.  Ich  habe  angeführt, 
die  Geometer  vor  Apollonius  hätten  die  drei  verschiedenen  Kegelschnitte 
aus  eben  so  vielen  graden   Kegeln  sich  verschafft,   Apollonius  dagegen 
sei  es  gelungen,  die  3  Schnitte  an  demselben  graden  Kegel  zu  erhalten. 
Das  ist  nun  allerdings  wahr,  allein  was  ich  früher  verschwieg,  um  nicht 
den  schon   hinlänglich   complicirten  Gedankengang   noch  weiter  zu  ver- 
wirren, Apollonius  blieb  nicht  bei  der  Entstehungsweise  aus  einem  graden 
Kegel.     Er  zeigte  vielmehr,  wie  aus  jedem  Kegel  überhaupt,  d.  h.  aus 
einem  Körper,  dessen  Oberfläche  entsteht,  indem  eine  grade  Linie  um 
eine  Kreisperipherie  gewälzt  wird,  während  sie  durch  einen  festen  Dre- 
hungspunkt   von    beliebiger  Lage    geht,    die   3  Kegelschnitte    erhalten 
werden  können  unter  der  einzigen  Voraussetzung,  dass  die  Schnittebene 
des  Kegels  senkrecht   zum  Axendreieck  sei.      Er  zeigt  femer,    wie  die 
Durchschnittslinie   der  Schnittebene  mit  dem  Axendreieck   ein  Durch- 
messer   des  Kegelschnittes    sei,    d.   h.    alle   Sehnen    des  Kegel- 
schnittes halbire,  welche  unter  sich  parallel  gezogen  werden,  und  deren 
Lage    durch    diejenige  Sehne    bestimmt  wird,   die   in  dem  Orundkreise 
des  Kegels  liegt.     Der  Punkt,   in  welchem   der  Durchmesser  die  Ober- 
fläche   des    Kegels    trifft,    ist    der    Scheitel    des    Kegelschnittes. 
Durch    diesen  Scheitel    wird  nun  senkrecht  zum  Axendreiecke ,    also  in 
der  Schnittebene  und  parallel  zu  dem  durch  den  Durchmesser  halbirten 
Sehnensysteme   eine   Gerade  verzeichnet,    deren  Länge    durch   gewisse 
Methoden    geometrisch  bestimmt  wird,   und  welche  Linie  AB  =  p  dar- 
stellt, an  welche  nach  unserer  früheren  Auseinandersetzung  ein  gewisser 
Flächenraum    in  Gestalt    eines  Parallelogrammes   angelegt    werden  soll. 
Diese  Linie,    welche    man    in  moderner  Sprache  den  Parameter  des 
Kegelschnittes  nennt,  heisst  bei  Apollonius  schlechtweg  die  Gerade  — 
dpO'if.^^)     Man  sieht  leicht  ein,    dass  hiermit  dieselben  Linien  gezogen 
waren,  welche  noch  heute  in  den  Methoden  der  analytischen  Geometrie 
gezeichnet   werden,   wenn   man   den   Kegelschnitt  auf  ein  Coordinaten- 
system  beziehen  will,  dessen  Anfangspunkt  auf  dem  Kegelschnitte  selbst 
liegt,  dessen  Abscissenaxe  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  und  dessen 
Ordinatenaxe  die  jenem  Durchmesser  conjugirte  Berührungslinie  im  Coor- 
dinatenanfangspunkte  ist.   In  der  That  operirt  nun  Apollonius  mit  diesen 
gegebenen  Elementen    in  einer  Weise,    die    sich    nur   dadurch  von  der 
Coordinatengoometrie  unterscheidet,  dass  keine  eigentliche  Rechnung  mit 
Formeln  stattfindet,  sondern  eine  Schlussweise,  bei  welcher  Verknüpfungen 
von  Proportionen   und  Vergleichungen  von  Flächenräumen  eine  Haupt- 
rolle spielen,  wie  denn  überhaupt  darin  das  Ersatzmittel  der  Alten  unserer 
modernen  Algebra  gegenüber  bestand.   Bei  den  Schnitten,  welche  nicht 
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der  Seite  des  Kegels  parallel  laufen,  wird  ausser  dem  einen  Schenkel 
des  Axendreiecks  auch  der  zweite  entweder  selbst  oder  in  seiner  Ver- 
längerung durch  den  Schnitt  getroffen,  und  so  entsteht  ein  zweiter 
Scheitel  der  Curve  bei  der  Ellipse,  ein  Scheitel  der  Gegencunre  bei  der 
HTperbel.  Die  Entfernung  der  beiden  Scheitel  begrenzt  die  Länge 
des  Durchmessers,  in  der  Mitte  zwischen  beiden  ist  der  Mittel- 
punkt der  Curve,  d.  h.  ein  Punkt,  in  welchem  alle  durch  ihn  ge- 
zogenen Sehnen  halbirt  sind.  Mit  dem  Mittelpunkte  tritt  auch  der  Be- 
griff des  dem  ersten  Durchmesser  conjugirten  Durchmessers  auf,  der 
eine  gleichfalls  begrenzte  Länge  besitzt,  wenn  auch  bei  der  Hyperbel 
die  Begrenzung  nicht  äusserHch  sichtbar  ist.  Zwei  zu  einander  senk- 
rechte conjugirte  Durchmesser  werden  Axen  genannt.  Apollonius 
knüpft  daran  femer  Betrachtungen  über  die  Berührungslinie  an  ir- 
gend einem  Punkt  eines  Kegelschnittes ,  und  über  die  Vielheit  von 
Paaren  conjugirter  Durchmesser,  welche  möglich  sind. 

In  dem  2.  Buche  sind  zunächst  Eigenschaften  der  Asymptoten 
der  Hyperbel  auseinandergesetzt,  d.  h.  der  Linien,  welche  den  Hy- 
perbelarmen sich  mebr  und  mehr  nähern,  ohne  mit  denselben  zusammen- 
zutreffen. Die  geometrische  Definition  ist  folgende :  Man  ziehe  an  einen 
Hyperbelpunkt  eine  Berührungslinie,  trage  auf  derselben  die  Länge  des 
ihr  parallelen  Durchmessers  auf  und  verbinde  den  so  gefundenen  Punkt 
mit  dem  Mittelpunkte  der  Hyperbel  gradlinig.  Diese  Gerade  wird  eine 
Asymptote  sein.  Aus  den  übrigen  Sätzen  des  2.  Buches  mag  noch  her- 
vorgehoben werden,  dass  die  Gerade,  welche  den  Durchschnittspunkt 
zweier  Berührungslinien  mit  der  Mitte  der  Berührungssehne  verbindet, 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  ist,  sowie  der  andere,  dass  in  jedem 
Kegelschnitte  nur  ein  einziges  senkrechtes  Axenpaar  existirt. 

In  dem  3.  Buche  bilden  zunächst  die  ersten  44  Sätze  einen  beson- 
deren Abschnitt,  dessen  Charakter  schon  in  dem  ersten  Satze  sich  dahin 
ausweist,  dass  hier  Verhältnisse  von  Producten  aus  Tangenten 
und  Secanten  der  Kegelschnitte  auftreten.  Jener  erste  Satz 
heisst  etwa  folgendermassen :  Es  seien  31  ^  und  M^  zwei  Punkte  eines 
Kegelschnittes,  dessen  Mittelpunkt  in  0  liegt  (bei  der  Parabel  wäre  O 
unendlich  entfernt  und  somit  die  OM^  mit  OJ/2  und  mit  der  Axe  der 
Parabel  parallel);  die  Berührungslinien  in  beiden  Punkten  seien  ■}f^  7', 
und  M2  jTji  indem  T^^  den  Durchschnitt  der  Berührungslinie  an  M^  mit  der 
OM2  bezeichnet  und  eine  ähnliche  Definition  f ür  Tj  g*^M  äie  M^T^  und 
die  M2  T2  schneiden  einander  in  /?.  Alsdann  sind  die  Dreiecke  Af^  Jj  ü 
und  M2  T^  R  an  Fläche  gleich.  Die  folgenden  Sätze  stützen  sich 
auf  diesen  ersten,  und  lassen  sich,  in  so  vielfältiger  Th eilung  sie  auch 
im  Originale  ausgesprochen  sind,  in  2  Hauptsätze  zusammenfassen.  Der 
eine  Satz,  dass,  wenn  von  einem  Punkte  2  Secanten  gezogen  werden, 
das  Product  der  Entfernungen    des  Ausgangspunktes  nach  den  beiden 
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Schnittpunkten  der  einen  Secante  dividirt  durch  dasselbe  Produkt  in 
Bezug  auf  die  zweite  Secante  einen  Quotienten  giebt,  der  sich  nicht 
verändert,  wenn  man  von  irgend  einem  anderen  Ausgangspunkte  aus 
ein  den  ersten  Secanten  paralleles  Secantenpaar  construirt.  Der  zweite 
Satz,  dass  eine  Secante,  aus  deren  einem  Punkte  man  zwei  Berührungs- 
linien zieht,  durch  diesen  Ausgangspunkt,  den  Durchschnitt  mit  der  Be- 
rührungssehne und  die  beiden  Darchschnittspunkte  mit  dem  Kegelschnitte 
eine  harmonische  Theilung  darbietet.^*)  Noch  einige  auf  Flächen  be- 
zügliche Wahrheiten  schliessen  sich  ziemlich  naturgemäss  an,  wie  z.  B. 
dass  die  Dreiecke,  welche  durch  die  Asymptoten  und  irgend  eine  Be- 
rührungslinie  der  Hyperbel  gebildet  werden,  einen  constanten  Flächen- 
inhalt haben,  da  derselbe  Satz,  anders  ausgesprochen,  dahin  gehen 
würde,  dass  jede  Berührungslinie  der  Hyperbel  auf  den  Asymptoten 
Stücke  von  constantem  Producte  abschneide.  Alsdann  kommt  der  Ver- 
fasser in  dem  45.  Satze  zu  den  Punkten,  welche  er  Cfrifieta  ex  f^g  naga- 
ßolrjg  nennt,  eine  Bezeichnung,  welche  schwierig  zu  verdeutschen  ist,  da 
Punkte,  die  bei  der  Anlegung  entstehen,  kaum  den  Anspruch 
erheben  können,  einen  deutlichen  Bogriff  davon  zu  gewähren,  welche 
Punkte  gemeint  sind;  es  sind  aber  die  Brennpunkte  der  Ellipse  und 
Hyperbel,  während  der  Brennpunkt  der  Parabel  in  dieser  Zeitperiode 
noch  nicht  vorkommt.  Die  ßefinition  der  Brennpunkte  bei  Apollonius 
und  die  Eigenschaften,  welche  er  besonders  hervorhebt,  sind  folgende: 
ein  Brennpunkt  ist  ein  Punkt,  der  die  grosse  Axe  in  zwei  Theile  theilt, 
deren  Bechtek  V4  der  Figur  gleich  ist;  unter  Figur  aber  ist  das  Kecht- 
cck  des  Parameters  mit  der  grossen  Axe  zu  verstehen  oder,  was  dem 
Werthe  nach  gleichbedeutend  ist,  das  Quadrat  der  kleinen  Axe.  Wenn 
man  das  Stück  einer  Berührungslinie,  welches  zwischen  den  beiden 
Senkrechten  zur  grossen  Axe  in  den  Endpunkten  derselben  abgegrenzt 
ist,  zum  Durchmesser  eines  Kreises  nimmt,  so  schneidet  dieser 
Kreis  die  grosse  Axe  in  den  Brennpunkten.  Die  4  Punkte, 
welche  der  Art  bestimmt  sind,  nämlich  2  Brennpunkte  und  2  Punkte 
einer  Berührungslinie  werden  paarweise  verbunden,  je  ein  Punkt  der 
Berührungslinie,  mit  dem  einen,  der  andere  mit  dem  anderen  Brenn- 
punkte. Diese  Verbindungslinien  nennt  man  conjugirte  Linien.  Sie 
schneiden  einander  auf  der  Normallinie,  d.  h.  auf  der  Senkrechten, 
welche  zur  Berührungslinie  im  Berührungspunkte  errichtet  ist.  Nun 
folgt  der  Satz  über  Winkelgleichheit,  aus  welchem  die  physika- 
lische Eigenschaft  hervorgeht,  um  derentwegen  Keppler  den  Brennpunk- 
ten diesen  ihren  Namen  gab;  femer  der  Satz,  dass  die  Fusspuakte  der 
Senkrechten  von  den  Brennpunkten  auf  Berührungslinien  sämmtlich  in 
einer  um  die  grosse  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreisperipherie 
liegen;  endlich  der  Satz  von  der  constanten  Summe,  beziehungs- 
weise  Differenz   der  Leitstrahlcn.      A\Iq  ä\^ä^  ^^^^xX.^-^   ^'^sN«- 
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wickelt  ApoUonius  der  Reihe  nach  in  dem  3.  Buche,  welches  dadurch 
fast  für  sich  allein  den  Charakter  einer  elementaren  Kegelschnittslehre 
heutiger  Zeit  gewinnt. 

Waren  die  drei  ersten  Bücher  dem  Eudemus  gewidmet,  so  be- 
ginnt das  4.  Buch  mit  einem  Sendschreiben  an  Attalus,  in  welchem 
der  Tod  jenes  Freundes  beklagt,  nebenbei  aber  auch  der  Inhalt  des  bei- 
gefügten Buches  kurz  dahin  bezeichnet  wird,  es  beschäftige  sich  mit 
der  Frage,  wie  viele  Punkte  Kegelschnitte  mit  Kreisperi- 
pherien und  mit  andern  Kegelschnitten  gemein  haben  kön- 
nen ohne  ganz  und  gar  zusammenzufallen.  ApoUonius  weiss  dabei  sehr 
wohl  eine  Berührung  von  einer  Durchschneidung  zu  unterscheiden.  Er 
hebt  z.  B.  hervor,  dass  2  Kegelschnitte  4  Durchschnittspunkte  haben 
können,  oder  2  Durchschnittspunkte  und  1  Berühr angspunkt,  oder  2  Be- 
rührungspunkte;  femer,  dass  2  Parabeln  nur  1  Berührungspunkt  haben 
können,  ebenso  Parabel  und  Hyperbel,  wenn  die  Parabel  die  äussere 
Curve  ist,  ebenso  Parabel  und  Ellipse,  wenn  die  Ellipse  die  äussere 
Curve  ist  u.  s.  w.  Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  die  Sätze  dieses  Buches  für  die  Alten  eine  viel  höhere 
Bedeutung  hatten  als  für  die  neuere  Mathematik.  Waren  es  doch 
grade  die  Durchschnittspunkte  der  Curven,  deren  zum  Zwecke  der 
Würfelvordoppelung  nothwendige  Ermittelang  die  Curven  selbst  hatten 
untersuchen,  theilweise  sogar  erfinden  lassen.  Die  Methode,  nach  welcher 
ApoUonius  die  Punkte  bestimmt,  welche  zwei  Raumgebilden  gemeinsam 
sind,  kommt  auf  eine  apagogische  Beweisführung  hinaus,  die  sich  grossen- 
theils  auf  das  Lemma  des  3.  Buches  bezüglich  der  harmonischeu  Thei- 
lung  stützt.  So  musste  das  4.  Buch  der  Form  und  dem  ganzen  Inhalt 
nach  gleichmässige  Verbreitung  mit  den  3  ersten  Büchern  gewinnen, 
deren  Abschluss  es  gewissermassen  für  solche  Mathematikstudirende  bil- 
dete, welche  von  der  damaligen  höheren  Mathematik  grade  das  in  sich 
aufnehmen  wollten,  was  bis  zur  Lösung  der  delischen  Aufgabe,  diese  mit 
inbegriffen ,  nothwendig  war.  Ja  diese  innere  Zusammengehörigkeit 
engerer  Art  der  4  ersten  Bücher  bewährte  sich  geschichtlich  auch  da- 
durch, dass  nur  sie  im  griechischen  Texte  sich  erhielten,  während  das 
5.,  6.  und  7.  Buch  erst  in  der  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  aus  einer 
arabischen  Uebersetzung  bekannt  wurden,  das  8.  Buch  sogar  als  ganz 
verloren  wird  betrachtet  werden  tntlssen. 

Das  5.  Buch  lässt  alle  übrigen  weit  hinter  sich.  Es  behandelt  einen 
Gegenstand,  mit  welchem,  wie  es  scheint,  kein  einziger  griechischer 
Schriftsteller  ausser  ApoUonius  sich  beschäftigte:  die  geometrische 
Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten.^^  Es  ist  selbstverständlich, 
dass  diese  Lehre  bei  einem  griechischen  Mathematiker  nicht  das  Metho- 
dische besitzen  wird,  welches  sie  bei  ihrem  erneuten  Auftreten  im 
17.  Jahrhundert  erhielt,  dass  sie  auch  nicht  erschöpfend  auftreten  wird. 
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sondern  dass  nur  eine  bestimmte  Gattung  von  Aufgaben  zur  Behandlung 
kommen  wird ;  aber  grade  um  so  bewundernswürdiger  ist  es,  wie  Apollo- 
nius  Einzelfälle  unterscheidet,  und  durch  Zusammenfassung  dieser  Einzel- 
fälle das  Oesammtgebiet  seiner  Untersuchung  sich  unterwirft;  wie  er  die 
verschlungensten  Beweise  aufzufinden  im  Stande  ist.  Beweise  so  wenig 
natürlich,  dass  man  kaum  der  Versuchung  widerstehen  kann,  zu  glauben, 
Apollonius  müsse  irgend  eine  andere  Methode  besessen  haben,  welche 
ihn  die  Sätze  kennen  lehrte,  £ür  die  er  nur  nachträglich  Beweise  in  der 
allgemein  gebräuchlichen  Form  aufsuchte,  wie  es  etwa  zwei  Jahrtausende 
später  von  Newton  bekannt  ist.  Was  Apollonius  aus  der  Lehre  vom 
Grössten  und  Kleinsten  kennt,  das  sind  insbesondere  die  längsten  und 
kürzesten  Linien,  welche  aus  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  nach 
einem  Kegelschnitte  gezogen  werden  können,  Linien,  welche  Apollonius 
zuerst  für  die  Fälle  bestimmt,  in  denen  der  gegebene  Punkt  auf  der 
Axe  liegt  und  die  Construction  durch  Abschnitte  erfolgen  kann,  die 
selbst  auf  der  Axe  des  Kegelschnittes  auftreten.  Dann  folgt  eine  Keihe 
von  Sätzen,  die  etwa  mit  dem  modernen  Begriffe  der  Subnormaleu  sich 
beschäftigen.  Später  weist  Apollonius  nach,  dass  diese  selben  grössten 
und  kleinsten  Linien  Normallinien  zum  Kegelschnitte  sind,  dass  also  auch 
die  Aufgabe  im  Früheren  zur  Lösung  vorbereitet  ist:  von  irgend  einem 
Punkte  einer  Ebene  Normalen  zu  einem  in  der  Ebene  befindlichen 
Kegelschnitte  zu  zeichnen.  Er  geht  an  die  Aufgabe  selbst  heran  und 
findet  eine  Construction,  bei  welcher  von  Durchschnitten  mit  Hyperbeln 
Gebrauch  gemacht  ist.  Indem  er  nun  sich  bewusst  wird,  dass  in  der 
Zahl  der  Senkrechten,  welche  von  einem  Punkte  aus  nach  einem  Kegel- 
schnitte gezogen  werden  können,  keine  Willkür  herrscht,  dass  dieselbe 
vielmehr  einestheils  von  der  Art  des  Kegelschnittes,  anderntheils  von 
der  Lage  des  gegebenen  Ausgangspunktes  abhängt,  findet  er,  dass  in 
dieser  Beziehung  gewisse  Punkte  eine  Ausnahmestellung  einnehmen. 
Diese  Punkte,  aus  welchen  man  nach  dem  gegenüberliegenden  Theile 
des  Kegelschnittes  nur  eine  Normale  ziehen  kann,  sind  die  Krümmungs- 
mittelpunkte, welche  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  die  Evolute  des 
Kegelschnittes  bilden.  Man  darf  daher  sagen,  Apollonius  habe  die  Exi- 
stenz dieser  Curve  geahnt,  wenn  es  auch  entschieden  zu  weit  gegangen 
wäre,  ihm  die  Bekanntschaft  mit  der  Lehre  von  der  Evolution  zuzu- 
schreiben. 

Das  6.  Buch  handelt  von  gleichen  und  ähnlichen  Kegel- 
schnitten, sofern  dieselben  auf  graden  einander  ähnlichen  Kegeln 
auftreten;  am  Schlüsse  wird  sogar  die  Aufgabe  behandelt,  durch  einen 
gegebenen  Kegel  eine  Schnittfläche  zu  legen,  welche  eine  gleichfalls 
gegebene  Ellipse  erzeugen  soll. 

Zwischen  dem  7.  und  dem  8.  Buche  scheint  wieder  ein  engerer  Zu- 
sammenhang   stattgefunden    zu   haben,    wie    uns  A^q\V^x^^a&  ^^^^  ^^^* 
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sichert.  In  seiner  Zuschrift  sagt  er,  das  7.  Buch  hcschäftige  sich  mit 
Sätzen,  welche  zu  Bestimmungen  führen,  das  8.  Buch  enthalte  wirklich 
bestimmte  Aufgaben '  über  Kegelschnitte.  Auch  aus  Pappus  lässt  eine 
solche  Zusammengehörigkeit  der  beiden  Bücher  sich  folgern.  Derselbe 
theilt  nämlich  eine  ziemlich  beträchtliche  Zahl  von  Lemmen  zu  den 
Kegelschnitten  des  ApoUonius  mit.  Die  Lemmen  zu  allen  übrigen 
Büchern  sind  nach  den  Büchern  gesondert;  nur  die  Lemmen  zum  7. 
und  8.  Buche  sind  vereinigt.®^)  Auf  diese  Grundlage  hin  hat  Halley 
eine  Wiederherstelluug  des  verlorenen  8.  Buches  versucht,  welche  in- 
dessen doch  zu  unsicher  scheint,  um  näher  besprochen  zu  werden.  Wir 
begnügen  uns  mit  der  Bezeichnung  einiger  interessanten  Theorien  aus 
dem  erhaltenen  7.  Buche.  In  ihm  finden  sich  die  Sätze  über  comple* 
mentäre  Sehnen,  welche  conjngirten  Durchmessern  parallel  laufen, 
in  ihm  die  Sätze  über  die  constante  Summe  der  Quadrate  conjn- 
girter  Durchmesser,  in  ihm  die  Entwicklung  des  Flächenraums 
jener  Parallelogramme,  deren  zwei  an  einanderstossende  Seiten 
die  Hälften  zweier  conjugirter  Durchmesser  sind.  Auch  diese  Sätze, 
welche  gegenwärtig  rechnend  hergeleitet  werden,  erfordern  bei  ApoUo- 
nius die  Unterscheidung  einer  grossen  Anzahl  von  Einzelfällen ,  hei 
welcher  er  wiederholt  die  Gewandtheit  entwickelt,  welche  man  schon  in 
den  frühem  Büchern  bewunderte.  Dieses  in  Kürze  der  Inhalt  des  merk- 
würdigen Werkes,  welcher  wohl  geeignet  erscheint  unsere  Neugier  an- 
zuregen ,  inwieweit  derselbe  Mathematiker  seinen  erfinderischen  Geist 
auch  noch  anderen  Gebieten  unserer  Wissenschaft  zuwandte. 

Von  solchen  anderen  Arbeiten  wissen  wir  leider  nur  eben  genug, 
um  die  Vielseitigkeit  des  ApoUonius  zu  ahnen,  aber  bei  Weitem  nicht  so 
viel,  um  den  Werth  der  Untersuchungen  abschätzen  zu  können,  deren  Titel 
nur  uns  überblieben  sind  und  die  Vermuthung  zu  einer  wahrscheinlichen 
machen,  dass  Anwendungen  der  Kegelschnitte  auf  bestimmte  geometrische 
Aufgaben  in  denselben  behandelt  wurden.  **^^)  Diese  Vermuthung  wird  noch 
unterstützt  durch  die  2  Bücher  vom  Verhältnissschnitt,^*)  welche 
arabisch  erhalten  blieben.  Edm.  Bernard  fand  die  freilich  ziemlich  ver- 
derbte Handschrift  am  Ende  des  17.  Jahrhunderts  und  begann  dieselbe 
in's  Lateinische  zu  übersetzen.  Allein  kaum  hatte  er  den  zehnten  Theil  der 
Aufgabe  bewältigt,  so  stand  er  von  dem  Unternehmen  ab,  um  es  nicht 
wieder  aufzunehmen.  Halley  fühlte  sich  gereizt  an  den  Bemardschen  An- 
fang anzuknüpfen,  und  so  entstand  die  weitere  lateinische  Uebersetzung, 
ein  um  so  merkwürdigeres  Zeugniss  von  der  Leistungsfähigkeit  Halleys, 
als  derselbe  des  Arabischen  durchaus  unkundig  war,  und  das  von  Ber- 
nard hinterlassene  Bruchstück  ihm  als  Grammatik  und  Wörterbuch  dienen 
musste.  Diese  Bücher  vom  Verhältnissschnitt,  deren  Autorschaft  dem 
ApoUonius  mit  aller  Bestimmtheit  zukommt,  wenn  auch  vielleicht  durch 
die  mehrfache  Ueberarbeitung  in  verschiedenen  Sprachen  Veränderungen 
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iu  Eiuzclheitcn  verschuldet  worden  sein  mögen,  zeigen  nun  ganz  den 
erwähnten  Charakter.  Die  in  ihnen  hehandolte  Aufgabe  lautet  folgen- 
dermassen:  Es  sind  zwei  unbegrenzte  gerade  Linien  in  derselben  Ebene 
der  Lage  nach  gegeben,  welche  entweder  gegenseitig  parallel  sind  oder 
einander  schneiden,  und  in  jeder  derselben  ist  ein  Punkt  gegeben,  auch 
ist  ein  Verhältniss  und  überdies  ein  Punkt  ausserhalb  der  Linien  ge- 
geben. Man  soll  durch  den  gegebenen  Punkt  eine  gerade  Linie  ziehen, 
welche  von  den  der  Lage  nach  gegebenen  Linien  Stücke  abschneidet, 
deren  Verhältniss  dem  gegebenen  gleich  ist.  Man  erkennt  leicht,  dass 
diese  Aufgabe  durch  einen  grossen  Reichthum  an  Fällen  sich  auszeich- 
net, je  nach  der  Lage  des  Punktes  ausserhalb  der  beiden  Linien  zu 
diesen  Linien  selbst  und  zu  der  durch  die  beiden  auf  den  Linien  ge- 
gebenen Punkten  gezogenen  Transversalen,  und  ferner  je  nach  der 
Richtung,  in  welcher  jene  in  Verhältniss  tretende  Stücke  von  den  ge- 
gebenen Punkten  aus  liegen  sollen.  Das  liegt  wieder  so  recht  in  dem 
geometrischen  Charakter  des  Apollonius!  Er  löst  die  Aufgabe  mit  Hülfe 
von  Kegelschnitten. 

Eine  weiteie  Abhandlung  des  Apollonius  wird  von  Eutokius  er- 
wähnt. In  dem  mehrfach  benutzten  Commentare  zur  Kreismessung  des 
Archimed^®)  äussert  sich  derselbe:  „So  viel  in  meinen  Kräften  stand, 
habe  ich  nun  die  von  Archimedes  angegebenen  Zahlen  einigermassen 
erläutert.  Wissenswerth  ist  aber  noch,  dass  auch  Apollonius  von  Pergä 
in  seinem  Okytoboon  dasselbe  durch  andere  Zahlen  bewiesen  hat,  wo- 
durch er  sich  der  Sache  noch  mehr  näherte."  Schon  das  Wort  dxvtO' 
ßoo^  ist  philologisch  durchaus  räthselhaft,  und  der  Inhalt  der  Schrift  ist 
es  kaum  weniger.  Dass  mit  Hülfe  der  in  jener  Abhandlung  ausge- 
sprochenen Lehren  eine  ziemlich  genaue  Kreismessung  vollzogen  werden 
konnte,   jedenfalls    eine    genauere    als   sie  in  dem  archimedischen  Ver- 

22 
liältuisse  -  ■-   enthalten   war,    das   freilich  entnehmen  wir  dem  Eutokius. 

Aber  wie  erfolgte  diese  Rechnung?  Wir  sind  dafür  ohne  jeden  An- 
lialtspunkt,  es  sei  denn,  dass  man  einen  solchen  in  einer  von  Wöpcke 
herausgegebenen  arabischen  Handschrift  zu  finden  berechtigt  wäre.^') 

Diese  Handschrift  besteht  in  einer  Uebersetzung  eines  griechischen 
Commentars  zum  10.  Buche  der  euclidischen  Elemente,  also  zu  jenem 
Buche,  welches  die  Lehre  von  den  Irrationalgrössen  behandelt.  Wer 
der  Verfasser  des  Commentars  ist,  kann  nicht  mit  voller  Bestimmtheit 
augegeben  werden,  wenn  gleich  die  Gründe  bedeutend  in's  Gewicht 
fallen,  die  Wöpcke  dafür  beibringt,  dass  man  es  hier  mit  dem  tiberlieferter- 
massen  wie  diese  Uebersetzung  aus  2  Büchern  bestehenden  Commentare 
zum  10.  Buch  der  Elemente  von  Vettius  Valens,  einem  byzantinischen 
Astronomen  aus  dem  2.  Jahrhunderte  nach  Chr.  Geb.  zu  thun  habe.  Die- 
ser Commentator  spricht  nun  ausdrücklich  von  Axb^\\ATi  ^^%  K^^^^t^eos^ 
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über  die  Irrationalgrössen  und  legt  ihnen  einen  hohen  Werth 
bei.  Die  Irrationalgrössen,  so  sagt  er  etwa,  fanden  ihren  Ursprang  in 
der  Schule  des  Pjthagoras.  Theätet  vervollkommnete  die  Lehre,  nach 
den  Mittheilungen  des  Eudemus,  indem  er  Irrationalgrössen  unterschied, 
die  durch  Multiplication ,  durch  Addition  und  durch  Subtraction  unter 
einander  verbunden  eine  verwickeitere  Form  besassen.  Euclid  brachte 
vollends  Ordnung  in  den  Gegenstand  durch  genaue  Bestimmung  and 
Scheidung  der  verschiedenen  Gattungen  von  Irrationalitäten.  Apollonius 
aber  war  es,  welcher  neben  den  geordneten  {tetayfiivog  ies'Proklua) 
Irrationalgrössen  die  Existenz  der  ungeordneten  {ataxrog)  nachwies 
und  durch  genaue  Methoden  eine  grosse  Anzahl  derselben  herstellte. 
Nun  folgt  der  eigentliche  Conmientar,  aus  welchem  Wöpcke  mit  grossem 
Scharfsinn  wiederherzustellen  versucht  hat,  welches  eigentlich  jene  be- 
deutende Erweiterung  gewesen  sein  kann,  die  dem  Apollonius  zuge- 
schrieben wird,  mit  anderen  Worten,  was  man  unter  ungeordneten 
Irrationalgrössen  zu  verstehen  habe. 

Die  Sache  scheint  sich  etwa  so  zu  gestalten.  Die  Irrationalzahlen 
sind  unterschieden  je  nach  dem  Wurzelexponenten,  der  in  ihnen  vor- 
kommt, und  Euclid  beschränkte  sich  wie  die  meisten  Alten  auf  die  Be- 
trachtung der  Quadratwurzeln,  also  auf  Irrationalitäten  mit  dem  Wurzel- 
exponenten 2.  Die  einfache  Quadratwurzel  galt,  wie  früher  bemerkt 
wurde,  nicht  als  irrational;  sie  war  eben  die  Seite  eines  rationalen 
Quadrates,  und  als  solche  wenigstens  in  der  Potenz  rational,  wie 
man  sich  ausdrückte.  Nahm  man  nun  2  Zahlen,  von  denen  zum  Min- 
desten eine  nur  in  der  Potenz  rational  war,  so  konnte  man  aus  den- 
selben Medialen,  Binomialen  und  Apotomen  bilden,  welche  als- 
dann als  wirkliche  Irrationalgrössen  angesehen  werden.  Die  Mediale 
wird  nur  als  eine  einzige  betrachtet.  Sie  entsteht,  indem  man  die 
beiden  gegebenen  Zahlen  multiplicirt  und  aus  ihrem  Producte  die  Wurzel 

zieht,  z.  B.  j/  l/a  •  l/b.  Die  Binomialen  entstehen  durch  Addition. 
Bei  ihnen  sind  6  Arten  zu  unterscheiden.  Berücksichtigt  man,  dass 
von  den  beiden  Theilen  der  Binomialen  der  eine  grösser  sein  wird,  als 
der  andere,  so  sondern  sich  leicht  3  Arten  ab,  je  nachdem  die  Irratio- 
nalität des  ganzen  Ausdruckes  dadurch  erzeugt  wird,  dass  nur  der 
grössere  Theil  in  der  Potenz  rational  ist,  oder  nur  der  kleinere,  oder 
beide.  Jeder  dieser  3  Fälle  kann  nun  wieder  in  2  neue  Fälle  getrennt 
werden,  je  nach  den  Eigenschaften  der  Differenz  der  Quadrate  der  bei- 
den die  Binomiale  bildenden  Theile,  ob  dieselbe  eine  Quadratzahl  ist 
oder  nicht.  So  erhält  man  in  modernen  Zeichen  folgende  6  Binomialen: 
j/a^  +d'^  +  a  und  /a-  ^d  +  a,  a  +  j/a^  —  d'^nnd  a  -f  \/a''  —  d,  end- 
ya  -f-  j/a  —  d'^  und  j/a  -f  j/a — d^  wo  voraussichtlich  keine  der  ange- 
deuteten Quadratwurzeln  ausgezogen  werden   kann    und    auch  d  keine 
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Quadratzahl  ist.  Andere  Fälle  sind  nicht  aufzufinden,  so  lange  kein 
neuer  Eintheilungsgrund  benutzt  wird.  Wie  die  Binomiale  durch  Ad- 
dition, so  entsteht  die  Apotome  durch  Subtraction.  Wenn  daher  nur 
das  Pluszeichen  zwischen  den  beiden  Theilen  durch  das  Minuszeichen 
ersetzt  wird,  so  erscheinen  augenblicklich  die  6  Arten  von  Apotomen, 
von  denen  Euclid  handelt.  Darnach  dürfte  der  Sinn  der  oben  ange- 
führten historischen  Bemerkung  des  alten  Commentators  folgender  sein: 
Die  unmittelbare  Schule  des  Pythagoras  lehrte  den  Begriff  der  Irratio- 
nalität überhaupt  kennen;^)  Theätet  zeigte,  dass  es  Medialen,  Binomialen 
und  Apotomen  gebe;  Euclid  ging  wieder  einen  Schritt  weiter:  er  machte 
die  eben  auseinandergesetzte  Unterscheidung,  d.  h.  er  ordnete  die 
Irrational  grossen  und  fand  bei  der  Ordnung  13  Gattungen,  näm- 
lich eine  Mediale,  6  Binomialen,  6  Apotomen.  Ungeordnet  dagegen 
verbleiben  erstens  sämmtliche  Irrationalgrössen,  welche  aus  mehr  als  2 
Theilen  zusammengesetzt  waren  und  zweitens  alle  diejenigen,  ohne 
Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Theile,  welche  einen  höheren  Wurzel- 
exponenten als  die  2  besassen. 

Nach  beiden  Richtungen  war  somit    dem  ApoUonius  eine  Erweite- 
terung  möglich.    Schon  die  Erweiterung  von  ya  +yb  etwa  in  Ya  +  J/b 
+  yc  -i-yd  -j-  . , .  muss  man  als  keine  so  unbedeutende  Sache  ansehen. 
In  moderner  Schreibweise    freilich    bietet    sich  dieselbe  von    selbst  dar. 
Nicht  so  für  die  griechischen  Schriftsteller,  welche,  wie  man  nie  auiBser 
Augen   lassen   darf,   nicht  von   Quadratwurzeln  sprachen,   sondern   von 
der  Seite  eines  Quadrates  von  gegebenem  Flächeninhalte  und  rückwärts 
von  der  Fläche  des  Quadrates,   welches   eine  gegebene  Linie  über  sich 
erzeugt,  oder  um  den  griechischen  Ausdruck  wörtlicher  wiederzugeben: 
von  der  Fläche,  welche  eine  Linie  kann.    Nun  kAnn  ya -^  yb  +  yc 
+  yd  -j-  , , .  als  Fläche  das  Quadrat  eines  Poljnomiums,  dessen  Auffin- 
dung schon  eine  höhere  Aufgabe  ist,  als  die  Quadrirung  eines  nur  zwei- 
theiligen Ausdruckes.     Noch   unverhältnissmässig  verwickelter   erscheint 
von    solchem  Gesichtspunkte   die  Betrachtung  von  Irrationalgrössen  mit 
höherem  Wurzelexponent e.      Sie  musste    bis    auf   die  Cubikwurzel    und 
noch  eine  bestimmte  Gattung  von  Irrationalgrössen,  deren  alsbald  gedacht 
werden    soll,   nahezu  als   der  griechischen  Auffassung  unzugänglich  be- 
zeichnet werden.     Die  Cubikwurzel,   d.  h.  die  Seite  eines  Würfels  von 
gegebenem  Körperinhalte,  welcher  zu  irgend  einem  anderen   in  gegebe- 
nem Verhältnisse  steht,  das  war,  wenn  auch  über  die  Elemente  hinaus- 
gehend,  noch  immer  ein   geometrisch  Fassliches;    das  bildete,   wie  wir 
sahen,    den  Kern  der  delischen  Aufgabe.     Und   erinnern    wir  uns  nun 
an  die  Art  zurück,  wie  Hippokrates  von  Chios  jenes  Problem  auffasste, 
nämlich   als  Aufgabe   zwischen   zwei   gegebenen    Grössen   zwei   mittlere 
geometrisch  e  Proportionalen  zu  suchen,  so  werden  wir  auch  um  die  an- 
deren  Irrationalgrössen   nicht  lange  verleben   Ä^\i[i^  ^^Oci^  ^woaVt^äq^ 
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iiVtfkkit  von  hoh^Tf'T  IrratiorjaliUt ,  wenn  man  §o  sagen  darf,  als  die  b 
Ä«r  Oniridls|r<r  4tt^tmd*i  einfiele  Mediale.  Wöpcke  Terrnntliet  b«3l 
AjHflUfuUm  rri'/ge  nkh  aqch  mit  dieeen  Irrational^ossen  beschäftig 
hü^H'jts  Shhirrt'.H  wift'.en  wir  ihde^Aen  nicht  darüber  und  ebensowenig  c^b. 
¥ftiH  st]\i:rdtu'/H  nicht  zq  den  L'noio^^licfikeiten  gebort,  Apollonins  sor 
l'rit/rnsii<'Jitjn;r  der  Irrationalgrössen  dadurch  gelangte,  daas  er  das  Ver- 
h/thniJsH  de*  K reine«  zum  Durch ifietjfier  zu  ennitteln  beabsichtigte.  Unter 
dieser  VorauiiÄefzung  htünde  freilich  die  Unteisuchung  der  ungeordneten 
IrrnitoiiHli^röHHou  rnit  dem  frfilir*r  genannten  Okytoboon  in  Verbindung, 
iitiU'UU',  vielleicht  Mogar  einen  Theil  desselben  ausmachen. 

J)ie  negative)  'J*hat«ache  lasst  sich  dagegen  mit  aller  Bestimmtheit 
nUHHitro.iiUo.u  f  dass  wir  keinen  Theil  de«  Okytoboon  in  einem  anderen 
Fi'rtgmente  zu  erkennen  haben,  welches  Pappus  aufbewahrt  hat,  nnd 
weJclif'N  i\(*r  englische  Mathematiker  Wallis  am  Ende  des  17.  Jahrhun- 
derl«  In  griechischer  Hpra<he  veröffentlichte.'-''*)  Der  im  Früheren  schon 
Von  uns  angekündigte  Inhalt  dieses  Bruchstückes  ist  eine  cigenthfim- 
liehe  M  nlt  iplicationsmcthod  e,  mittelst  derer  siimmtliche  Zahlen 
Hill  einiinder  vervielfaclit  werden,  welche  durch  die  Buchstaben  zweier 
Vers«  dargestellt  werden,  indem  bekanntlich  jeder  Buchstabe  des  gric- 
elilftrhen  Alpliatiets  nehen  seiner  Buchstabenbedeutung  auch  zifferartig 
verwiTlhet  wurde  nnd  je  eine  hestimmtc  Zahl  bezeichnete.  Dem  Brnch- 
Midrke  voraiiN  muNs  die  BeNchrcihung  einer  anderen  wahrscheinlich  um- 
aUiidllcheren  aher  landlUnfigeren  Multiplicationsmcthodo  gegangen  sein, 
linaiin  lint  diese  Folgerung  mit  Recht  daraus  gezogen,  dass  Pappns 
hlusse   der  Multiplication    der  Buchstaben    des   ersten  Verses    aus- 
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drücklich  sagt,  das  Gesammtresultat  sei  tibereinstimmend  mit  der  Angabe 
des  Apollotnius  nach  der  am  Anfange  des  Baches  vorgeschriebenen 
Methode.  Ein  eigenthümlichcr  Zufall  hat  es  somit  veranlasst,  dass, 
ivährend  die  Grundzüge  des  Archimed  ganz  verloren  gingen,  auch  von 
einem  ähnlichen  Werke  des  Apollonius  nur  der  Theil  erhalten  ist,  der 
sich  auf  damals  weniger  gewöhnliche  Rechenmethoden  bezieht. 

Aus  dem  Vorhandenen  können  wir  erstens  entnehmen,  dass  Apol- 
lonius in  ähnlicher  Weise  wie  Archimed  die  Zahlen  in  Gruppen  zu 
theilen  wnsstc,  welche  eine  leichtere  Aussprache  und  zugleich  eine 
grössere  Uebersichtlichkeit  gewährten,  als  sie  ohne  Gruppirung  zu  er- 
reichen gewesen  wäre.  Es  ist  derselbe  Gedanke,  der  beiden  Schrift- 
stellern gleichmässig  vorschwebte,  ja  es  ist  eigentlich  dieselbe  Gruppi- 
rung, welche  wir  von  beiden  gelehrt  finden.  Denn  wenn  auch  Archimed, 
wie  früher  gesagt  wurde,  Octaden  bildete,  während  Apollonius  sich 
mit  Tetraden  begnügte,  so  ist  doch  die  Gleichheit  des  Princips  da- 
durch hergestellt,  dass  zwei  Tetraden  des  Apollonius  neben  einander 
geschrieben  nach  moderner  Bezeichnung  der  Zahlen  einer  Octade  des 
Archimed  gleichkommen,  dass  Archimed  also  nur  eine  noch  höhere  Ein- 
heit annahm  als  Apollonius,  aber  eine  Einheit,  welche  aus  der  des 
Apollonius  sich  unmittelbar  entnehmen  Hess,  ebenso  wie  der  entgegen- 
gesetzte Wog  denkbar  ist,  ebenso  wie  beide  Gruppirungen  selbstständig 
aus  dem  Sprachgebrauche  hervorgehen  konnten,  welcher  Myrias,  d.  h. 
KXXX)  als  letztes  unzusammengesetzes  Zahlwort  kennt.  Dies  mag  aus- 
drücklich betont  werden,  damit  nicht  die  Meinung  entstehe,  als  ob  fast 
iiothwendigerweise  einer  der  beiden  grossen  Mathematiker  seine  Grup- 
pirung in  Abhängigkeit  von  dem  anderen  erfunden  haben  müsse.  Die 
Nauicn,  welche  Apollonius  für  seine  Tetraden  benutzt,  sind  für  die  erste 
Totrade,  welche  also  von  1  bis  9999  sich  erstreckt,  der  Name  der  Ein- 
heiten; dann  folgt  die  Tetrade  der  Myriaden;  auf  diese  die  der  dop- 
pelten Myriaden,  der  dreifachen,  vierfachen  u.  s.  w.  Myriaden. 

Neben  und  nach  diesem  ersten  Inhaltstheile  umfasst  das  Bruch- 
stück bei  Pappus  zweitens  die  Vorschrift,  dass  die  Multiplication  von 
irgend  welchen  Zahlen  auf  die  Multiplication  ihrer  Pythmenes  zu- 
rückzuführen sei,  ein  Wort,  welches  etwa  als  Wurzelzahl  Übersetzt 
werden  kann.  Eine  genauere  Darstellung  eines  der  Beispiele  mag 
zeigen,  wie  die  Zurückführung  gemeint  ist.  Seien  etwa  die  Zahlen  50, 
50,  50,  40,  40,  30  zu  multipliciren,  so  sind  deren  Wurzelzahlen  5,  5,  5, 
4,  4,  3,  aus  welchen  als  Product  6000  Einheiten  entstehen.  Da  nun  die 
Menge  der  Zehner  6  ist,  und  diese  Zahl  durch  die  4  getheilt  2  zum 
liest  lässt,  so  ist  das  Product  der  Zehner  für  sich  100  einfache  My- 
riaden. Nun  erhält  man  das  Product  der  von  Anfang  gegebenen  Zahlen 
durch  Multiplication  des  Products  der  Zehner  in  das  Product  der  Wur- 
zelzahlen.   Jene  100  Myriaden  nial  6000  Einheiten  macU<Lw  (iO  ^l-^^x^^O^^ 
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Myriaden ,  und  so  ist  das  Product  von  50 .  50  .  50  .  40 .  40 .  30  gleich  60 
zweifachen  Myriaden.  Hier  sind  freilich  nnr  Mnltiplicationen  von  Zeh- 
nem in  7  T;ner,  wie  wir  nach  heutigem  Sprachgehranche  sagen,  vor- 
handen. Alleri  es  findet  sich  anch  ein  weiteres  Beispiel  Yon  Yerviel- 
fachnng  'on  Ze'unem  in  Ilanderte,  nnd  so  ist  nicht  abzusehen,  warum 
dieselbe  MetF'He  nicht  auch  allgemein  von  ApoUonius  sollte  angewandt 
worden  sein.  lieber  die  Tragweite  der  Methode  aber  kann  man  nnr 
dann  eine  richtige  Anschauung  gewinnen,  wenn  man  vergisst,  wie  leicht 
es  der  modernen  Ziffernschrift  ist,  3  etwa  als  die  Wurzelzahl  von  300 
zu  erkennen,  wenn  man  vielmehr  erwägt,  dass  schon  ein  gewisses  Nach- 
denken erforderlich  ist  um  von  r,  dem  Bachstaben  mit  dem  Werthe 
300,  zu  y,  dem  Buchstaben  mit  dem  Werthe  3,  zu  gelangen,  am  zu- 
gleich in  Erinnerung  zu  behalten,  dass  dabei  die  Zahl  um  2  Ordnungen 
erniedrigt  worden  ist  Bei  dieser  Erwägung  erst  lernt  man  die  Bedeu- 
tung der  Abkürzungsmethode  des  ApoUonius  schätzen,  begreift  man, 
wie  sie  vielleicht  Schuleigenthum  einzelner  Mathematiker  geworden 
ist,  aber  nicht  in  das  allgemeine  Volksbewnsstsein  einzudringen  sich  im 
Stande  erwies.  Dass  aber  Letzteres  sich  in  der  That  so  verhält,  geht 
theils  daraus  hervor,  dass  Pappus  die  Methode  offenbar  in  der  Webe 
darstellt,  wie  man  Etwas  wenig  Bekanntes,  aber  den  Männern  der  Wis- 
senschaft Empfehlenswerthes  auseinandersetzt,  theils  auch  daraus,  dass, 
wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  Entokius  von  Askalon  im  6.  Jahr- 
hunderte sich  einer  ganz  andern  Methode  bedient  zu  haben  scheint,  bei 
welcher  von  einer  Zurückführung  grösserer  Zahlen  auf  kleinere  nicht 
die  Hede  war. 

Und  somit  hätte  ich  die  Darstellung  der  Fortschritte  beendigt, 
welche,  so  weit  die  Spuren  zu  uns  gelangt  sind,  die  Zeit  vom  Jahre 
300  etwa  bis  200  vor  Chr.  Geb.  den  mathematischen  Wissenschaften 
hinzufügte.  Der  Leser  wird  nicht  viel  durchaus  Neues  entdecken,  was 
nicht  auch  anderwärts  schon  geboten  wäre:  das  bringt  der  Gegenstand 
selbst  mit  sich.  Allein  Nichts  desto  weniger  hielt  ich  die  VeröflTent- 
lichung  einer  solchen  Skizze  eines  ein  Jahrhundert  umfassenden  Cultur- 
bildes  für  gerechtfertigt,  nachdem  seit  den  letzten  zusammenhängenden 
Darstellungen  mathematischer  Geschichtsschreiber  so  manche  neue  That- 
sache  entdeckt  worden,  welche  hier  und  dort  zerstreut  mitgetheilt  ist, 
ohne  zu  allgemeiner  Kenntniss  zu  gelangen.  Je  bedeutender  aber  die 
Männer,  je  interessanter  eine  Zeit,  um  so  wichtiger  ist  es  für  gerechte 
Würdigung  derselben,  dass  ihre  Leistungen  uns  übersichtlich  vor  Augen 
liegen,  und, gerade  dieses  habe  ich  in  vorliegender  Abhandlung  ange- 
strebt. 
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'imxiU\  ti9'r-tÄi  1111010:11  i*iji««üinra  fimütnit^iici.  ^Tilni'-irr-In  #«^t  mx  ir^iritnui  äq» 
#4*ii«vw  Aftdun.,  «IUI  *ivi'JUviim  nu*.  ftniimmoca.  trifi£üi'CEn.  «?iiif«tÄi  E=ufns  .fis- 
■MirtT^c  £iiit:ui«tii  'MixüSaVMm.  zeiASL^rul  trL.iJun.Jin.a.  smJüinir-xil  itirfranipiüicim 
«iivtt/lMft  ^r4it7«Mbvr^ :  -truiuyi«»  vi^tai  ji  -"js^vr^rbi  mixvniE»  «^.tylt», 

Itt*  ^«^^  , 

IT  Imt  jputz^  AhHAtz  ^H;u  a«aat  ra  'i^r  G*tvsi*^,-i  ....  Rsfiaarnix  «rfSIh* 
JlMiMTleiiAf  2  «fttA/ymm««,  'U  utl;  k«tflA  M^-^Ii^^lLkeh  ««i.  «i:-*  Sactl«  klajvr  anssx- 
4a!*  NMbtK^^MAtfiT't^  '^,  iAlÜTit,}  It  171  zn  Onaiie. 

HhnntM^,  \Ki%.     BU^m,  Im  V\Miu>ti*i  m^hemAtico.    Bonn  l?tSl    p«^.  ±3  ««^v*. 

1^.  h*-Am^  tu  %*iiutr  i'th*iT%^iznnz  tod  B«>*r::,  HL«toir?  gieser&Ie  de:s  xnithe- 
m9tiit\ntA  llAmhnrv^  W>i)  i*jrt  zwar  :t  dtn  ZnsAiz^n  mra  er?ten  KApiiel  RL  L 
K  f/Z^i  hh^Mfitii  ^f  '!x*r  AnMzit-.hnn^  dttr  Qn^/irarwrirzel  nach  Tteon  Tön  Alexan- 
HfUift  fCffltthrt:  f,Kin  %n»\f*^f:%  m*:XhfAi»t:\i*:^  Verfahren  bei  Ar:3zieLans'  Act  Cnbik- 
mnf%^\  wnr  «bn^  7,mt%it\  eb^nfalli  den  AJten  bekannt.**  Indessen  entbehrt 
*\U,^.r  AfiMpmck  wi«;  jeder  Hegründonfr ,  so  anch  wirklich  jeglichen  Anhaltes. 
IfurttAt'M  Ut  di«  aaf  Ktimnr  fleh  stutzende  Behauptung  Biering's  '1.  c.  pag-.  4:  za 
h^nrth^Mttn:  Ad  radicem  ^inadratam  eztrahendam  ret^rres  mothodam  qoandam  com 
^a,  '|na  nttintar  reci;ntiores,  fere  cosentaneam  adhibeb^int;  et  videtar  similis  ratio 
rnAUtSn  cnhiciLtt  eztrahenda«  iis  non  incognita  faisse;  sed  eam  ob  difficaltatem 
fMletiU  {ri  oan  non  fniMe  videmnj. 

tO.  ytifff],  Bierinii^  1,  c,  pag.  10. 

21.  Vür^l,  Keimer  I,  c.  pag.  46,   femer  ßlass  I.  c.  pag.  29. 

22,  Klg  o^avmug  %ul  injxavixag  %atua%ivag  tov  xov  aztg^ov  dmla^uic^w 
unuyHv  InixiiQttvvxag  (Plutarch,  Qaaest.  Conv.  VIII,  2). 

2*A,  Vergl.  Proclus,  Lib.  III  ad  Kuclidis  propos.  9,  pag.  165,  wo  der  Erfinder 
Hippla«  genannt  ist  und  I'appns,  Lib.  IV,  propos.  26  ^gZ'<>  P^?-  ^^^  ^o  die  An- 
wimdtmg  tUr  Qtia<lratriz  des  Dinostratns  zur  Qaadrirnng  der  Kreisfläche  gelehrt 
wird.  Dans  frn  Texto  nur  iHe  einschlagenden  Arbeiten  vor  Enclid  berücksichtigt 
wurdcsn,  dio  spiltero  Conchoidc  des  Nikomedes  dagegen  etc.  unerwähnt  blieb,  bedarf 
wohl  keinor  Kntschuldigting. 

üi.  PApini»,  Lib.  VII  prootimium,  pag.  246     Vcrgl.  auch  die  Uebersctrong  der 
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in  der  latoinischen  Uebertragung  des  Commandinus  überaus  verderbten  Stelle  bei 
Chaslcs  1.  c.  (Anmerkung  15)  pag.  16:  Etant  donndcs  quatre  droites  se  coupant 
deux  k  deux,  si  trois  des  points  d'intersection  sitnds  sur  Pnne  d^elles,  ou  dcnx  seu- 
lement  dans  le  cas  du  paralUlisme  sont  donnds  et  quo  des  trois  autres  deux 
soicnt  assujettis  k  rester  chacnn  sur  uno  droite  donnt^e,  le  demier  sora  sitn^ 
aussi  sur  une  droite  donn^e  de  position.  Der  griechische  Urtext  ist  unter  Anderen 
abgedruckt  in  einer  Abhandlung  über  die  Porismen  von  Breton  (de  Champ(  Journ. 
Math^m.  XX,  209-299. 

25.  Ich  benutzte  für  die  JfSofisva  die  deutsche  Uebersetzung  derselben: 
Kuclid^s  Data  nach  dem  Griechischen  mit  Robert  Bimson's  Zusätzen  herausge- 
geben von  Julius  Friedlich  Wurm,  Diakonus  zu  Lauffen  am  Neckar.   Berlin  1825. 

26.  Proclus,  Lib.  H,  c.  V,  pag.  40:  Itemque  de  divisionibus  Über  und  Lib.  II 
ad  dofinitionem  14,  pag.  82:  Circulus  namque  et  rectilineorum  quodlibet  in  ratione 
dissimiles  dividi  potest  iiguras.  Quod  et  ipse  Euclides  in  Divisionibus  pertractat 
aliam  quidem  ügurarum  in  similes  datas  figuras,  aliam  vero  in  dissimilös  dividens. 
Der  griechische  Name  des  Werkes  heisst:  nsgl  Siccigiasrnv  ß£ßXiov. 

27.  Ueber  diesen  Gegenstand  vergl.  Woepcke  im  Journ.  Asiatique  1851,  Sept. 
&  Octob.  und  ganz  besonders  Ofterdinger,  Beiträge  zur  Wiederherstellung  der 
Schrift  des  Euklides  über  die  Theilung  der  Figuren.  Ulm  1863  (18  S.  in  40).  In 
dieser  4etzteren  Monographie  wird  nach  Gartz  (De  interpretibus  et  explanatoribus 
Kuclidis  arabicis  schedisma  historicum.  Halae  1823,  pag.  5)  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  im  Escurial  eine  vollständige  arabische  Uebersetzung  der  Schrift 
düä  Euclides  über  die  Theilung  der  Figuren  vorhanden  zu  sein  scheine.  Der  als 
Ucbcrsetzcr  genannte  Tapet  dürfte  wohl  der  neuerdings  bekannter  gewordene 
Thabit  ben  Korra  sein  sollen? 

28.  Besorgt  durch  D.  Gregory  1703. 

29.  Savilius,  Praelectiones  trcs  decim  in  principium  Elem.  Euclidis.  Oxonii 
1021.  pag.  17. 

30.  Der  griechische  Name  lautet  zonoi  ngoe  inupdveiav.  Die  Lemmen  des 
Pappus  finden  sich  am  Schlüsse  des  7.  Buches  pag.  438—446.  Die  Bemerkungen 
von  Chasles  in  der  deutschen  Uebersetzung  seiner  Geschichte  der  Geometrie  als 
,,Notc  II,  Ueber  Euclid*s  Oerter  auf  der  Oberfläche**  S.  272.  Vergleiche  ausser- 
dem dessen  auch  in  Liouville's  Journ.  Mathcm.  Bd.  XII  abgedruckte  Sdance  d^ou- 
verture  du  cours  de  gclomdtrie  superieuro  le  22  Decerabre  1846  pag.  7:  Cependant 
on  n'cst  pas  fixd  sur  le  sujct  du  livre  des  Lieux  h  la  surface  d^Euclide.  L'auteur 
y  considdrait  des  courbes  tracces  sur  des  surfaces  courbes;  mais  quelle  dtait  la 
natiiro  de  ces  surfaces?  les  courbes,  qu'on  y  tra^ait  etaient-elles  necessairement 
planes?  La  bri6vetd  de  Pappus  nous  laisse  dans  Tinccrtitude.  Je  dirai  toutefois, 
quo  quelques  indices  peuvent  porter  k  croire,  que  dans  le  livre  des  Lieux  k  la 
burfaco  Euclide  traitait  des  Cono'ides,  appelds  aujourd'hui  surfaces  du  second 
de<j^re  de  rdvolution,  et  des  sections  faites  par  des  plans  dans  ces  surfaces,  comme 
daiis  le  cono. 

31.  Für  die  Schriften  des  Archimedes  benutzte  ich  die  in  Anmerkung  8  be- 
zeichnete Uebersetzung  von  Nizze;  ferner:  die  Kreis-Messung  des  Archimedes  von 
Syrakus  nebst  dem  dazu  gehörigen  Commentare  des  Eutokius  von  Askalon  aus 
dem  Griechischen  übersetzt,  mit  Anmerkungen  begleitet  und  einer  Einleitung, 
welche  sich  vorzüglich  über  die  Zahlenbezcichuungsarten  und  das  Zahlensystem 
der  Griechen  ausbreitet,  versehen  von  Joseph  Gutenäcker.  Würzburg  1825.  Beide 
Schriften  citirc  ich  kurzweg  als  Nizze  und  Gutenäcker. 

32.  Die  Stelle  des  Eutokius:  *AXl'  ^axi  fihv  tovro  t6  ßißXiov^  mq  Qpi\<riv  *H^««.- 
TiXf LÖrjg  iv  ta  !<4^;i;t/[i}f^ovg  ßiq},  ngog  tag  tov  ßtot)  XQ^^^^  ivci'^'dtoLtö'»  v^X  ^^^^s^vj^«^ 
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bei  Gntenäcker  S.  77.  Einen  Heraclidee  nennt  Archimed  selbst  in  der  Einleitung 
En  seiner  ScLrift  über  Schneckenlinien.  Ob  aber  dieser  Zeitgenosse  der  Verfasser 
seiner  Biographie  gewesen,  darüber  felilt  jeder  Anhaltspunkt.  Wenn  Menrsius  im 
Thesaums  Graec.  antiqa.  ed.  Gronovios  Vol.  X  pag.  G09  in  Heraclides  Ponticus 
Major,  dem  Schüler  des  Aristoteles,  den  Biographen  des  Archimed  vermnthet, 
so  ist  das  chronologisch  unmöglich,  und  wenn  Gntenäcker  S.  123,  Note  7  sich  auf 
diese  Stelle  bezieht,  um  als  Autor  Heraclides  Ponticus,  auch  Lembus  ge- 
nannt, anzugeben,  so  ist  das  ein  grober  Irrthum.  Allerdings  gab  es  einen 
'HQanliCdTjg  Aipkßog,  allein  dieser  führt  den  Heimathsnamcn  Kallatiavog  rj 
^AlB^avdQtvg  und  nicht  Uoptmog.  Ueber  diesen  Heraklides  Lembus  vergl.  Diogenes 
Laertius  V,  6,  8,  wo  aber  nur  gesagt  ist,  er  habe  ein  SiadoxJ]  (über  die  Folge 
der  Philosophen?)  geschrieben;  von  einer  Biographie  des  Archimedes  oder  eines 
anderen  Mathematikers  ist  dort  keine  Rede.  Dass  der  Biograph  Heraclides,  wer 
er  auch  sein  möge,  durch  einen  alten  Druckfehler  sich  einmal  in  einen  Heraclius 
verwandelte,  und  als  solcher  bis  in  neueste  Werke  überging,  sei  nur  im  Vorüber- 
gehen bemerkt. 

33.  Notizen  zur  Lebensgeschichte  des  Archimedes  finden  sich  bei  Plutarch 
•(vit.  Marcell.  vergl.  non  posse  suav.  viv.  11),  Livius  (XXV),  Cicero  (Tuscul.  und 
Verrin.),  Diodor,  Silius  Italiens,  Valerius  Maximus  u.  A.  Eine  Anzahl  von  neueren 
Zusammenstellungen  habe  ich  in  dem  Artikel  ,,Arcliimedcs'*  in  Pauly's  Kcal-Kncy- 
clopädie  der  classischen  Alterthumswissenschaft  (2.  Ausgabe)  Bd.  I,  S.  1419 — 1452 
genannt. 

34.  Cicero  nennt  den  Archimed  humilem  homuuculum  (Tuscul.  lib.V,  cap.  23, 
§  64),  freilich  im  Gegensatze  zu  dem  Tyrannen  Dionys,  von  welchem  unmittelbar 
vorher  die  Rede  ist.  Aehnlicher  Weise  drückt  sich  Silius  Italiens  (De  hello  Pu- 
nico  XIV,  342)  über  Archimed  aus:  Nudus  opem,  sed  cui  coelnm  terraequc 
patcrent. 

3Ö.  Diodorus  Sicnlus  lib.  V,  p.  217. 

36.  Vitruvius,  De  architectura  libri  dccem  IX,  3  in  der  ed,  J.  G.  Schneider, 
Lipsiae  1807.  Bd.  I,  S.  238.  Die  Anmerkungen  zu  dieser  Stelle  (Bd.  III,  S.  165) 
enthalten  die  Stelle  aus  dem  Gedichte  De  ponderibus  et  mensuris,  welches  von 
dem  Herausgeber  dem  Rhemnius  Fannius  zugeschrieben  winl.  Andere  nennen  be- 
kanntlich als  Verfasser  den  Priscianus. 

37.  In  der  Schrift  von  den  schwimmenden  Körpern,  ni-Qi  oxov^svtav,  hcisst  es 
Buch  I,  Satz  7  (Nizze  S.  228):  Feste  Körper,  welche  schwerer  als  eine  Flüssig- 
keit, in  diese  eingetaucht  werden,  sinken,  so  lange  sie  noch  tiefer  kommen  können, 
und  werden  in  der  Flüssigkeit  um  so  leichter,  als  das  Gewicht  einer  Masse  Flüs- 
sigkeit von  der  Gröse  der  eingetauchten  Körper  beträgt. 

38.  Montucla  I,  229  ist  der  entgegengesetzten  Meinung. 

39.  Proclus  Lib.  II,  cap.  3  (pag.  37):  Qnale  sane  Hieron  quoque  Syracusius 
de  Archimede  dixisse  fertur,  quum  navem  trinis  instructam  velis  fabricasset,  quam 
Ptolemaeo  Aegyptiorum  regi  mittere  praeparabat.  Quum  iiam  omues  una  Syracnsii 
navem  illam  protrahere  minime  possent,  Archimedes  liieronem  solum  ipsam  sub- 
doxisse  fecit.  Stupefactus  autem  ille,  ab  hac  (inquit)  die  de  quocunquo  dixerit 
Archimedes,  illi  credendum  est.  Idem  autem  Gelonem  etinm  aiuut  dixisse,  quum 
Corona,  quam  fabricatus  est,  non  soluta  singulum  commistarum  materiarum  pondus 
comperisset. 

40.  Vergleiche  die  Schrift  vom  Gleichgewichte  der  Ebenen,  iao^Qonina,  Buch  I, 
Satz  6  und  7  (Nizze  S.  3  und  4). 

41.  Athen.  V,  40  pag.  207. 

42.  8o  /aatet  wenigstens  die  lateinische  Lesart:   noli  turbare  circulos  moos; 
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griechische  Autoren  haben  die  Worte  etwas  anders  aan)ewahrt:    rav  %S(paXav  xal 
firj  tav  yQCCfifidv, 

43.  Ein  Schriftsteller  des  10.  Jahrhunderts,  Odo  von  Glüny,  hat  diese  Schwie- 
rig^keit  mit  naiver  Ehrlichkeit  hervorgehoben,  indem  er  sagt:  Quae  omnia  magis 
unicae  vocis  alloquio  quam  scripta  advertnntur.  Vcrgl.  meine  Mathem.  Beiträge 
z.  Kulturl.  S.  299. 

44.  Ausführliche  Beschreibungen  solcher  Rechenbretter  verschiedener  Völker 
und  Zeiten  vcrgl.  in  meinen  Mathem.  Beiträgen  z.  Kulturl.  Kap.  IX  und  X, 
S.  128—154. 

45.  Vcrgl.  Nizze  S.  206  und  212;  der  griechische  Name  ist  agxaC. 

46.  Die  einzelnen  eine  Gruppe  einleitenden  Zahlen  werden  oqoi,  Grenzzahlen 
genannt,  ein  Name,  welcher  sich  auch  allgemein  von  den  Gliedern  einer  geome- 
trischen Reihe  bei  den  Griechen  gebraucht  findet,  und  dessen  lateinische  Uober- 
sctzung  bald  terminus  heisst  und  alsdann  für  Ueihenglieder  überhaupt  gebraucht 
wird,  bald  als  limes  eine  Rolle  bei  dem  decadischen  Rechnen  der  Römer  spielt. 

47.  Vergl.  Gutenäcker  S.  116:  olg  ovx  bvxoXov  naQaxolovd'BCv  tov  fiiq  dia  rtov 
Mayvov  Aoyiatixöiv  r^yykivov,  d.  h.  welchen  nicht  leicht  einer  folgen  kann,  ohne 
in  der  Logistik  des  Magnus  geübt  zu  sein. 

48.  Einen  ausführlichen  Bericht  über  die  hierher  gehörigen  Stellen  vergl.  bei 
Ncssclmann,  die  Algebra  der  Griechen  S.  141 — 147. 

49.  Mehr  als  Wahrscheinlichkeit  haben  wir  nicht  hierfür,  wenn  auch  Ideler 
in  seinem  trefflichen  Aufsätze  „Ueber  die  Trigonometrie  der  Alten'*  (Juliusheft 
1812  von  Zaches  Monatlicher  Correspondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Hirn- 
mclskunde  Bd.  XXVI,  S.  7,  Anmerkung)  ganz  bestimmt  von  den  „beiden  Büchern 
der  Collectio  Mathematica,  die  das  praktische  Rechnen  betrafen'*  redet. 

50.  Vergl.  Gutenäcker  S.  84,  88,  91,  94,  100,  103,  106,  111,  113  oder  Nizze 
8.  278—280. 

51.  Vergl.  Nizze  8.  209  —  223,  wo  die  Ueberschrift  „Sandeszahl*'  heisst.  Der 
griechische  Name  ist  ^or/Lifi/rijg,  der  lateinische  arenarius. 

52.  Klügel  ist  geneigt  diese  Schlussart  anzunehmen;  vergl.  dessen  Mathema- 
tisches Wörterbuch  s.  v.  Arithmetik.  Bd.  I,  8.  184,  und  ich  möchte  ihm  um  so 
eher  beistimmen,  als  ich  auch  sonst  das  arithmetische  und  sogar  das  geometrische 
Experiment  bei  den  Griechen  nachgewiesen  habe.  Vergl.  meine  Beiträge  z. 
Kulturl.  8.  92  flg.  und  105  flg.  Was  die  Zahlen  selbst  betrifft,  so  ist  153»  = 
•->3409,  das  3facho  davon  70227,  während  265«  =  70225. 

53.  Dieser  Satz  findet  sich  in  Euclids  Elementen  VI,  3. 

54.  Gutenäcker  S.  84,  Nizze  8.  278.  Die  Bezeichnung  der  griechischen  Zahlen 
durch  die  Buchstaben  des  Alphabets,  sowie  die  vertausendfachenden  kleinen 
Kommata,  die  verzehntausendfachenden  M  u.  s.  w.  setze  ich  als  bekannt  voraus. 
Wer  sich  darüber  näher  unterrichten  will,  findet  das  Material  verschiedentlich  ge- 
Hammclt,  so  z.  B.  bei  Nesselmann,  die  Algebra  der  Grieben  8.  78  flg. 

55.  Quadratur  der  Parabel,  Satz  3  (Nizze  8.  13)  und  von  den  Konoiden  und 
Sphjiroiden,  Satz  4  (Nizze  S.  158). 

56.  Quadratur  der  Parabel  Satz  18  bis  zum  Schlüsse  der  Abhandlung,  Nizze 
S.  •22-25. 

67.  Quadratur  der  Parabel  bis  Satz  17,  Nizze  8.  12—22. 
58.  Von  den  Konoiden  und  Sphäroiden  Satz  6,  Nizze  8.  161. 
.^>9.  Von  den   Konoiden  und  Sphäroiden  Satz  8—10,  Nizze  8.  162—168. 
60.  Von  der  Kugel  und  dem  Cylinder,  Vorrede  des  ersten  Buches,  Nizze  8.  42, 
Unter  den  Annahmen  dieses  Baches  findet  aiclv   «axc^x  \i«S^TÄ%  Xi^Taw^x  ^^  ^^- 
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genannte  archimedische  Definition:  Von  den  Linien,   welche   einerlei  Endpunkte 
haben,  ist  am  kürzesten  die  gerade  Linie  (Nizzc  S.  44). 

61.  Von  den  Sehneckenlinien,  ntgl  eXC%<ov  ^  Nizzc  S.  116  — 150.  Vergl.  auch 
die  wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Freiburger  Lyceurasprogrnmmc  von  1862: 
Die  Archimedische  Spirale  mit  Rücksicht  auf  ihre  Geschichte  von  Fr.  X.  Lohmann. 

62.  Vergl.  Nizze  S.  118.  Lehmann  1.  c.  S.  12. 

63.  Vergl.  Nizze  in  den  kritischen  Anmerkungen  zu  den  Schneckenlinien. 
S.  281.     Die  im  Texte  citirten  Worte  des  Archimed  vergl.  Nizzc  S.  116. 

64.  Die  citirten  Worte  gehören  zu  den  Schlusssätzen  der  inhaltsreichen  klei- 
nen Schrift:  Beitrüge  zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker  von  J.  II. 
T.  Müller.     Leipzig  1860. 

65.  Von  den  Schneckenlinien,  Widmungsschreiben  an  Dosithcus,  Nizze  S.  116. 

66.  In  Bezug  auf  Eratosthenes  wurden  benutzt:  Fabricius,  Bibliotheca  Graeca 
(ed.  Harless)  IV,  pag.  120 — 127.  Eratosthenes  geogfraphicomm  fragmenta  edidit 
Seidel,  Göttingen  1789.  Godofr.  Bernhardy,  Eratosthonica,  Berlin  1822  und  des- 
selben Verfassers  Artikel  Eratosthenes  in  Ersch  und  Oruber's  Encyclop'adic,  Sec- 
tion  I,  Bd.  36,  S.  221—233.  Just.  Heinr.  Drcsler:  Eratosthenes  von  der  Verdoppe- 
lung des  Würfels,  wissenschaftliche  Beilage  zum  Programme  der  herzogl.  nas- 
sauischen PUdagogien  zu  Dillenburg,  Hadamar  und  Wiesbaden  im  Frühjahr  1828. 

67.  Alex.  V.  Humboldt,  Kosmos  Bd.  II,  S.  208  und  die  zugehörige  Anmerkung 
S.  435. 

68.  Ptolemaeus  Hephaestio  bei  Photius,  cod.  CXC. 

69.  Ein  Abdruck  des  Briefes  findet  sich  auch  in  der  Schrift  von  Bernhardy, 
S.  176—180,  die  deutsche  Uebersetzung  eines  Theiles  desselben  in  der  Dreslcr- 
schen  Programmbeilage. 

70.  Den  Namen  des  Mesolabiums  kennen  wir  aus  Vitruvius  IX,  3  und  Pappus 
Lib.  III,  propos.  4,  pag.  7;  die  Beschreibung  dagegen  und  die  Gebrauchsanwei- 
sung findet  sich  sowohl  in  dem  eratostheuischen  Briefe  als  bei  Pappus  Lib.  III, 
propos.  5,  pag.  8. 

71.  Die  betreffenden  Verse  lauten 

T^d'  CLvayLBtQr\aciio^  (liaag  ozs  tsQtiaöiv  a%QOtg 
cwSgofiaSag  Siaacav  ivtog  tlrjg  xavovcav^ 
welche  Dresler  nicht  allzuglücklich  folgendermassen  überträgt: 

....  Inhalt  fändest  Du  so,  wofern  Du  zur  äusserstcn  Schranke 
Laufende  Mittlere  zögst  zwischen  dem  regelnden  Paar. 

72.  Pappus  Lib.  VII  Proeomium,  pag.  241  und  247:  De  mcdictatibus. 

73.  Die  betrefl'enden  Stellen  sind  bei  Bernhardy  S.  170  gesammelt.  Verpfl. 
Theo  Smyrnaeus  pag.  129,  168,  173.  Fabricius  IV,  121  giebt  der  eratosthcnischcn 
Schrift  den  durch  Nichts  gerechtfertigten  Namen  ccQid'iirjTL-ni}. 

74.  NfKOfiaxov  slüaycnyri  api^fiTyrtxif  ed.  Ast  (Leipzig  1817)  pag.  83  flg.  Jam- 
blichus  Chalcidensis  in  Nicomachi  Geraseni  arithmeticam  introductioncm  cd.  Ten- 
nulius  (Arnheim  1668)  pag.  41,  42. 

75.  ro  xoauLvov,  cribrum  Eratosthenis. 

76.  Kavtavd-a  de  6  EvKlsidrig  ngodTjXotcitov  cciictQtrjiicc  Ttagtxsi,  ti^v  Svaöa 
t€OV  ngmtmv  ymI  aavvd'itwv  olousvog  elvaty  Infi  (loväöi  iiovtj  fittgo)  xP'/i^ttt  iy-Xslfjo- 
(livog  ort  ^  fi^v  tov  agtiov  stSovg  lazlv.   Jamblichus  1.  c.  pag.  42. 

77.  Fabricius,  Bibliotheca  Graeca  (ed.  Harless)  IV,  pag.  192—203.  Terquem, 
Notice  bibliographique  sur  Apollonius  N.  ann.  math.  1844,  IIL  pag.  350 — 352  und 
474—488. 

78.  Almagcstum  Ptolemai  XII,  1. 

79.  Noüvelle  Biographie  universelle  T.  II,  pag.  903.    Paris  1852, 
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80.  Leider  standen  mir  die  %(Ovi%d  des  Apollonius  nicht  zur  Verfügang,  so 
dass  ich  mich  in  Bezug  auf  dieses  Werk  mit  den  Angaben  anderer  Historiker: 
Montucla,  Chasles,  Arneth  begnügen  musste.  Ganz  vortreflfliche  Dienste  leistete 
mir  auch  die  Zusammenstellung  von  Honsei,  Les  coniquos  d^Apollonius.  Journ. 
Math^m.  1858,  XXUI,  163—192. 

81.  Pappus,  pag.  250.  Wenh  Müller  in  seiner  in  Anmerkung  64  citirten 
Schrift  S.  27  flg.  sagt:  „Die  von  Archimcdes  für  die  3  Kegelschnitte  ge- 
brauchten Namen  i}  xov  o^vycaviov,  tov  OQQ'oyonvCoVf  xov  af^ßXvymvLOv  noovov  zo^ij 
könnte  zu  dem  Glauben  verleiten,  es  sei  ihm  unbekannt  gewesen,  dass  sich  aus 
irgend  einer  graden  konischen  Fläche  alle  drei  Curvenarten  ableiten  lassen.  Dies 
ist  keineswegs  der  Fall,**  so  möchte  ich  mich  dieser  so  unbedingt  ausgesprochenen 
Behauptung  nicht  anschliessen. 

82.  Arneth,  Geschichte  der  Mathematik.     Stuttgart  1852.     S.  91. 

83.  Piatonis  opera  ed.  Stallbaum,  Gotha  &  Erfurt  1836.  Vol.  VI,  Sect.  2, 
pag.  81  seq.  Ferner  Blass  pag.  19  der  in  Anmerkung  18  citirten  Dissertation: 
Mihi  quidem  persuasum  est  verba  accurata  constructiouis  via  declarari  non  possc 
et  id  tantum  adparere:  Platonem  cxemplum  dare  voluisse  problematis  definiendi, 
(juando  solvi  possit  et  quomodo  neque  tarnen  quo  id  assequeretur  fcliciter  duo 
juuxisse  problemata,  alterum  de  inscriptione  figurarum  in  circulum,  alterum  de 
ndplieatione  spatiorum  ad  datam  lineam. 

84.  Plato  übersetzt  von  Hieron.  Müller.    Leipzig  1851.  Bd.  II,  S.  150  und  180.  • 

85.  Die  hier  folgende  Darstellung  der  drei  Sätze  lehnt  sich  wesentlich  an  Ar- 
neth, Geschichte  der  Mathematik  S.  92 — 93  an,  dessen  Folgerungen  ich  zwar 
nicht  theile,  aber  dem  es  an  dieser  Stelle  ausgezeichnet  gelungen  ist,  die  antike 
Bühandlungsweise  zu  modemisiren. 

86.  Proclus  Hb.  IV,  cap.  18  ad  propos.  44,  pag.  264:  Antiqua  quidem  sunt 
haec,  ajunt  Eudemi  familiäres,  Pythagoricaeque  Musae  inventa,  applicatio  utique 
spatiorum  et  ezcessus  atque  defectus.  Ab  his  autcm  et  Juniores  quum  nomina 
susccpissent,  transtulerunt  ipsa  in  eas  etiam  lineas,  quae  Conicae  aprellantur, 
qnippc  qui  unam  quidem  harum  Parabolen,  alteram  autem  Hjperbolen,  tertiam 
vcro  Kllipsim  vocarunt. 

87.  Vergl.  meine  Beiträge  z.  Kulturl.  Kap.  VI,  S.  83  ügg. 

88.  Pappus,  lib.  VII,  Einleitung  de  Couicis  Apollonii,  pag.  249 :  Euclidis  libros 
«luatuor  conicorum  quum  Apollonius  explevisset  et  quatuor  alios  adjunxisset,  octo 
conicorum  libros  confecit. 

89.  Nizze  hat  es  wenigstens  sehr  plausibel  gemacht,  dass  diese  Wörter  nach- 
archimedisch seien,  vgl.  Nizze  S.  285.  Chasles  dagegen  (Geschichte  der  Geometrie 
S.  15  in  der  Note)  schreibt  dem  Archimed  die  Konntniss  der  beiden  Namen  zu. 

90.  Daraus  wurde  in  der  Uebersetzung  das  latus  rectum  (vielleicht  auch  ver- 
ketzert aus  latus  erectum,  die  Senkrechte),  ein  Name,  der  bis  in  das  18.  Jahr- 
hundert hinein  in  Gebrauch  war. 

91.  Apollonius  benutzt  dabei  allerdings  noch  nicht  das  Wort:  harmonische 
Thcilung,  sondern  schreibt  den  Satz  als  Proportion. 

92.  Ein  arithmetischer  Satz  aus  der  Lehre  vom  Grösstcn  und  Kleinsten,  dass 
nämlich  das  Maximalproduct  zweier  Theile  einer  gegebenen  Summe  erzielt  werde, 
wenn  die  Theile  einander  gleich  sind,  findet  sich  in  dem  Commentare  des  Euto- 
kius  zu  Archimed*8  Kugel  und  Cylinder  II,  9.  Der  Beweis  ist  mit  Hülfe  von 
EucUd's  Elementen  II,  6  geführt.  Wenn  ich  Ramus,  Scholae  mathomaticae 
I>ag.  135  richtig  verstehe,  so  weist  Eutokius  die  Erfindung  dieses  Satzes  dem 
Nikomachus  auf  dessen  eigene  Angabe  hin  zu.  Näheres  kann  icK  Xänääx 
nicht  angeben,  da  mir  der  Commentar  des  EulokVoA  ii\^\l\.  v&x  N^tS!v^>g^\i<^NaN% 


12  Eaciid  und  ä<ia  Jakriiazuiert. 

M^  I>w  TiSel  4l«r  Tiirfaireiua.  i^onutrsiekeA  l^hriftäa.  de»  kgnSltminm  smL: 
sif»  irm^mw  *Ui  Uetittmibaar  hUsaSm»,  x»s9*  loci  pUiuu  «291  vstrcsav  le  ^rrtinar- 
tiHuhniiy  «Sf«.  jgift'iw  M»M»i|$  seetih  spasiir  x<^  iua^tMmdwiiq  vamrfq  äftcäa  -uso-r- 
■fgata.  HypinkU«  fnlirt  ^siaaturdem.  nnek  eine  äe&nffc  aber  du  in  iüsaeOiH  £34» 
ttmffese&neb«a«A  IhniehuL^At  aad  DuMacder  an,  Proklna  einü  zsf«.  co«  wx^jut? 
▼«»  (ggagfiefc  iiiih#fcaTiiit«n  labalt«. 

96i,  Die  deluift  sif»  i«|#v  Mwca^iis  <ie  ^etioae  möommr  lAteiniacn  bttarti^Ccsr 
▼0«  UmSUj  1706v  «iestseh  Ton  Ai^;.  Kie&ter  Xlbm^  l!§36;. 

9«.  Tftf^.  fjttiUmä^keT  ü,  155. 

07.  Woepefce,  Emn  ^Vmtte  reatitntuMi  #ie  trivmox  p«irtinA  li'ApalloixiiiB  •mr  Ik^ 
«instttit^  imUMnelles  «T^pre«  lea  mHieatiAiis  tMea  d'ixn  nuuuiaürit;  srah*s  1  lf»tinuir%i 
^n^weuUn  k  VauaMadt  deM  feieaees,  T,  XJV,  po«^,  «od— *%.  Paru  l:^i6^)  T'^rzi.  axuin 
4em  B^meht  w«m  CkMliM  oher  «fu^e  AMuuuilnA^  m.  den  Campt.  RdniL  XXXTIL 
W^i^  (17.  Oetiiber  Ii^5a). 

9f),  Verm^.  yiftf  (■■na,  die  Alzftbra  der  Griechen  2^.  13Q.  ani{  meine  X:ft£hem. 
Beiträ^ft  2.  KoItnrL  9.  148  nui  LSI. 


n. 

Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte. 

(Raumcurven   dritter    Ordnung.) 
Von 

Dr.  C.  A.  von  Drach, 

Privatdocent  an  der  UnivorsitUt  Marburg. 


Pie  Untersuchiing  von  krummen  Linien  im  Raum  liat  sieb  lange 
Zeit  hindurch  auf  nur  wenige  für  die  practischen  Anwendangen  wichtige 
Fälle  beschränkt  und  obscbon  dadurch,  dass  die  durch  die  Differential- 
rechnung für  das  Studium  der  ebenen  Curven  gewonnenen  Hilfs- 
mittel auch  auf  die  analogen  räumlichen  Gebilde  angewandt  wurden, 
die  allgemeine  Theorie  der  Raumcurven  nach  manchen  Richtungen  hin 
zu  einem  gewissen  Abschluss  gelangte,  blieben  dennoch  andere  Theile 
derselben  verhältnissmässig  sehr  vernachlässigt,  wovon  eine  der  Haupt- 
Ursachen  in  der  umständlichen  Art  der  Untersuchung,  aus  den  Projec- 
tionen  der  Curve,  zu  suchen  ist.  Es  wurde  namentlich  kein  Versuch 
gemacht,  die  algebraischen  Raumcurven,  welche  als  Durchschnitte  von 
algebraischen  Flächen  entstehen  müssen ,  nach  Ordnungen  zu  classificiren 
und  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  einzelnen  Ordnungen  auf- 
zufinden. 

Erst  im  Jahr  1827  hat  Möbius  ^)  die  Principien  zur  rein  analytischen 
Behandlung  der  Raumcurven  mit  der  Darstellung  derselben  durch  eine 
Gleichung  gegeben  tind  beispielsweise  mehrere  Fundamentaleigenschaften 
der  Linien  dritter  Ordnung  ermittelt.  Ein  Jahrzehent  später  wurden  dann 
von  Chaslcs^)  dieselben  Curven  3.  Ordnung  von  einem  andern  Gesichts- 
punkt aus  betrachtet  und  eine  Menge  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften 
mitgetheilt,  namentlich  die  Analogie  zwischen  ihnen  als  räumlichen  Ge- 

1)  Der  baryccntrische  Calcal  etc.  Lpzg.  1827.  1.  Absch.  Cap.  VII,  p.  114— 124. 

2)  Oeschichto    der    Geometrie.      Deutsch    von    Sohncke.      Halle   1839.     Note 
XXXIII,  p.  441. 

Zi'Usrhiin  I.  MaOww.iUk  u.  P/iy>.lk.    Sappl.  1.  ^ 
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bilden  und  den  ebenen  Corven  zweiten  Grades  bemerkt,  welche  durch  die 
von  Seydewitz  ^)  gegebene  Erzengang  derselben  vermittelst  zweier  von 
den  in  der  synthetischen  Oeometrie  als  Grundgebilde  zweiter  Stufe 
bezeichneten  Elementencomplexen  vollständig  dargethan  wurde.  Hierauf 
wurden  von  Chasles  ^)  die  früheren  Resultate  wesentlich  vervollständigt 
und  von  Schröter  ^)  nochmals  die  Analogie  der  Raumcurven  3.  Ordnung  mit 
den  Kegelschnitten,  besonders  in  Bezug  auf  die  durch  die  Grundgebilde 
bedingten  dualen  Verhältnisse  ausführlich  erörtert.  Diese  synthetischen 
Untersuchungen  ergänzte  dann  Cremona^),  welcher  mit  Benutzung  der 
seither  in  die  analytische  Geometrie  eingeführten  neuen  Methoden  die- 
selben bestätigte  und  von  beiden  Standpunkten  aus  die  Untersuchung 
beherrschend  manches  bisher  noch  nicht  genügend  Beachtete  weiter  ver- 
folgte und  erschöpfte. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  einerseits  synthetische  Betrachtungen 
nicht  Jedermann  angenehm  sind  und  andererseits  die  analytische  Be- 
handlung Crcmona's  ausserhalb  seines  Vaterlandes  weniger  bekannt  sein 
mag,  dürfte  vielleicht  nachfolgende  Zusammenstellung  der  hauptsäch- 
lichsten Eigenthümlichkeiten  der  Raumcurven  3.  Ordnung,  welche  zugleich 
einen  Beitrag  liefert  zu  der  immer  innigeren  Verschmelzung  der  neuem 
analytischen  und  synthetischen  Gemetrie,  sowie  zu  einer  Theorie  der 
algebraischen  Raumcurven  überhaupt,  nicht  unerwünscht  sein  und  die 
Aufmerksamkeit  in  etwas  höherm  Grade  auf  jene  Curven  hinlenken, 
deren  Bedeutung  für  die  Mechanik  schon  von  Möbius'')  und  Chasles^) 
erkannt  wurde  und  denen  möglicher  Weise  für  die  weitere  Entwicke- 
lung  mancher  mechanischer  und  physikalischer  Untersuchungen  eine 
nicht  unbedeutendere  Rolle  zugetheilt  sein  mag  als  den  ebenen  Curven 
und  den  Oberflächen  2.  Ordnung. 


Erstes  Capitel. 


Eine  continuirliche  Folge  von  Punkten  Leisst  krumme  Linie  oder 
Curve,  wenn  einem  jeden  Punkt  derselben  im  Allgemeinen  nur  zwei 
unmittelbar  benachbart  sind  und  irgend  drei  beliebig  gewählte  Punkte 
der  Reihe    nicht  in  einer  Geraden  liegen;    es   kann    dieselbe  aufgefasst 


1)  Grunert's  Archiv  f.  d.  Math.  u.  Phys.  X.  p.  203. 

2)  Liouville,  Journal  d.  math.     2«  S'",  IT,  p.  397. 

3)  Crelle's  Journ^  f.  M.  LVI.  p.  27. 

4)  Tortolini,   annali    di    math.      I.    p.  1G4,   278.      II.   p.  19,  201.     V.    p.  227 
Crelle's  Journ.  f.  M.     LVIII.  j..  138.     LX.  p.  188.     LXIII.  p.  141. 

5)  Crelle's  Journ.  f.  M.    X.  p.  317. 

6)  Comptes  rendus  (juin  1843). 
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werden  als  Bahn  eines  sich  nach  einem  bestimmten  Gesetz  bewegenden 
Punkts.  Als  für  alle  krummen  Linien  gemeinsames  charakterislisches  Merk- 
mal stellt  sich  bei  dieser  Auffassung  heraus ,  dass  die  Bewegungsrichtung  des 
Punkts,  der  die  Curve  beschreibt,  sich  fortwährend  ändert;  das  Gesetz  der 
Aonderung  ist  für  jede  specielle  Curve  ein  anderes,  und  lassen  sich  die 
Curven  mit  Kücksicht  auf  dasselbe  in  gewisse  Gruppen  bringen.  Man 
unterscheidet  ebene  und  unebene  Curven ,  je  nachdem  die  Bewegung  des 
beschreibenden  Punkts  in  einer  Ebene  erfolgt  oder  nicht;  von  den 
letztem  liegen  4  darauf  willkürlich  angenommene  Punkte  nicht  in  einer 
Ebene;  sie  heissen  auch  Raumcurven  oder  gewundene  Linien  oder 
Curven  doppelter   Krümmung. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  von  krummen  Linien  in  einem 
Coordinatensystem  zu  finden,  muss  das  Gesetz  bekannt  sein,  nach  wel- 
chem die  einzelnen  Punkte  derselben  sich  construiren  lassen;  man  ge- 
langt dann,  indem  man  die  durch  jenes.  Gesetz  bestimmte  Eigenthüm- 
üclikeit  einer  Curve  als  Function  der  Coordinaten  darstellt,  bei  den 
ebenen  Curven  zu  einer  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  als  ana- 
lytischem Aequivalent  der  Curve,  und  hat  dieselben  nach  der  Natur 
joner  Gleichung  in  gewisse  Kategorien  gebracht,  z.  B.  algebraische  Cur- 
ven, transcendente  Curven,  Curven  n*^"^  Ordnung  u.  s.  w.  Complicirter 
verhält  sich  die  Sache  bei  den  unebenen  Curven ;  zum  analytischen  Aus- 
druck derselben  sind  2  Gleichungen  erforderlich,  deren  jede  eine  die 
Curve  enthaltende  Fläche,  im  günstigsten  Fall  eine  die  Curve  auf  eine 
von  den  Coordinatenebenen  projicirende  Cylinderfläche  repräsentirt,  und 
wird  insbesondere  eine  über  die  Trennung  der  algebraischen  von  den 
transcendenten  hinausgehende  Classification  der  Kaumcurven,  also  etwa 
der  algebraischen  nach  Ordnungen  etc.,  wie  sich  gleich  zeigen  wird, 
kaum  durchzuführen  sein.  Ueberhaupt  bietet,  wie  leicht  zu  erkennen, 
das  Studium  der  Raumcurven  aus  ihren  Projectionen,  je  nach  der  Natur 
der  Curve  und  dem  Gegenstand  der  Untersuchung,  bald  mehr,  bald 
woniger  Unannehmlichkeiten. 

Beschränken  wir  uns  nun  auf  die  algebraischen  Raumcurven,  so 
kann  man  sie  in  Ordnungen  theilen  nach  Analogie  mit  den  ebenen  al- 
gebraischen Curven,  wenn  man  definirt: 

„Die  Raumcnrve  «*"  Ordnung  kann  mit  einer  beliebigen  Ebene 
liöchstens  n  Punkte  gemein  haben;   oder  die  Raumcnrve  n^"'  Ord- 
nung wird  von  jeder  Ebene  in  n  (reellen  oder  imaginären)  Punk- 
ten getroffen,  von  welchen  auch  beliebig  viele  oder  alle  zusammen- 
fallen können." 
Zwei   algebraische  Flächen,    deren   eine   von    der   r**'",    die   andere 
von  der  p**^"  Ordnung  ist,  schneiden  sich  in  einer  Curve  von   der  rp*^" 
Ordnung,  denn  die  beiden  Flächen  werden  von  einer  beliebigen  Ebeuft 
in  Curven  von  der  r**"",   rcsp.  p**"  Ordnung  g^Uo^^xv  \vu\  ^\^ä^  \s^\^«^xv 

^* 
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Cnrven  haben  dann,  wie  in  der  analytischen  Planimetrie  mit  Hülfe  eines 
bekannten  Satzes  über  die  Elimination  bewiesen  wird,  rp  gemeinsame 
Punkte,  welche  eben  die  Schnittpunkte  der  jenen  Flächen  gemeinsamen 
Curve  mit  der  betrachteten  Ebene  sind.  Es  scheint  hiernach,  als  wenn 
manche  Raumcurven.  z.  B.  die  von  der  3.  oder  5.  Ordnung  gar  nicht 
existirten,  weil  sie  wenigstens  auf  die  angegebene  Weise  als  Schnitt  Yon 
Flächen  nicht  dargestellt  werden  können,  oder  dass  die  Curven  von  den 
betreffenden  Ordnungen  ebene  Curven  seien,  indem  die  eine  der  sie 
bestimmenden  Flächen  eine  Ebene,  die  andere  eine  Fläche  vom  3.  oder 
5.  Grad  wäre.  Die  erwähnten  Curven  existiren  jedoch  wirklich,  nur 
können  sie  nicht  als  vollständiger  Schnitt  von  2  algebraischen  Flächen 
vorkommen;  sie  enthaltende  Flächensysteme  schneiden  sich  ausserdem 
noch  in  andern  Curven;  es  erscheint  z.  B.,  wie  wir  später  sehen  wer- 
den, die  Baumcurve  3.  Ordnung  als  Schnittcurve  von  2  Flächen  2.  Ord- 
nung, welche  eine  Oerade  gemein  haben,  so  dass,  wie  es  nach  dem 
Obigen  sein  muss,  der  vollständige  Schnitt  jener  beiden  Flächen  aus 
der  Curve  3.  Ordnung  und  der  Geraden,  also  einem  einer  Curve  4.  Ord- 
nung aequivalenten  System  besteht.  Es  genügen  nämlich  überhaupt  der 
obigen  Definition  der  Raumcurve  w*®'"  Ordnung  gewisse  Systeme,  die 
aus  Geraden,  ebenen  und  unebenen  Curven  geringerer  Ordnung  be- 
stehen können;  so  kann  z.  B.  die  Curve  4.  Ordnung,  welche  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  gemeinsam  ist,  auch  in  2  ebene  Kegelschnitte 
zerfallen  u.  s.  w. 

Nach  der  aus  den  geometrischen  Grundgebilden  sich  ergebenden 
und  daher  die  gesammte  Geometrie  beherrschenden  Dualität,  zu  deren 
Nachweis  für  bestimmte  Raumfiguren  in  dem  sogenannten  Gesetz  der 
Reciprocität  eine  bequeme  und  sichere  Handhabe  gegeben  ist,  ent- 
sprechen den  Curven  im  Räume  abwickelbare  Oberflächen,  d.  h.  Regel- 
flächen von  der  Beschaffenheit,  dass  sie  ohne  Deformation,  allein  durch 
successive  Drehung  in  eine  Ebene  ausgebreitet  werden  können,  was  be- 
kanntlich immer  möglich  ist,  wenn  jede  erzeugende  Gerade  mit  ihrer 
nächstfolgenden  einen  Punkt  gemein  hat. 

Die  angegebene  Beziehung  zwischen  Raumcurven  und  developpablen 
Flächen  ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung.  Nimmt  man  auf  der 
Curve  eine  Reihe  von  einander  folgenden  Punkten  a,  ft,  r,  d  ,  ,  .  an,  so 
bestimmen  dieselben  ein  System  einander  folgender  Sehnen  «6,  6c,  cd ,  ,  .^ 
die,  wenn  die  betreffenden  Punkte  unendlich  nahe  sind,  in  Tangenten 
der  Curve  übergehen.  Diese  Tangenten  bilden  in  ihrer  Gesammthcit  eine 
abwickelbare  Fläche,  weil  jede  von  ihnen  die  nächstfolgende  schneidet;  die 
durch  je  2  aufeinanderfolgende  von  ihnen  gehenden  Ebenen  ab  c^  bcd, , , 
sind  Berührungsebenen  jener  Tangentenfläche  der  gegebenen  Curve  und 
zugleich  Osculations-  oder  Schmiegungsebenen  der  letzteren,  weil  jede  von 
ihnen   3  unendlich   nahe   Pnnktft   derselben   enthält.     Nach   dem  Gesetz 
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der  Reciprocität  entsprechen  nun  den  Pnnktcn  n,  6,  c,  d  ,  ,  .  der  Curvc 
Ebenen  A,  B,  C,  2>  .  .  . ;  je  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Ebenen 
schneiden  sich  in  einer  Geraden  AB,  BC,  C2>  .  .  .,  die  von  der  nächst- 
folgenden geschnitten  wird,  so  dass  also  durch  die  Gesammtheit  dieser 
letzteren  gleichfalls  eine  abwickelbare  Regelfläche  erzeugt  wird,  welche  die 
Ebenen  A,  B,  C,  D  , . .  zu  Tangentenebenen  hat.  Die  dreien  aufeinander- 
folgenden Tangentenebenen  oder  zwei  folgenden  Tangenten  gemeinsamen 
Punkte  ABC,  BCD  ...  bilden  endlich  eine  jener  Fläche  angehörige  Raum- 
curve,  ihre  sogenannte  Wendecurve  oder  Gratlinie.  ^)  Betrachtet  man, 
wie  vorher,  eine  gegebene  Curve  als  Schnitt  von  zwei  Flächen,  also  er- 
zeugt durch  die  jenen  Flächen  gemeinsamen  Punkte,  so  ist  die  ihr  roci- 
proke  abwickelbare  Fläche  das  Erzeugniss  von  sämmtlichen  Tangenten- 
ebenen, welche  die  jenen  beiden  Flächen  reciprok  entsprechenden  Flächen 
zugleich  berühren;  geht  insbesondere  die  Raumcurve  in  eine  ebene  Curve 
über,  so  ist  ihre  Rcciprokalfläche  eine  Kegelfläche. 

Verfolgt  man  die  angegebenen  Beziehungen  weiter,  so  flndet  sich, 
dass  die  Ordnung  der  Raumcurve  gleich  ist  der  Ciasso  der  ihr  reciproken 
developpablen  Fläche,  d.  h.  der  Anzahl  der  Tangentenebenen ,  die  von 
einem  Punkte  aus  an  sie  gelegt  werden  können;  ferner,  dass  die  Ord- 
nung dieser  Oberfläche,  d.  h.  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
Geraden  gleich  ist  dem  Rang  der  Curve,  d.  h.  der  Anzahl  der  Tangen- 
ten, die  von  Punkten  einer  Geraden  aus  an*  sie  möglich  sind.  Man  er- 
kennt ferner,  dass  dem  Kegel,  den  man  erhält,  wenn  ein  beliebiger 
Punkt  des  Raumes  mit  den  einzelnen  Curvenpunkten  verbunden  wird, 
die  Schnittcurve  jener  developpablen  Oberfläche  mit  einer  Ebene  ent- 
spricht, und  was  dergleichen  Beziehungen  noch  mehr  sind,  die  wir 
bei  Untersuchung  der  Raumcurven  3.  Ordnung  ausführlich  zu  erörtern 
haben  werden. 

Eine  weitere  den  Raumcurven  eigenthümliche  Art  dualistischer  Ver- 
hältnisse, die  zwar  im  Wesentlichen  in  der  angegebenen  schon  enthalten 
ist,  besteht  in  Folgendem:  wie  in  der  Ebene  eine  Curve  angesehen 
werden  kann  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten,  oder  eine  Fläche  im  Raum 
als  solche  ihrer  Berühruugsebenen ,  so  kann  die  Raumcurve  aufgefasst 
worden,  als  Erzeugniss  ihrer  Osculationsebenen,  und  es  stehen  sich  dann 
bei  derselben  entgegen  die  Ordnung  der  Curve  in  der  obigen  Bedeu- 
tung und  ihre  Classe,  d.  h.  die  Anzahl  der  von  einem  Punkt  an  die 
Curve  möglichen  Osculationsebenen. 


1)  Der  Zusammenhang,  in  welchem  eine  abwickelbare  Fläche  mit  ihrer  Wende- 
curve steht,  wird  am  leichtesten  erkannt,  wenn  man  umgekehrt  von  dieser  ^e^Q- 
bfuen  Curve  ausffehond  die  Tangentenfläche  derselben  bildet,  indem  man,  wie 
oben,  die  Curve  zunächst  durch  ein  unebenes  Polygon  ersetzt,  und  jene  Fläche 
demnach  durch  eine  gewisse  polyedrische  Figur,  deren  Kanten  von  den  verlän- 
gerten Seiten  des  Polygons  gebildet  werden. 
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Wenn  nnn  oben  zwei  Gleichungen  zwischen  Pnnktcoordinaten  eine 
Curve  darstellen  als  Schnitt  von  2  Flächen,  so  rcpräsentiren  nach  dem 
eben  Entwickelten  2  Gleichungen  in  Ebenencoordinaten  eine  abwickel- 
bare Fläche  und  auch  eine  Curve;  alle  Ebenen  nämlich,  deren  Coordi- 
naten  den  beiden  Gleichungen  genügen,  sind  Tangentenebenen  jener 
Oberfläche  und  zugleich  Osculationsebenen  jener  Curve,  so  dass  also  die 
letztere  Wendecurve  der  Fläche  ist.  Bevor  wir  uns  nun  zur  Unter- 
suchung der  Raumcurven  3.  Ordnung  im  Besondern  wenden,  ist  es  unsere 
nächste  Aufgabe,  eine  Methode  ausfindig  zu  machen  zur  analytischen 
Darstellung  der  Curven  doppelter  Krümmung ,  die  von  den  angedeute- 
ten, mit  der  vorhergegebenen  Darstellung  dieser  Curven  verbundenen 
Inconvenienzen  frei  ist;  dieselbe  beruht  auf  den  folgenden  Principien. 

Es  seien  in  einem  rechtwinkligen  Coordinaten  System  im  Raum 

^ ,  z_  a,  w  -|-  6j  V  +  Cj  w  +  rf^  =  0, 

A^  z^  g^t  u  +  b„  V  +  c„  w  +  dn  =  0 
die  Gleichungen    einer  Anzahl  von  Punkten,  0,  1,  .  .  .  n,  d.  h.    lineare 
Gleichungen   zwischen   den   variablen   Ebenencoordinaten  t/,  r,  «;,    dann 
stellt  bekanntlich  die  Gleichung 

^0  +  A  ^,  =  0, 
worin  k  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet,  einen  Punkt  auf  der 
Verbindungslinie  von  0  und  1  dar,  und  zwar  kann  durch  schickliche  Wahl 
von  A  zwischen  —  cx)  und  -|-  oo  jeder  dieser  Geraden  angehörende  Punkt 
durch  eine  Gleichung  von  der  angegebenen  Form  repräscntirt  werden. 
Durch  die  Gleichung 

Aq  +  k  A^  +  ^A.^  =  0, 
in  welche  2  willkürliche  Constante  A  und  ft  eingehen,  werden  alle  in  der 
Ebene  der  Punkte  012  gelegenen  Punkte  dargestellt  und  endlich  durch 

die  folgende 

A^+kA^  +  ^A.^  +  vA.^  =  0, 
die  mit  den  3  willkürlichen  Constanten  A,  ft,  i;  behaftet  ist,  ein  jeder 
beliebige  Punkt  des  Raumes.  Ueberhaupt  wird  jede  in  ähnlicher  Weise 
aus  irgend  welchen  der  gegebenen  w  Punktgleichungen  zusammengesetzte 
Gleichung  wieder  die  Gleichung  eines  Punkts  sein  und  zwar  kann  man, 
sobald  die  Anzahl  der  in  eine  solche  Gleichung  eingeführten  willkür- 
lichen Constanten  A,  f*  .  .  .  nicht  kleiner  als  3  ist,  dieselben  immer  so 
bestimmen,  dass  die  Gleichung  einen  bestimmten  Punkt  im  Kaume  dar- 
stellt; es  wird  sogar,  sobald  die  Anzahl  dieser  Constanten  grösser  als  3 
ist,  der  betreffende  Punkt  auf  unendlich  viele  Arten  durch  eine  Gleichung 
von  der  angegebenen  Form  repräsentirt  werden  können.  Nimmt  man 
jedoch  an,  es  beständen  zwischen  den  n —  1  in  die  allgemeinste  der- 
artigo  Gleichung 
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Aq  +  kA^  +  (iA^  + +  V  An=0 

eingehenden  Constanten  k,  ^i  .  .  .  v  eine  genügende  Anzahl  von  Rela- 
tionen, um  n  —  3  derselben  als  Functionen  der  beiden  übrigen  auszu- 
drücken, so  werden,  wie  man  auch  diese  beiden  letzteren  variiren  lässt, 
nicht  mehr  alle  Punkte  des  Raumes  in  Form  der  obigen  Gleichung  ge- 
geben worden  können,  sondern  nur  die  einem  gewissen  geometrischen 
Ort  angehörenden.  Sind  insbesondere  n  —  2  der  Constanten  etwa  fi , .  .v 
ganze  Potenzen  von  der  noch  Übrigen  A  (die,  wovon  wir  indess  hier  ab- 
sehen wollen,  noch  mit  beliebigen  aber  constanten  Factoren  versehen 
sein  dürfen),  so  besitzt  der  durch  die  Gleichung 

I.         A^,  +  XAi  +  A2*^2  + +  ^^  ^H=0 

dargestellte  Ort  eine  Eigenschaft,  die  wir  als  Elriterium  der  Raumcurve 
n^"^^  Ordnung  bezeichnet  haben,  nämlich  dass  er  mit  jeder  Ebene  des 
Raumes  n  Punkte  gemein  hat.  Es  geht  dies  daraus  hervor,  dass,  wenn 
man  in  die  Gleichung  I.  beliebige  einer  bestimmten  Ebene  angehörige 
Coordinaten  ü^  F,  W  einsetzt  und  dann  nach  A  auflöst,  sich  n  (reelle 
oder  imaginäre)  Werthe  für  A  ergeben,  welche  die  Gleichung  befriedigen; 
mit  andern  Worten  die  Gleichungen  von  n  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  gefunden  werden,  die  dem  fraglichen  Ort  und  der  durch  die 
Coordinaten  17,  F,  W  bestimmten  Ebene  gemeinsam  sind.  Um  die  Iden- 
tität dieses  geometrbchen  Orts  mit  einer  Curve  n*<^'  Ordnung  nachzu- 
weisen, hat  man  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  ihm  angehörenden  Punkte 
eine  zusammenhängende  Reihe  bilden,  d.  h.  dass  die  Coordinaten  der- 
selben stetig  in  einander  übergeführt  werden  können.  Zu  diesem  Zwecke 
bilden  wir  aus  der  gegebenen  Gleichung  irgend  eines  dem  zu  unter- 
suchenden Ort  angehörigen  Punkts,  der  also  durch  die  obige  Gleichung 
I.  für  irgend  welche  Annahme  von  A  dargestellt  wird,  seine  rechtwink- 
ligen Coordinaten:') 

«0  +  ^  «1  + +  ^"«1. 


II. 


d^     +     kdy     + +     AM« 

^bp  +  A^t  -f  ..^.  +_A''^ 

^        rfo  +  ^^1  +  .T..."+ AM, 

^0  +  ^  ^1  + +  ^"^z. 


^       d,  +  kil,  + +  AM« 

und  ersehen  sofort,  da  dieselben  rationale  Functionen  von  A  sind,  dass 
(>iuer  unendlich  kleinen  Aenderung  von  A  auch  nur  eine  unendlich  kleine 
Aonderung  der  Coordinatenwerthe  entsprechen  kann,  dieselben  also  bei 
continuirlicher  Variation  von  A  continuirlich  in  einander  übergehen  müssen. 
Die  Gleichung 

I)  Vcrgl.  Hesse,  analyt.  Geometrie  de»  Raxime«^  v-  AÄ. 
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A,  +  XA,  +  V'A^ +  ,...  +  k^  A,=  0, 
worin  Aq^  A^y,  .  .  .  An  die  linken  Seiten  von  Punktgleichnngen  und  X 
eine  willkürliehe  Constante  bezeichnet,  repräsentirt  also  eine  Baumearve 
n'or  Ordnung,  indem  aus  ihr,  wenn  X  alle  Werthe  der  reellen  and  der 
imaginären  Zahlenreihen  durchläuft,  successive  die  Gleichungen  aller  der 
Curve  angehörigen  Punkte  hervorgehen.  Die  Grösse  A,  von  welcher, 
wenn  die  Gleichung  I.  der  Curve  gegeben  ist,  die  Lage  eines  jeden 
Curvenpunktes  einzig  und  allein  abhängt  und  die  im  Allgemeinen  für 
jeden  dieser  Punkte  verschieden  ist,  nennt  man  den  Parameter  des 
betreffenden  Punkts.  Die  rechtwinkligen  Coordinaton  lassen  sich  dann 
mit  Hülfe  der  Gleichung  II.    für  jeden  Parameter  leicht  ermitteln. 

Die  fUr  die  algebraischen  Raumcurvcn  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelte allgemeine  Gleichung  lässt  ohne  weiteres  ersehen,  dass  keine 
unebenen  Curven  erster  und  zweiter  Ordnung  existiren;  denn  die  Raum- 
curve  erster  Ordnung  gibt  sich  durch  die  Form  ihrer  Gleichung 

Ao  +  XA,=0 
sogleich  als  Gerade  zu  erkennen,  während  aus  der  Gleichung 

Aq  +  XA^  +  X^  A2  —  O 
der  Raumcurve  zweiter  Ordnung  sogleich  hervorgeht,  dass  die  Curve 
ganz  in  der  Ebene  der  3  Punkte  ^q  =  0,  ^^=0,  A2  =  0  enthalten  ist 
und  daher  mit  einer  ebenen  Curve  2.  Ordnung,  also  einem  sogenannten 
Kegelschnitt  identisch  ist.  Die  unebenen  oder  gewundenen  Curven  be- 
ginnen daher  erst  mit  den  Raumcurven  3.  Ordnung;  diese  werden  dar- 
gestellt durch  die  Gleichung 

(1)     Aq  +  XA^  +  X'^  A^  +  X-^  ^.j  =  0 
und  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ihrer  Punkte  hat  man  die  Aus- 
drücke: 

« (,  -+-  X  a^  +  X'  a.2  +  X'^  a 3 

_  60  +  A  6|  -f  A'  />.^  +  A'^  b.^ 

^ ~"  d^  +  A^/i  -f-  p  d^  +  A^  f/.; 

.  _  ^0  +  Ac,  -f  A' r^  +  A'S:.. 

^~7/o  +  ^^^  +Ä^4  +  x'ui,; 

Aus  diesen  drei  zwischen  den  Coordinaten  eines  Curvcupunkts  und  dem  Pa- 
rameter des  Punkts  stattfindenden  Relationen  leitet  mau  durch  Auflösung 
nach  A,  A^  A^  andere  für  die  Untersuchung  der  Curven  brauchbarere  ab, 
nämlich 

^  M^x+  Ny  y  +  />,;  +  0^ 

M,  x+  ^,y  +  P,z  +  n.,: 
X  =  ^Ll'^^J^'j  y  +  /'o  -  +  0-, 


(2) 
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worin 
Mq  -^  Öq  {d^  ^2  ~"  ^2  ^i)  +  ^0  (^t  ^2  ""  *2  ^i)  +  ^0  (^1  ^2  —  *i  ^2)» 

^ü  =  «^  (^1  ^2  —  ^2  ^1)    +  ^0  («^1   «2    -  «^2  «1)  +  '^0  («I   ^2  —  «2  ^1)» 

^0  =«ü  i^l  *2  —  ^^2  *l)  +   ^0  («1  C^2   —  «2^1)  +  ^ü  (^1   ^'2  —^2  «t)» 
f^ü  =  «0  Cm  ^2  —  ^2  ^1)   +   ^0   (^1  ^2  —  ^2  ^1)   +  ^0  («1  ^2  "—  «1  *l)> 

^^1  =  ^1  (^'l  ^3  —  ^3  ^1)   +  ^ü  (^1  *3  —  ^3  *l)  +   ^0  (^1  ^3  —  <*1   ^3)1 

AT,  =  «0  O'l  ^3  —  ^3  ^1)    +   ^0  («1  ^3  —  «3  ^1)  +  ^0  (^1  «3   —  ^3  «  l)» 

/>,    =  «„  (ftj  d^  —  63  rf,)   +   ^0  (^^  «3  —  ^8  «1)  +  ^ü  («1   '^3  —  «3  ^1)» 

(>,    =  «„  (C,   ^^3  —  ^3  ftj)   +   ^0  («t  ^3  —  «3  ^1)  +   ^0  (^1  «3  —  ^3  « l)» 

3/.^  =  ^0  (^2  ^3  —   ^3  ^2)    +  ^0  (^2  ^3  —  ^3  ^2)  +  ^ü  (^2  ^3  —  ^3  ^2)» 

^2  =  «0  (^2  ^^3  —  ^3  ^^2)   +  ^0  (^2  «3  "  ^^3  «2)  +   ^0  («2  ^3  "  «3  ^2)» 

7>2  =  «0   ('^2  ^3  —  «^3  ^2)   +  ^  («2  ^3  —  ^^3  ^2)  +  ^0  ('^2  ^*3  "  ^3  «2)» 

0-2  =  «0  (^2  ^3  —  *3  ^2)  +  ^0  (^2  «3  "  ^3  «2)  +   ^0  («2  ^3  —  «3  ^2)» 
3/3  =  b^   (rj  f/3  —  C3  rfj)   +   C\  (^2  ^3  —  ^3  ^2)   +  ^!   (^2  ^3  —  ^3  «2)» 

iV.^  =  «,   (^2  <?3  —  «^3  ^2)   +  ^1   («2  ^3  —  «3  ^'2)  +  ^1   (^2  «2  ~  ^3  «2)» 

/>.j  =  «,   (62  r/3   —  ^3  f/j)   +  ^t   (^2  «3  —  ^3  «2)  +  ^1   («2  ^3  —  «3  ^2)1 

(^3  =  «1  (*3  ^2  —  *2  ^3)   +   ^    («2  ^3  —  «3  ^2)  +   ^1   («3  ^2  ^   «2  ^s) 

ZU  setzen  sind.  Man  zieht  aus  der  Form  obiger  Ausdrücke,  da  die  rechts 
vorkommenden  Summen  in  Bezug  auf  x,  y,  z  linear  sind,  den  Schluss, 
dass,  wenn  umgekehrt  zwischen  4  beliebigen  in  x^  y^  z  linearen  Aus- 
drücken : 

^1  —  <<i  a:  +  6^  y  +  c,  z  +  d^, 

ü.^     ^  «2  ^  +  ^2  y  +   ^2  -    +   ^2) 

ü,^  —  a.^x  +  b.^y  +  c^z  +  d.^ 


die  Relationen: 


w  t""'^^: ="*«:=■' 


angenommen  werden,  die  Coordinaten  a:,  y,  r,  welche  den  Gleichungen 
(3)  zugleich  genügen,  je  nach  der  Wahl  von  A  irgend  einem  Punkt 
einer  bestimmten  Raumcurve  3.  Ordnung  angehören;  ein  Schluss,  dessen 
Richtigkeit  auch  noch  dadurch  ausser  Zweifel  gestellt  wird,  dass  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  nach  x,  y,  z  dafür  Ausdrücke  von 
der  Form  (2)  erhält. 

Wir  köunen  daher  bei  Untersuchung  der  unebenen  Curven  3.  Ord- 
nung von  den  Gleichungen  (3),  die  compendiöser,  wie  folgt,  geschrieben 
werden 

(3*)       ü^,  :  ü^'.ü^i  U.^  =  V  :  V:k:  1, 

ausgehen  und  leiten  zunächst  aus  ihnen  durch  Division  drei  andere,  zur 
Biklung  der  Gleichungen  von  den  bei  Untersuchung  der  Raumcurven  in 
Betracht  kommenden  Geraden  und  Ebenen  besonders  geeignete,  her, 
nämlich 
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(4)       i/o  — ^^1=^;    r/j  —  A  17.^  =  0;    üo  —  ^  ü.^  =  0, 
welches  letztere  System  drei  Ebenen   repräsentirt ,    deren  Durchschnitts- 
punkt   ein  Punkt    unserer  llaumcurve    diitter  Ordnung   ist.      Für  einen 
Werth  A|  des  Parameters,  erhält  man  aus  (4)  die  Gleichungen 

^0  —  ^1  ^1  =  ö;  ^1—  '^i  ^2  =  Ö;  ^2  —  ^i  ^3  =  0, 
von  3  andern  Ebenen,  deren  Durchschnittspunkt  ein  zweiter  Punkt  der 
Curve  ist.  Die  Gleichungen  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  wer- 
den leicht  gefunden  als  Durchschnitt  von  zwei  Ebenen,  deren  jede  die 
beiden  Punkte  enthält.  Nun  hat  die  Gleichung  einer  jeden  durch  den 
Punkt  A  gehenden  Ebene  die  Form 

l{U,  —  k  L\)  +  m  {U,  ^Xü^)  +  n  {U^  -  A  ^3)  =  0, 
worin  /,  m,  n  unbestimmte  Constanten  bedeuten ;  soll  dieselbe  durch  den 
Punkt  A,  gehen,   so   hat   man  nur   entweder  l  ^  1,  m  =  —  Aj,  »  =0 
oder  /  =  0,  m  =  1 ,  w  !=5  —  A ,  zu  setzen  und  erhält  die  Gleichungen 

f^s      f^^o— (A  +  A,)  ?/i  +  AA,  ?7.,  =  0; 

der  die  Punkte  A  und  X^  verbindenden  Geraden,  als  Gleichungen  von 
zwei  Ebenen,  die  auch  durch  den  Punkt  A,  gehen,  weil  sie  aus  der 
Gleichung 

r(i/o-Ai  U,)  +  s{ü\  -  A,  U,)  +  /(t/',  -A,  ^,)  =  0 
einer    durch    den    Punkt    A ,    gehenden    Ebene    für    die  Wcrthc  r  =  1, 
5  =  —  A,  /  =  0  und  r  =  0,  s  =  1^  i  =  —  A  erhalten  werden. 

Lässt  man  den  Punkt  A  mit  A  j  zusammenfallen,  so  geht  jene  Secaute 
in  eine  Tangeute  über  und  man  erhält  als  Gleichungen  derselben  aus 
(5)  folgende: 

^^      \    ^1  —  2  A  ^.^  +  A  '^  ^3  =  0, 

vermittelst  deren  man  die  Gleichung  einer  jeden  durch  diese  Tangente 
gehenden  und  daher  die  Curve  gleichfalls  berührenden  Ebene,  d.  h.  einer 
Tangenten  ebene  der  Curve  unter  der  Form 

(7)      {U^  —  2k  l\  +  A  -'  ^,,)  +  m  (f/i  —  2  A  ^2  +  ^  '^  ^:;)  =  O 
darstellen  kann.     Eliminirt  man  aus  den  Gleicliungen  (G)  der  Tangente 
den  Parameter  A,  so  erhält  man 


(«) 


oder  entwickelt 
ah  Gleichung  der  von  den  Tang(?ntcn  unserer  llniimciuv<'   :$.  (Ordnung 


ü,n    0, 

Uu 

0 

'^n  f/», 

ü.„ 

t', 

(/,,  ü,, 

f':. 

u., 

0,    V,, 

0, 

u. 
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gebildeten  Oberfläche,  welche,  da  Üq,  ?7,,  iZj,  ü.^  in  x,  y,  z  lineare  Aus- 
drücke sind,  vom  4.  Grad  ist.  Auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  die  Glei- 
chungen einer  Secante  gefunden  wurden,  lässt  sich  noch  die  Gleichung 
der  Ebene  ermitteln,  welche  durch  die  Curvcnpunkto  A,  A,,  Aj  bestimmt 
iht,  nämlich  indem  man  eine  durch  die  Sehne  A  A^  gehende,  mithin 
durch  die  Gleichung 

U„  -  (A  +  A,)  ü,  +  A  A,  ü.,  +  m  [U^  _  (A  +  A ,)  Pj  +  AAj  0,]  =  0 
ropräsentirte  Ebene,  auch  durch  die  Secante  A  A.,  gehen  lässt.  Es  ist 
dies  der  Fall  für  m  =  —  A.^  und  man  erhält 

(9)  [/^-(A  +  Aj+A^)  ^i+CAA^+AA^+A,  A2)  U^—ll^k^  U.,  =  0 
als  Gleichung  der  gesuchten  die  Punkte  A,  A^,  Aj  enthaltenden  Ebene, 
aus  welcher,  indem  A  =  Aj  =  Aj  angenommen  wird,  die  Gleichung 

(10)  17^,  —  3  A  I7i  +  3  A2  (72  —  A»  (73  =  0 
der  die  Curve  im  Punkte  A  dreipunktig  berührenden  Ebene,  der  soge- 
nannten Schmiegungs-  oder  Osculationsebeno  hervorgeht.  Die  beiden 
Secanten  A  Aj  und  A  Aj,  durch  welche  die  Ebene  (9)  bestimmt  wurde, 
gehen  hierbei  in  Tangenten  über,  woraus  man  erkennt,  dass  die  Oscu- 
lationscbene,,  wie  schon  früher  angegeben,  auch  definirt  werden  kann  als 
die  Ebene,  welche  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  der  Curve  enthält. 

Es  fällt  sogleich  in  die  Augen ,  dass  diese  letztere  Gleichung  (10) 
ganz  ähnlich  aus  den  in  Punktcoordinaten  linearen  Ausdrücken  Üq^  V^^ 
U.,^  U.^  und  dem  Parameter  A  zusammengesetzt  ist,  wie  die  Gleichung 
(1)  unserer  Curve  aus  den  in  Ebenencoordinaten  linearen  Ausdrücken 
./,,,  -</|,  ^2;  ^3  ^^^  wir  erhalten  daher,  da  der  Umstand,  dass  in  der 
Gleichung  (10)  zwei  Glieder  mit  dem  constanten  Factor  3  behaftet  sind, 
in  Gemässheit  der  obigen  Bemerkung  über  die  allgemeinste  Form  der 
Gleichung  einer  Curve,  für  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 
von  keinem  Belang  ist,  durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  Ant- 
wort auf  die  Frage  nach  der  Bedeutung  der  Gleichung  (1)  bei  Inter- 
pretation derselben  in  Punktcoordinaten ,  eine  Frage,  die  wir  uns  ohne- 
dem, in  Anbetracht  der  überall  in  der  Geometrie  waltenden  Dualität, 
jetzt  hätten  vorlegen  müssen.     Die  Gleichung 

^0  +  A  ^,  +  A2  ^2  +  ^^  ^3  =  ^ 
worin    nun    A^,   ^,,  A^,  A^    die    linken  Seiten    der   Gleichungen    von 

Ebenen  bedeuten,  stellt,  wie  jetzt  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar 
erhellt,  ein  System  von  Ebenen  im  Kaum  dar,  welche  erstens  sämmtlich 
eine  bestimmte  unebene  Curve  3.  Ordnung  osculiren  und  zweitens  eine 
gewisse  developpable  Oberfläche  tangiren,  so  dass  also  die  Oberfläche 
jene  Curve  zur  Wendocurve  hat.  Das  System  ist  von  der  Bcschafi*en- 
lieit,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  Ebenen  desselben  hin- 
durchgehen, d.  h.  von  einem  jeden  Punkt  des  Raumes  aus  sind  an  jene 
Ourve  3  Osculationsebenen  möglich,  es  iöt  d\(iBe\\i^  «\äqnwv\^x^«'<5s»56ä'^ 
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und  ferner  die  der  Raumcure  3.  Ordnung  reciprok  entsprechende  Ober- 
fläche ist  gleichfalls  von  der  dritten  Classe,  weil  durch  jeden  Punkt  des 
Baumes  drei  Tangenten  ebenen  an  sie  gelegt  werden  können.  Das 
Punktsystem  3.  Ordnung,  welches  die  Gleichung  (1)  zwischen  Ebenen- 
coordinaten  darstellt,  erweist  sich  also  vollkommen  reciprok  mit  dem 
System  3.  Ordnung  von  Ebenen,  welches  dieselbe  Gleichung  zwischen 
Punktcoordinaten  repräsentirt,  wie  dies  besonders  darin  hervortritt,  dass 
die  (Tangenten-)  Fläche,  welche  in  einem  Fall  durch  die  Verbindungs- 
linien je  zwei  aufeinander  folgender  Punkte,  im  andern  durch  die 
Schnittlinien  je  zwei  unendlich  naher  Ebenen  gebildet  wird,  di<^.8elbe 
ist.  Diese  Eigenschaft,  sich  selbst  reciprok  zu  sein,  bekundet  eine  ge- 
wisse Analogie  zwischen  den  Raumcurven  3.  Ordnung  und  den  ebenen 
Curven  2.  Grades,  deren  weitere  Verfolgung  und  Aufdeckung  sich  da- 
her als  eine  unserer  Hauptaufgaben  für  die  Untersuchung  jener  Raum- 
curven hinstellt. 

Die  Verwandtschaft   der  beiden  Gebilde    lässt  sich    zunächst   schon 
nachweisen  durch  die  vollständige  Ucbereinstimmung  ihrer  Gleichungen 
und    eines    leicht   daraus    herzuleitenden   allgemeinen  Gesetzes  zu  ihrer 
puuktweisen  Bestimmung.     Die  Gleichung 
U^-  —  [7,  (/.,  =^  0 

eines  Kegelschnittes,  der  die  Geraden  (7,  =  0  und  ^^  =  0  zu  Tan- 
genten und  die  Gerade  JJ^^-O  zur  Berührungsselmo  hat ,  lasst  sich 
nämlich  ersetzen  durch  das  System 

ü^  :  U.^  :  U.^  =  k'^  :  l:  1 

ganz  entsprechend  der  Gleichung  (3*)  unserer  Raumcurve  3.  Ordnung. 
Nimmt  man,  um  nur  die  letztere  als  die  allgemeinere  zu  berücksichtigen, 
an,  die  in  ihrem  Ausdruck  (3*)  vorkommenden  linearen  Ausdrücke  U^^, 
^1  >  ^^2>  ^:p  welche  gleich  Null  gesetzt  Ebenen  repräsentiren ,  seien  in 
der  sogenannten  Normalform  gegeben  oder  auf  sie  reducirt,  d.  h.   es  sei 

ün^=  X  cos  cc„+  ij  COS  ßn+  z  COS  y«  +  />«  ,  [/l  =z  0,  1,  2,  3] 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  x  y  z  eines  bestimmten 
Punkts  in  dieselben  die  resp.  Entfernungen  des  Punkts  von  jenen  \ 
Ebenen  und  kann  daher  die  Gleichung  (3*.)  folgendcrmassen  als  Salz 
aussprechen : 

Der  geometrische  Ort   aller  Punkte,  für  welche  die  Entfernungen 
Pq,  P,,  P,,^  P3  von  4  festen  Ebenen  0,  1,  2,  3  in  der  Beziehung 

/>„  :  I\  :  P.^  :  P;,  =  A'  :  V  :  A  :  1 

stehen,    ist    eine  llaumcurve   3.  Ordnung,   welche  durch    2   Ecken 
-.     und  den  Schwerpunkt  des  von  '^^wCiTv  YiWw^w  ^^^V^\Vvi^^,^v\  Tetraeders 
geht. 
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Der  entsprechende  Satz  für  die  Ebene  heisst  dann: 

Der  geometrische    Ort  aller  Punkte,    deren  Entfernungen  Pq^  jPj, 
P.2  von  drei  festen  Goraden  0,  1,  2  in  der  Beziehung 

/><,:  P^  :  />2  =  A'^:  A  :  1 
stehen,  ist  ein  Kegelschnitt,  der  durch  2  Ecken  und  den  Schwer- 
punkt des  von^jencn  Geraden  gebildeten  Dreiecks  geht. 


Zweites  Capitel. 

Die  vorher  angeregte  Analogie  der  liaumcurven  3.  Ordnung  mit 
den  ebenen  Curven  2.  Grades  und  die  sich  daran  anknüpfenden  weiteren 
Beziehungen  werden  am  sichersten  und  raschesten  erkannt,  wenn  man 
die  Stellung  untersucht,  welche  die  unebene  Curve  3.  Ordnung  im 
System  der  synthetischen  Geometrie  einnimmt,  weil  gerade  diese  geome- 
trische Disciplin  den  organischen  Zusammenhang  bewahrt,  in  welchem 
die  complicirteren  Raumgebilde  mit  den  sogenannten  Grundgebilden 
stehen,  und  eben  dadurch  jene  Durchsichtigkeit  erhält,  welche  sofort  in 
jedem  zusammengesetzten  Gebilde  die  einfachsten  Grundelemente  wieder 
auffinden  und  damit  sein  eigentlichstes  Wesen  erkennen  lässt. 

Die  Grundgebilde  der  synthetischen  Geometrie  sind  bekanntlich 
folgende  sechs:  das  gerade  Gebilde  (Inbegriff  aller  auf  einer  Geraden 
liegenden  Punkte),  der  (ebene)  Strahlenbtischel  (Gesammtheit  aller  Ge- 
raden in  einer  Ebene,  die  durch  denselben  Punkt  gehen),  der  Ebenen- 
büschel (bestehend  aus  allen  Ebenen,  die  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
den), das  ebene  System  (enthaltend  alle  Punkte  einer  Ebene),  der 
(räumliche)  Strahlenbündel  (Inbegriff  aller  durch  einen  Punkt  des  Raumes 
möglichen  Geraden)  und  endlich  das  räumliche  System  (Gesammtheit 
aller  Punkte  des  Raumes).  Man  hat  dieselben  weiter  eingetheilt  in 
Stufen,  je  nachdem  sie  nur  Elemente  einer  Art,  oder  solche  von  ver- 
schiedenen Arten  umfassen;  es  sondern  sich  in  dieser  Weise  dann  das 
gerade  Gebilde,  der  Strahlenbüschel  und  der  Ebenenbüschel  als  Grund- 
gcbilde  der  ersten  Stufe,  das  ebene  System  und  der  Strahlenbündel  als 
solche  der  zweiten  Stufe  und  endlich  das  räumliche  System  als  der 
dritten  Stufe  angehörend. 

Die  analytischen  Ausdrücke  für  diese  Grundgebilde  lassen  sich  leicht 
herstellen;  was  zunächst  die  beiden  der  Ebene  angehörenden  Gebilde 
betrifft,  so  stellt  die  Gleichung 

je    nachdem    man    die  Symbole  /f  „   und  A  ^    a\Ä   ^w.  \vv^^w  "^^xV^^    ^^^ 
Glciclnw^^en  von  2  Punkten  oder  von  2  GeTaieiv  Te.^\\^Ä«^\vN:\\^\v^'^^^^^'^'^'^'^^^ 
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das  gerade  Gebilde  oder  den  Strahlenbüschel  dar.  Für  räumliche  Coor- 
dinatensy Sterne  stellt  dieselbe  Gleichung  bei  Interpretation  in  Ebenen- 
coordinaten  gleichfalls  ein  gerades  Gebilde,  bei  Interpretation  in  Pnnkt- 
coordinaten  einen  Ebencnbüschel  dar.  Das  ebene  System  und  der 
Strahlenbündel  werden  in  gleicher  Weise  durch  die  Gleichung 

ersetzt  und  endlich  das  räumliche  System  durch  die  Gleichung 
Aq  +  k  A^  +  ft  ^2  +  v^3  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  tritt  dann  auch  der  Unterschied  zwischen  den 
Grundgebilden  der  verschiedenen  Stufen  aufs  schärfste  hervor. 

Das  wirksame  Instrument  der  synthetischen  Geometrie  ist  nun  die 
ihr  eigenthümliche  Beziehung,  in  welche  die  Elementargebilde  unter- 
einander gebracht  werden,  nämlich  die  sogenannte  projectivische  oder 
collineare  Beziehung,  wonach  einem  jeden  Element  des  einen  Gebildes 
ein  aber  auch  nur  ein  Element  des  andern  entspricht,  und  zwar  bei 
den  Gebilden  2.  und  3.  Stufe  nur  gleichartige  Elemente.  Man  weiss, 
wie  diese  Beziehung  rein  geometrisch  durch  die  sogenannte  perspecti- 
vische  Lage  der  Gebilde  vermittelt  wird,  ebenso,  dass  ausser  der  ange- 
gebenen Beziehung  von  nur  gleichartigen  Elementen  der  Gebilde  auf 
einander,  auch  noch  eine  andere  mit  ungleichartigen  Elementen  benutzt 
wird,  die  jedoch  fttr  uns  nicht  weiter  in  Betracht  kommt.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  gegebenen  analytischen  Ausdrücke  der  Grundgebilde  bietet 
sich  die  Möglichkeit,  dieselben  projectivisch  auf  einander  zu  beziehen, 
fast  noch  einfacher  als  vom  rein  geometrischen  Gesichtspunkt  und  er- 
kennt man  dabei  sogleich,  dass  die  Beziehung  nur  immer  zwischen  Ge- 
bilden derselben  Stufe  möglich  ist.  Um  irgend  zwei  Gebilde  der  ersten 
Stufe,  welche  wir  mit  den  Gleichungen 

^0  +  A^j  =0;       ^0  +  f*^i  =  0 
darstellen  wollen,  projectivisch,  d.  h.  eindeutig  aufeinander  zu  beziehen, 
genügt  es,  festzustellen,   dass  in  den  obigen  beiden  Gleichungen   solche 
Elemente  entsprechende  sein  sollen,  für  die  der  Werth  der  eingeführten 
Constanten  X  und  ft  derselbe  ist,  so  dass  also  die  Gleichungen 

^^,  +  A^i  =0;  B^  +  X  By  =  0 
je  nach  ihrer  Interpretation  2  collineare  gerade  Gebilde,  oder  2  solche 
Strahlenbüschel  oder  2  solche  Ebenenbüschel,  oder  endlich,  wenn  die 
eine  Gleichung  anders  als  die  andere  interpretirt  wird,  irgend  zwei 
projectivische  Grundgebilde  erster  Stufe  repräsentiren.  Auf  gleiche 
Weise  findet  man  Gebilde  der  zweiten  Stufe  in  projectivischer  Beziehung 
zu  einander  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

^0  +  A  J,  +|[t^.,  =  0;  ^0  +  ^^1  +ft^,  =  0, 
nnd  endlich  projectivische  räumliche  Systeme  durch  die  Gleichungen 
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Die  projectivische  Beziehung  wird  also  manifcstirt  durch  die  Gleichheit 
der  in  jenen  Gleichungen  vorkommenden  Constanten.  Diese  Constanten 
haben  geometrische  Bedeutung  und  gelangt  man  bei  näherem  Eingehen 
darauf  zu  den  Eigenschaften  des  sogenannten  Doppel-  oder  anharmoni- 
schen Verhältnisses,  welches  sich  auf  die  Lage  von  4  Elementen  bezieht 
und  wobei  wir  der  spätem  Untersuchungen  wegen  zunächst  etwas  ver- 
weilen müssen.  Dass  die  projectivische,  d.  h.  eindeutige  Beziehung 
auch  noch  auf  allgemeinere  Weise  als  oben  durch  Gleichsetzung  der 
Constanten  X  u.  s.  w.,  nämlich  durch  Annahme  von  linearen  Relationen 
zwischen  denselben  vermittelt  werden  kann,  ist  leicht  zu  ersehen  und 
wird  überdies  aus  dem  jetzt  folgenden  Nachweis,  dass  zwei  Gebilde,  in 
welchen  die  Elemente  nach  gleichem  anharmonischen  Verhältniss  einan- 
der entsprechen,  projectivisch  sind,  hervorgehen. 

In  das  Doppelverhältniss  gehen  bekanntlich  ein  Entfernungen  von 
den  d  dazu  erforderlichen  Punkten  eines  geraden  Gebildes,  resp.  Sinus 
von  den  Winkeln  zwischen  den  Strahlen  und  Ebenen  der  beiden  an- 
dern Gebilde  der  ersten  Stufe;  es  wird  dasselbe  für  4  einem  dieser 
(tobilde  angehörigen  Elemente,   deren  Gleichungen 

(1)  A,  +  xA,=0',     (3)   ^,  +  fi^,  --0; 

(2)  ^0  +  ^^1=0;     {^)   A,  +  vA^=0 

sind,  dargestellt  unter  der  Form 

X  —  fl       X  —  V 
A  —  fi  *  A  —  v' 

Durch  Gleichsetzung  mit  dem  auf  die  entsprechenden  Elemente  1',  2', 
'.Vj  4'  eines  andern  Gebildes  bezüglichen  anharmonischen  Verhältniss, 
erhält  man  zunächst 


V X  —  fl 


X   —  V 


k  —  |[t    *    k  —  V  X'  —  |[t'    '    k'  —  V 

und  wenn  man  entwickelt 

(a)     fi  V  v'  -+-  ^  V  +  c  1/'  +  (/  =  0 , 

worin  a,  b^  c,  d  von  den  die  Punkte  1,  2,  3,  1',  2',  3'  bestimmenden 
Constanten  x,  A,  |[t,  x',  ^',  v  allein  abhängige  Grössen  sind.  Da  die  vor- 
stehende Gleichung  sowohl  in  Bezug  auf  v  als  auf  v'  linear  ist  und 
demnach  aus  ihr  für  jeden  Werth  von  v  nur  ein  Werth  von  v  und  um- 
gekehrt gefunden  werden  kann,  so  charakterisirt  sie  sich  als  allge- 
meinste Gleichung  der  Projectivität  und  liefert  zugleich  den  Beweis, 
dass  zur  projecti vischen  Beziehung  von  zwei  Gebilden  drei  Elemente 
(^ines  jeden  als  entsprechende  beliebig  angenommen  werden  kön- 
nen ,  «lann  aber  jedes  weitere  entsprechende  Paar  vollständig  be- 
stimmt ist. 
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Wenn  zwei  gerade  Gebilde  anf  derselben  Geraden  liegen  oder  zwei 
Büschel  denselben  Mittelpunkt,  resp.  Achse  haben,  so  fallen  dabei  zwei 
Paare  entsprechender  Elemente  zusammen;  denn  vermöge  der  Gleichung 
(a)  ergeben  sich  für  entsprechende  Elemente  die  Ausdrücke 

welche  identisch  werden,  wenn 
bl  +  d 


-y-V- ,  also  aX'^  +  {b  +  c)  l  +  d=0  («♦) 


ist,  d.  h.  für  die  beiden  Wurzclwerthe  dieser  quadratischen  Gleichung. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  bei  in  der  angegebenen  Weise  zusammen- 
liegenden Gebilden  ist  folgendes:  es  kann  nämlich  ein  jedes  Element 
sowohl  dem  einen  als  auch  dem  andern  angehörig  betrachtet  werden 
und  hat  im  Allgemeinen  je  nach  der  gewählten  Auffassung  ein  anderes 
entsprechendes.      Man   findet    aus  der  Gleichung    (a)  als   dem  Element 

u  der  ersten  Reihe  entsprechend  v  = —- —  der  zweiten,  und  wenn 

^  ^  a  ^  +  c 

II  zur  zweiten  Reihe  gerechnet  wird  i/  = --—  .  -,     aus    der    ersten; 

^  °  a  ^  +  b 

ist  nun  ft  =  c  in  der  Gleichung  (a),  so  geht  dieselbe  über  in 

{ß)  avv+b{v  +  v')  +  d  =  0 
und  ergeben  sich  dann .  für  v  und  v  dieselben  Wcrthe.  Die  Gleichung 
(/3)  drückt  daher  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  in  den  beiden  Ge- 
bilden zwei  entsprechende  Elemente  sich  wechselseitig  entsprechen,  d.  li. 
so,  dass  man  jedes  von  ihnen  sowohl  zum  einen  als  zum  andern  Ge- 
bilde rechnen  kann,  ohne  ihr  Entsprechen  zu  stören.  Die  Gebilde  be- 
finden sich  dann  in  sogenannter  Involution;  von  der  dieselbe  anzeigen* 
den  Gleichung  (ß)  werden  wir  später  bei  Betrachtung  unserer  Curven 
3.  Ordnung  wiederholt  Anwendung  machen. 

Sehen  wir  nun,  auf  welche  Weise  durch  die  projectivische  Besie- 
hung  der  Uebergang  von  den  (trundgcbilden  zu  zusammengesetzteren 
vermittelt  wird ;  es  erscheinen  solche  als  Erzeugnisse  der  den  entsprechen- 
den Elementenpaaren  zweier  projecti vischen  Gebilde  gemeinsamen  Punkte, 
Geraden  oder  Ebenen.  Betrachten  wir  zunächst  zwei  Grundgebilde  in 
der  Ebene,  so  ist  der  Ort  der  Verbindungslinien  von  je  einem  ent- 
sprechenden Punktpaare  zweier  geraden  Gebilde  ein  Strahlenbüschel 
2.  Ordnung  (Kegelschnitt  als  Enveloppe  seiner  Tangenten  oder  Cunrc 
2.  Classe)  und  bilden  andererseits  die  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Strahlen  von  zwei  collinearen  Strahlenbüscheln  eine  Punktreihe  2.  Ord- 
nung (gleichfalls  ein  Kegelschnitt  als  Curve  2.  Ordnung  zu  betrachten). 
Analytisch  ergiebt  sich  dies  einfach  daraus,  dass  das  Resultat  der  Eli- 
'ininfition  von  A  aus  den  Gleichungen 
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der  beiden  projbctivischen  Grnndgobilde,  nämlich  der  Ausdruck 
^0»  ^0       =  ^0  ^1  —  yii  Bq  =  0 

in  Bezug  auf  die  in  ti,  v,  resp.  a:,  y  linearen  Factoren  Aq^  ä^^  Bq,  B^  vom 
2.  Grade  ist,  und  erkennt  man  aus  der  vorhergehenden  Erzeugung  der 
Kegelschnitte,  dass  die  Eigenschaft  derselben,  sich  selbst  reciprok  zu 
sein,  unmittelbar  durch  das  eigenthüm liehe  Gegenüberstehen  der  ebenen 
Grundgebilde  bedingt  ist.  Ein  Strahlenbüschel  einerseits  und  ein  gera- 
des Gebilde  andererseits  geben  unmittelbar  zu  keinem  neuen  Gebilde 
Veranlassung,  wesshalb  wir  hier  nicht  darauf  eingehen. 

Was  nun  weiter  zwei  Grundgebilde  im  Räume  betrifft,  so  werden,  wie 
wir  oben  gesehen,  einige  derselben  gleichfalls  durch  die  vorigen  Gleichun- 
gen dargestellt  und  erhält  man  als  Erzeugniss  zweier  coUinearen  geraden 
Gebilde  die  llegelschaar  (geradliniges  Hyperboloid)  und  als  solches  von 
zwei  projectivischen  Ebenenbüscheln  dasselbe  Gebilde.  In  dem  beson- 
dern Fall,  dass  die  geraden  Gebilde,  resp.  die  Achsen  der  Büschel  in 
einer  Ebene  liegen,  modificirt  sich  dieses  Resultat  und  ergiebt  sich  im 
ersten  Fall  ein  Strahlenbüschel  2.  Ordnung,  im  andern  eine  Kegel- 
flache  2.  Ordnung,  weil  das  eine  Mal  auch  alle  Verbindungsstrahlen 
homologer  Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  das  andere  Mal  alle  Schnitt- 
linien entsprechender  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen.  Analytisch 
werden  die  beiden  projectivischen  Gebilde  dann  dargestellt  durch  die 
Gleichung 

und  das  Resultat  (der  Strahlenbüschel  2.  Ordnung,  resp.  die  Kegel- 
fläche 2.  Ordnung)  durch 

A^''   ^   Ay   B^  =  0. 

Die  Combination  eines  geraden  Gebildes  mit  dem  Ebenenbüschel  liefert 
kein  unmittelbares  Erzeugniss;  ebenso  wenig  zwei  Strahlenbüschel  im 
Raum,  wenn  nicht  angenommen  wird,  dass  dieselben  concentrisch  seien 
oder  dass  sie  in  einer  Ebene  liegen;  bei  der  letzteren  Voraussetzung 
erhält  man  dann  dasselbe  Erzeugniss  wie  in  der  Ebene,  nämlich  die 
Punktreihe  2.  Ordnung,  im  andern  wird  durch  jedes  Paar  entsprechen- 
der Strahlen  eine  Ebene  bestimmt,  die  durch  das  gemeinsame  Centrum 
der  beiden  Büschel  geht  und  einen  bestimmten  Kegel  2.  Ordnung  tan- 
girt,  wie  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Schnittflgur  des  Gebildes  mit  einer 
beliebigen  Ebene  sogleich  ergiebt.  Es  soll  dieses  System  Ebenenbüschel 
2.  Ordnung  genannt  werden.  Wenn  auch  wegen  der  unbequemen  Dar- 
stellung des  Strahlenbüschels  im  Raum  (durch  2  Gleichungen  u^q+A^|  =  0; 
^^1=0)  die  analytische  Herleitung  dieser  Resultate  ziemlich  weitläu&^ 

Zeiltirhr.  f.  Malhcroalik  a.  Physik.    Suppl.  I.  '\ 
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ist,  80  hat  man  doch  für  sie  selbst  mit  Rücksicht  auf  die  im  ersten 
Capitel  gefundenen  Gleichungen  von  Curven  im  Raum^  und  von  deve- 
loppablen  Oberflächen,  die  jenen  reciprok  sind,  den  einfachen  Ausdruck 

Dieselben  beiden  Gebilde  treten  auch,  wie  man  ohne  weiteres  er- 
kennt, au|  bei  Zusammenstellung  des  Strahlenhüschels  mit  je  einem  der 
beiden  andern  Grundgebildo  der  ersten  Stufe,  nämlich  die  Punktreihe 
2.  Ordnung  bei  seiner  Zusammenstellung  mit  dem  Ebenenbüschel  und 
der  Ebenenbüschel  2.  Ordnung  bei  der  mit  dem  geraden  Gebilde.  Die 
gefundenen  Resultate  stellen  wir  folgendermassen  tabellarisch  zusammen : 


Gerades  Gebilde. 

Strahlenbüschel. 

Ebenenbüschel. 

Regelschaar. 
Gerades      Strahlenbüschel  2.  Ord- 
Gebilde.      nang,  wenn  die  Gebilde 
in  einer  Ebene  liegen. 

Ebenenbüschel 
2.  Ordnung 

Strahlen-              Ebenenbüschel 
büschel.                  2.  Ordnung. 

Punktreihe  2.  Ordnung, 
wenn  die  Gebilde  in  einer 
Ebene  liegen. 
Ebenenbüschel  2.  Ord- 
nung, wenn  die  Gebilde 
denselb.  MiUolpkt.  haben. 

Punktreihe 
2.  Ordnung. 

Ebenen- 
büschel. 

Punktreihe 
2.  Ordnung. 

Rcgclschaar. 
Kegelfläche  2.  Ord- 
nung, wenn  die  Ach- 
sen  der  Büschel  in 

einer  Ebene. 

und  schliessen  daran  denjenigen  analytischen  Ausdruck  derselben,  wel- 
cher sie  befähigt  auf  die  Grundgebilde  und  auf  einander  projectivisch 
bezogen  zu  werden;  man  hat 

[A^  +  XA,=0;     B,  +  kB,=0] 
als    Gleichungen    der    Regelschaar   sowohl    für  Ebenen    als    für  Punkt- 
Coordinaten, 

[^0  +  ^^1=0;     ^0  +  ^^0  =  0] 

als  Gleichung  des  Strahlenbüschels  2.  Ordnung  in  Ebenencoordinatcn, 
und  als  solche  der  Kegelfläche  2.  Ordnung  in  Punktcoordinaten,  endlich 

^0  +  A^i  +  V  A^  =  0 
als  Gleichung    der  Punktreihe    2.  Ordnung  in    Ebenencoordinaten    und 
als  solche  des  Ebenenbüschels  2.  Ordnung  in  Punktcoordinaten.     Diese 
fünf  Gebilde  werden  dann   unter   dem  Namen  der  Elementargebilde  zu- 
sammengefasst. 

Wenden    wir   uns  nun    zunächst  zur  Betrachtung  projectivisch  auf- 
einander   bezogener  Grundgebilde    zweiter  Stufe,    also    ebener  Systeme 
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und  Strahlenbündel,  so  entspricht  jedem  geraden  Gebilde  eines  ebenen 
Systems  in  dem  dazu  coUinearen  ebenen  System  gleichfalls  ein  gerades 
Gebilde  und  jedem  Ebenenbüschel  in  einem  Strahlenbündel  ein  eben 
solcher  in  dem  dazu  projectivischen  Strahlenbündel.  Denkt  man  näm- 
lich in  den  Gleichungen 

der  beiden  projectivischen  Gebilde  einer  von  den  Constanten,  etwa  l 
einen  bestimmten  Werth  /  beigelegt,  so  nehmen  sie  die  Form 
(^o  +  ^^t)  +  f*^2  =  0;  (B,  +  IB,)  +flB^=:0 
jener  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  an.  Es  entspricht  aber  auch  jedem 
ebenen  Strahlenbüschel  in  dem  einen  der  projectivischen  Gebilde  ein 
solcher  im  andern,  d.  h.  allen  durch  einen  Punkt  gehenden  Strahlen 
des  einen  ebenen  Systems  entsprechen  gleichfalls  durch  einen  Punkt 
gehende  Strahlen  des  andern  und  allen  in  einer  Ebene  liegenden 
Strahlen  des  einen  Büschels  sind  homolog  auch  einer  Ebene  angehörende 
Strahlen  des  andern;  es  lehrt  dies  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  der 
Gebilde  in  folgender  Schreibart: 

nicraus  ergiebt  sich  daun  weiter,  dass  in  zwei  collinearen  ebenen 
Systemen  unendlich  viele  Paare  von  entsprechenden  Strahlen  vorkom- 
men, welche  einander  begegnen  und  daher  in  einer  Ebene  liegen,  sowie 
dass  in  projectivischen  Strahlenbündeln  es  unendlich  viele  Paare  von  in 
einer  Ebene  liegenden  und  daher  sich  schneidenden  homologen  Strahlen 
gibt,  und  können  daher  die  Gebilde  auch  in  folgender  Weise  durch 
Gleichungen  repräsentirt  werden: 
[J,  +  XA,  =  0',A,  +  lA^  =  oy,  [A.,  +  A^3  =  0;  A,  +  lA^  =  Ol 

wobei  A^  +  X  A2=^  0  den  Schnittpunkt  von  je  2  homologen  Strahlen 
der  ebenen  Systeme,  resp.  die  Ebene  von  je  2  entsprechenden  Strahlen 
der  Bündel  darstellt.  Das  vorstehende  Gleichungssystem,  welches  nur 
die  3  verschiedenen  Gleichungen 

A^^  +  X  A^=0'^  A^  +  Ji  A.^  =  0;  A^  +  kA^  =  0 

enthält,  ist,  wenn  X  negativ  genommen  wird,  identisch  mit  den  Glei- 
chungen (4)  des  ersten  Capitels  und  reprfisentirt  also  je  nach  der  Inter- 
pretation die  Raumcurve  3.  Ordnung  oder  die  ihr  reciproke  abwickel- 
bare Oberfläche.  Wir  sehen  daher,  dass  die  Raumcurve  3.  Ordnung  und 
das  System  der  sich  einer  solchen  anschmiegenden  Ebenen  auf  ganz  die- 
selbe Weise  durch  zwei  projectivische  Grundgebilde  zweiter  Stufe  im 
Kaum  erzeugt  wird,  wie  die  Curve  2.  Ordnung  und  das  System  ihrer 
Tangenten  durch  Gebilde  erster  Stufe  in  der  Ebene  und  haben  damit 
das  die  verwandtschaftliche  Natur  beider  Gebilde  bedingende  Moment 
gefunden. 

1^ 
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Ohne  auf  Folgerungen,  welche  sich  für  die  weitere  Untersachimg 
der  Kaumcurven  3.  Ordnung  hieraus  ziehen  lassen,  einzugehen,  wollen 
wir  zunächst  versuchen,  ob  diese  krummen  Linien  nicht  i^uch  noch  auf 
andere  Weise  durch  projectivische  Gebilde  erhalten  werden  können. 
Wir  lassen  uns  dabei  von  der  Bemerkung  leiten,  dass  im  ersten  Capitel 
durch  Elimination  von  l  aus  den  Gleichungen   (6) 

i/o  —  2  A  i/^  +  A2  ^^2  =  0;   i/,  -  2  A  l\  +  k''  U,^  =  0 

einer  Tangente  die  Gleichung  (8)  der  Tangentenfläche  unserer  Raum- 
curve  erhalten  wurde.  Jene  Gleichungen  (6)  erscheinen  uns  jetzt  mit 
Bücksicht  auf  die  vorhergehenden  Entwicklungen  als  Gleichungen  von 
2  coUinearen  Punktreihen  2.  Ordnung,  welche  in  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen  eine  gemeinsame  Tangente  besitzen  und  wir  erhalten  daher  die 
Tangentenfläche  der  Baumcurve  3.  Ordnung  als  Erzeugniss  der  Pro- 
jectionsstrahlen  von  entsprechenden  Punkten  jener  beiden  Reihen  2.  Ord- 
nung, welche  die  angegebene  Lage  zu  einander  haben.  Reciprok  inter- 
pretirt  stellen  uns  die  Gleichungen  (6)  zwei  Ebenenbüschel  2.  Ordnung 
oder,  wie  wir  zum  bequemeren  Ausdruck  des  folgenden  lieber  sagen 
wollen,  die  Systeme  von  Tangenten  ebenen  zweier  Kegel  zweiten  Grades 
dar,  welche  letztere  einen  Strahl  gemein  haben,  und  liefern  dann  die 
Durchschnitte  entsprechender  Ebenen  gleichfalls  jene  Reciprokalfläche 
der  Curve  3.  Ordnung. 

Versuchen  wir  nun  im  Hinblick  hierauf  durch  projectivische  Zusam- 
menstellung zwischen  einem  der  5  Elementargebildc  und  einem  der  3 
Grundgebilde  erster  Stufe  die  Raumcurve  3.  Ordnung,  resp.  ihre  Reci- 
prokalfläche zu  erhalten,  so  hat  man  von  den  15  möglichen  Combina- 
tionen  sofort  die  auszuscheiden,  welche  gar  kein  geometrisches  Resultat 
geben,  nämlich:  gerades  Gebilde  und  Ebenenbüschel  2.  Ordnung;  Strah- 
lenbüschel I.Ordnung  und  Regelschaar;  Ebenenbüschel  I.Ordnung  und 
Punktreihe  2.  Ordnung;  dann  solche,  welche  nur  in  bestimmten  Lagen 
und  zwar  ebene  Curven  oder  Kegelflächen  liefern,  nämlich:  Strahlen- 
büschel 1.  Ordnung  mit  eben  dem  2.  Ordnung  und  der  Kegelfläche 
2.  Ordnung  endlich  als  gleichfalls  nur  ebene  Curven,  resp.  Kegelflächen 
liefernd:  gerades  Gebilde  und  Kegelfläche,  Strahlenbüschel  I.Ordnung  und 
Punktreihe  2.  Ordnung  oder  Ebenenbüschel  2.  Ordnung  und  zuletzt  den 
Ebenenbüschel  1.  Ordnung  mit  dem  Strahlenbüschol  2.  Ordnung.  Man 
ist  daher  auf  die  noch  übrigen  6  Zusammenstellungen  angewiesen;  be- 
trachten wir  zunächst  die  Gleichungen 

^0 +A^i  +  A2^2  =  0;    ^o-f  A^,=0, 

so  stellen  sie  je  nach  der  Interpretation  entweder  eine  Punktreihe  2.  Ord- 
nung und  eine  dazu  projectivische  Punktreihe  1.  Ordnung  oder  ein  Ebenen- 
büschel 2.  Ordnung  und  ein  dazu  collineares  1.  Ordnung  dar;  wird  aus 
beiden  A  eliminirt,  so  Tepräsentirt  die  resultirende  Gleichung 
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=  0 


das  einemal  eine  Regelflkche  dritter  Ordnung,  das  anderemal  eine  eben- 
solche dritter  Classe,  welche  in  Folge  dos  Satzes  von  Cayley^),  dass 
die  Ordnung  einer  jeden  nicht  abwickelbaren  Regelfläche  gleich  ihrer 
Classe  ist,  identisch  sind. 

Die  4  noch  übrigen  Fälle  werden  sämmtlich  repräsentirt   durch  die 
Gleichungen 

A^  +  AA,=0',    [B,  +  A  ^,  =  0;  Co  +  A  C,  =  0]; 

denn  es  stellen  dieselben  bei  Interpretation  in  Ebenencoordinaten  ein 
gerades  Gebilde  und  eine  Regelschaar  dar,  welche  im  Fall,  d&SB  Cq=B^ 
ist,  wie  wir  früher  gesehen,  in  den  Strahlenbüschel  2.  Ordnung  über- 
geht; flir  die  Punktcoordinaten  sind  sie  die  Gleichungen  von  einem 
Ebenenbüschel  1.  Ordnung  und  einer  Regelschaar,  die  durch  dieselbe 
Voraussetzung  wie  vorher  in  die  Kegelfläche  übergeführt  werden  kann. 
Man  kann,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  dieselben  durch 
das  System 

Jq  +  XA^=0\   ^1  +  A  ^2=0;  A2  +  IA^  =  0 

ersetzen,  welches  mit  der  Gleichung  (3*)  unserer  Curve  identisch  ist 
und  daher  im  ersteren  Falle  das  sich  ihr  anschmiegende  Ebenensjstem 
repräsentirt;  denn  die  Regelschaar  [Aq  +  k  Ai  =0]  A2  +  k  A^=zO] 
hat  mit  jeder  Geraden  2  Punkte  gemein  und  kann  die  letztere  also  dar- 
gestellt werden  durch  ^  ^  +  A  ^  2  =  ^  >  ebenso  hat  der  Strahlenbüschel 
2.  Ordnung  [Aq  +  k  A^  =0\  A^  +  kA2=^0]  mit  jeder  Graden  einen 
Punkt  gemein,  so  dass  also  die  letztere  durch  ^2  +  A^3  =  0  repräsentirt 
werden  darf.  Im  andern  Fall  für  Gleichungen  zwischen  Punktcoordi- 
naten  sind  offenbar  dieselben  vereinfachenden  Voraussetzungen  gestaltet, 
und  wir  erhalten  daher  die  Curve  3.  Ordnung  selbst  als  Erzeugniss  von 
einer  Regelschaar  und  einem  dazu  projecti vischen  Ebenenbüschel,  oder 
als  solches  von  einer  Kegelfläche  und  einem  zu  derselben  coUinearen 
Ebenenbüschel.  Wir  können  daher  die  Raumcurve  3.  Ordnung  in  all- 
gemeinster Weise  durch  die  vorher  geschriebenen  Gleichungen 

(11)       A,  +  A^,=0;  B,  +  A^^=0;  Co  +  kC,=0 
analytisch   ausdrücken   und  bestätigen  dies  noch   folgendermassen.     Eli- 
minirt  man  aus  je  2  dieser  Gleichungen  A,  so  erhält  man 

^0»    ^0 


und 


A^y     B^ 


=  A^  B^  -  A,  B,  =  0 


*)  Vgl.  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal.  VII.  pag«  171« 
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^0»     ^0 


z=z  A^^  C^  —  ^1  6'ü  —  0 


die  Gleichungen  von  zwei  Hyperboloiden,  welche  eine  Gerade,  die 
Schnittlinie  der  Ebenen  AqZ=0  und  ^,  =0,  gemein  haben;  da  nun 
ihr  vollständiger  Durchschnitt  vom  4.  Grad  ist,  so  muss  er  aus  jener 
Geraden  und  einer  liaumcurve  3.  Ordnung  bestehen.  In  gleicher  Weise 
kann  man  auch  aus  dem  einfacheren  System 

Üq—  X  üi=0',   ü^—  X  U.^  =  0;   f/2  -  A  ^3  =  0, 

welches  unsere  Kaumcurve  darstellt,  Gleichungen  von  Flächen  2.  Grades 
herleiten,  die  sich  in  einer  Geraden  und  der  Curve  schneiden,  nämlich 
die  eines  einfachen  Hyperboloids: 

U,  ü,  -  U,  U,  =  0 
und  die  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades: 

(//-  -  [/o  ^2  =  0;    ^./-—  ^i^a^^- 
Wegen  dieses  Auftretens  der  Kaumcurve   3.  Ordnung  als  Schnitt  von   2 
Kegeln,  die  einen  gemeinsamen  Strahl  haben,  wollen  wir  sie  in  Zukunft 
kurz  einen  cubischen  Kegelschnitt  nennen. 

Das  System  (11)  gibt  noch  eine  andere  Erzeugung  der  Raumcurven 
3.  Ordnung  durch  projectivische  Gebilde  an  die  Hand;  betrachtet  man 
nämlich  von  den  Gleichungen  desselben  jede  für  sich,  so  stellen  sie  je 
nach  der  Interpretation  3  projectivische  Ebencnbüschel,  resp.  Punktreihen 
dar,  jeder  3  entsprechenden  Ebenen  der  3  Büschel  gemeinsame  Punkt 
gehört  dann  einer  bestimmten  Kaumcurve  3.  Ordnung  an  und  jede  durch 
3  entsprechende  Punkte  der  geraden  Gebilde  bestimmte  Ebene  oscii- 
lirt  eine  solche.  Man  hat  daher  die  folgenden  Sätze,  welche  die  Ana- 
logie zwischen  ebenen  und  cubischen  Kegelschnitten  noch  von  einer 
andern  Seite  beleuchten: 

Der  Ort  des  Durchschnittspunkts  von  je  3  entsprechenden  Ebenen 
dreier  projectivischer  Ebenenbüschel  ist  eine  Kaumcurve  3.  Ordnung 
und 

Die  Verbindungsebenen  von  je  3  entsprechenden  Punkten  dreier 
projecti vischen  geraden  Gebilde  erzeugen  eine  abwickelbare  Fläche, 
deren  Wendecurve  eine  Kaumcurve  3.  Ordnung  ist,  die  daher  von 
jenen  Ebenen  osculirt  wird. 

Vermöge  der  verschiedenen  Modificationen ,  durch  welche  man  die 
projectivische  Beziehung  von  3  Gebilden  vermitteln  kann,  geben  sie 
Veranlassung  zu  einer  Menge  von  interessanten  Sätzen,  von  denen  wir 
hier  nur  einige  herausheben  wollen;  z.  B. 

Wenn  drei  Flächenwinkel  sich  um  ihre  als  fest  angenommene 
Xanten  dergestalt  dreVien ,  dasa  die  Durchschnittspunkte  dreier 
Seitenflächen    von    ilinen    imm^iT    okjl^    ^wi^x    ^^^^^x^^w  ^^t^^^K^ 
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liegen,  so  erzeugt  der  Durcbschnittspankt  der  3  andern  Seitenflächen 
einen  cubiscben  Kegelschnitt,  der  jene  3  Kanten  zu  Sehnen  hat. 
Es   ist  dieser  Satz  analog  dem  bekannten  Newton^schen  über  die  orga- 
nische Erzeugung  der  Kegelschnitte  in  der  Planimetrie: 

Wenn  2  Winkel  von  constanter  Grösse  sich  um  ihre  Scheitel  so 
drehen,  dass  der  Durchschnittspunkt  zweier  ihrer  Schenkel  eine 
Gerade  durchläuft,  so  beschreibt  der  Schnittpunkt  der  beiden  an* 
dem  Schenkel  einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  als  fest  angenom- 
menen Scheitel  jener  Winkel  geht. 
Ein  anderer  Satz  über  die  Beschreibung  von  Kegelschnitten  (Theorem 
von  Maclaurin  und  Braikenridge) : 

Wenn  sich  3  Seiten  eines  Dreiecks  von  veränderlicher  Gestalt  um 
3  feste  Punkte  drehen  und  dabei  2  Ecken  desselben  2  feste  Ge- 
rade durchlaufen,  so  beschreibt  die  dritte  Ecke  einen  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  beiden  Punkte  geht,  um  welche  sich  die  dieser 
Ecke  anliegenden  Seiten  drehen, 
gibt  Veranlassung  zu  den  folgenden  für  cubische  Kegelschnitte: 

Wenn  die    4  Seitenflächen   eines  Tetraeders    durch    feste  gerade 
Linien  gehen   und  3  seiner  Ecken   sich   in   festen  geraden  Linien 
bewegen,    so  ist  der  Ort   der  letzton  Ecke    ein  cubischer  Kegel- 
schnitt 
und 

Wenn  man  durch  die  Schnittlinien  einer  sich  um  eine  feste  Achse 
drehenden  Ebene  mit  3  festen  Ebenen  und  drei  feste  Punkte 
Ebenen  legt ,  so  schneiden  sich  die  letztern  auf  einem  cubischen 
Kegelschnitt. 
Verallgemeinerungen  des  reciproken  Hauptsatzes  sind  beispielsweise 
folgende: 

Wenn  die  vier  Eckpunkte  eines  Tetraeders  4  feste  Gerade  durch- 
laufen, während  drei  seiner  Seitenflächen  durch  feste  Gerade  gehen, 
so    beschreibt    die    4.  Seitenfläche    eine    abwickelbare   Oberfläche, 
deren  Wendecurve  ein  cubischer  Kegelschnitt  ist, 
und: 

Wenn  die  Spitze  eines  körperlichen  Dreiecks  eine  Gerade  durch- 
läuft, während  sich  seine  Kanten  um  feste  Punkte  drehen,  so  be- 
stimmen die  Punkte,  in  welchen  3  feste  Ebenen  von  jenen  Kanten 
getroffen  werden,  eine  Ebene,  welche  einen  cubischen  Kegelschnitt 
osculirt,  mithin  in  ihren  successiven  Lagen  die  Tangentenfläche  des- 
selben erzeugt, 
u.  s.  w.,  u.  s.  w. 
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Drittes  Capitel. 

Die  im  ersten  Capitel  gefundene  Gleichung  (3*)  und  ihr  daselbst 
gegebener  Ausdruck  als  Satz  führt  unmittelbar  darauf  hin,  statt  des  bis- 
her angewandten  rechtwinkligen  Coordinatensystems  unsere  Raumcorve 
auf  ein  tetraedrisches  Coordinatensystem  zu  beziehen,  worin  bekannt- 
lich die  Coordinaten  eines  Punkts  definirt  werden  als  seine  Entfernungen 
von  den  4  Seitenebenen  eines  Tetraeders,  sodass  zwar  drei  davon  zur 
Fixirung  des  Punkts  schon  ausreichen,  und  nur  die  Verhältnisse  der  4 
benutzten  von  einander  unabhängig  sind,  und  dessen  Hauptvorzug  in 
der  Homogeneität  der  auf  es*  bezüglichen  Gleichungen  besteht.  Die  all- 
gemeinen Symbolgleichungen  des  ersten  Capitels  behalten  selbstverständ- 
lich für  ein  solches  System  ihre  Gültigkeit,  und  werden  sich  für  die 
Raumcurve  3.  Ordnung,  wobei  sich  die  Ebenen  Uq  =  0,  l/j=:0,  1/2  =  0, 
{^3  =  0  naturgemäss  als  Fundamentalebenen  ergeben,  ausser  dem  schon 
erwähnten  Vorzug  der  Homogeneität  der  Gleichungen,  sogleich  noch  ver- 
schiedene andere  Vortheile  herausstellen. 

untersuchen  wir  zunächst,  in  welcher  Beziehung  die  Fundamental- 
ebenen zur  Curve  stehen ;  die  Gleichungen  Uq  =0  und  1/3  =  0  ergeben 
sich  aus  der  Gleichung  (10)  einer  Osculationsebene  für  die  Werthe 
A  =  0  und  A  =  00  des  Parameters ;  für  dieselben  Werthe  erhält  man 
aus  den  Gleichungen  (6)  l/,  =  0  und  U 2=^0  ah  Gleichungen  von 
Tangentenebenen  der  Curve,  sodass  dieselbe  also  durch  die  Ecken 
0  12  und  12  3  des  Fundamentaltetraeders  geht,  und  in  der  ersteren 
die  Ebene  17q  =  0  osculirt  und  die  Ebene  U^=0  berührt,  während  sie 
in  der  andern  die  Ebene  i^g  =  0  osculirt  und  die  Ebene  iJj  =  0  tan- 
girt.  Mit  Rücksicht  hierauf  lässt  sich  dann  auch  der  am  Schluss  des 
ersten  Capitels  gegebene  Satz  noch  etwas  specialisiren. 

Wir  werden  im  Folgenden  immer  die  Gleichungen  der  Fundamen- 
talebenen Üq  =  0,  üi=  0,  1/2=0,  ^3  =  0  als  in  der  Normalform 
gegeben  voraussetzen ,  so  dass  durch  Substitution  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  ^,  1/,  ?  eines  Punkts  in  dieselben  die  tetraedrischen  Coor- 
dinaten desselben  unmittelbar  ausgedrückt  werden  durch 

Es  seien  nun  Xq  :  Xi  :  X2  i  x^  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts 
im  Raum,  dann  werden  die  Parameter  co  von  Punkten  unseres  cubischen 
Kegelschnitts  (3*),  deren  Schmiegungsebenen  durch  jenen  Punkt  hin- 
durchgehen, gefunden  aus  der  Gleichung  (10),  welche  dann  die  Form 

a?,,  —  3  x,  w  +  3  Xg  co^  —  .Tg  ö)-'  =  0 
annimmt^   and  erkennt  man  darin,  dass   dieser  Gleichung  3  reelle  oder 
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imaginäre  Werthe   von    oo    genügen  ^    zunächst    den    Beweis    des    schon 
früher  gegebenen  Satzes: 

Die  Raumcurve  3.  Ordnung  ist  auch  von  der  dritten  Classe,  d.  h. 

es    sind    von  jedem  Punkte    des  Raumes  3  Osculationsebenen  an 

sie  möglich. 
Nimmt  man  nun  an,   die  3  sich  aus  jener  Gleichung  ergebenden  Para- 
mcterwerthe    seien   reell    und    bezeichnet    sie    mit   g)|,  CO2,   003,    so  er- 
hält man 

^0  —  («»1  +  «2  +  "3)   ^1   +  ("1  "2  +  »i  ©3  +  (»2  «3)   ^2  — 

Wj  (O2W3  ^3  =  0 
als  Gleichung    der    durch    die  3  Curvenpunkte    möglichen  Ebene,    und 
kann  dieselbe  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  den  Coefficienten  einer  al- 
gebraischen Gleichung  und  ihren  Wurzeln  stattfindenden  bekannten  Re- 
lationen schreiben 

^3   ^0  "~  »'''^0   ^3+3  (^1    ^2  ■"  ^2    ^1)  =  ^' 

welche  letztere  offenbar  befriedigt  wird  durch  die  Coordinatenwerthe 

Üq  :  ü^  :  U2  i  ü^  =  Xf^  :  Xi  :  x^  :  arg, 
d.  h.  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punkts.     Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Osculationsebenen  von  drei  beliebigen  Punkten  eines  cubischen 
Kegelschnitts  schneiden    sich    in  einem  Punkt,    der    mit  ihnen  in 
einer  Ebene  liegt. 
Als  Coordinaten  des  Schnittpunkts  von  3  Osculationsebenen  in  den 
Punkten    00  j,    00  2  ?    ^'^    erhält   man    mit  Rücksicht    auf   das  Vorige    un- 
mittelbar 
i/o  :   i^i  :   f72  •   ^3   =  3  0)1  ©2   CO3  :  (w,  W2   -f  w ,  w  3  +  ©2  ^3)  • 
(wi  +  «»2  +  «»3)  •  3» 
und  findet  auch  umgekehrt,  wenn 

[/o  -  A  [7,  +  ^  t/2  -  V  f73  =  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  ist,   dass   sich  in  dem  in  ihr  ge- 
legenen Punkte 

27o  :  ^1  :  ^2  •  ^3  =  3  V  :  fi  :  A  :  3 

drei  Osculationsebenen  der  Curve  schneiden,  nämlich  die  der  3  Punkte, 
welche  jene  Ebene  mit  der  Curve  gemein  hat. 

Es  wird  vortheilhaft  sein,  einige  vorher  mit  der  Curve  in  Verbin- 
dung gebrachten  Geraden  und  Ebenen  in  dem  neuen  Coordinatensystem 
in  der  Weise  auszudrücken,  dass  man  ihre  oben  aufgestellten  Gleichungen 
mit  Einführung  von  unbestimmten  Constanten  durch  aequivalente  Systeme 
ersetzt,  welche  unmittelbar  die  tetraedrischen  Coordinatenwerthe  der 
jenen  Geraden  und  Ebenen  angehörigen  Punkte  geben.  Wir  finden 
auf  diese  Weise  als  Coordinaten  von  Punkten  auf  der  durch  die  Cur- 
venpunkte Q>  und  O  gehenden  Secante  die  AuftdtüdL<^\ 
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(5')       ü^:  U^i  U^:  ü^t=^\(<o  +  9)^  -  (od]l  —  {(o  +  ^)  a&  : 
(w  +  ^)  /  —  w  ^  :  /  :  1, 

woraus  für  Punkte  der  durch  o  gehenden  Taugente 

(6*)      ÜqiUi:  ü^i  U.^  =  S<o'n  -  2(0^:2  toi  — (o^  :i  :1 
hervorgeht;    ebenso  ergibt  sich  für    die  der  Osculationsebene  am  Punkt 
d"  angehörigen  Punkte 

(10*)        Üq:  U^:ü^:  ü:i=zS^m  -  3d^'^n  +  ^^  :m:n  :1. 
Die  Coordinatenwerthe  (5*)  liefern  mit  den  Coordinaten  o^q  :  a:,  :  ar^:  X;, 
eines  beliebigen  Punkts  verglichen  durch  Auflösung  der  Gleichungen: 
[{(0  +  &)'  -  a}^]l  —  {tu  +  &)  (o^:  {a  +  ^)  l  —  a>d'  :  l  :  1   = 

Xq  :  X i  1X2'-  ^3 
nur  ein  System  Werthe  für  /,  ©  und  -^j  nämlich 

•  I ^ 2 .  ^^  I  A ^1  ^2  "~  ^0  ^3 .    ^,0.  ^  1  *        '^0  ^2 

l  =  —  5  G)  -f-  V  :=  5 5     (0    V r, ■ — 

X  ^  2        ""*        1   •'^  3  X  '2  *   "^   *^  \   *^  '\ 

und  damit  den  Beweis  von  folgendem  Satz: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  geht  nur  eine  Sehne 
einer  Raumcurve  3.  Ordnung,  d.  h.  es  ist  durch  ihn  nur  eine  Ge- 
rade möglich,  welche  der  Curve  in  2  Punkten  begegnet. 

Durch    Einsetzen    der    obigen   Werthe    von    a  +  ^    und    o  *&   in    die 

Gleichungen 
ü^,  —  {(o  +  d)  Ui  +  (0  d^  U2  =  0]   ü^  -  (w  +  {>)  r/^  +  0)  o  u.^  =  o 

der  durch  die  Curvenpunkte  co  uud  -O*  gehenden  Secaute  erhält  man 

(x^'  —  o:,  x.^)  ü^^  —  {x ^  x^  —  x«  a:.j)  U^  +  (o:,*^  -  .r^,  x.,)  ü.y  =  O 
(x./  —  Xj  0:3)  Z/j  —  [x^  x.^  —  x^^  x.^)  ü^  +  (^'i    —  Xq  a'2)  r/3  =  O 

als  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  Xq  :  x^  :  X2  i  oc^  möglichen  Sehne 
unserer  Curve.  Die  Werthe  von  w  und  -ö*  findet  man  in  bekannter 
Weise  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  und  können  sie  da- 
her sowohl  reell  als  auch  imaginär  sein;  bildet  man  die  Bedingung 

,     C^I^2  •^0^3)  ^  \*^2  •*'!   ^3)  (•^'1  '''0  ^3)  ^^^  ^» 

unter  welcher  jene  quadratische  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 
so  sind  von  den  Punkten,  deren  Coordinaten  ihr  genügen,  Tangenten 
an  die  Curve  möglich,  und  liegen  dieselben  daher  in  der  Tangenten- 
fläche der  Curve,  mit  deren  Gleichung  auch  die  vorstehende  Bedingungs- 
gleichung übereinstimmt.  Reciprok  zu  dem  eben  gegebenen  Satz  ist 
der  folgende: 

In  jeder  Ebene  schneiden   sich  zwei  Osculationsebenen  der  Raum- 
curve 3.  Ordnung. 
Wir  werden  später  bei  der  ausführlichen  Untersuchung  der  durch  cubische 
Kegelschnitte  bedingten  RecipToc\\Ä\Ä^^i\xä\Vxv\^Ä^  vcci  ^«.m\el  die  Gleichun- 
gen  jener  Schnittlinie  für  eine  beÄÜmm\.e  lL\iCÄ^  ^w.^^\,^«o.. 
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Durch  Gleichsetzen  der  Werthe  (6*)  mit  Coordinaten  Xq  +  k  i/q  : 
Xi  +kyi:x2+ky2'^3'\'^ys  eines  der  Verbindungslinie  der 
Punkte  X  xind  y  angehörenden  Punkts  lassen  sich  im  allgemeinen  4 
zusammengehörige  Systeme  von  Werthcn  für  o),  /  und  k  bestimmen; 
man  findet  nämlich  zur  Bestimmung  von  o)  die  biquadratische  Gleichung: 

«*  (^2  ^3  -  ^3  y?)  ^  2  ©3  (a;^  ^3  ^  arg  y,)  +  co-  [^o  ^3  —  ^3  ^o  — 
^  (^2^1  —  ^1  ^i)]  —  2  w  (0:2^0  —  ^0  Vi)  +  (^0  yi  —  ^!  yo)  =  ^ 
während  sich  k  und  /  aus  den  linearen  Gleichungen 

X:  =  -_  *^^  ^3  "~~  2  0)  3:2  +  x^  ^       __   ^2  +  ^  y  2 

0)2  ^3  —  2 ©^2  +  yi'  ^3+^^*y3 

ergeben  und  erkennt  darin  den  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  gibt  es  immer  4  Punkte,  von  denen 
aus  Tangenten  an  einen  gegebenen  cubischen  Kegelschnitt  gezogen 
werden    können;    d.    h.    die  Eaumcurven    3.  Ordnung    sind    vom 
4.  Rang. 
Dieser  Satz,  welcher  sich   auch  leicht   aus    den  früher  angegebenen  Be- 
ziehungen   zwischen    einer  Raumcurve    und    ihrer   Keciprokalfläche  ver- 
mittelst der  Bemerkung,    dass  die  letztere  für  den  cubischen  Kegelschnitt 
mit  seiner  Tangentenfiäche   identisch,   also  vom  4.  Grade  ist,    herleiten 
lässt,  lautet  kürzer  ausgedrückt: 

Jede  Gerade  begegnet  4  Tangenten  der  Raumcurve  3.  Ordnung. 
Als  speciello  Fälle  verdienen  hierbei  hervorgehoben  zu  werden  fol- 
gende: wenn  jene  Gerade  die  Curve  in  einem  Punkte  schneidet,  so  be- 
gegnet sie  ausser  der  Tangente  dieses  Punkts  nur  noch  zweien  andern 
Tangenten  der  Curve  und  wenn  sie  zwei  Punkte  mit  der  Curve  gemein 
hat,  also  eine  Sehne  derselben  ist,  so  wird  sie  nur  von  den  beiden 
Tangenten  in  jenen  Punkten  geschnitten.  Es  geht  nämlich  die  obige 
Bestimmungsgloichung  für  o),  wenn  darin 

x^)  :  x^:  x.^  :  a:.,  =  -O^  :  -^'^  :  O  :  1 
gesetzt  wird,  über  in 

worin  der  erste  Factor  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so   dass  also  zwei 
ilircr  Wurzelwerthe  =  "O*  sind;  wird  dann  ferner  angenommen 

yo'yi'!/2-  y:i  =  ^^  :  A"  :  A  :  l, 
so  wird  mit  Hinweglassung  dos  Factors  («ö*  —  A)  auch  der  zweite  Factor 
ein  vollständiges  Quadrat,  nämlich  das  von  (w  —  A).    Es  folgt  aus  die- 
sen Eigenschaften,    dass    keine    2   Tangenten    eines    cubischen    Kegel- 
schnittes in   derselben  Ebene  liegen,   und    dann   mit  Rllck^vtVÄ.  \v\rx^»S.^ 
dass,  wenn  4  beliebige  Tangenten  einoT 'RaumcutN^  ^.Ox^-öäw.^  ^Ö^^^'^'^ 
sind,  immer  2  Gerade   existiren,   welche  lYmeu  «XVcul  ^«t^^J^  X^^^^^C^'^'^*^ 
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weil  nämlich  das  durch  3  von  ihnen  bestimmte  geradlinige  Hyperboloid 
die  vierte  derselben  in  2  Punkten  schneidet. 

Durch  Vergleichung  der  Ausdrücke  (6*)  und  (10*)  erhält  man 
Uq  :  ü  ^  :  Ü2  :  ü^  =  3  o)  ^  ^  :  (o  {2  ^  +  (o)  :  ^  +  2  (o  :  3 
als  Coordinaten  des  Punkts,  in  welchem  die  Osculationsebene  am  Punkt 
d'  von  der  Tangente  am  Punkt  co  getroffen  wird ;  die  Gleichungen  von 
4  Ebenen,  die  durch  eine  feste  Achse  £^,  =  [72  =  0  und  die  4  Punkte, 
in  welchen  die  Tangente  des  Punkts  co  die  Osculations ebenen  der  resp. 
Punkte  £|,  ^2,  £3,  €4  trifft,  hin  durchgehen,  werden  daher  erhalten,  wenn 
man  €),  eji  ^3*  ^4  nacheinander  in  die  Gleichung 

w  (2  ^1  —  w  f/j)  —  «^  (2  (0  ^2  —  üi)  =  0 
an  Stelle  von  d^  substituirt.     Das  anharmonische  Verhältniss  von  diesen 
4  Ebenen  und  mithin  auch  das  der  4  Punkte  auf  der  Tangente,   durch 
die  sie  hindurchgehen,  ist 


«2        «3       £2  "~  ^i 
also  von  q>,  d.  h.  von  der  Lage  der  Tangente  ganz  unabhängig.     Dies 
beweist  den  Satz: 

Jede  Tangente  eines  cubischen  Kegelschnittes   wird  von  4  festen 
Osculationsebenen  desselben   in  Punkten   von  constantem  Doppcl- 
verhältniss  getroffen. 
Aus   der    Theorie    der    ebenen  Kegelschnitte    ist    ihm    analog    der    be- 
kannte Satz : 

Jede  Tangente   eines  Kegelschnitts  wird  von  4   festen  Tangenten 
desselben  in  Punkten  von  constantem  anharmonischen  Verhältniss 
geschnitten. 
Wie   nun   diesem    Satz   der    Planimetrie   dualistisch   gegenübersteht    der 
andere : 

Jeder  Punkt  eines  Kegelschnitts  liefert  mit  4  festen  Punkten  des- 
selben   verbunden    ein  Büschel    von    4  Strahlen,    deren  anharmo- 
nisches Verhältniss  constant  ist, 
so    gilt    auch    für    die  Eaumcurven   3.  Ordnung   als  reciproker  Satz  der 
folgende : 

Das   anharmonische  Verhältniss  von  4  Ebenen,    die  durch  4  feste 
Punkte   und    eine  beliebige  Sehne    eines    cubischen    Kegelschnitts 
gehen,  ist  constant, 
dessen  Beweis   sich   sehr  einfach    ergiebt;   denn   schreibt  man  die  Glei- 
chung  (9)    einer   durch   die  Punkte    w,  '^,  A  der  Raumcurve  gehenden 
Ebene  in  folgender  Weise: 

Üq  —  ((o  +  &)  üi  +  <od^  ü^  —  l[Ui  "  {w  +  d')  ^2  +  ®  ^  ^3]  =  0, 
so  stellt  sie  für  A  =  £  j ,  £  2 ,  «3)^4  4^^  ^^öä^^  ^^x  4^  ^\i^\iciii  dar,  welche 
durch  die  Sehne 
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U^^^{(o  +  d^)  ü^  +  (ä^  U.^  =  0',   U^  —  {m  +  ^)  U^  +  <o&  U^  =  0 

und   die   vier  Punkte  f,,  fj»  ^3»  ^4  hindurchgehen   und  das  Doppclver- 
hältuiss 


€i  —  Bi        fi  —  € 


«2  «3  ^2  ^4 

ist  dann  von  o  und  <(>  ganz  unabhängig.  Gibt  man  demselben  die  Be- 
nennung „  an  harmonisch  es  Verhältniss  von  4  Punkten  des  cubischen 
Kegelschnitts"  und  dem  im  reciproken  Satz  vorkommenden  „anharmo- 
nisches Verhältniss  von  4  Osculationsebenen  des  cubischen  Kegel- 
schnitts," so  erhält  man  den  wichtigen  Satz: 

Das  auharmonische  Verhältniss  von  4  Osculationsebenen  eines 
cubischen  Kegelschnitts  ist  gleich  dem  anharmonischen  Verhältniss 
ihrer  Berührungspunkte 
und  bilden  daher  die  Osculationsebenen  einer  Ranmcnrve  3.  Ordnung 
eine  zu  der  von  ihren  Berührungspunkten  gebildeten  Figur  correlative  *) 
Figur;  eine  Beziehung,  die  wir  später  aus  einem  allgemeinern  Gesichts- 
punkt noch  ausführlich  zu  erörtern  haben  und  worin  sich  wieder  die 
schon  öfters  betonte  Eigenschaft  des  cubischen  Kegelschnitts,  wie  der 
ebene  Kegelschnitt  sich  selbst  reciprok  zu  sein  in  bemerkenswerther 
Weise  kundgibt.  Der  vorletzte  Satz  gilt  auch  noch,  wenn  die  darin 
vorkommende  Sehne  in  eine  Tangente  übergeht;  er  heisst  dann: 

Das  anharmonische  Verhältniss  von  4  Ebenen,  welche  durch  4  feste 
Punkte  eines  cubischen  Kegelschnitts  und  eine  beliebige  Tangente 
desselben  gehn,  ist  constant. 
Ein    anderer    Ausdruck    desselben,    resp.    des    allgemeinen    Satzes    ist 
folgender: 

Wenn  sich  um  2  feste  Tangenten  (resp.  Sehnen)  eines  cubischen 
Kegelschnitts  Ebenen  in  der  Weise  drehen,  dass  ihre  Schnittlinie 
immer  der  Cnrve  begegnet,  so  bilden  sie  in  ihren  successiven 
Lagen  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  und  beschreibt  daher 
jene  Schnittlinie  ein  geradliniges  Hyperboloid,  welches  durch  den 
cubischen  Kegelschnitt  geht. 
Wir  schliessen  an  ihn  seiner  Aehnlichkeit  wegen  den  folgenden: 
Wenn  sich  um  eine  Gerade,  die  einen  Punkt  mit  einem  cubischen 
Kegelschnitt  gemein  hat,  eine  Ebene  dreht,  so  beschreibt  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte,  in  welchen  diese  Ebene  die 
Curve  trifft,  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  auch  durch  die 
Curve  geht. 


1)    Vergl.  Chasles,    Geschichte   der  Geometrie.    Deutsch  von  Sohncke  p.  263, 
oder  auch  Chasles,  trait^  de  g^om.  snp^r.    Chap.  XXVI. 
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Die  Gerade,  welche  der  Curve  im  Punkt  -^  begegnet,  wird  nämlich  dar- 
gestellt durch  die  Gleichungen: 

Uo  —  ^  üi—hiU^  —  ^  ü^)  =  0',     U^^^  ü^—k  {ü^  —  &  U^)  =  0, 
eine  um  sie  rotirende  Ebene  also  durch 

U^-&U,-  (Ä  +  /)  (ü^  +^ü,)  +  kl  {U.,  -  ^  U,,)  =  0, 
worin  /  die  die  Lage  der  Ebene  bestimmende  Constante  ist.    Die  Para- 
meter der  beiden  andern  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  der  Curve  er- 
hält man  aus  der  durch  Einsetzen  von 

U^,:  ü^i  U^:  U^  =  ai^:a^:G}:l 
in  die  obige  Gleichung  resultirenden  quadratischen  Gleichung 

w'^  ~  (Ä  +  /)  CO  +  A:/=0, 
sodass   also   in   Folge   der   zwischen    den    Coefficienten    einer  Gleichung 
und  ihren  Wurzeln  stattfindenden  Relationen  die  Verbindungslinie  jener 
Punkte  dargestellt  ist  durch  die  Gleichungen 

Uq  —  {h  +1)  U^  +  kl  U^  =  0',    U^-  {h  +  l)  U^  +  kl  U.^  =  0. 
Eliminirt  man  aus  denselben  /,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

(^0  -  Ä  ^0  {U,  -  k  u,)  -  (r/,  -  h  U,)  {U,  ^kU,)  =  0 
des  von  der  Geraden  beschriebenen  einfachen  Hyperboloids. 

Die  vorher  angegebenen  beiden  Fundamentalsätze  über  die  anhar- 
monische Eigenschaft  von  4  Punkten,  resp.  4  Tangenten  eines  ebenen 
Kegelschnittes  finden  für  cubische  Kegelschnitte  noch  weitere  Analogien, 
zunächst  eine,  welche  sich  ausspricht  in  der  im  vorhergehenden  Capitel 
ausführlich  erörterten  Erzeugung  der  Kaumcurve  3.  Ordnung  vermittelst 
dreier  projectivischer  Grundgebilde  und  den  sich  daran  schliesscnden, 
der  Newton'schen  organischen  Beschreibung  der  Kegelschnitte  analogen 
Sätzen,  auf  die  wir  daher  nur  hinweisen  wollen,  dann  eine  andere, 
welche  im  Zusammenhang  steht  mit  der  früher  gleichfalls  schon  gefun- 
denen Erzeugung  des  eubisehen  Kegelschnittes  durch  projectivische 
Strahlenbündel  und  projectivische  Ebenen.  Man  hat  nämlich  folgende 
Sätze: 

Die  Verbindungslinien  von  zwei  festen  Punkten  einer  Raumcurve 
3.  Ordnung  mit  allen  übrigen  Curvenpunkten  gehören  zweien 
projectivischen  Strahlenbündeln  anj  oder  die  Verbindungslinien 
von  4  festen  Curvenpunkten  mit  zwei  beliebigen  andern  bestimmen 
zwei  coUineare  Strahlenbündel, 
und  als  reciprok  entgegenstehenden: 

Vier  feste  Osculationsebenen  einer  Raumcurve  3.  Ordnung  bestim- 
men in   zwei   andern  solchen    coUineare    ebene  Systeme,    nämlich 
durch  4  Paare  entsprechender  Geraden. 
Die  -Beweise    ergeben    sicVi   \\nm\lV.^\\iÄ.t    «lV3ä   d^w  Gleichungen    der 
VerbindungS'^   resp.  SchnitÜimen  votv  ^  YwiM^xv,  x^^^.^Xi^T^^\^  «^  ^^\ 
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V, 

— 

G)   Ui 

— 

OCi 

u. 

— 

G)    ü^ 

OOi 

ü. 



^  ü^ 

X 

^1 

— 

^U, 

— 

X 

-^  mit  den  übrigen  Carvenpunkten,  resp.  Oaculatiousebenen  a:,, 
nämlich 

(»2  —  0»  t^s)  =  0;  ^„  =  1,  2  .  .  .J 
und 

(^2  -  ^  «^3)  =  0;   [„  =,  1,  2  .  .  .] 

wenn  man  die  im  vorhergehenden  Capitel  angegebene  analytische  Dar- 
stellung projectivischer  Strahlcnbündel  und  collinearer  ebener  Systeme 
berücksichtigt. 

In  Anschluss  an   diese  Sätze  geben  wir  zunächst  den  Beweis  von 
folgendem : 

Die  Verbindungslinien  eines  beliebigen  Punkts  auf  einen  cubischen 
Kegelschnitt  mit  allen  übrigen  Curvenpunkten  bilden    eine  Kegel- 
fläche zweiten  Grades. 
Die  Gleichung 

(^0  -  ^  ^1)  (^2  —  ^  ^3)  -  (^,  -  -^  ^^2)  '  =  0 
derselben   ergibt  sich   einfach   durch  Elimination   des  Parameters  o  aus 
don  Gleichungen 

^0  —  (ö>  4--^)  ^,  +  CO -^  r/j  ^-  0;   t/,  —  (w  +  '^)  t/.^  +  w  -^  [73  =  0 

der  durch  00  und  <&  gehenden  Secante.  Das  hiezu  reciproke  Theorem, 
welches  wir  später  besonders  beweisen  werden,  heisst: 

Jede  Osculationsebene  eines  cubischen  Kegelschnitts  wird  von 
allen  übrigen  Osculationsebenen  in  Geraden  geschnitten,  die  sämmt- 
lich  einen  bestimmten  Kegelschnitt  tangiren. 

Der  erstere  dieser  beiden  Sätze  lässt  erkennen,  dass  6  Punkte  zur 
vollständigen  Bestimmung  eines  cubischen  Kegelschnittes  genügen,  in- 
dem durch  Verbindung  von  irgend  zweien  davon  mit  den  jedesmaligen 
fünf  übrigen  2  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt  werden,  welche  einen 
gemeinsamen  Strahl  haben  und  sich  daher  in  einer  Raumcurve  3.  Ord- 
nung schneiden.  Ohne  vor  der  Hand  weiter  hierauf  einzugehen,  leiten 
wir  zunächst  aus  demselben  Satze  vermittelst  des  bekannten  Theorems 
vom  PascaVschen  Sechseck,  welches  ein  Kriterium  enthält,  ob  6  Punkte 
einer  Ebene  einem  Kegelschnitt  angehören,  ein  ebensolches  dafür  ab, 
0)3  7  Punkte  des  Eaumes  auf  einer  Raumcurve  3.  Ordnung  liegen.  An- 
genommen, es  seien  1,  2  ...  7  Punkte  einer  solchen,  so  sind  nach  dem 
Vorigen  die  Verbindungslinien  eines  derselben,  etwa  des  Punkts  7  mit 
den  übrigen,  6  Strahlen  eines  Kegels  2.  Grades;  eine  beliebige  Ebene 
wird  daher  von  denselben  in  den  auf  einem  Kegelschnitt  ^^Aä^^k^^xs. 
Punkten  [1],  [2]  .  .  .  [6J  getroffen  und  es  Wegen  \w  ^excv  ^\xxOs\  ^nrä^^'k^ 
hestimmten  Sechseck  die  Schnittpunkte  von  ^e  emem  V«äx  ^^5^«^^«>^»^'^> 
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wie  [1],  [2]  und  [4],  [5]  u.  s.  w.  auf  einer  Geraden;  denkt  man  sich 
nun  die  durch  den  Punkt  7  und  jene  Geraden  bestimmten  Ebenen,  so 
erkennt  man  sofort,  dass  die  Schnittlinien  der  Ebenen  [7  12,  7  4  5], 
[7  2  3,  7  5  6],  [7  3  4,  7  6  1]  in  einer  Ebene  liegen.  Dieses  Besultat 
lässt  sich  folgendermassen  tibersichtlicher  aussprechen: 

In   dem  durch  7  Punkte  einer  Raumcurve   3.  Ordnung  gebildeten 

unebenen  Siebeneck  treffen  die  Ebenen  217,  17  6,  765  von  den  3 

successiven  Ecken  angehörigen  Winkeln  die  Gegenseiten,  resp.  5  4, 

4  3,   3  2  in  3  Punkten,    welche  in  einer  Ebene  liegen,    die   auch 

durch  den  Scheitel  7  des  mittlem  jener  3  Winkel  geht, 

denn  die  Verbindungslinien  jener  3  Punkte  mit  der  Ecke  7  sind,  wie  eine 

einfache  Ueberlegnug  zeigt,    mit  den   ersterwähnten  Durchschnittslinien 

der  Ebenen   [7  1  2,  7  4  5]   u.  s.  w.  identisch.      Ein   anderer   Ausdruck 

desselben  Satzes  ist  folgender: 

Liegen  7  Punkte  auf  einer  Raumcurve  3.  Ordnung,  so  schneiden 
die  durch  einen  von  ihnen  und  die  Seiten  des  von  den  6  übrigen 
gebildeten  unebenen  Sechsecks  gehenden  Ebenen  die  betreffenden 
Gegenseiten   desselben  in  6  Punkten,    die  auf  einer  durch  jenen 
ersten   gehenden   Ebene    liegen    und    darin   ein    (Brianchon'sches) 
Sechseck  bestimmen ,  indem  ihre  resp.  Verbindungslinien,  die  Dia- 
gonalen desselben,  sich  in  jenem  Punkte  schneiden. 
Die  Umkehrung   dieses  Satzes    ist    die    gesuchte  Bedingung,    unter 
welcher  7  Punkte    auf   einem   cubischen  Kegelschnitt  liegen;    man    hat 
dabei  zu  bedenken,  dass  die  Behauptung  des  umzukehrenden  Satzes  für 
zwei  Ecken  erfüllt  sein  muss,  weil,   wenn  auch   etwa  die  Strahlen  7  1, 
7  2,  ...  76   einem  Kegel  2.  Grades  angehören,    damit   noch   nicht  be- 
dingt ist,  dass  auch  die  Geraden  6  1,  6  2  ...  6  7  auf  einem  ebensolchen 
liegen.      Mit  Rücksicht    hierauf   lautet    dann  die  Umkehrung  folgender- 
maassen : 

Wenn  ein  nicht  ebenes  Siebeneck  so  beschaffen  ist,  dass  die  Ebene 
eines  Winkels    und    die  Ebenen    der    beiden    zunächst   liegenden 
Winkel  die  drei  resp.  Gegenseiten  in  Punkten  treffen,    welche  in 
einer  Ebene   liegen,   die   durch   den    Scheitel   des   ersten  Winkels 
geht,  und  wenn  dasselbe  für  einen  der  sechs  andern  Winkel  statt- 
findet,  so   liegen    die   7  Scheitelpunkte   des  Siebenecks  auf  einem 
cubischen  Kegelschnitt  und  trifft  mithin  die  vorausgesetzte  Eigen- 
schaft bei  allen  Winkeln  des  Siebenecks  ein. 
Einige   weitere  hiermit   im  Zusammenhang  stehende  Eigenschaften, 
sowie  die  sich  darauf  gründenden  Constructionen  und   ein   eigenthüm- 
liche  Analogen  des  PascaFschen  Satzes  werden  wir  später  betrachten  und 
vns  zanächt  gegen  einen  XiitVinm  voi^^liew^  zm  welchem  man  durch  Um- 
kebrung  unserer  obigen  beiden  Ha\xi^\.at^\a^\^v^\.N^x\^\\.%\.  ^^\^^ 
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Es  ist  dies  die  Behauptung  *) ,  dass  der  geometrische  Ort  der  Spitzen  aller 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  durch  6  feste  Raumpunkte  gehen,  die 
durch  jene  Punkte  bestimmte  Raumcurvc  3.  Ordnung  sei  und  dass  die 
Ebenen  aller  Kegelschnitte,  welche  6  feste  Ebenen  berühren,  eine  Regel- 
tiiiche,  deren  Wendecurve  ein  cubischer  Kegelschnitt  ist,  tangiren.  Wir 
beschränken  uns  darauf  zu  zeigen,  dass  im  erstem  Fall  der  fragliche  Ort 
eine  Fläche  ist,  welcher  dann  selbstverständlich  auch  jene  Raumcurve 
angehört. 

Es  seien  1 ,  2  ...  6  die  gegebenen  Raumpunkte  und  werden  ihre 
Coordinaten  mit  den  entsprechenden  Indices  unterschieden,  der  gesuchte 
Schoitel  des  durch  sie  gehenden  Kegels  habe  die  Coordinaten  JT,  Y,  Z\ 
die  Gleichungen  von  4  Ebenen,  welche  durch  den  Punkt  X,  Yy  Z  und  die 
resp.  Gruppen*  1  2;  23;  34;  41  gehen,  sind  dann 


N  = 


X,  F,   Z,  1 

^2'  ^2»  •i»  ^ 
X,     t/f    2,     1 

X,  F,  Z,    1 

•^3»  ^3»  ^3»  ^ 

ar,    y,   r,    1 


=  0;    ^f 


=  0;    Pc 


'    X,   F,   Z, 

I 

!   *^2  '  1^2»  •2» 
•''^3»  y^y  ^3» 

^,  yi  ^, 
X,  F,  z, 

^41  .^41   2"^, 

j  ^  n  y  1 7  ^  1  > 

^,  y,  ^1 


.-0; 


=  0. 


und  repräsentirt  die  Gleichung 

Z^- XM  P  =  0 
jeden  aus  dem  Punkt  JT,    F,  Z  als  Scheitel  durch  die  Kanten 
Z  =  i»f=0;  L  =  P^O]  N=M=0\  ^  =  i>  =  0 

beschriebenen  Kegel  2.  Grades.  Soll  derselbe  auch  durch  den  Punkt 
5  gehen,  so  ergibt  sich  der  betreffende  Werth  von  A  aus  der  vorigen 
Gleichung  durch  Substitution  von  0:5,  y^,  z-  an  die  Stelle  der  laufen- 
den Coordinaten  a:,  y,  r,  nämlich: 


A  = 


Z,  F,  Z,  1 1 

•'^  2»  y  2»  *  2>  ^ ' 

•'*^5»  ys»  *5»  ^  I 


X,   Y,Z,\- 

p 

^3.^3.  «3.1 

. 

*'''4>  ^4'  *l'  1 

>5.  y^.^s.  1 . 

J-,  F.Z,  Ij 
•^2»  y2>  ^2»  ^  I . 

•'*':$»  ys»  *a>  1  j 

^;,i  y.M  -;,»  1  I 


1^,  r,  2,  II 

I  •''^4»  y4»  ^4»  ^  I 

\  •^'  1»  yi»  *!»  1 1 

I  **^:>>  ys»  *.')>  ^  I 


Setzt  man  diesen  Werth  von  X  in  die  vorige  Gleichung  ein  und 
substituirt  dann  a:,.,  yj.,  t^.  an  Stelle  der  darin  vorkommenden  verän- 
derlichen Coordinaten  ar,  y,  r,  so  stellt  das  Resultat 


1)  Vergl.  Chaslcs,   Gesch.   d.   Gcom.     Deutsch   v.  Sohncke.     Note  XXXIII,  2. 
pag.  441, 

ZoiUchr.  r.  Malhcmalik  u.  Physik.    Suppl.  I.  ^ 
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X,  F,   Z,  1 

^5>  ^5»   ^51   ^ 

j-,  r,  z,  1 

^2»  ^2»  ^21   ^ 


j-,  r,  z,  1 

^1»  yi>  ^n  1 

^5»  ^5»  ^5»   ^ 

A',  r,  z,  1 

^3»  ^3»  ^3»  ^ 
^4'  ^4»  ^4>  ^ 
^5»  y h"*  ^5>   ^ 


|A',  Y,2,    li 

•^2»  ^2»  ^2>       ,' 

^6»  y^»  ^6»  ^  I 

Z,  F,  Z,    1 1 

^2»  ^2»  ^2'   ^  , 

^3»y3>^3i  ij 
^6»  ^6»  ^6  »   ^1 


A\  r,  z,  1 1 


I^S»  2/3»  ^3'  1  .  

\^^^y^^  «41  1 

1^6»  y«»  «6»  ^  ; 
;r,  F,  z,  1  j 

■4>  y\y  «4»  1  ,  Q 


'i»yi 


1» 


i^b>  y<j»  «6»  ^ 


einen  durch  die  Punkte  1 ,  2,  .  .  .  6  gehenden  Kegel  2.  Ordnung  dar, 
dessen  Spitze  die  Coordinaten  X^  F,  Z  hat.  Da  vorstehende  Gleichung  in 
Bezug  auf  die  Coordinaten  X^  F,  Z  vom  4.  Grad  ist,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  für  die  fragliche  Kegelspitze  eine  Fläche  4.  Grades,  die,  wie 
aus  der  Form  ihrer  Gleichung  ohne  weiteres  ersichtlich,  eine  Anzahl 
von  geraden  Linien  enthält,  welche  dargestellt  werden  durch  Verglci- 
chung  derjenigen  Systeme  von  den  in  ihrer  Gleichung  enthaltenen 
linearen  Factoren  mit  Null,  deren  gleichzeitiges  Verschwinden  die 
Gleichung  seihst  verschwinden  macht.  Bei  näherem  Eingehen  auf  die 
Untersuchung  dieser  Geraden  finden  sich  davon  im  Ganzen  25,  näm- 
lich die  16  Verhindungslinien  von  je  zweien  der  gegebenen  6  Punkte 
und  ausserdem  die  10  Schnittlinien  der  Paare  von  Ebenen  durch  je  3 
der  gegebenen  Punkte,  welche  sämmtliche  6  Punkte  enthalten^  wie  z.  6. 
die  Ebenen  12  3  und  4  5  6;  oder  124  und  3  5  6  u.  s.  w. 

Wir    beschliessen    dieses   Capitel   mit    Begründung    des    folgenden, 
später  zu  interessanten  Folgerungen  Anlass  gebenden  Satzes : 

Construirt    man    an    einem   Punkt    (a)    eines    cubischen    Kegel- 
schnittes    die    Osculationsebene    und    legt    ausserdem    durch    ihn 
eine  Ebene,    welche    die  Curve    in   einem    andern  Punkte  (6)  be- 
rührt,   so  wird   jede  Sehne  der   Curve,  welche  durch  die  Schnitt- 
linie jener  beiden  Ebenen   geht,    harmonisch    gethcilt    durch  eine 
Gerade,  welche  der  Schnitt  ist  von  der  Osculationsebene  der  Curve 
in  (6)  und  einer  andern  Ebene,  die  auch   durch  (6)  geht    und  die 
Curve  in  (a)  berührt. 
Die  4  in  diesem  Satze  vorkommenden  Ebenen  stehen  in  derselben 
Beziehung   zur   Curve,    wie   die   früher   bei  Aufstellung  ihrer  Gleichung 
benutzten  Ebenen   V^^=  [7,  =  I^j  =  ^3  ==  0,   von    denen   schon    da- 
mals  bemerkt    wurde,    dass    die  Ebene   ^^  =  0    die  Curve    im   Punkt 
-0"  =  0  osculirt,  ebenso  die  Ebene  I/'3  =  0  im  Punkt,  dessen  Parameter 
^  =  00,  während   tTj  =  0  in  -9^  =  00   schneidet  und  in  -^  =  0  tangirt 
und  1/2  =  0  in  -^  =  00  tangirt  und  in  ^  =  0  schneidet;  der  Beweis  wird 
sich  daher   durch   Zugrundelegung    derselben    am   einfachsten    gestalten. 
Es   seien    wie    früher    die  G\e\c\iMx\^^Tv  ^^tv^x  ^  ^V^^^w^w  lu  der  Normal- 
form  ang-enommcn,  dann  \iat  emo  A\\yc\\  <V^tv  VwwVx.  %  ^^x  ^\\\n^  ^w\  ^\^ 
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Schnittlinie  von  ü^  =  0  und  i/j  =  0  gehende  Ebene  die  Gleichung 
ü^  —  -^  1/2  =  0,  wobei  -^  zugleich  das  Theilverhältniss  des  Neigungs- 
winkels jener  Ebenen  ausdrückt;  die  dazu  harmonisch  conjugirte  Ebene 
hat  die  Gleichung  U^  +  d-  1/2  =  0  und  geht  daher  durch  einen  Cur- 
venpunkt,  dessen  Parameter  —  -^  ist.  Werden  nun  die  Gleichungen 
der  durch  diese  beiden  Punkte  d'  und  —  O  gehenden  Sehne  gebildet, 
nämlich 

^0  —  -^2  ^2  =  0;    ^1  -  ^'^  U^  =  0, 

so  zeigen  dieselben  unmittelbar,  dass  jene  Sehne  durch  die  Schnitt- 
linie von  Uq  und  Ü2  nnd  die  von  üy  und  ü^  geht.  Da  nun  die  Ebenen 
^,  =  0;  Ü2  =  0;  ü^--  d^  U2  =  0;  ü^  +  &  Ü2  s=z  0  4:  harmonische 
Ebenen  sind,  so  sind  die  Schnittpunkte  jener  Sehne  mit  den  beiden 
Geraden  0  2  und  1  3  und  der  Curve  harmonische  Punkte,  womit  der 
Satz  oder  eigentlich  seine  Umkehrung  bewiesen  ist.  Die  letztere  würde 
lauten : 

Legt  man  durch  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  deren  eine  einen 
cubischen  Kegelschnitt  in  (0)  berührt  und  in  (6)  schneidet,  während 
die  andere  ihn  in  (a)  schneidet  und  in  (6)  berührt,    ein  zu  ihnen 
harmonisches  Ebenenpaar,    so    treffen    die  Ebenen   desselben   die 
Curve  in  2  Punkten,  deren  Verbindungslinie  den  gegebenen  Ebenen 
in  Punkten  begegnen,  die  zugleich  auf  den  Osculationsebenen  der 
Punkte  (a)  und  (6)  liegen. 
Die    eben    dargelegten    Eigenschaften    cubischer  Kegelschnitte    ent- 
sprechen   auf   eine   bemerkenswerthe  Weise    den  Beziehungen  von   Pol 
und  Polare  bei  den  ebenen  Kegelschnitten;    projicirt    man    nämlich  die 
ganze  in  den  vorhergehenden  Sätzen  vorkommende  Raumfigur  von  einer 
der  beiden  Tetraederecken ,  durch  welche  die  Curve  geht,  etwa  vom  Punkt 
0  =  (x>  aus  auf  irgend  eine  Ebene,  so  ist  die  Projection  des  cubischen 
Kegelschnitts   ein  ebener,  die  der  Geraden   Üq=  U2=  0  eine  Gerade, 
die  der  Geraden  U^  =  (/^  =  0  aber  ein  Punkt,  und  zwar  der  Pol  jener 
projicirten  ersten  Geraden  in  Bezug  auf  den  ebenen  Kegelschnitt,  denn 
die  Ebenen  ü^=  0  und   1/3  =  0  schneiden  die  Projectionscbene  in  den 
durch  jenen  Punkt  gehenden  Tangenten,    für  welche  die  Projection  der 
Geraden   C/^j  =  l/^  =  0  Berührungssehne  ist,  wie  sich  aus  der  Form  der 
Gleichung 

ü,  t;,  -  t;,2  =  0  , 

dos  die  Curve  projicirenden  Kegels  ohne  weiteres  ergibt;  die  Sccante 
des  cubischen  Kegelschnitts  endlich  wird  als  durch  den  Pol  gehende 
Gerade  projicirt,  die  dann  von  dem  ebenen  Kegelschnitt  und  der  Polare 
liannnnisch  getheilt  ist. 


^* 
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Tiertes  Capitel. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  durch  die  Tangenten 
eines  cubischen  Kegelschnittes  erzeugten  abwickelbaren  Fläche,  welche, 
wie  früher  nachgewiesen,  mit  demselben  zugleich  in  der  Verwandtschaft 
der  Reciprocitüt  steht,  und  betrachten  zunächst  die  Schnittcurve  der- 
selben mit  einer  beliebigen  Ebene.     Die  früher  aufgestellte  Gleichung 

der  Tangentenfläche  ist  vom  4.  Grad,  und  wird  daher  auch  eine  ebene 
Schnittcurve  derselben  von  der  4.  Ordnung  sein,  während  aus  dem 
gleichfalls  früher  bewiesenen  Satze,  dass  durch  jeden  Punkt  3  Oscula- 
tionsebenen  einer  Raumcurve  3.  Ordnung,  d.  h.  3  Tangentenebenen 
ihrer  Tangentenfläche  gehen,  sich  folgern  lässt,  dass  jene  Schnittcurve 
von  der  dritten  Classe  sei.  Um  ihre  Gleichung  zu  erhalten,  verfahren 
wir  folgend ermassen :  wir  wählen  als  schneidende  Ebene  eine,  dereu 
Gleichung 

ist,  die  demnach  durch  3  Punkte  der  Curve  geht,  welche  zu  den  Para- 
metern 0,  cx>  und  -^  gehören.     Diese   3  Punkte   bestimmen   in  der  vor- 
hergenannten Ebene   ein  Dreieck,    dessen  Seiten   bestimmt  werden    als 
Schnittlinien  dieser  Ebene  mit  drei  andern,  deren  Gleichungen  sind 
U^  =  0]    Üq  —  &^  U^  =  0;    ^  ü,^—  ü^  =  0 

und  von  denen  die  erste  durch  die  Punkte  0  und  (X),  die  zweite  durch 
die  Punkte  0  und  -ö",  die  dritte  endlich  durch  die  Punkte  -^  und  oo  gebt. 
Werden  diese  4  Ebenen  zu  Fundamentalebenen  eines  tetraedrisclien 
Coordinatensystems  genommen,  setzt  man  also 

U^  ^x,ÜQ  —  ^2  u^  E-  ^2  y^  ^  u^^  _   u^        .^    Ui—^  ü^~  Wy 

so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  zwischen  diesen  neuen  Coordinaten 
sich  ergeben,  indem  man  die  Grössen  Uq^  I^, ,  ^/o,  ^3  aus  den  vor- 
stehenden Identitäten  herleitet,  nämlich 

z  +  X 

und  in  die  frühere  Gleichung  derselben  substituirt;  man  findet 

f&{y  +  x){z  +  x)  -  x{w  +^  a:)J2  _  4  [w  +  ^  .r  ''-^—  -  a:^) 
[^2  {y  +  x)x  —  {w  +  d'  xy]  =  0 

und  daraus  für  «;  =  0  ihren  Schnitt  mit  der  Ebene  U^  —  ^  ü^  =  0 
ausgedrückt  durch 

(y  2  +  2  ac  +  X  yY  —  4  o:'  t/  z  =  0 
bezogen  auf  ein  trimetriscbes  CooTd\TVÄX.<iwa^Ä\.^\^i  v^^wv 
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w  =  0  [a:  =  0,  y  =  0,  z  =  0\ 
dio  Gleichungen  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  sind.   Die  Gleichung 
der  Curvo  nimmt  eine  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  für  x  setzt  —  a:, 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Vorzeichen  von  y  und  z  in  die 
entgegengesetzten  verwandelt;  sie  wird  dann 


©*+©*+©*=»■ 


Wir  gehen  auf  keine  speciellere  Untersuchung  dieser  in  der  Folge 
nicht  weiter  wichtigen  Curve  ein  und  beschränken  uns  darauf  zu  be- 
merken, dass  sie,  wie  aus  der  Natur  der  Tangentenfläche  schon  erkannt, 
von  der  dritten  Classe  ist,  dann  dass  sie  drei  Eückk ehrpunkte  oder 
Spitzen  hat,  nämlich  die  3  Ecken  des  Fundamentaldreiecks,  und  dass  die 
Tangenten  in  denselben  ^  unter  der  zuletzt  über  die  Vorzeichen  der 
Coordinaten  gemachte  Voraussetzung  dargestellt  sind  durch  dio  Glei- 
chungen 

y— 2  =  0;z  —  ar:=0;   x  —  y  =  0, 

deren  identisches  Verschwinden  bei  ihrer  Addition  beweist,  dass  jene 
Tangenten  sich  in  demselben  Punkte  schneiden,  nämlich  in  dem  Schnitt- 
punkt der  3  Osculatiousebenen  von  den  Punkten,  in  welchen  die  Curve 
die  Ebene  tv        U^  —  ^  U^  =  0  trifft. 

Es  ist  nun  zunächst  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Schnittcurve  mo- 
dificirt,  wenn  die  schneidende  Ebene  eine  Tangenten-  oder  Oscnlations- 
ebene  der  Curve  ist.  Um  zunächst  den  Schnitt  der  Tangentenfläche 
mit  einer  Tangentenebene  zu  studiren,  kann  man  als  solche  die  Ebene 
U^  =  0  wählen,  welche  die  Tangente  des  Punkts  0  enthält  und  die 
Curve  noch  im  Punkt,  dessen  Parameter  oo  ist,  schneidet.  Die  Gleichung 
der  Tangentenfläche  reducirt  sich  unter  dieser  Voraussetzung,  dass 
^1  „  0  wird,  auf 

und  zerfällt  daher  dieser  Schnitt  in  die  Gerade  [7^  =  0,  i/^  =  0,  und 
eine  ebene  Curve  dritten  Grades  dargestellt  durch  U^  =  0.  Uq  U^  + 
4  U.^'^  =  0,  welche  im  Punkt  V^  =0,  11^=^0^  U^=^0  eine  Spitze,  da- 
gegen im  Punkt  Uq  =  0,  i7,  =  0,  t^j  =  0  einen  Wendepunkt  hat, 
dessen  Tangente  die  Gerade  1/^^  =  0,  Ui==0  ist,  während  sie  im  Cus- 
pidalpunkt  von  der  Geraden  l^j  =  0,  1^3  =  0  bertlhrt  wird.  Ist  endlich 
die  schneidende  Ebene  eine  Osculationsebene,  so  kann  die  Ebene 
^„  =  0  zur  Untersuchung  benutzt  werden,  welche  dio  Curve  im  Punkt 
0  osculirt;  man  erhält  dann  als  Schnittcurve  den  Kegelschnitt 

Uo  =  0,   U^^  +  4  {U,  ü^  -  Ui')  -:  4  l/j  (^3  -  3  (^2^  =  0, 

der  von   der  Geraden    Uq  =  0^     l/^  =  0  m  dL«oi  S^am  m\\.  ^«t  ^xix^^ 
J,  Orduüug  gemeinsamen  Punkte  berüliil  mtd. 
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Der  eben  gelösten  Frage  nach  der  Natur  des  Schnitts  der  Tangen - 
tenfläche  einer  Kaumcurve  3.  Ordnung  mit  einer  beliebigen  Ebene  stellt 
sich  nun  in  Folge  des  rcciproken  Verhältnisses  zwischen  ihr  und  der 
Curve  dualistisch  die  folgende  gegenüber:  welcher  Kegel  wird  erzengt 
durch  die  Verbindung  eines  heliebigen  Raumpunktes  mit  allen  Punkten  , 
einer  Curve  dritter  Ordnung?  Da  sich,  wie  früher  gezeigt,  in  jedem 
Punkt  des  Raumes  drei  Osculationsebeuen  der  Curve  schneiden,  wovon 
auch  zwei  imaginär  sein  können,  so  kann  man  zunächst  als  beliebigen 
Punkt,  worin  sich  3  reelle  Osculationsebeuen  schneiden,  den  den  3  Ebenen 

Uq  =  0]  ü^  =  0]   ÜQ  —  3^üi  +  3&^U.^'-&'^lj.^  =  0 

gemeinsamen  Punkt  wählen.     Die  Gleichungen  einer  ihn  mit  einem  va- 
riablen Curvenpunkt  <o  verbindenden  Geraden  sind: 

0,2  [^1  —eU^]--  (©  '^^)  Uq  =  0',  (0  (g)-'^)  ü.^  +  (o  ü^  —  ^1  =0, 

aus  welchen  sich  durch  die  Elimination  von  o  die  Gleichung 

[^1  —^  U^]^  —  ÜQO^[UQ  —  Seü^  +  3^^  U,^-  ^^  U^]  =  0 

als  solche  der  gesuchten  Kegelfläche  ergibt.     Setzt  man 

Uq  =  x',  &^  ü^  =  fj]  Uq"  3^  ü^  +  3  ^2  u^  —  O'^  U^  —  c, 

80  wird  sie 

{x  +  y  +  z)^-27  xi/z  =  0 
oder 

x^  +  fj^  +  z^  =  0, 
welche  zeigt,  dass  der  betreifende  Kegel  von  der  dritten  Ordnung  ist; 
als  Reciprokalflächo  von  einer  ebenen  Curve  4.  Grades  muss  er  von  der 
vierten  Classe  sein,  ein  Schluss,  der  sich  auch  leicht  aus  den  bekannten 
Formeln,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  Ordnung,  Classe,  und 
sonstigen  Singularitäten  einer  ebenen  Curve,  resp.  Kegels  ausdrücken, 
bewahrheiten  lässt.  Er  hat  nämlich,  wie  sich  aus  Form  seiner  Gleichung 
sofort  ergibt ,  drei  reelle  Wendestrahlen,  die  in  der  Ebene  x  +  y  -^~  z 
=  0  liegen  und  worin  er  von  den  Ebenen  x  =  0,  y  =  0,  2  =  0  tan- 
girt  wird.  Ausserdem  hat  er  einen  conjugirton  Strahl,  dargestellt  durch 
die  Gleichungen  x  =  y  =  z. 

Der  andere  Fall,  wo  nur  eine  von  den  3  durch  den  angenommenen 
Raumpunkt  gehenden  Osculationsebeuen  reell  ist,  lässt  sich  leicht  hieran 
anschliessen ;  wir  behalten  als  solche  reelle  Osculationsebene  die  Ebene 
ÜqTIE  oc  =  0  bei  und  bezeichnen  mit  «  =  0  und  v  =0  zwei  durch  den 
Punkt  gehende  reelle|;^ Ebenen  von  der  Beschaifenheit,  dass 
y  :^Ez  u  +  t'i;  «  ^:  M  —  t'i 

die  durch  ihn  möglichen  imaginären  Osculationsebeuen  der  Curve  sind. 
Durch  Substitution  dieser  WertVie  m  d\^  Notbet  gefundene  Gleichung 
des  Kegels  wird  dieselbe 
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X  [{x  -  «/)  2  _  3  »*]  —  -^  (x  -  «)  »  =  0, 

und  zeigt  sie,  dass  derselbe  nun  nur  einen  reellen  Wendestrabi  bat,  in 
dem  er  von  der  Ebene  a;  =  0  berübrt  wird,  sowie  dass  er  einen 
Doppelstrabi  bat,  worin  ibn  die  Ebenen  x  —  w  +  t;  ^3  =  0  tangiren. 
Den  beiden  oben  bei  den  recipfoken  Untersucbungen  betracbteten 
Specialfällen,  wo  die  scbneidende  Ebene  in  eine  Tangenten-,  resp.  Oc- 
culationsebene  der  Curvo  überging,  entsprecben  nun  die,  dass  der 
Scbeitel  des  Kegels  auf  einer  Tangente  der  Curve,  resp.  derselben  selbst 
liegt,  von  welcben  der  letztere  bei  einer  frtibern  Gelegenheit  scbon  er- 
örtert wurde,  indem  damals  gezeigt  worden,  dass  durch  Verbindung 
eines  Punkts  der  Eaumcurve  3.  Ordnung  mit  den  übrigen  Curven punkten 
ein  Kegel  2.  Grades  entsteht.  Für  den  andern  Fall  bestimmen  wir  den 
Scheitel  des  Kegels  durch  die  Gleichungen 

Vq  =  0',   ^1  =  0;  ü^  —  hü^^V=0, 
sodass  derselbe   also  auf  der  Tangente   des  Punkts  0  liegt.     Die  Glei- 
chungen der  ihn  mit  einem  veränderlichen  Gurvenpunkt  oo  verbindenden 
Geraden  sind 

t/jj  —  w  C^,  =  0;  (w  —  h)   U^  —  0)2  {U^  -  h  ü.^)  =  0 
und  ergibt  sich  aus  ihnen  durch  Elimination  von  cd 

oder  nachdem  mit  2  7  Ä^  multiplicirt  und  (1^^  —  9  h  Üq^  ü^  addirt  und 
subtrahirt  worden 

^0^  [UQ  —  OhUi  —  27  Ä*^  FJ  -  [^0  —  3  Ä  i^,]  3  =  0 

als  Gleichung  des  Kegels.  Er  ist  vom  dritten  Grad,  hat  einen  Rück- 
kehrstrahl ^Q  =  0,   t^j  =3  0,  und  einen  Inflexionsstrahl 

ÜQ  —  dhUi— 27  h'^  F=  0;   ÜQ^Sh  U^  =  0, 
worin  er  von  der  Ebene 

ü^,  —  0  h  üi  —  27  h'^  ü^  +  27  h'^  ü^  =  0 

berührt  wird,  während  die  Ebene  Uq=^0  ihn  längs  der  Rückkehrkante 
taiigirt;  beide  Ebenen  sind  Osculationsebenen  des  cubischen  Kegel- 
schnitts. 

Im  Zusammenhange  mit  Vorstehendem  befinden  sich  folgende,  später 
zu  einigen  bcmerkenswerthen  Constructionen  Anlass  gebende  Betrach- 
tungen. Nimmt  man  den  vorher  benutzten  Punkt,  worin  sich  die  Os- 
culationsebenen 

Uq  =  0,   ^7.,  =  0,   Uq  —  S&U^  +  3  0^  ^2  -'^•*  ^3=ö 

schneiden,    zum  Scheitel    eines  Kegels  zweiten   Grades,    der  dem  von 
diesen   3  Ebenen   gebildeten  körperUcheu  Die\^^  xjiTCÄOiKcv^^Ti.  \^^  ^^ 
Ist  für  die  früheren  Sabstitutionen 
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ü^    -  X,  03  ü^   .-  y,    t/o  -  3  '^  ^1  +  3  O^  ^2  -  ^'^  L\  i-  t, 
die  Gleichung  desselben 

l!/z  +  (izx+  V  X  ij  =  0, 
wobei  k  i  fi  :  V  noch  unbestimmte  Constanten  bedeuten,  über  welche  wir 
sogleich  die  erforderlichen  Bestimmungen  machen  werden.     Wir  denken 
uns  nämlich  auf  der  Curve  4  Punkte  '^,,  O,,  -O-g,  0^  beliebig  angenom- 
men; es  wird  dann  durch  deren  Oscuiationsebenen  ein  Tetraeder  gebil- 
det,   und   soll  der  Kegel   so  bestimmt  werden,    dass  er  durch  2  Ecken 
desselben  hindurchgeht.      Nach   dem  Frühem  schneiden  sich  die  Oscuia- 
tionsebenen an  ^\^  ^'2^^.i  *^  einem  Punkt  mit  den  Coordinaten 
Uq:  3  U^:3  ü^:  ü^  =  (^^  ^^&^  :  (O^  O3  +  O3  0-,  +  ^^  O^)  : 
(Ol  +  02  +  ^3):!, 
dessen    gerade  Verbindungslinie    mit   der  Spitze    des   körperlichen   Drei- 
ecks X  y  z  die  Gleichungen 

X  :  y:  z  =  9i&j&.,  :  &-^  :  {9  -  »^)  {9  -  9,)  {9  -  9.^) 

hat.  Soll  dieselbe  ein  Strahl  jenes  Kegels  sein,  so  entspringt  durch 
Einsetzen  dieser  Werthe  in  seine  Gleichung  für  X  :  fi  :  v  die  Helation 

^. +  ü+ !: =  0. 

Ol  O2  O3  ^  0'<  ^   (O  —  Ol)  (0  —  O2)  (0  —  O3) 

Ebenso  finden  wir,  wenn  die  Verbindungslinie  des  Schnittpunkte  der 
Oscuiationsebenen  an  0,0,0^  ihm  angehören  soll, 

_.  A   __  +  '^_  + ^__ =  0 

Ol  O2  O4  ^  O^  ^   (O  —  O,)  (O  —  Oj)  (O  —  O4) 

aus  welchen  beiden  Bedingungsgleichungen  sich 

A  :  fi  :  V  =  O,  O2  O3  O4  :  —  04  :  (O  —  O,)  (O  —  Oj)  (O  —  O3)  (O  —  O^) 

ergibt,  eine  Gleichung,  deren  Symmetrie  in  Bezug  auf  O,,  Oj,  Oj,  O, 
beweist,  dass  der  fragliche  Kegel  dann  auch  die  Verbindungslinien 
seines  Scheitels  mit  den  beiden  übrigen  Tetraederecken  enthält.  Es 
lässt  sich  dies  aU  Satz  folgendermaassen  aussprechen : 

Die  Kanten   des  von   3  Oscuiationsebenen  eines   cubisehen  Kegel- 
schnitts   gebildeten    körperlichen    Dreiecks    und    die  Verbindungs- 
linien  seiner  Spitze   mit  den  Eckpunkten   eines  durch  die  Oscuia- 
tionsebenen   von    irgend   4    Curvenpunkten   gebildeten   Tetraeders 
gehören  einem  Kegel  zweiten  Grades  an. 
Je  nach  der  Wahl  der  4  Punkte  Oj,  O.^,  O3,  O^  wird  sich  dieser  Kegel 
verändern;    behält   mau    3  derselben,    etwa  0^,    O2,    O3    und  lässt  den 
vierten  Oj  die  Curve  durchlaufen,  so  erhält  man  eine  Schaar  von  Kegeln 
2.  Ordnung,  die  alle  vier  Strahlen  gemein  haben,  nämlich  die  3  Kanten 
des  körperlichen  Dreiecks  x  y  z  und  die  Verbindungslinie  seiner  Spitze 
mit  dem  Schnittpunkt  der  3  Oscuiationsebenen  an  Oj,  Oj  und  O3.   Variirt 
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man  dann  weiter  auch  'ö'j,  so  wird  dieser  jetzt  je  zwei  Kegeln  gemein- 
same Strahl  eine  Ebene  durchlaufen,  deren  Gleichung 

"   _  y.  + £ =  0 


sich  durch  Elimination  von  -^.j  aus  den  frühern 

ergibt  und  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Osculationsebenen  an  ^^ 
und  ^2  hindurchgeht.  Nimmt  man  ferner  auch  den  Punkt  ^2  *^s  '^^^' 
änderlich  an,  so  umhüllt  die  eben  gefundene  Ebene  einen  Kegel,  dessen 
Gleichung 

[(O  —  0,)  (O  a:  +  '^j  y)  —  -^  O,]  —  4  ^&^{^  —  &^y  x  ij  =  0 

erhalten  wird,  als  Bedingung,  unter  der  die  Gleichung  jener  Ebene, 
welche  wir  zu  dem  Ende  schreiben: 

^2^  (0  — '^,)'a,  y  +  ^2  [('^  —  '^1)  {^x  +  ^^y)  —  &^^^]^  — 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat;  dieser  Kegel  geht  auch  durch  die  Schnittlinie  der 
Osculationsebene  des  Punkts  Oj  mit  der  Tangentenflächo  unserer  Raum- 
curve  3.  Ordnung.  Wird  endlich  auch  noch  der  Punkt  O  j  als  auf  der 
Curve  veränderlich  gedacht^  so  werden  alle  diese  Kegel  2.  Ordnung  von 
einem  solchen  dritten  Grades 

{x  +  y  +  zy  —  27  xyz  =  0 

umhüllt,  welcher  dann,  wie  seine  Gleichung  lehrt,  derselbe  ist,  wie  der, 
den  man  durch  Verbindung  des  Punkts  x  y  z  mit  allen  Curvenpunkten 
erhält.    Dies  gibt  den  Satz: 

Alle  Kegel,  die  einen  beliebigen  Punkt   des  Raumes  zum  Scheitel 
und    die    Schnittcurven    der  Osculationsebenen    einer    Raumcurve 
3.  Ordnung  mit  ihrer  Tangentenflächo  zu  Leitlinien  haben,  werden 
eingehüllt    von   einem  Kegel    3.  Ordnung,    den    man    erhält   durch 
Verbindung  jenes  Raumpunkts  mit  sämmtlichen  Punkten  der  Curve. 
Wenden  wir  uns  nun  zu  den  hierzu  reciproken  Untersuchungen;  in 
der  früher  benutzten,  durclx  die  3  Punkte  0,  00,  und  ^  der  Curve  gehen- 
den Ebene  hatte  man  ein  Dreieck  mit  jenen  Punkten  als  Ecken,  dessen 
Seiten  dargestellt  wurden  durch  die  Gleichungen 

U^-^0  U.^  =  0  [^2  =  0,   Uq  —  -^2  Uo  =  0,  0  t^3  —  ü.^  =  0] 

oder  für  die  damals  benutzten  Abkürzungen 

U.^  --  o-,   U^^  —  ^^ü^:=:2&y,{>U^—ü^       c,   ^1  —  O  U^       w 
durch 

w  "  0  [ir  =  0,  y  ==  0,  r  =  0]. 


114         Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte. 


Ein  demselben  einbeschriebener  Kegelschnitt  hat  die  Gleichung^) 

und  wird  von  der  seiner  Ebene  w  =  0  mit  einer  durch  die  3  Curven- 
punkte  0,,  Oj,  ^3  gehenden  Ebene  gemeinsamen  Geraden,  deren 
Gleichung 

(O  —  0,)  {d-  —  ^2)  (^  —  O3)  a:  +  ^-^  y  —  ^  1  ^2  ^3  -  =  Ö 
ist,  berührt  unter  der  Bedingung 

/  i^    m  n        


(^  —  ^1)  (O  —  ^2)   (^  —  -^3)  ^'^         "^1  ^2  -^3 

Nimmt  man  noch  einen  vierten  Punkt  &^  hinzu,  so  werden  damit  noch 
3  Ebenen  bestimmt,  auch  Seitenebenen  des  von  den  1  Punkten  als  Eck- 
punkten gebildeten  Tetraeders.  Die  Bedingung,  dass  die  Schnittlinie 
noch  einer  von  diesen  Ebenen,  etwa  der  Ebene  ^^^2^\  ™^^  ^^r  Ebene 
w  =  0,  auch  den  obigen  Kegelschnitt  tangire,  ist 

^  4.  T ü -0 


(*-*.)    (^-^2)    (*t-*4)  ^3  ^,^2^3 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorigen  zur  Bestimmung  von  den  Coeflß- 
cienten  /,  m,  n  genügt;  man  findet 

liminz==  (O— ^i)  {^—^^)  (^—^3)  (•^—'^4)  :  —  ^*  :  —  -^1  ^2  ^3  ^i- 
Die  Symmetrie  dieser  Werthe  in  Bezug  auf  die  Parameter  jener  4  Funkle 
zeigt,  dass  auch  die  Schnittlinien  der  Ebenen  -O,  ^^  ^^  und  ^^  '^3  ^4 
mit  der  Ebene  w  =  0  unsern  Kegelschnitt  berühren,  ein  Resultat,  das 
zu  folgendem  Satz  veranlasst: 

Die  Verbindungslinien   der   drei   Punkte,   in   welchen   eine  Ebene 
eine  Raumcurve  3.  Ordnung  schneidet,  und  die  Schnittlinien  der- 
selben Ebene  mit  den  Seitenebenen  eines  Tetraeders,  dessen  Ecken 
auf   der  Curve    liegen,    sind   Tangenten    eines   bestimmten   Kegel- 
schnitts. 
Wir    lassen    nun    wie    oben   die  Eckpunkte   des  Tetraeders   beliebig  auf 
der  Curve   variiren,    wodurch    sich   selbstverständlich    der   dem   Dreieck 
X  y  z  eingeschriebene  Kegelschnitt  fortwährend   ändert.     Wird  zunächst 
nur  O4  veränderlich  angenommen,  während  die  Punkte  a>,,  ^25*^3  ^^** 
bleiben,  so  behalten  alle  sich  dann  ergebenden  Kegelschnitte  ausser  den 
3  Seiten  des  Dreiecks  auch  noch  die  gemeinsame  Tangente,  in  welcher 
die  Ebene  Oj  ^2^^    ^^®  Ebene  w  ==  0  schneidet,   sind   also  sämmtlich 
demselben  Vierseit  eingeschrieben.  Lässt  man  nun  weiter  nur  die  Punkte 
^1  und  ^2  ^^^^>   "^3  ^^^  ^4  *^®^  variabel  sein,   so  wird  die  zuletzt  er- 


1)  Vcrgl.  Salmon,  anal.  Geora.  der  Kegelschnitte,  deutsch  v.W.  Fiedler.  Art.  159. 
p.  291. 
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wähnto  den  Kegelschnitt  berührende  Gerade  sich  auch  fortwährend  ver- 
ändern,  dabei  jedoch,  weil  die  Ebene  Oj  ^2  "^3  ^^^^  ^™  ^^®  Sehne  ^j  -^2 
der  Curve  dreht,  imiqer  durch  einen  festen  Punkt 

(0  —  -^j)  {^  —  e^)  X  =  —  &'^  y  =  —  ^1  ^2  ^ 
gehen,    welches    der  Schnittpunkt    der   Ebene   00=0  mit    eben    dieser 
Sehne  ^^  d'^  ist.      Wird    nun  weiter   auch   der  Punkt    ^2  veränderlich 
genommen,  so  dass  nur  noch  ^,  fest  bleibt,  so  beschreibt  der  eben  ge- 
fundene Punkt  einen  Kegelschnitt 

^<>iz  y  +  {0  —  ^^)  &^x  z  —  {^  —  ^^)  <>  xy=:0, 

dessen  Gleichung  sich  durch  Elimination  von  ^2  ^^^  ^^°  vorhergehen- 
den Gleichungen  jenes  Punkts  ergibt,  und  welches  derselbe  ist,  indem 
die  Ebene  w  :=  0  den  vom  Scheitel  -^i  aus  durch  die  Curve  3.  Ordnung 
gelegten  Kegel  2.  Grades  schneidet.  Ist  endlich  auch  noch  der  Punkt 
x^i  veränderlich,  so  sind  alle  auf  die  angegebene  Weise  entstehenden 
Kegelschnitte  umhüllt  von  der  Curve  vierten  Grades 

{y'z  +  z  X  +  X  y)^  —  4a;^y2  =  0, 
welche,   wie  ihre  Gleichung   lehrt,    der   Schnitt   der  Ebene    tv  =  0  mit 
der  Tangenten  fläche  unserer  Ranmcuive  3.  Ordnung  ist.    Hieraus  folgt  : 
Alle  Kegelschnitte,   welche  man  erhält,    indem  man  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  sämmtliche  durch  eine  Eaumcnrve  3.  Ordnung  mög- 
lichen Kegel  2.  Ordnung  schneidet,  sind  umhüllt  von  einer  Curve 
4.  Ordnung,  die  der  Schnitt  jener  Ebene  mit  der  Tangentenfläche 
des  cubischen  Kegelschnittes  ist. 
Die  vorher  gefundene  Eigenschaft  der  cubischen  Kegelschnitte,  dass 
die  Verbindungslinien   sämmtlicher  Punkte   eines   solchen  mit  einem  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  einen  Kegel    3.  Ordnung  erzeugen,  welcher 
einen   conjugirten,   resp.  Doppelstrahl   hat,    und  welche  auch  folgender- 
maassen  ausges'prochen  werden  kann: 

Die   perspectivische  Projection   einer  Raumcurve    3.  Ordnung  von 

irgend    einem  Punkt    des   Raumes  aus   auf   eine  beliebige    Ebene 

ist  eine  Curve  3.  Ordnung  mit   einem  conjugirten  resp.  doppelten 

Punkt, 

vermittelt  den  Zusammenhang  zwischen  ebenen  Curven  3.  Ordnung  und 

den  cubischen  Raumcurven  und    zeigt,    wie    gewisse  Eigenschaften    der 

einen  sich  leicht  auf  die  andern  müssen  übertragen  lassen.    Der  bekannte^) 

Satz  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven : 

Legt  man  durch  4  feste  Punkte  a,  6,  c,  d  einer  Curve  3.  Ordnung 
einen  Kegelschnitt,  so  schneidet  dieser  die  gegebene  Curve  in  zwei 


1)    Cremona,    geom.  Theorie    der    obeuen   Curven.     Deutsch   von  M.  Curtze. 
1.  Cap.  §  12.     Lehrs.  II,  pag.  91. 
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Punkten  m  und  m.   Die  Gerade  m  m  gebt  durch  einen  fiinften  festen 
Punkt   0   der  Curve   3.  Ordnung,    welcher   der  Gegenpunkt  der  4 
Punkte  a,  6,  c,  d  heisst, 
kann  z.  B.  ohne  weiteres  in  folgender  Weise  auf  cubische  Kegelschnitte 
übertragen  werden : 

Legt  man   durch   die  Verbindungsstrahlen   eines  beliebigen  Kaum- 
punktes mit  4  festen  Punkten  eines  eubischen  Kegelschnitts  einen 
Kegel  2.  Ordnung,   so  geht   die  durch  die  beiden  Punkte,    welche 
der  Kegel    noch    ferner   mit    der  Curve   gemein    hat,    und    seinen 
Scheitel    gelegte    Ebene    durch    einen    bestimmten    festen    fünften 
Punkt  des  eubischen  Kegelschnitts,    den  sogenannten  Gegenpnnkt 
jener  4  Punkte. 
Es  hat  nämlich  eine  beliebige  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  Raum- 
curve   3.  Ordnung   im  Allgemeinen   sechs  Punkte   gemein,    und   werden 
wir    später    zeigen,    dass    die  Curve   derselben    ganz    angehört,     sobald 
sieben  ihrer  Punkte   auf  der  Fläche   liegen.     Beschränken   wir  uns  hier 
auf   den  Beweis  der  ersteren  Behauptung    für    den   Kegel    2.  Ordnung, 
so  ist 

^o'  +  a^i  -  ^  ^2)'  +  '^  ^3'  +  '^  ^0  «^3  +  P  ^0  (^1  -  ^  ^2)  + 

die  allgemeinste   Gleichung  eines    solchen,    dessen  Scheitel   im  Schnitt- 
punkt der  Ebenen 

Üq  =  0;    f/3  =0;   U^—&U,^  =  0 
liegt.      Durch  Einsetzen    der    die  Gleichung    der  Curve    befriedigenden 
Werthe  w^  :  w^  :  o)  :  1   für   U q  i  V ^  :  U^  :  ü^  finden  wir 

W®  +  /  0)2  (W  —  0')2  +  m  +  »  W^  +  /?  O^  (O)  —  O)   +  ^r  0)  (w  —  ^)  ==  0, 

welche  Gleichung  in  Bezug  auf  w  vom  6.  Grad  ist,  demnach  6  reelle 
oder  complexe  Parameterwerthe  für  die  Punkte  liefert,  welche  der  Kegel 
2.  Ordnung  mit  der  Curve  gemein  hat.  Aus  dem  Zusammenhang  zwi- 
schen diesen  Wurzelwerthen  der  Gleichung,  die  wir  mit  Wj,  coj  •  .  .  w,. 
bezeichnen  wollen,  und  den  Coefficienten  derselben,  ergiebt  sich 
5,=  —  p,  So=l—p  0,5:3=  2  /  0— ;/,  S^  =q  +  l  &\  S:^  =  q  -0,  S^=m, 
wenn  Sr  die  Summe  der  Producte  der  Wurzeln  zu  je  r  bedeutet.  Die 
Elimination  der  Grössen  /,  m,  w,  p,  q  aus  diesen  Gleichungen  liefert 
dann  folgende 

^4  s^—^^S2  +  &S^  —  5.  =  0, 

welche,  wenn  w^  und  w^  explicite   darin  geschrieben  werden,    die  Form 

a  (©5  +  Oß)  —  ^  W5  0}^.  +  c  =  0 
annimmt,  wobei 

«  =  0*  —  -O^  5:,  +  ^  S^  —  6'4,  h  =  ^'''  -  ^  S.,  +  53, 
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zu  setzen  sind.  Diese  Gleichung  ist  aber,  wie  im  zweiten  Gapitel  ge- 
zeigt, die  Bedingung,  unter  welcher  sich  Punkte  in  Involution  befinden 
und  zieht  man  daher  aus  ihr  den  folgenden  Satz: 

Die  G  Punkte,  worin  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  von  irgend  einem 
Kegel  2.  Ordnung  getroifen  wird,  befinden  sich  in  Involution,  d.  h. 
legt  man  durch  sie   und  irgend  welche  Sehne  der  Curve  Ebenen, 
so  erhält  man  ein  involutorisches  Büschel. 
Dem  andern  zu  derselben  Kategorie  wie  det  obige  gehörigen  Satze:  *) 
Sind  in  einer  Curve  3.  Ordnung  drei  Punkte  «,  6,  c  gegeben  und 
legt    man    durch    einen    vierten    festen  Punkt    in  derselben  Curve 
eine  Gerade,  welche  dieselbe  in  m  und  m    schneidet,   so  geht  der 
Kegelschnitt,  den  man  durch  at,  ^,  r,  m,  ni  beschreiben  kann,  durch 
einen  fünften  festen  Punkt  d  der  gegebenen  Curve, 
wird    sich    für    die  Raumcurve    3.  Ordnung    folgender    gegenüberstellen 
lassen: 

Wird  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes  mit  3  festen  Punkten 
einer  Raumcurve  3.  Ordnung  verbunden  und  durch  die  Verbin- 
dungsstrahlen ein  Kegel  2.  Ordnung  gelegt,  welcher  auch  durch 
die  2  Punkte  geht,  in  welchen  eine  durch  den  angenommenen 
Raumpunkt  und  einen  vierten  festen  Punkt  der  Curve  gehende 
Ebene  die  Curve  noch  ferner  trifft,  so  gehen  alle  so  erhaltenen 
Kegel  durch  einen  und  denselben  sechsten  Punkt  des  cubischen 
Kegelschnitts, 
u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

Kehren  wir  schliesslich  wieder  zur  Tangenten flHche  unseres  cubi- 
schen Kegelschnitts  zurück,  so  wird  ihr  Schnitt  mit  der  Osculations- 
obene  des  Punkts  w  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

t^o  —  3  w  (7i  +  3  ©2  i^2  —  ©^  U.^  =  0; 

deren  letztere  sich  ersetzen  lässt  durch  die 

\ü^  —  ö)  t/J  ^  —  4  «2  [t/j^  —  Uq  ü^"]  =  0 

eines  Kegels  2.  Ordnung  mit  der  Spitze  in  Uq  --  U^  =  ü.^  =  0,  der 
den  der  Tangentenfläche  und  jener  Osculationsebene  gemeinsamen  Kegel- 
schnitt zur  Leitlinie  hat.  Dieselbe  Osculationsebene  wird  nun  von  einer 
beliebigen  Ebene,  ab  welche  wir  die  schon  oben  benutzte  durch  die 
Curvenpunkte  0,  oo,  &  gehende,  deren  Gleichung 

U^  —  ^  1^2  =  0 

ist,  wählen  wollen,  in  einer  Geraden  geschnitten ,    deren  Pol    in    Bezug 

I)  Ibi<1.  LehrsAtss  III. 
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aaf  den  vorhererwähnten  Kegelschnitt  bestimmt  wird  dnrch  die  Gleichungen 
UqI  ü^:  ü^:  r/.,  =  3  O  (»2  :  0)  (2  0)  —  O)  :  ©  —  2  -^  :  —  3. 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  den  Parameter  o),  so  ergeben  sich  folgende 

2  Uq  —  3^  U^  —  S&^  U^  +  2^^  U^  =  0; 

o[3  r^2  — 2^  ^3]'+  ^0  ^3  =  0, 

welche  einen  andern  Kegelschnitt  repräsentircn ;    ein  Resultat,    das   wir 

folgen dermassen,  als  Satz  aussprechen: 

Eine  beliebige  feste  Ebene  wird  von  den  Osculationsebenen  eines 
cubischen  Kegelschnitts  in  Geraden  geschnitten j  deren  Pole  in 
Bezug  auf  die  den  resp.  Osculationsebenen  mit  der  Tangenten- 
fläche des  cubischen  Kegelschnitts  gemeinsamen  Kegelschnitte  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen, 

oder  wenn   man  als  Pol  einer  Ebene    in  Bezug   auf  einen  Kegolsclinitt 

den  Pol  der  Schnittlinie  der  Ebene  des  Kegelschnitts  mit  der  gegebenen 

in  Bezug  auf  ihn  definirt,  kürzer: 

Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf  die  der  Tangenten- 
fläche eines  cubischen  Kegelschnitts  eingeschriebenen  Kegelschnitte 
liegen  in  einem  bestimmten  Kegelschnitt. 
Lässt  man  die  Ebene  in  unendliche  Ferne  nicken,  so  sind  die  Pole 

derselben  in  Bezng  auf  jene  Kegelschnitte  die  betrcfl*enden  Mittelpunkte 

der  letzteren,  was  zu  folgendem,  später  noch   näher  zu  untersuchenden, 

bemerkenswerthen  Resultate  führt: 

Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  KegelKchnittc,  in  denen  die  Tangen» 
tenfläche  eines  cubischen  Kegelschnitts  von  den  Osculationsebenen 
desselben  geschnitten  wird,  liegen  auf  einem  Kegelschnitt. 
Die  Untersuchung   der   Beziehungen,    welche   zwischen    den    beiden 

Ebenen,  der  angenommen    festen   und    der  ihrer  Pole,   stattfinden,  wird 

bei  einer  andern  Gelegenheit  aufgenommen  werden. 


Ffinftcs  Capitel. 

Eine  Classification  der  cubischen  Kegelschnitte  lässt  sich  nach  ähn- 
lichen Principien  bewirken,  wie  die  der  ebenen  Curven  zweiten  Grades; 
wie  nämlich  jene  in  die  drei  Gruppen  der  elliptischen,  parabolischen  und 
hyperbolischen  Formen  zerfallen,  je  nachdem  sie  mit  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  ihrer  Ebene  zwei  imaginäre,  oder  zwei  zusammenfal- 
lende oder  endlich  zwei  verschiedene  Punkte  gemein  haben,  so  kann 
man  die  Raumcurven  3.  Ordnung  eintheilen  je  nach  der  verschiedenen 
Art,  in  welcher  sie  durch  die  unendlich  entfernte  Ebene  geschnitten 
weräcn.      Es  kann  dies  entweder  in   drei  reellen  oder  in  einem  reellen 
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und  zwei  imaginären,  oder  in  einem  reellen  nnd  zwei  zusammenfallenden 
oder  endlich  in  drei  zusammenfallenden  Punkten  geschehen,  so  dass  im 
letzten  Falle  die  unendlich  entfernte  Ebene  eine  Osculationsebene  ist, 
während  im  vorletzten  Fall  die  Curve  nur  eine  unendlich  entfernte 
Tangente  besitzt.  Die  4  sich  auf  diese  Weise  ergebenden  Species 
heissen  der  Reihe  nach:  cubische  Hygerbel,  cubische  Ellipse,  cubisch- 
hyperbolische  Parabel  und  cubische  Parabql. 

Die  Tangenten  an  den  unendlich  entfernten  Punkten  einer  Raum- 
curve  führen,  wie  bei  den  ebenen  Curven,  den  Namen  Asymptoten;  es 
hat  daher  die  cubische  Hyperbel  drei  Asymptoten,  die  cubische  Ellipse 
nur  eine,  während  für  die  beiden  andern  Species  die  Tangente  des 
unendlich  entfernten  Punktes  ganz  in  der  unendlich  entfernten  Ebene 
liegt.  Man  erkennt  dann  ferner,  da  nach  dem  Frühern  die  Verbindungs- 
linien eines  beliebigen  Curvenpunkts  mit  allen  übrigen  einen  Kegel 
zweiten  Grades  erzeugen,  dass  drei  Cylinder  zweiten  Grades  durch  den 
cubischen  Kegelschnitt  möglich  sind,  deren  Erzeugende  den  resp. 
Asymptoten  der  Curve  parallel  sind.  Hat  dieselbe  drei  reelle  Asymp- 
toten, wie  die  cubische  Hyperbel,  so  sind  alle  drei  Cylinder  reell;  bei 
der  cubischen  Ellipse  sind  zwei  derselben  imaginär;  für  die  cubische 
Parabel  existirt  nur  einer  und  im  Fall  der  cubisch -hyperbolischen  Pa- 
rabel gibt  es  deren  zwei. 

Um  aus  der  Gleichung  eines  cubischen  Kegelschnitts  in  der  allge- 
meinsten Form 

A^^'-  k  Ji  =  0;  A^  —  k  Ar^  =  0;  A^—  k  A^  =  Oy 
wo  wir  unter 

A„—.a^oc  +  b„fj  +  Cn  z  +  ^^«  =  0  [-,,  ^  Q    1    2  .  .  .  5] 

die  Gleichung  einer  Ebene  verstehen,  zu  entscheiden,  welcher  der  vor- 
licrerw ahnten  Gattungen  er  angehört,  verfahren  wir  folgendermassen.  Bei 
der  angegebenen  Gleichungsform  erscheint  die  Curve  als  Ort  der  Durch- 
schnittspunkte entsprechender  Ebenen  von  3  collinearcn  Ebenenbüscheln; 
wird  nun  die  Schnittlinie  von  einem  homologen  Ebenenpaar  parallel  zu 
der  dritten  entsprechenden  Ebene,  so  rückt  der  betreffende  Curvenpunkt 
in  unendliche  Feme.  Die  Bedingung,  unter  welcher  dies  geschieht, 
wird  gefunden,  indem  man  zunächst  die  Ausdrücke  für  die  Winkel  a, 
/S,  y,  welche  jene  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  herleitet,  dann, 
diejenigen  für  die  Winkel  «',  /?',  /,  welche  die  entsprechende  Ebene  mit 
den  Coordinatenebenen,  oder  was  dasselbe  ist,  eine  auf  ihr  normale  Ge- 
rade mit  den  Achsen  einschliesst ,  und  schliesslich  die  Bedingungs- 
gleichnng  aufstellt,  unter  welcher  beide  Gerade  zu  einander  rechtwink- 
lig sind.  Man  hat  als  Richtungscosinus  der  Geraden 
{n,  —  kn,)x+  (//o-  kh,)y  +  {c^  —  kc,)z  +  {d,  —  kil,)  =  0, 
(./2  —  k  a.,)  X  +  (/'2  —  ^  *3)  y  +  {<-'!  —  A  Tg)  2  -f  (//.,-  l  d,;\  =  ^ 
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folgende 

cos  a  :  cos  ß  :  cos  y  = 

{ÖQ  —  k  61)  {c^  —Xc^)  —  (co  — Ac,)  (62—^^3) 

(cq  —  Xc^)  («2  -  Art3)— («<,  — A«,)  {c^  —  k  c.^) 

(r/o  —  ka^)  (^2  —  k  Ö3)  — (Äo  — A7>,)  («2  —  k  «3) 

und  als  solche  der  auf  der  Ebene 

(«,  —  k  a,)  a:+  {b,  —  kbl)y+  {c,  —kc,)z  +  {d ,  —  k  c/,)  =  0 
Normalen  die  Ausdrücke 

cos  a  :  cos  ß'  :  cos  /  =  («4  —  k  a^)  :  (b^  —  k  b^)  :  {c^  —  k  c.)- 
Die  Bedingung  der  Perpendicularität  der  beiden  Geraden  ist  bekanntlich 

cos  a  cos  a   -j-  cos  ß  cos  ß'  +  cos  y  cos  y  =  0, 
also 

(64  -  A^J  [(r^,  —  Ar,)  (02  —  A«3)  —  («^,  — A«,)  {c.,-~k  c.;)\  + 
(Si  —  ^  ^5)  [(^'0  — ^«i)(^2  — ^^3)  — (*o  — ^^1)  (^'2  — ^«j)]  =0 
oder  als  Determinante  geschrieben 

\  Uq  —  k  «1,  ^0  —  ^  ^n  <^o  —  ^  ^1 

«2  —  ^<^3>^2  —  ^^31*^2  —  ^^3      =0. 

Es  ist  dieselbe  in  Bezug   auf  k  vom   dritten  Grad   und    erhalt    man   bei 
ihrer  Entwicklung  die  cubische  Gleichung 


«01  ^01  ^0  I 

«2,  />2,    ^2    I 
«4»  '^4»    ^4     I 


—  A 


^0  »  ^0»  ^Ü 


'2» 


«5»  ^5»   ^5 

+ 


!  «3»   ^3^  ^3 
I  ^^4»   *4»   ^4 


«2,  ^2»   ^2 
«5>  ^5»  ^5 


^1'    ^1» 


3» 


«3,  ft 

«4»  *4>    ^4 


—  A^ 


«2,  ^2»  ^2 

«4»   ^4»   ^4 


«31  ^3>  ^3  ! 

«51  *5>   ^5  I 


deren  Wurzelwerthe  die  unendlich  entfernten  Punkte  des  cubischen 
Kegelschnitts  bestimmen;  für  unsere  gewöhnliche  Gleichung  (4)  der 
Curve  vereinfacht  sich  dieselbe  in 


0»  ^-0 


«0»  ^ 
«2,  ^2»  ^2 


«3,  f>3,  C3 


+  A2    ö^,  60,  r„     — A^ 

«2»  ^2»  ^2 
«3»  *3»  ^3 


a,,  ft,,  C,   !  =0. 
«2,  ^2»    ''2 
^'3»  ^3»    ^3 


Kriterien,  welche  aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen  der  Curve  ge- 
bildet unmittelbar  ihre  Gattung  erkennen  Hessen,  wie  dies  für  die  ebenen 
Kegelschnitte  geschieht,  könnten  mit  Rücksicht  auf  vorstehende  Bedin- 
^«ngsgleichungen  zwar  hergestellt  werden,  würden  aber  zu  complicirt 
uud  eben  desshalb  von  keiner  ptäVlWscXy^xl  ktcw^.YidWtkeit  sein.  Man 
wird  daher  in  einem  specielleu  ¥a\\  voTÄ\.^\i^TL^^  Q\€\0«viw^^\i.  täXsW^^ 
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und  wirklich  aufzulösen  oder  wenigstens  auf  die  Realität  ihrer  Wurzeln 
zu  untersuchen  haben,  um  über  die  Natur  des  Qubischen  Kegelschnitts 
zu  entscheiden. 

Nichts  desto  weniger  gelingt  es  leicht,  die  Gleichungen  jener  4  Spe- 
cies  von  Raumcurven  3.  Ordnung  in  ihren  einfachsten  Formen  herzu- 
stellen. Zu  dem  Ende  haben  wir  uns  zunächst  an  das  im  vorigen  Ca- 
pitel  angegebene  Verhältniss  des  Coordinatentetraeders  zur  Curve  zu 
erinnern  und  das  dort  auseinandergesetzte  tetraedrische  Goordinaten- 
system  in  ein  schiefwinkliches  Parallelcoordinatensystem  überzuführen, 
d.  h.  man  hat  erstens  eine  Tetraederebene,  am  besten  wohl  die  Ebene 
ü^  =  0  in  unendliche  Ferne  zu  rücken,  so  dass  sie  also  durch 
const.  =  0  repräsentirt  wird  und  dann,  mit  Beibehaltung  der  andern  3 
Seitenebenen  als  Goordinatenebenen ,  die  leicht  herzustellenden  Entfer- 
nungen eines  Punkts  von  ihnen  durch  Multiplication  mit  gewissen  con- 
^tanten,  von  den  Winkeln,  welche  jene  3  Goordinatenebenen  mit  ein- 
ander bilden,  abhängigien  Factoren  in  die  schiefwinkligen  Parallelcoor- 
dinaten  x  y  z  desselben  zu  verwandeln.  Man  erhält  unter  dieser  An- 
nahme einen  beliebigen  Gurvenpunkt  als  Goordinatenanfang,  zur  Achse 
der  z  die  Tangente  in  ihm  und  zur  y  z- Ebene  die  Osculationsebene  des- 
selben ;  die  Achse  der  x  als  nach  einem  unendlich  entfernten  Gurvenpunkt 
gerichtet  wird  einer  Asymptote  parallel ,  durch  welche  dann  auch  die  x  y- 
Ebene  geht.  Das  die  Gurve  repräsentirende  Gleichungs  -  System  ist 
dann,  indem  man  die  constanten,  zur  Bildung  der  Goordinaten  jenes 
Punkts  aus  seinen  Entfernungen  von  den  Goordinatenebenen  dienenden 
Multiplicatoren  sogleich  mit  der  die  Ebene  JJ^  repräsentirenden  Gon- 
stanten  vereinigt: 

so  dass  dem  Werth  -O"  =  0  der  Goordinatenanfang  als  Gurvenpunkt,  dem 
Wertb  <&  =  oo  aber  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Gurve  auf  der 
a:- Achse  entspricht.  Diese  Gleichung  (3^)  des  cubischen  Kegelschnitts 
bedarf  jedoch,  um  allgemein  für  alle  4  Species  zu  gelten  und  dieselben 
gehörig  von  einander  distinguiren  zu  können,  noch  einer  geringen  Mo- 
dification,  welche  erkennen  lässt,  dass  ausser  «&  =  oo  noch  zwei  andere 
reelle  oder  auch  imaginäre  Werthe  dieses  Parameters  existiren,  für 
welche  man  unendlich  grosse  Goordinaten  werthe  erhält;  wir  geben  ihr 
zu  dem  Ende  folgende  Form: 

(4.)  f=^'.  y.^^.  i=£ 

wo  zur  Abkürzung 

g,  =  (^  —  «)  2  +  13'-^ 

gesetzt  ist  und  das  doppelte  Vorzeichen  des  letzten  Gliedes  von  tp  dazu 

ZeiUchrift  f.  Mathematik  u.   Physik.    Suppl.  I.  ^ 
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dient,  den  Fall  nur  einer  reellen  Asymptote  von  dem,  wo  alle  drei 
Asymptoten  reell  sind,  zu  unterscheiden.  Man  findet  nämlich  durch 
Vergleichung  von  q>  mit  Null,  also  aus  der  Gleichung 

(^  — a)2  +  j3«  =  0 
zwei  Werthe  von  *&,    welche    gleichfalls    unendlich    grosse  Coordinaten- 
werthe  liefern,  und  zwar  für  das  obere  Vorzeichen  die  complexen  Werthe 
a  +  j3  I,  für  das  untere  dagegen  reelle  «  +  /3. 

Ehe  wir  nun  auf  weitere  Vereinfachungen  der  Gleichung  (4^)  fÄr 
die  einzelnen  4  Species  von  cubischen  Kegelschnitten  eingeben,  bilden 
wir  zunächst  für  die  Gleichung  der  Curve  in  dem  eben  discutirten  Coor- 
dinatensystem  die  Gleichungen  von  Sehnen,  Tangenten  derselben  a.  s.  w. 
Man  erhält  wie  oben  die  Gleichungen  einer  Secante  durcb  Curven punkte 
-^1  und  'ö'j,  wenn  man  die  Werthe  von  A,  ft,  v,  resp.  Aj,  fij,  v^  bestimmt, 
welche  die  Gleichungen 

von  einer  durch  den  Punkt  ^j  und  einer  durch  den  Punkt  ^^  gehen- 
den Ebene  in  einander  überführen.     Es  genügen  hierzu  die  Systeme 

und 

A  =  A,=0;  |it  =  |it  1=^,02  — Ä;   v  =  v^=  h  {9^  +  ^^)  —  2a  ^^  Oj, 

worin 

gesetzt  istj  man  erhält  durch  sie  als  Gleichungen  der  Secante 

(5«) 

(»1  ^2  -  A)f-  +  [A  (»I  +  ^,)  -  2  «  d,  OJ  1.  -  *,  Oj  =  0, 

aus  welchen,  wenn  i>,=0.^  angenommen  wird,  die  Gleichungen 
(6^) 


(d,2       /,)£  ^  2  (O,  A  — «<>,*)-  — »,2=  0 


'J 
b 

einer  'raiigcntc  hervorgehen.  Auf  ähnliche  Weise  findet  sich  die  Gleichung 
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X 


(9») 


Ä-+   [^1^2  ^3 


h    (^,   +  ^2  +  ^3)]^ 


+  [Ä  (^i  ^2  +  ^1  ^3  +  ^2  ^3)  -  2  a  ^,  ^2  ^slr  --^1  ^2^3=0 


einer  die  Curve  in  den  3  Punkten  ^i,^2>  ^3  schneidenden  Ebene,  aus 
welcher  sich  dann  als  Gleichung  der  Osculationsebene  im  Punkt  d^ 
ergibt 

(lOM     Ä-  +  0(^2  —  3ä)  ^  +  ^^(Sh  —  2a^)-  —&^  —  0. 
a  b  c 

Für  -^  r=  cx>  erhftlt  man  aus  (6  *)  die  Gleichungen 

^    y         2a  z 

deren  letztere  sich  in  Folge  der  ersteren  auf 

reducirt,  der  einen  reellen  Asymptote,  wobei  zugleich  für  die  Grösse  b 
eine  geometrische  Bedeutung  gewonnen  wird.  Sind  die  beiden  andern 
Asymptoten  gleichfalls  reell,  so  haben  sie  die  Gleichungen 


2ß.V--2ß^a  +  ß)1L 


(«±ß)=0. 


Wird  aus  den  Gleichungen   der  Tangente    der  veränderliche  Parameter 
^  eliminirt,  so  findet  sich 


(8«) 


:-<>• 

y 

b' 

0 

y     X 
6'    a' 

ö' 

y 

b 

«     y 

c'    A' 

1 

+  2 

Cf-     — 

c 

y 
b' 

z 
c 

0.   ^ 

0, 

1 

+ 

2 

z 

a  —   - 

c 

y 

b 

=  0 


als  Gleichung  der  durch  die  Tangenten  der  Curve  gebildeten  abwickel- 
baren Oberfläche.  Die  Gleichungen  der  durch  einen  beliebigen  Punkt 
^y  V^  t  des  Raumes  möglichen  einzigen  Sehne  des  cubischen Kegelschnits 
werden  gefunden,  wenn  man  die  Coordinaten  jenes  Punkts  in  die  Glei- 
chungen (6^)  substituirt  und  die  sich  daraus  ergebenden  Werthe 
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in  dieselben  einsetzt,  man  erhält  dann  als  solche 

Durch  Elimination  des  einen  Parameters,  etwa  &21  ^^  ^^^  Gleichungen 
(5^)  der  Secante  ziehen  wir 

*{?-».'c}  -{"-*■■»}  {'■'  +  <'-^"*''^-''}=" 
die  Gleichung  des  durch  Verbindung  des  Punkts  & ,  mit  allen  übrigen 
Curvenpunkten  entstehenden  Kegels  zweiten  Grades,  aus  welcher  für 
^ ,  =  c»  die  Gleichung 

des  die  Curve  enthaltenden  Cjlinders  hervorgeht,  dessen  Erzeugende 
mit  der  reellen  durch  0,==oo  gehenden  Asymptote  parallel  sind.  Sind 
die  andern  unendlich  entfernten  Punkte  der  Curve  gleichfalls  reell,  so 
werden  die  zugehörigen  Cylinder  dargestellt  durch  die  Gleichung 

(«  +  «{];--(»+«'-}' 

Dass  diese  Gleichung  Cylinderflächen  darstellt,  erkennt  man,  indem  sie 
mit  Beibehaltung  einer  der  frühem  Coordinatcnebenen  und  Transfor- 
mation auf  die  Ebenen 

Jrr.:  J-(«  +  ß)  1^0;   F=-^-f-  _  («  +  ^)  ^- =  o 
als  neuer  Coordinatcnebenen  ^)  die  Form 

(«  T  ^)y'  r^'  —  px  (qr—i)=o 

annimmt,  welche  nur  2  der  neuen  Coordinaten  enthält.  Diese  Form  lässt 
auch  zugleich  erkennen,    dass    die    botreffenden  Cylinder  hyperbolische 


1)  Vergl.  Joachimsthal,  analyt.  Geom.  d.  Ebene.  Cap.  VII,  §  59,  pag.  91. 
Der  daselbst  bewiesene  Satz  lässt  sich  ohne  weiteres  anf  den  Kaum  übertragen, 
von  welcher  Erweiterung:  oben  Gebrauch  gemacht  wird. 
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sind,  denn  sie  werden  von  den  Ebenen  X  =  0  und  Y —  1=0 
längs  ihrer  Schnittlinien  mit  der  Ebene  Y=0  berührt;  da  nun  die 
Schnittlinie  der  beiden  letzteren  als  paralleler  Ebenen  unendlich  entfernt 
ist,  so  ist  die  Ebene  Y  —  1  =  0  eine  Asjrmptoten ebene  des  Cylinders 
und  kann  derselbe  mithin  nur  ein  hyperbolischer  sein.  Die  Erzeugenden 
der  Cylinder  werden  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

f--(«±^)|  =  0;    |-(a±«;=0 

und  sind  den  Asymptoten  des  cubischen  Kegelschnitts  parallel,  denn 
sowohl  diese  wie  jene  bilden  Winkel  mit  Coordinatcnachsen ,  deren 
Cosinus  den  Grössen 

(a  +  ßy      a±ß       J. 
b  c  '     '        a  c     ^    a  b 
proportional  sind. 

Indem  wir  jetzt  zur  speciollen  Untersuchung  der  vier  Gattungen 
von  cubischen  Kegelschnitten  übergehen,  bemerken  wir  zunächst,  dass 
man  die  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (3*)  und  (4*)  vorkommenden 
coustanten  Divisoren  a,  6,  c  weglassen  kann  unter  der  Annahme,  dass 
die  lineare  Einheit,  womit  die  Coordinaten  auf  den  Achsen  gemessen 
werden,  für  die  3  Achsen  vorschieden  sei  und  zwar  nach  der  Proportion 
X  \  y  i  z  =  a  \  b  i  c.  Wir  begnügen  uns  jedoch  mit  diesem  Hinweis,  da 
eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Formeln  durch  die  angegebene  Vor- 
aussetzung nicht  erzielt  wird. 

Die  cubische  Parabel  osculirt,  wie  schon  angegeben,  die  unendlich 
entfernte  Ebene;  man  bedarf  daher  bei  ihrer  Gleichung  des  die  unend- 
lich entfernten  Punkte  der  Curvo  unterscheidenden  Divisors  tp  nicht  mehr 
und  ist  dieselbe  demnach 

-=^3;    V    ={>-;    --  =  ^. 

a  b  c 

Sie  besitzt  am  meisten  Conformität  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Uaumcurve  3.  Ordnung,  wie  wir  sie  im  ersten  Capitel  gefunden, 
und  werden  daher  auch  die  Gleichungen  der  mit  der  Curve  in  Verbin- 
dung zu  bringenden  Geraden,  Ebenen  etc.  unmittelbar  sich  aus  denen 
desselben  Capitels  ergeben.     Man  hat  z.  B. 

^  -  (*,  +  *j)  i   +  O,  O,  =  0    . 
als  Gleichnngen  einer  Sehne  durch  die  Punkte  9^   und  O,,  femer 
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als  Gleichung    der    durch    die    3  Curvenpunkte  -^p    -^j,    ^j   gehenden 
Ebene  u.  s.  w.     Die  Tangentenfläche  hat  die  Gleichung 


X 

0, 

y 

0 

y 

6' 

X 

Z 

y 

h 

c' 

y 

6' 

1, 

0, 

c' 

0, 

1 

=  0 


oder  entwickelt 


\a~bc]  \b       c»/   \«c       6«/  —"' 

and  der  die  Curve  vom  Punkt  ^^  auf  ihr  projicirende  Kegel  2.  Ordnung 
wird  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

{f-'.:-}{o--'.}-{i-*.:-H 


welcher  für  ^  |  =  oo  übergeht  in 

die  Gleichung  des  einzigen  die  Curve  enthaltenden  parabolischen  Cy- 
linders,  dessen  Gleichung  auch  einfach  durch  Elimination  des  Parame- 
ters ^  aus  den  beiden  Gleichungen  —  =  ^^  und  —  =^  erhalten  werden 

kann.  Die  Curve  .besteht  aus  einem  einzigen  Zweige,  der  sich  über  den 
ganzen  Cylindcr  hin  erstreckt  und  kann  leicht  punktweise  für  die  ein- 
zelnen Wcrthe  von  O*  construirt  werden.  Ihr  Verlauf  ist  angedeutet  in  • 
Fig.  1;  von  welcher,  sowie  von  den  in  den  Fig.  2.,  3.,  4.  gegebenen 
Darstellungen  der  drei  andern  Species  wir  am  Schluss  des  Capitels  an- 
geben werden,  wie  sie  erhalten  worden.  Bringt  man  die  Gleichung  der 
Curve  auf  die  Form 

-  — ^^  =  0;  ^— ^-=  0;    -  —  ^  =  0, 
a  b  h  c  c 

so  erkennt  man  sofort,  wie  sich  die  früher  gefundene  Erzeugung  von 
Raumcurven  3.  Ordnung  vermittelst  dreier  projectivischer  Grundgebilde 
für  die  cubische  Parabel  modificirt,  indem  dann  eins  der  3  Ebenen- 
büschel in  ein  Parallelebenenbüschel  übergeht.  Wir  ersehen  daraus ,  dass 
die  Curve  erhalten  wird  auch  als  theilweiser  Schnitt  eines  hyperbo- 
lischen Paraboloids  mit  einer  andern  geradlinigen  Fläche  2.  Ordnung, 
die  eine  Erzeugende  damit  gemein  hat. 
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Die  3  übrigen  Gattungen  von  cubischen  Kegelschnitten  sind  unmit- 
telbar in  der  vorher  aufgestellten,  mit  dem  Factor  tp  versehenen  Gleichung 

enthalten.  Sie  stellt  für  ein  positives  Zeichen  von  ß'^  die  cubische  El- 
lipse, fttr  ein  negatives  die  cubische  Hyperbel  und  endlich  für  den  Werth 
^  =:  0  die  cubische  hyperbolische  Parabel  dar.  Wir  gehen  auf  die 
Gleichungen  von  Sehnen,  Tangenten  u.  s.  w.  nicht  näher  ein^  da  solche 
aus  den  früher  gegebenen  allgemeinen  unter  den  eben  gemachten  Vor- 
aussetzungen über  /3^  sich  ohne  weiteres  ergeben. 

Für  die  cubische  Ellipse  und  Hyperbel  kann  man  noch  eine  weitere 
Vereinfachung  ihrer  Gleichungen  herbeiführen,  indem  die  darin  enthaltene 
Grösse  a  =  0  angenommen  wird;  eine  Annahme,  deren  Berechtigung 
und  Bedeutung  bei  einer  späteren  Gelegenheit  nachgewiesen  worden 
wird. 

Die  cubische  Ellipse  hat  dann  die  Gleichung 

ä  ~  P"+7*'    b  ~  W+J^'    c  ~  ^^~p 
und  der  die  Curve  enthaltende  reelle  Cylinder  ist  dargestellt  durch 

woraus  als  Scheitelgleichung  einer  Ellipse  erhellt,  dass  derselbe  ellip- 
tisch ist.  Die  Curve  erstreckt  sich,  wie  aus  Fig.  2  zu  ersehen,  in  einem 
ununterbrochenen  Zuge  längs  des  ganzen  Cylindcrs,  und  nähert  sich 
dabei  der  einzigen  reellen  Asymptote,  welche  eine  Seite  des  Cy linders 
ist.  Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  dics^  Curve  und 
auch  die  beiden  folgenden,  gerade  so  wie  die  cubische  Parabel,  aus 
den  für  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  gegebenen  Functionen  des  Para- 
meters unmittelbar  im  Raum  construirt  werden  können. 
Durch  die  Gleichungen 

X  _       »^  y  _       »^  z  _        ^ 

a~^^  —  ß^'    fr  —  02_^2;    c~02  — /32 

repräseniiren  wir  die  cubische  Hyperbel;  der  der  -T- Achse  parallele 
Cylinder  wird  dargestellt  durch  die  Gleichung 


-M'-'}=° 


und  ist  demnach  hyperboÜBch.    Die  beiden  andern,  wie  früher  nachge- 
wiesen, gleichfals  hyperbolischen  Cylinder  haben  die  Gleichungen 
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und  sind  den  beiden  andern  Asymptoten 

J+2^. 1  +  ^-^1  =  0;    2J+2/J. 1  +  1  =  0 

parallel.  Jeder  der  drei  Cylinder  enthält  selbstTerständlich  eine  Asym- 
ptote. Die  Corvo  besteht  aas  3  im  Unendlichen  zosammenhängenden 
Zweigen ,  die  sich  zn  je  zweien  inmier  einer  Asymptote  nfthem  nnd  in 
Bezug  auf  die  3  Cylinder  ganz  gleichmässig  verhalten,  denn  es  liegen 
auf  dem  einen  die  resp.  Asymptote  enthaltenden  Mantel  arwei  Corven- 
äste,  auf  dem  andern  nur  einer,  wIq  in, Fig.  3  zu  erkennen.  Was  die 
weitere  Beziehung  der  6  Cylindermäntel  zur  Curve  anbelangt,  so  gehen 
durch  jeden  Ast  von  ihr  drei  derselben,  welche  verschiedenen  Cylin- 
dern  angehören  und  darunter  immer  einer,  der  keine  Asymptote  enthlüt. 
Es  bleibt  nun  noch  die  hyperbolische  Parabel  zu  betrachten;  ihre 
Gleichungen  sind 

X  _         ^^  y  _         &^  z  _  ^ 

«~(^2  — a)2'    ft  —  (^  —  a,)2'    c~{a—ay 

und  der  durch  sie  mögliche  parabolische  Cylinder  wird  dargestellt  durch 

oder  anders  geschrieben 

Er  nimmt  durch  Verlegung  der  X  JK-Ebeno  in  die  Ebene 


2^' 


7  — flf  -  =  0 
b  c 


die  Gleichung 


.2 


Z2  = 


y 


b 
an  und  wird  in  diesem  neuen  Coordinatcnsystem  die  Curve,  indem  man 

6= setzt,  dargestellt  durch 

x_    e»     .  r_       z 

a  W  —  a        b  c 

Ihr  Verlauf  ist  aus  Fig.  4  zu  erkennen,  wo  sie  auf  diesem  parabolischen 
Cylinder  gezeichnet  ist;  sie  besteht  aus  2  Zweigen,  deren  jeder  sich 
mit  einem  Ast  der  reellen  Asymptote  nähert,  während  ihre  beiden  an- 
dern Aeste  in  unendlicher  Feme  sich  in  parabolischer  Form  vereinigend 
zu  denken  sind,  so  dass  in  dem  Vereinigungspunkt  eine  unendlich  ent- 
fernte Tangente  existirt.  In  derselben  Figur  ist  auch  der  die  Curve 
enthaltende  hyperbolische  Cylinder  angedeutet;   seine  Seiten   geben  die 
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Richtung  an,  in  welcher  der  unendlich  entfernte  parabolische  Zweig  der 
Curve  liegt.      Durch    eine  ähnliche  Transformation  wie   oben  kann  die 
Curve  auch  auf  ihn  bezogen  werden  und  hat  dann  die  Gleichung 
X  S'^         Y       ^  Z  a 


a      '  e  —  a'     h  'c         0  —  a' 

jeder  ihrer  beiden  Zweige  liegt  dann   auf  einem  der  beiden  Cylinder- 
mäntel  und  hat  der  Cylinder  selbst  die  Gleichung 

YZ  —  ahc  =  0. 

Der  zwischen  den  einzelnen  4  Specics  stattfindende  Zusammen- 
hang ist  nun  leicht  zu  erkennen;  die  cubische  EDipse  kann,  indem 
man  den  durch  sie  gehenden  elliptischen  Cylinder  in  einen  paraboli- 
schen übergehen  Ittsst,  unmittelbar  in  die  hyperbolische  Parabel  überge- 
führt werden,  welche  dann  andererseits  auch  erhalten  werden  kann,  in- 
dem man  bei  einer  cubischen  Hyperbel  den  einen  die  Asymptote  nicht 
enthaltenden  hyperbolischen  Cylindermantel  unendlich  weit  fortrücken 
lässt.  Die  cubische  Parabel  endlich  entsteht  auf  gleiche  Weise  aus  der 
cubischen  Ellipse  sowohl,  als  auch  aus  der  Hyperbel,  wenn  die  Scheitel- 
scite  des  ins  Unendliche  sich  entfernenden  Cylindertheils  gerade  eine 
Asymptote  der  Curve  war. 

Schliesslich  einige  Worte  über  die  Herstellung  von  Zeichnungen  der 
cubischen  Kegelschnitte.  In  Folge  der  früher  bestimmten  Art  des  durch 
jede  Species  derselben  möglichen  Cylinders  ist  es  leicht  mit  Hülfe  der 
Methoden  der  descriptiven  Geometrie  Darstellungen  der  4  Species  zu 
machen.  Zunächst  wird  man  durch  Zusammenstellung  eines  elliptischen 
Cylinders  mit  einem  Kegel  2.  Ordnung,  der  eine  Kante  mit  ihm  gemein 
hat,  immer  eine  cubische  Ellipse  bekommen.  Weiter  wird  durch  Zu- 
sammenstellung eines  parabolischen  Cylinders  mit  einem  Kegel  2.  Ord- 
nung, der  eine  Kante  mit  ihm  gemein  hat,  im  Allgemeinen  eine  hyper- 
bolische Parabel  erhalten  werden;  ihre  im  Endlichen  gelegene  Asym- 
ptote wird  wie  bei  der  cubischen  Ellipse  bestimmt  durch  die  den  Kegel 
längs  der  gemeinsamen  Kante  tangirende  Ebene.  Die  Richtung  der 
Seiten  des  durch  die  Curve  gehenden  hyperbolischen  Cylinders  findet  man 
parallel  zu  dem  Strahl  des  Kegels,  welcher  zur  Hauptebene  des  para- 
bolischen Cylinders  parallel  läuft.  Haben  der  parabolische  Cylinder  und 
der  Kegel  die  besondere  Lage,  dass  die  Tangentenebene  dos  Kegels 
im  gemeinsamen  Strahl  zur  Hauptebene  des  Cylinders  parallel  ist,  so 
vereinigt  sich  auch  noch  der  auf  der  Asymptote  gelegene  unendlich  ent- 
fernte Cnrvenpunkt  mit  den  beiden  andern  unendlich  entfernten  Punk- 
tcn  und  geht  die  hyperbolische  Parabel  in  die  einfache  cubische  Parabel 
über.  Die  cubische  Hyperbel  endlich  erhält  man  als  Schnitt  eines  hy- 
perbolischen Cylinders  und  eines  Kegels,  der  eine  Kante  mit  dem- 
selben   gemein    hat;    die    auf   dem  Cylinder    gelcg^^^iL^  ^vj\k^\ä\ä  ^\x.^ 
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wie  Torber  bestimmt,  die  Richtungen  der  beiden  andern  and  damit  auch 
die  der  Seiten  der  auch  die  Corve  enthaltenden  beiden  andern  hyper- 
bolischen Cylinder  ergeben  sich  den  Kegelseiten  parallel ,  welche  den 
Asymptotenebenen  des  ersten  Cylinders  parallel  sind.  Hat  der  Kegel 
die  besondere  Lage,  dass  die  ihn  längs  des  gemeinsamen  Strahls  berüh- 
rende Ebene  einer  Asymptotenebene  parallel  geht,  so  rückt  eine  der 
Asymptoten  in  unendliche  Feme  und  geht  die  Curve  in  die  cnbische 
hyperbolische  Parabel  über. 


Sechstes  CapiteL 

Nachdem  im  Tierten  Capitel  nachgewiesen  worden,  dass  die  Tan- 
gentenfläche einer  Raumcurve  3.  Ordnung  mit  den  Osculationsebenen 
der  Curve  Kegelschnitte  bestimmt,  beschäftigen  wir  uns  zunächst  mit 
der  Untersuchung,  was  für  Gattungen  von  Kegelschnitten  hierbei  vor- 
kommen können  und  wie  sich  in  dieser  Beziehung  die  im  vorhergehen- 
den Capitel  unterschiedenen  4  Species  von  cubischen  Kegelschnitten  ver- 
halten. Wir  bilden  zu  dem  Ende  zunächst  für  die  vorher  aufgestellte 
allgemeinste  Gleichung 

X _         ^^  y____j?^___.  ?._____?___ 

des  cubischen  Kegelschnitts,  die  Gleichung  der  Projection  derjenigen 
Geraden,  in  welcher  eine  feste  Osculationsebene,  etwa  die  am  Punkt  o», 
von  einer  andern  solchen,  die  einem  variablen  Punkt  ^  zukommt,  ge- 
schnitten wird,  auf  die  ^z- Ebene,  welche  dann  in  dieser  für  alle  über- 
haupt möglichen  Werthe  von  ^  gleichfalls  einen  Kegelschnitt  durch 
Umhüllung  erzeugt,  von  dem  dann  auf  die  Natur  des  in  der  Oscu- 
lationsebene des  Punkts  o  durch  die  Tangeutenfläcbe  hervorgebrachten 
Kegelschnitts  geschlossen  werden  kann.  Die  Gleichungen  der  beiden  Oscu- 
lationsebenen sind  nach  dem  Frühem 

(A.)     Ä  -  +  ö)  (c»2  —  3  Ä)  r  +  a>2  (3  Ä  —  2  a  a>)  -  —  m»  —  o 
und 

Ä  ^  +  0  (^2  _  3  ^)  ^  ^  ^2  (3  ^  _  2  a  ^)  -  —  -^»  =  0: 


man  findet  durch  Elimination  des  x  aus  ihnen  mit  Hinweglassung  des 
Factors  {ß^  —  w) 

|^(03+G)^+ »2— 3Ä)+  ?  [3Ä(^  +  «)  —  2a(^2  +  cö^  +  »')] 

—  («^2  ^  «^  +  w2)=0 
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oder  nach  Potonzen  von  d^  geordnet 

+  (w2_3ä)  ^  +w(3Ä  — 2««)^  — a)2=:0 

als  Gleichung  der  Projection  besagter  Geraden  auf  die  y 2 -Ebene.  Um 
die  Gleichung  der  durch  sie  erzeugten  Enveloppe  zu  erhalten,  hat  man 
bekanntlich  ^)  die  Bedingung  zu  bilden ,  unter  welcher  vorstehende 
Gleichung  gleiche  Werthe  für  ^  liefert;  es  ist  dieselbe 

|„(|_l)+(3Ä_2«o,)i}'- 

4|^  — 2a--ll/(w2_3Ä)|^+w(3Ä  — 2äß))-_G,2l  =  0 
oder  entwickelt  und  nach  Potenzen  der  Coordinaten  geordnet 

2  2 

(B.)         (4  Ä  —  «2)  1^  +  (3  Ä  _  2  a  w)  (Ä  +  2  a  a>)  -^ 

^  '  b  c  ^  b 

+  2  «  (Ä  —  2  a  w)  ^  —  «2  =  0, 

und  stellt  sie  den  die  zu  untersuchende  Schnittcurve  auf  die  y  z- Ebene 
projicirenden  Cylinder,   also   in  Verbindung  mit  der  Gleichung  der  Os- 
culatiousebene   des  Punkts   co   diese  Schnittcurve  selbst  dar.     Um  über 
ihre  Natur  zu  entscheiden,  bildet  man  die  bekannte  Determinante 
4ä  —  co^,  2  flf  Q)^  —  Q)  Ä  •— 4  a  Ä 

2a(o2_o,Ä  —  4aÄ,  (3Ä~2aa))(Ä  +  2aco) 

welche  den  einfachen  Werth 

V  =  — 4ä2((o2  —  2a(0  +  4a2_3Ä) 

oder  bei  der  frühern  Bedeutung  von  ä  =  c^  +  /3^ 

V  =  -  4  («2  +   ^2)2  .   [(^  _  «)2  q:  3  ß2^ 

annimmt;  je  nachdem  ihr  Werth  positiv.  Null  oder  negativ  ausfällt,  ist 
der  zu  untersuchende  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel. 
In  unserm  Fall  wird  das  Vorzeichen  von  V  bestimmt  durch  den  Factor 
(w  — «)'  +  3  /?*,  welchen  wir  kurz  mit  A  bezeichnen  wollen,  und  wird 
also  die  zu  untersuchende  Schnittcurve  eine  Hyperbel,  Parabel  oder 
Ellipse  sein,  je  nachdem 


v  = 


1)  Vergl.  Salmon,  aoal.  Oeom.  d.  Kegelschnitte.    Deutsch  v.  Fiedler.  2.  Anfl. 
Art  316.  pag.S67. 


132        EinleituDg  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte. 


> 

< 

Dieser  Ausdruck  kann  fxir  das  untere  Vorzeichen,  welches  gilt,  wenn 
die  Curvc  3  reelle  unendlich  entfernte  Punkte  hat,  wobei  A  =  «^  —  /3' 
ist^  als  Summe  zweier  Quadrate  nur  positive  Werthe  annehmen  und  hat 
mau  daher  den  Satz: 

Die  Tangentenfläche  einer  cubischen  Hyperbel  wird  Ton  allen  Os- 
culationsebenen  derselben  (welche  zugleich  Tangentenbenen  der 
Fläche  sind)  in  Hyperbeln  geschnitten. 
Bei  der  cubischen  Ellipse,  wo  das  obere  Vorzeichen  gilt,  kommen  alle 
drei  Formen  von  Kegelschnitten  vor;  bemerkenswerth  sind  die  beiden 
Parabeln  für  die  durch  Vergleichung  von  A  mit  Null  sich  ergebenden 
Werthe 

«  =  a  +  /3jK3; 

sie  liegen  in  den  Ebenen 

A  y  +  2  a  (3  Ä  —  4  a^)  I  +  (3  Ä  —  4  a^y  ?=(«  +  /?  ysy, 

welche,  wie  diese  Gleichungen  lehren,  parallel  sind  und  werden  ihre 
Projectionen  auf  die  y 2 -Ebene  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

U(ß  +  ay3)+'-  (a  +  ß   y3)   {ß  ±  a  yS)  V 
+  2{ß'^-'a''±2aßy3)^+2{ß^-a'^±2aßyS)^--  {a  ±  ßy3)^  =  0. 

Da  für  Ol  ==  a  in  dem  vorliegenden  Fall  A  =  —  3  j3^,  also  negativ  ist, 
so  schneidet  die  zu  diesem  Parameter  gehörige  Osculationsebeue  die 
Tangentenfläche  in  einer  Ellipse  und  werden  ferner,  da  der  Werth  « 
zwischen  den  obigen  Werthen  et  +  ßy3  liegt,  auch  für  alle  übrigen  zu 
zwischen  den  beiden  letzteren  liegenden  Parameterwerthen  gehörigen 
Punkte  der  Curve  die  betreffenden  Schnitte  gleichfalls  Ellipsen  sein,  für 
alle  ausserhalb  der  beiden  Gränzwerthe  cc  ^  ß  yS  liegenden  Parameter 
dagegen  Hyperbeln.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Die  cubischo  Ellipse  hat  zwei  parallele  Osculationsebenen ,  welche 
die  Tangentenfläche    der  Curve    in  Parabeln   schneiden,    während 
alle  übrigen  Osculationsebenen  dieselbe  in  Ellipsen  und  Hyperbeln 
schneiden,  und  zwar  diejenigen,  welche  zu  zwischen  den  parallelen 
Osculationsebenen   liegenden  Curvenpunkten  gehören,  in  Ellipsen, 
die  andern  dagegen  in  Hyperbeln. 
Für  die  cubisch  -  hyperbolische  Parabel,   bei  welcher,   wie   wir   oben  ge- 
sehen, ß=  0  anzunehmen,   sind   nur  positive  Werthe   von  A    möglich 
und    verschwindet    dasselbe    für    den   Werth   o)  c=  or,  so  dass   also   eine 
Ebene,  die  Osculationsebeue  des  unendlich  entfernten  Doppelpunkts  der 
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Curve,  existirt,  deren  Schnitt  mit  der  Tangentenfläche  eine  Parabel  ist; 

welches  Resultat  wir  als  Satz  nochmals  besonders  hervorheben : 

Die  Osculationsebenen  einer  cnbischen  hyperbolischen  Parabel 
schneiden  die  Tangentenfläche  derselben  sämmtlich  in  Hyperbeln, 
mit  Ausnahme  der  dem  Berührungspunkt  der  unendlich  entfernten 
Ebene  angehörigen,  welche  mit  der  Fläche  eine  Parabel  ge- 
mein hat. 

Die  Projection  derselben  auf  die  yz -Ebene  hat  die  Gleichung 

und  wird  sie  selbst  demnach  durch  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der 

a  b  c 

ihscr  Ebene  daigestellt. 

Ehe  wir  zu  den  entsprechenden  Untersuchungen  für  die  cubische 
l^arabel  übergehen,  "wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  des  geometrischen 
Orts  der  Mittelpunkte  von  den  vorher  behandelten  Kegelschnitten,  in 
welchen  die  Tangentenfläche  der  Raumcurvo  3.  Ordnung  von  den  Oscu- 
lationsebenen geschnitten  wird,  oder  wie  man  kürzer  sagen  kann,  der 
der  Reciprokalfläche  eines  cubischen  Kegelschnitts  eingeschriebenen 
ebenen  Kegelschnitte.  Es  vnirdo  schon  früher  bemerkt,  dass  dieser  Ort 
ein  Kegelschnitt  ist  und  es  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  vorher- 
gehenden Resultate  die  Natur  desselben  schon  im  Voraus  erkennen; 
denn  es  muss  derselbe  bei  der  cubischen  Ellipse,  wo  zwei  Parabeln 
unter  jenen  Schnitten  vorkommen,  zwei  unendlich  entfernte  Punkte 
haben,  also  eine  Hyperbel  sein,  bei  der  cubischen  hyperbolischen  Pa- 
rabel dagegen,  wo  nur  ein  parabolischer  Schnitt  möglich  ist,  hat  der  Ort 
der  Mittelpunkte  nur  einen  unendlich  entfernten  Punkt,  und  ist  dem- 
nach eine  Parabel,  bei  der  cubischen  Hyperbel  endlich,  deren  Tangen 
teufläche  nur  in  Hyperbeln  geschnitten  wird,  ist  er  nothwendigerweise 
eine  Ellipse.  Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  diese  Resultate  nochmals 
besonders  analytisch  herzuleiten,  indem  sich  dabei  noch  einige  andere 
nicht  uninteressante  Beziehungen  ergeben. 

Wir  bilden  zu  dem  Ende  die  Coordinaten  ^,  17,  ^  des  Mittelpunkts 
eines  der  durch  die  Gleichungen  (A.)  und  (B.)  dargestellten  Kegelschnitte, 
welche  die  Tangentenfläche  mit  den  Osculationsebenen  gemein  hat,  nämlich 

(a)  2  A  -  =  3  (0  (2  a  ö)  —  3  Ä), 

(b)  2  A  1"  =  2  (0  ((»  — a)  —  3Ä, 

(c)  2  A  -  =  w  —  4  «, 

c 
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aus  denen  sich  durch  Elimination  von  <o  die  Gleichungen 
A^+2«(3A  — 4«2)|-+  (3  A-4a^2-^  +  a(8«»  -  9A)=0; 


2^(8«»-3Ä)f^  +  4«  (l-|-)y 


c 


+  <l  +  2 


als  den  Ort  sämmtlicber  Mittelpunkte  darstellend  ergeben;  die  letztere 
wird  einfach  erhalten  als  Resultante  der  Gleichungen  (b)  und  (c),  wäh- 
rend sich  die  erstere  durch  Substitution  der  aus  (b)  und  (c)  zu  ent- 
nehmenden Werthe  Ton  o>^  und  o>  in  (a)  herleiten  lässt;  sie  zeigt,  dass 
die  Ebene  der  Mittelpunkte  den  beiden  oben  bestimmten  parallelen  Os- 
culationsebenen  gleichfalls  parallel  ist  und  ausserdem  Ton  beiden  gleich- 
weit absteht.  Wird  die  andere  nach  ij  und  t  geordnet,  so  nimmt  sie 
die  Form 

2  i/La-^  —  h)  ^  -  2  .  2  a  (8  a2  -  5  Ä)  ^  +  2  [16  («*  -  «2  ^)  +  3  Ä^)]  ^ 

—  (16  a^  -  3  Ä)  ^  +  2  «  (16  «2  _  9  Ä)  1  +  8  a«  —  Ä  =  0 
o  c 

an  und  stellt  eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse  dar,  je  nachdem  die 
Grösse 

▼on  welcher  allein  das  Vorzeichen  der  Determinante: 
2(4«^  — Ä),         2a(8a«  — 5Ä) 
2  a  (8  «2- 5  Ä),  2[16(a*  — a^Ä)  +  3  h^ 

abhängt,  positiv,  Null,  oder  negativ  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeu- 
tung der  Grösse  +  /3^  in  der  Gleichung  (4*)  der  Curve  sehen  wir  dem- 
nach unsere  vorigen  Behauptungen  bestätigt.  AU  Coordinaten  X,  I\  Z 
des  Mittelpunkts  des  eben  untersuchten  Kegelschnitts,  worauf  die  Centra 
der  übrigen  liegen,  hat  man 

X _  a  {9h  — Sa^)      Y  _    3  A  -  2  «\ 
a~     4  (A  —  a^)     ?     6   ""    4  (Ä  —  a'O  ' 
Z  _  a 

c  ~    4(Ä  —  «2)  5 

ein  Resultat,  welches  insofern  bemerkt  zu  werden  verdient,  als,  wie 
wir  später  zeigen  werden,  durch  eben  diesen  Punkt  die  3  Osculations- 
ebenen  von  den  Punkten  hindurchgehn,  in  welchen  die  Ebene  des  Orts 
der  Centra  die  Raumcurve  3.  Ordnung  schneidet. 

Für  die  cubische  Ellipse  hängt,  wie  oben  nachgewiesen,  die  Gat- 
tung des  Kegelschnitts,  den  eine  ihrer  Osculationsebenen  mit  der  Tan- 
gentenMche  gemein  hat,  von  dem  mit  A  bezeichneten  Ausdruck  ab;   es 


=  ~  12  ä2  (Ä  —  a2) 
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< 
erselbe  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  A  =  0. 

> 
0  Grösse  A  lÄsst  sich  vermöge   der  Gleichungen  (b)  und  (c)  durch 
Coordinaten  ij,  f  der  Mittelpunkte  jener  Kegelschnitte  ausdrücken; 
findet  nämlich  durch  Addition  der  Gleichungen 

2Ar-  =  2G>(G)-a)-3Ä 

0 

—  2a.2A-  =  — 2aw  +  4a2 
c 

-2  A=-  [(«-«)»-  3^2] 

■t 

A=- 


b  c  b  c 

lus  man  erkennt,  dass  das  Vorzeichen  von  A  nur  von  dem  des  Di- 

rsf  —  2cf 1  abhängt.     Dieser  Divisor  hat  aber  mit  Null  ver- 

b  c 

len  eine  geometrische  Bedeutung;  es  ist  nämlich,  wie  sich  aus  dem 

lern  ergibt, 

?._2«t-l=0; 
b  c 

^-  +2a  (3Ä  — 4«2)|^+  (3Ä  —  4a2)2  .  L  +  „  (g  «2  —  9  Ä)  =  0 

Gleichung   einer  Tangente    des   Kegelschnitts,    worauf   die    Centra 
m,  und  erhält  also  die  linke  Seite  von 

b  c 

tives  oder  negatives  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Punkte  i?,  f  auf  der 
n  oder  der  andern  Seite  dieser  Tangente  liegen,   d.  h.   dem  einen 
r  dem  andern  Zweig  jener  Hyperbel  angehören. 
Itfan  hat  demnach  folgende  Sätze: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte, 
welche  der  Tangentenfläche  einer  cubischen  Ellipse  eingeschrieben 
werden  können,  ist  eine  Hyperbel,  und  zwar  gehören  zu  den  bei- 
den unendlich  entfernten  Punkten  derselben  die  beiden  einzigen 
unter  jenen  Kegelschnitten  möglichen  Parabeln,  deren  Ebenen  mit 
derEbene  jener  Hyperbel  parallel  sind  und  gleich  weit  von  ihr  abstehn, 
während  ihre  Achsen  o£fenbar  den  Asymptoten  derselben  bezüglich 
parallel  sind.   Die  Centra  der  hyperbolischen  Schnitte  ^e\i«t  ^V^k^ql^ 
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liegen  auf  dem  einen,  die  der  elliptischen  auf  dem  andern  Zweige 
besagter  Hyperbel. 

Die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  der  Tangen- 
tenfläche  einer  cubischen  Hyperbel  sich  einschreiben  lassen,  liegen 
auf  einer  Ellipse  und  kommen  darunter  keine  vor,  deren  Ebenen 
parallel  sind. 

Bei  der  hyperbolischen  Parabel  liegen  die  Mittelpunkte  von  allen 
ihrer  Tangentenflächo  einschreihbaren  Kegelschnitten  auf  einer  Pa- 
rabel, deren  Ebene  mit  der  des   einzigen  parabolischen  Schnittes 
der  Fläche  zusammenfällt. 
Die  cubische  hyperbolische  Parabel  vermittelt,  wie  ans  dem  Vorher- 
gehenden zu  ersehen,  den  Zusammenhang  zwischen  der  cubischen  Ellipse 
und  Hyperbel  in  gleicherweise,  wie  die  ebene  Parabel  zwischen  den  gleich- 
namigen ebenen  Curven,  sie  ist,  wie  schon  früher  bemerkt,  der  Gränzfall, 
in  welchen  sowohl  die  cubische  Hyperbel  übergeht,  wenn  zwei  ihrer  unend* 
lieh  entfemtenPunkte  zusammenfallen,  als  auch  die  cubische  Ellipse,  wenn 
die  beiden  parallelen  Osculationsebenen  derselben  mit  der  Ebene  desOits 
der  Centra  sich  vereinigen.     Es  wird  genügen,  hier  auf  die   Analogien, 
welche  das  im  Vorstehenden  untersuchte  System  von  Kegelschnitten  im 
Räume,    die    der  Tangentenfläche    einer  Raumcurve    3.  Ordnung  einge 
schrieben  sind,  mit  dem  der  einem  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte 
in  der  Ebene  darbietet,  einfach  hinzuweisen  und  über  letzteres  nur  den 
Fundamentalsatz : 

Die  Mittelpunkte  aller  durch  dieselben  4  Punkte  gehenden  Kegel' 
schnitte  liegen  auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt^ 
zu  erwähnen. 

Werden  die  Coordinaten 


X 

a 

^3   y  _  02 

e 

_  ^ 

~  9 

eines 

Curvenpunkts 

in  die 

Gleichung 

Ä^  +  2a  (3Ä-4a2)  ^  +  (3Ä~4a2)^.^-  +  „  (ß  „  2  _  9>i)==o 

der  Ebene  der  Centren  der  ihrer  Tangentenfläche  einbeschriebenen 
Kegelschnitte  eingesetzt,  so  ergeben  sich  als  Wurzeln  der  daraus  resnl- 
tirenden  cubischen  Gleichung  die  Parameter  der  Punkte,  in  welchen 
diese  Ebene  von  der  Curve  getroffen  wird;  man  erhält  auf  diese  Weise 
nach  Weglassung  des  gemeinsamen  Factors  ä  =  «^  +  ^2 

O  »  -  3  «  0«  +  3  (a  +  3  jS2)  o  —  («3  +  9  «  |J2)  ^ 

woraus  man  ersieht,  dass  einer  jener  Punkte  zum  Parameter  c<  gebort, 
währenA    sich    für    die    beiden   andern   unter    der  Voraussetasung   eines 
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positiven  Vorzeichens  von  ß"^  die  beiden  complexen  Werthe 

^z=a  ±3  ß    i, 
dagegen  für  ein  negatives  ß'^  die  reellen  Werthe 

^  =  a  ±3ß 
ergeben.     Dies  beweist  die  folgenden  Sätze: 

Die  Ebene  der  Mittelpunkte   aller  der  Tangentenfiäche  einer  cnbi- 
schen  Ellipse  eingeschriebenen  Kegelschnitte  trifft  die  letztere  nur  in 
einem  reellen  Punkt 
und 

Die   cubische  Hyperbel   hat  mit  der  Ebene  der  Centren  der  ihrer 
Tangentenflftche  einschreibbaren  Kegelschnitte  immer  3  reelle  Punkte 
gemein. 
Da  für  die  beiden  oben  genannten  Species  von  Raumcurven  3.  Ord- 
nung   unter    den    3  Schnittpunkten    der  Ebene    der  Centra   der  in   der 
Tangentenfläche  möglichen  Kegelschnitte  immer  einer,  dessen  Parameter 
a  ist,  vorkommt,  so  ergibt  sich  jetzt  ohne  Weiteres  der  Sinn  und  die  Be- 
rechtigung der  im  vorigen  Capitel  zur  Vereinfachung  ihrer  Gleichungen  ge- 
machten Voraussetzung  a  =  0;   man  hat  damit  eben  diesen  Punkt  zum 
Coordinatenanfang  des  dort  ausführlich  erörterten  Systems  gewählt. 

Bei  der  hyperbolischen  Parabel,  wo  /3^  =  0  zu  nehmen,  reducirt 
sich  die  vorige  Bestimmungsgleichung  auf 

und  liefert  daher  3  gleiche  Werthe  cc  für  die  Parameter  der  Schnitt- 
punkte der  Curve  mit  der  Ebene  der  Centren.  Man  ersieht  daraus,  dass 
die  Curve  aus  der  cubischen  Hyperbel  entsteht,  wenn  ihre  drei  in 
der  Ebene  der  Centren  gelegenen  Punkte  sich  vereinigen  und  dabei 
in  unendliche  Ferne  rücken;  es  ist  jedoch  der  dreifache  unendlich  ent- 
fernte Punkt  der  Curve  wohl  zu  unterscheiden  von  dem  der  cubischen 
Parabel,  denn  während  die  letztere  eine  unendlich  entfernte  Oscula- 
tionsebene  hat,  ist  dies  bei  der  hyperbolischen  Parabel  nicht  der  Fall, 
Hie  osculirt  eine  im  endlichen  Räume  gelegene  Ebene,  deren  Gleichung 

a  b  c 

ist,  in  a,  und  hat  man  sich  die  Sache  so  zu  denken,  dass  in  diesem 
Punkt  et  ein  Curvenzweig  und  die  ihn  darin  osculirende  Ebene  von 
ojnem  andern  durchschnitten  wird. 

Wir  verweilen  bei  den  bis  jetzt  betrachteten  drei  Species  noch  et- 
was, um  die  Frage  zu  erledigen,  ob  unter  den  Schnitten  ihrer  Tangen- 
tenflächen durch  die  Osculationsebenen  auch  als  Curven  2.  Grades  zu 
betrachtende  Systeme  von  geraden  Linien  vorkommen  können  und  bilden 
zu  dem  Ende  die  sogenannte  Discriminante  der  Gleichung  (B), 
nämlich : 

ZoitHclir.  f.  iMalhematik  u.  Phynik.    Snppl.  1.  VC^ 
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4A  —  cö^,  2a(ö  —  (o  k  —  4a  Ä,         «^  —  2  k 

2aia2  —  cöÄ  —  4aA,   (3ä  — 2  aw)  {h  +  2a  (a),  w  (Ä  —  2  «  ©) 
ö-  —  2  /<,  Ol  (Ä  —  2  aco),  —  »2 

welche  den  einfachen  Werth 

—  12  Ä  ^  (4  Ä  —  0)2) 

annimmt;  wird  derselbe  gleich  Null,  so  zerfallt  der  durch  die  Gleichung 
(B)  dargestellte  Kegelschnitt  in  das  System  zweier  sich  schneidender 
(reeller  oder  imaginärer)  Geraden.  Dasselbe  gilt  dann  auch  von  dem 
in  der  Osculationsebene  (A)  gelegenen  Kegelschnitt,  dessen  Projection 
auf  die  3'Z- Ebene  der  erstere  ist.  Vergleicht  man  den  Werth  der 
Discriminanto  n\it  Null,  so  kann  die  hierdurch  resultirende  Gleichun«' 
nur  befriedigt  werden,  wenn 

4  /i  —  «2  =  0 

wird,  woraus  sich  «  =  +  2  J^Ä  als  zu  den  beiden  betreffenden  08CQ]^ 
tionsebenen  gehörige  Parameterwerthe  ergeben.  Da  nun  für  die  cobiich« 
Ellipse  Ä  =  a'*  +  /3'*,  also  inuner  positiv  ist,  so  erkennt  man,  das«  fir 
dieselbe  immer  zwei  derartige  Osculationsebenen  eodstiren,  während  ba 
der  eubischen  Hyperbel,  wo  Ä  =  a*^  —  /3-,  auch  der  Fall  möglich  ist, 
dass  der  Werth  von  h  negativ  ausfallt,  also  keine  derartigen  reeüei 
Schnitte  der  Tangeutenfläche  vorhanden  sind. 

Es  bleibt  uns  noch  in  der  seither  verfolgten  Richtung  die  cubisck 
Parabel  zu  untersuchen;  wir  bilden  mit  Hilfe  der  Gleichung  von  zwei« 
ihrer  Osculationsebenen 

a  0  c 

^  —  3  w^  +3  0)2^   —«3  =  0 
a  b  c 

durch  Elimination  des  x  aus  denselben,  wie  oben,  die  Projection  eii»ff 
Tangente  des  zu  untersuchenden  Kegelschnittes  auf  die  FZ-Ebene, 
nämlich : 

3  JJ  —  3  (0  +  «)  -i  +  (^2  ^  0)  ^  +  0)2)  =  0, 
oder   nach  ^  geordnet 

und  erhalten  durch  Gleichsetzen  der  Determinante  dieser  Gleichung  mit 
Null  die  von  dieser  Tangente  umhüllte  Curve,  d.  h.  die  Projection  des 
gesuchten  Kegelschnitts  auf  der   FZ- Ebene  dargestellt  durch 

(.i-„)'-4{a(»-»:)+„.}=o. 
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Dioso  Gleichung  nimmt  bei  Beziehung  auf  ein  neues  Coordinatensystem : 

r  ^  3  ^-  —  CO  =  0:  Z   TT  3  (?^  —  0)  -  )  +  (o^  =  0, 
c  \b  c  J 

die  Form 

an  und  gibt  sich  damit  sofort  als  Parabel  zu  erkennen;  man  hat  daher 
den  Satz: 

Die  Tangentenflächo  einer  cubischen  Parabel  wird  von  sämmtlichen 
Osculationsebenen  der  Curv.e  in  Parabeln  geschnitten, 

so  dass  also  für  diese  Curvo  der  bei  den  andern  Arten  von  cubischen  Kegel- 
schnitten so  bemerkenswerthe  Ort  der  Centra  der  in  der  Tangentenfiäche 
gelegenen  Kegelschnitte  durch  sein  Entrücktwerden  in  unendliche  Feme 
sich  unserer  Betrachtung  entzieht.  Von  den  in  der  Tangentenfläche 
der  cubischen  Parabel  möglichen  Parabeln  reducirt  sich  die  in  der  un- 
endlich entfernten  Osculationsebene  gelegene  auf  eine  als  doppelt  zu 
rechnende  Gerade,  nämlich  die  beiden  in  jener  Ebene  gelegenen  zu- 
sammenfallenden Tangenten  der  Curve. 

Aus  den  bisherigen  Sätzen  ersieht  man,  dass  es  ebenso  einfach  möglich 
ist,  Modelle  der  Tangentenfläche  für  die  einzelnen  4  Species  von  cubi- 
schen Kegelschnitten  zu  erhalten,  wie  aus  den  Betrachtungen  dos  vo- 
rigen Capitels  die  Zeichnung  der  Curven  selbst  sich  darbot. 

Der  am  Schluss  des  dritten  Capitels  bewiesene  Satz,  dass  eine  Sehne 
einer  Raumcurve  3.  Ordnung,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  Oscula- 
tionsebene eines  Punkts  a  mit  der  Ebene,  welche  die  Curve  in  /3  tangirt 
und  zugleich  in  u  schneidet,  hindurchgeht,  auch  von  der  Schnittlinie  der 
Osculationsebene  an  /3  mit  der  in  a  berührenden  und  zugleich  durch  /3 
gehenden  Ebene  getroffen  wird,  und  dass  die  beiden  Punkte,  welche  sie 
mit  den  eben  genannten  Geraden  gemein  hat,  harmonische  sind  zu  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Curve,  gibt  Veranlassung  zu  mehreren  interes- 
santen Sätzen  für  die  einzelnen  Gattungen  von  cubischen  Kegelschnitten, 
wenn  man  die  eine  jener  beiden  Geraden  in's  Unendliche  rücken  lässt, 
indem  dann  die  harmonische  Theilung  der  Sehne  in  eine  Halbirung  der- 
selben durch  die  andere  dieser  Geraden  übergeht,  weshalb  wir  die  letztere 
als  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  einer  Schaar  von  Sehnen  ge- 
Wissermassen  als  einen  Durchmesser  des  cubischen  Kegelschnitts  bezeichnen 
können. 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  dass  bei  der  cubischen  Parabel,  welche 
eine  unendlich  entfernte  Osculationsebene  besitzt,  für  jeden  ihrer  Punkte 
zwei  Gerade  von  der  zuletzt  angegebenen  Beschaffenheit  möglich  sind, 
indem  die  unendlich  entfernte  von  ihnen  erhalten  wird  als  Schnitt  der 
unendlich  entfernten  Osculationsebene  mit  der  Ebene 
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^'_2  O- +02  =  0, 
h  c 

welche  durch  den  nnendlich  entfernten  Curvenpunkt  geht  nnd  in  ^  die 
Curve  berührt,  während  der  zugehörige  Durchmesser  der  cubischen 
Parabel,  als  Schnitt  der  in  ^  osculirenden  Ebene  mit  der  durch'  ^  gehen- 
den und  im  unendlich  entfernten  Punkt  der  Curve  tangirenden  Ebene, 
repräsentirt  wird  durch 

-—  30?^  +  3  02  -—  03=:0:-  —  O=0. 
a  b  c  c 

Es  ergibt  sich  hieraus,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Parabel  ein  Durch- 
messer möglich  ist,  sowie  dass  die  von  ihm  halbirten  Sehnen  sämmtlich  der 
durch  den  Schnittpunkt  des  Durchmessers  mit  der  Curve  gehenden  zu  den 
Seiten  des  die  Curve  enthaltenden  parabolischen  Cylinders  parallelen 
Tangentenebene    der  Curve  parallel   sind,    und   lehrt  insbesondere    die 

Gleichung  —  —  O  =  0,  dass  alle  Durchmesser  einer  bestimmten  Ebene 

parallel  sind,  welche  die  Richtung  der  unendlich  entfernten  Tangente 
enthält,  was  wir  alles  nochmals  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Durch  jeden   Punkt  einer   cubischen  Parabel  giebt  es  eine  berüh- 
rende Ebene,    die  zu  den  Seiten   des   durch  die  Curve   möglichen 
Cylinders  parallel  ist;  jede   zu   dieser  Ebene  parallele  Sehne    der 
Curve  wird  halbirt  von  einer  Geraden,   sogenanntem  Durchmesser, 
welche  die  Schnittlinie  der  Osculationsebene  jenes  Punkts  mit  der 
durch  ihn  gehenden  und  die  Curve  in  ihrem  unendlich  entfernten 
Punkt   berührenden  Ebene  ist.     Durch  jeden  Punkt  der  cubischen 
Parabel    geht   daher    ein  Durchmesser   und   sind  alle  Durchmesser 
einer  bestimmten  Ebene  parallel. 
Was  die  übrigen  Arten .   welche   keine   unendlich  entfernte  Osculations- 
ebene besitzen,  anbetrifft,    so  steht  zunächst  fest,    dass   die   in  Betracht 
kommende  unendlich  entfernte  Gerade  jedenfalls  der  Schnitt  der  Oscu- 
lationsebene   eines    unendlich    entfernten  Curvenpunkts    mit   einer  dazu 
parallelen  Tangentenebene  sein  muss.    Betrachten  wir  zuerst  die  cubische 
Hyperbel,  so  ist  für  die  früher  gefundene  einfachste  Gleichung  derselben 
X  _         ^'-^  y_02  z  _  O 

a  ~  ^''  —  ß'^ '  b"  ^^i  —  ß^'  c  ~  ^~-^  ß-y^ 

die  einer  Osculationsebene  im  Punkt  w 
woraus  sich  für  w  :=  jJ 
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als  solche  des  einen  unendlich  entfernten  Curvcnpunkts  ß  ergibt.  Die 
Gleichung  einer  durch  ihn  gehenden  und  in  o  berührenden  Ebene  ist 

ß  i^-2»-  l  +»'■  l\  -  l^i»'  +  ß')  l  -^  ß'  »  ■  ~+&'\=  0; 

soll  dieselbe  zu  der  eben  genannten  Oscnlationsebene  parallel  sein, 
so  muss 

^  :  02  +  /32  —  2  O  /3  :  02  /3  4-  2  /32  O  =  1  :  4  /3  :  3  (32 

sein,  was  für  den  Werth  O  =  —  3  j8 ,  wobei  die  Gleichung  der  letztem 
Ebene  in 

^  _  4  «  .  _^.  +  3  ä2  .  -  +  9  ^  =  0 
a  '^      b  ^       c 

übergeht,  der  Fall  ist.  Dieser  Werth  O  =  —  3  (3  gehört,  wie  wir  früher 
gesehen,  zu  einem  der  drei  reellen  Funkte,  welche  die  cubische  Hyper- 
bel mit  der  Ebene  der  Centra  der  in  ihrer  Tangentenfläche  möglichen 
Kegelschnitte  gemein  hat;  zu  ihm  gehört  also  ein  Durchmesser.  Gleiches 
gilt  selbstverständlich  auch  für  die  beiden  andern  unendlich  entfernten 
Ourvenpunkte  und  die  entsprechenden  2  Schnittpunkte  der  Curve  mit 
der  Ebene  der  Centren;  wir  haben  daher  den  Satz: 

Die    cubische  Hyperbel    hat   drei  Durchmesser,    welche   durch  die 
der   Curve  mit    der  Ebene   der  Centra   der  in   ihrer   Tangenten- 
fläche möglichen  Kegelschnitte  gemeinsamen   Funkte  gehen.     Die 
von   einem   derselben   halbirten   Sehnen   sind   parallel   der   in  dem 
betreffenden  Funkt  die  Curve  berührenden  Ebene,  welche  zugleich 
einen   der  unendlich   entfernten   Curvenpunkte   enthält,    also   den 
Seiten  des  resp.  durch  die  Curve  möglichen  Cylinders  parallel  ist. 
Bei  der  cubischen  Ellipse  werden  2  der  unendlich  entfernten  Funkte, 
sowie  zwei  von  ihren  Durchschnittspunkten  mit  der  Ebene   der  Centren 
imaginär  und  bleibt  daher  nur  fUr   den   dritten  reellen  ein  Durchmesser 
bestehen.     Was  schliesslich  die  Durchmesser  der  hyperbolischen  Farabel 
betrifft,   so  fallen  dieselben  ins  Unendliche,    indem,  wie  früher  gezeigt, 
die  Ebene  der  Centra  mit  der  Curve   den  unendlich    entfernten  Funkt 
gemein  hat. 


Siebentes  Capitel. 

Bereits  im  ersten  Capitel  wurde  angegeben,  dass  die  Raumcurve 
3.  Ordnung  auftritt  als  partieller  Schnitt  von  2  geradlinigen  Flächen 
2.  Ordnung,  welche  ausser  ihr  noch  eine  Gerade  gemein  haben;  man 
wird  hierdurch  auf  die  Untersuchung  hingeführt,  in  welcher  Beziehung 
die  Curve    zu    einer    sie    enthaltenden    Fläche    2.  Oid.\i\]L\i^  %\.^^«    \n^ 
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aus  der  Gleichung  des  cubischen  Kegelschnitts  sich  onmittelbar  die 
Gleichungen 

•  ü,^  -  Z7o  ^7,  =  0;   U^^  -•  ü,ü^=0 

von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  und  die 

U^  U^  —  U^  ü^  =  0 

eines  einfachen  Hyperboloids  ergeben,  welche  die  Curve  enthalten,  so  lässt 
sich  durch  Addition  dieser  mit  constanten  Factoren  versehenen  Gleichungen 
leicht  die  irgend  einer  durch  sie  hindurchgehenden  Fläche  2.  Ordnung 
bilden;  sie  ist 

(1)  X  [ü^^  -  U,  ü^]  +  (i  [ü,^  ^  u,ü^]  +  v  [ü,  ü^  -  U,  ü^]  =  0. 
Schreibt  man  dieselbe 

[vüo-(i  ü^]  [vü^-^X  ü,-]  +  [A  17,  -  V  U^]  [vü,^(i.  ^2]  =0, 

so  lehrt  ihre  Form,  dass  die  Fläche  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid 
mit  einer  Mantelfläche  ist,  und  lässt  unmittelbar 

(2)  vüo-ti  U^  +  l[X  ü,^vU^]==0',  vü,-(iU^  +  l[vü^^lü^]  =  0 
als  Gleichungen  irgend  einer  Geraden  der  einen  Erzeugung  und 

(3)  vÜQ  —  fiüi  +  m[vüi—(iU^]=^0]  Xüi—vÜ2  +  m[vü^'-XÜ^]  =  0 

als  solche  von  einer  der  andern  erkennen.  Dieses  Hyperboloid  kann 
sich  in  besondem  Fällen  auch  auf  einen  Kegel  2.  Ordnung,  ein  para- 
bolisches Hyperboloid  u.  s.  w.  reduciren.  Die  in  der  Gleichung  des- 
selben vorkommenden  zwei  unabhängigen  Constanten  X  :  fi  :v  lassen  sich 
durch  verschiedene  Bedingungen  bestimmen,  etwa  dass  die  Fläche  durch 
zwei  Punkte  ausserhalb  des  cubischen  Kegelschnitts  gehen  soll,  oder 
aber  eine  ihn  schneidende  Gerade  enthalten  soll,  oder  durch  zwei  Se- 
canten  der  Curve  geht,  oder  endlich  durch  eine  Secante  und  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raums.  Wir  wollen  uns  nicht  bei  Aufstellung  der 
hierher  gehörigen  Gleichungen  aufhalten,  sondern  bilden  nur  wegen 
einer  spätem  Anwendung  die 

+   [*0  *1   (^2  +»3)  -  *2  *3  (*0  +  *l)]    [^2'  -   ^.  ^^3] 
+    [»0  *1   -  ^2  ^3]     [^^0    ^3  -    Pl    ^2]  =  0 

von  dem  Hyperboloid,  welches  die  die  beiden  Curvenpuukte  &qj  ^j, 
resp.  'S"  2,  "^3  verbindenden  Sehnen  enthält  und  erwähnen,  dass  die 

(U,  -  k  U,)  iü,  -kU,)-  {0,  -  h  ü,)  (U^  -kü,)  =  0 

von  einem  Hyperboloid,  welches  ausser  durch  die  Curve  auch  noch  durch 

die  sie  im  Punkt  0  schneidende  Gerade 

C^o  —  -9-  17,  -  Ä  (t^,  —  «^  1/2)  =  0;    (7,  —  O  tTj  —  Ä:  (172  —  e'ü^)=0 

geht,  bei  einer  andern  Gelegenheit  schon  gefunden  wurde.  Da  bekannt- 
licb  zur  vollkommenen  BeBtimmuug  räk^t  FlSLcbe  zweiten  Grades  9  Punkte, 
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resp.  gleichwerthige  Bedingungen  erforderlich  sind,  so  erkennt  man,  dass  die 
Forderung,  es  solle  dieselbe  durch  einen  gegebenen  cubiscben  Kegel- 
schnitt hindurchgehen,  mit  6  gegebenen  Funkten  gleichbedeutend  ist,  in- 
dem die  hierdurch  schon  nothwendig  gewordene  Natur  der  Fläche  als 
einer  geradlinigen  eine  Bedingung  ersetzt. 

Setzt  man  die  für  Punkte  der  Curve  giltigen  Wertho 

in  die  Gleichungen  (2)  einer  Erzeugen  den  aus  der  einen  Schaar  des 
durch  die  Gleichung  (1)  repräsentirten  Hyperboloids,  so  worden  dieselben 

^[v^'^  —  l»,^'\-l{X^--v)\=0',  v  02  —  ^  -^  +  /  (X  O  —  1/)  =  0 
und  liefern  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  beide  befriedigenden  Werthe 
von  O,  d.  h.  jede  dem  durch  die  Gleichung  (2)  bestimmten  System 
angehörige  Erzeugende  wird  von  dem  cubischen  Kegelschnitt  in  zwei 
Punkten  getroffen.  Substituirt  man  dagegen  die  obigen  Werthe  in  die 
Gleichungen  (3),  so  werden  letztere 

(v  O  —  |ii)  (O  +  m)  =  0;  (iL  0  —  v)  (0  +  m)  =  0 
und    geben    nur    einen  gemeinsamen  Werth   für  ^\    d.   h.  jede  Gerade 
aus   der  Schaar  (3)   wird   von  der  Curve  nur  in   einem  Punkt  getroffen. 
Bildet  man  die  Bedingung 

(X/  -|it)2  +  4  v2/  =  o, 
unter  welcher  der  Ausdruck 

V  02  —  ^  O  +  /  (X  O  —  v) 

ein  vollständiges  Quadrat  wird,  also  mit  Null  verglichen  gleiche  Werthe 
von  ^  giebt,  so  erkennt  man  daraus,  dass  jene  Bedingungsgleichung  in 
Bezug  auf  /  quadratisch  ist,  dass  unter  den  Erzeugenden  der  Schaar 
(2)  nur  zwei  Tangenten  des  cubischen  Kegelschnitts  vorkommen  können. 
Man  zieht  hieraus  folgende  Sätze: 

Jeder  auf  einem  einfachen  Hyperboloid  verzeichnete  cubische  Kegel- 
schnitt begegnet  allen  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche,  welche 
dem  einen  System  angehören,  in  2  Punkten,  allen  des  andern 
Systems  nur  in  einem;  unter  denen  der  ersten  Schaar  befinden 
sich  zwei  Tangenten  der  Curve. 

Wird  durch  einen  cubischen  Kegelschnitt  und  eine  mit  ihm  einen 
Punkt  gemein  habende  Gerade  ein  Hyperboloid  gelegt,  so  hat  jede 
diese  Gerade  schneidende  Erzengende  des  Hyperboloids  mit  der  Curve 
2  Punkte  gemein, 
deren  letzterer  sich  unmittelbar  aus  der  Vergleichung  der  oben  angege- 
benen  Gleichung  der  Fläche  mit   den   Gleichungen   (1),   (2)   und   (3) 
ergibt. 

Nimmt  man  an,  ^^  und  Oj  seien  zwei  aus  der  Gleichung 
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sich  ergebende  Werthe  von  0,   so   folgt  aus   den  bekannten  Belationen 
zwischen  den  Coefficienten  einer  Gleichung  und  ihren  Wurzeln 

aus  denen  durch  Elimination  von  /  sich 

V  (Oj  +  O2)  —  Iv^i^^  —  (1  =  0 
ergibt,  eine  Gleichung,  die,  wie  im  zweiten  Capitel   auseinandergesetzt, 
ausdrückt,    dass  die  Punkte,   in    welchen   der   cubische  Kegelschnitt  die 
Geraden  des  Systems  (2)  trifft,  in  Involution  sind.     Daraus  folgt: 

Legt  man  durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  Geraden  der 
einen  Schaar  eines  Hyperboloids  von  einer  auf  demselben  ver- 
zeichneten Raumcurve  3.  Ordnung  getroffen  werden,  und  durch 
eine  beliebige  Sehne  der  letztem  Ebenen,  so  bilden  dieselben  ein 
involutorisches  Ebenenbüschel ,  dessen  Doppelebenen  durch  die 
beiden  unter  den  Geraden  jener  Schaar  befindlichen  Tangenten 
bestimmt  sind, 
und  umgekehrt: 

Legt  man  durch   irgend  eine  Sehne   einer  Raumcurve  3.  Ordnung 
ein  involutorisches  Ebenenbüschel,  so  liegen  die  Verbindungslinien 
der  Punkte,    worin    entsprechende  Ebenen   des  Büschels   von   der 
Curve  getroffen  werden,  auf  einem  einfachen  Hyperboloid. 
Es    treffen    nämlich    entsprechende   Ebenen    des  Büschels   die  Curve   in 
Punkten   ^j    und  'ö'j,  zwischen  denen  in  Folge  der  vorausgesetzten  In- 
volution eine  Gleichung  von  der  Form 

a{^^+  &^)+  be^&.,  +  c  =  0 
besteht;   eliminirt  man  nun  aus  derselben  und  den  Gleichungen 

der  die  betreffenden  Punkte  verbindenden  Sehne  die  Grössen  -ö"!  +  0^ 
und  O"!  Oj,  so  erhält  man 


— «,    h,     c 


=  0, 


ein   Resultat,   welches    der  Form   nach   mit   der  Gleichung    (1)   überein- 
stimmt, also  ein  durch  die  Curve  gehendes  Hyperboloid  repräsentirt. 

Durch  Combination  des  vorletzten  Satzes  mit  der  früher  gefundenen 
Eigenschaft  cubischer  Kegelschnitte,  dass  die  Verbindungslinien  von  den 
Punkten,  in  welchen  ein  solcher  von  den  durch  eine  ihn  in  einem  Punkt 
schneidende  Gerade  gelegte  Ebenen  getroffen  wird,  ein  einfaches  Hyper- 
boloid erzeugen,  erhält  man  den  folgenden: 

Legt  man  durch  eine  einen  Punkt  mit  einer  Raumcurve  3.  Ord- 
nung gemein  habende  Gerade  beliebige  Ebenen,  so  sind  die  Punkt- 
paare,  in  welchen  beseiten  die  Guxve  nochmals  treffen,  in  Invo- 
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lution,  d.  h.  die  durch  dieselben  und  eine  beliebige  Sehne  der 
Curve  gelegten  Ebenen  bilden  ein  involntorisches  Büschel, 
aus  dem  sich  leicht  ein  früher  über  die  Schnittpunkte  einer  Raumcnrve 
3.  Ordnung  mit  einem  beliebigen  Kegel  gefundenes  Resultat  herleiten 
lässt  und  welcher  das  Analogen  ist  zu  dem  bekannten  Satz  aus  der 
Geometrie  der  Kegelschnitte: 

Wenn  mehrere  Sehnen  eines  Kegelschnitts  durch  denselben  Punkt 
gehen,  so  sind  die  Paare  von  Geraden,  die  einen  beliebigen  Punkt 
des  Kegelschnitts  mit  den  Endpunkten  jeder  Sehne  verbinden,  in 
Involution. 
Bilden  wir  die  Gleichungen 
X  [U,^  -  üo  ü^-]  +  fi  [rZj^  -  ü,  t/g]  +  V  [üo  ü,  -  ü,  ü,-]  =  0, 

^1  [^i'  -  ^ü  ^^2]  +^1  1^2'-  ^1  ^:J  +  ^i  [^u  ^3  -  ^1  ^2]  =  0 
von  zwei  beliebigen   durch   denselben    cubischcn  Kegelschnitt   gehenden 
Hyperboloiden,  so  erkennen  wir  daraus,  dass  beide  Gleichungen  befrie- 
digt werden  durch 

V  ÜQ  —  fi  U^  +  l  {Xü^  —  V  ü^)=0',  vü^'-(iU2  —  l{vü.^  —  XÜ^)  =  0, 
worin 

A  Vj  —  X^v 

zu  setzen,  dass  zwei  denselben  cubischen  Kegelschnitt  enthaltende  Hy- 
perboloide sich  nothwendigerweise  ausserdem  noch  in  einer  Geraden 
schneiden.  Die  Gleichung  dieser  gemeinsamen  Geraden  wird  für  den 
angegebenen  Werth  von  / 

{Xv,-X,v)  b\  +  (X^ti^ti^X)  U,  +(fi,  y-ftv,)  ^^2  =  0; 

(Xv,-^X,v)  U,  +  {X,ii^^,X)  U,  +  {f.,v^(iv{)U,  =  0 

und  zeigt,  dass  dieselbe    eine    reelle  oder  ideelle  Sehne    der  Curve  ist. 

Aus  dieser  Eigenschaft  erhält  man  durch  Zuhülfcnehmen  früherer  Sätze 

ohne  weiteres  den  folgenden: 

Eine  Raumcurve   3.  Ordnung,   in   welcher  sich  zwei  eine  gemein- 
same  Erzeugende  habende  Hyperboloide  schneiden,  trifft  alle  Ge- 
raden des  Systems,  dem  jene  Gerade  angehört,   auf  beiden  Hyper- 
boloiden in  zwei  Punkten ,  alle   Geraden  aus  dem  andern   System 
dagegen  nur  in  einem. 
Man  erkennt  hieraus,  dass,  wenn  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  vertreten 
werden   soll    durch  eine  solche   von  der  dritten  Ordnung  und  eine  Ge- 
rade, die  letztere  eine  Sehne  derselben  sein  muss. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  von  mehr  als  2  denselben 
cubischen  Kegelschnitt  enthaltenden  Hyperboloiden;  nehmen  wir  auf 
der  Curve  6  Punkte  0,,  &^  ,  ,  ,  ^^^  willkürlich  an,  so  bestimmen 
sie  darauf  ein  unebenes  Sechseck  und  wollen  wir  durch  die  Curve 
und  je    zwei  Gegenseiten   desselben  Hypetbo\o\di^  \^^«^.    ^^^«^  ^>ä» 
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Eckpunkte  des  Sechsecks  der  Ordnung  der  natürlichen  Zahlenreihe  noch 
aufeinander,  so  sind  die  Gleichungen  der  3  möglichen  Hyperboloide 
folgende: 

(I)  [(O,    +*2)  -(*<+**)]     [Pt'-  ^0^2] 

+    C»,  *2  (»4  +  »i)  -  «4  *5   (*1  +  «2)]  [V2^  -  Vi   P3] 
+  [*1  »2  -  ^4  «5]  [^0  Pj  -  Pl    ^2]  =  0. 
(II)  [(»a+*3)-(*5+*6)]     [^l*-«^0t^2] 

+  [»2  ^3  (*5  +  *6)    -  «5  »6  (*2  +  *s)]    [^2*  "    ^1    ^sl 
+   [*2  ^3  -  ^5  *«]     \ßo   ^3  -   Pl    ^2]  =  0, 
(ni)  [(^3  +  d,)  -  (de  +  *l)]     C^l'  -  ^0  «7,] 

+   [^3  ^4  (*«  +  ^1)  -  *«  »1  (^3  +  ^4)]    [^2*  -  ^1   P3] 
+  [^3  *4  -  ^«  ».]    [i^O  ^3  -   t^l    ^2]  =  0. 

Da  nun 

(*,  -  ««)  X  (I)  +  (d,  -  0.)  X  (n)  +  {9,  -r.  *,)  X  (ni)  =  0 

ist 9  60  folgt,  dass  die  3  Hyperboloide  sich  in  derselben  Geraden  schnei- 
den; ein  Resultat,  welches  das  schon  früher  in  Aussicht  genommene 
räumliche  Analogen  des  PascaVschen  Satzes  für  den  cubiscben  Kegel- 
schnitt ist  und  das  wir  desshalb  als  Satz  nochmals  besonders  hervor- 
heben : 

Die  drei  Hyperboloide,  welche  durch  einen  cubiscben  Kegelschnitt 
und  je  ein  Paar  Gegenseiten  eines  demselben  eingeschriebenen 
Sechsecks  gehen,  schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Geraden, 
einer  reellen  oder  ideellen  Sehne  des  cubiscben  Kegelschnitts. 
Dieselbe  soll  Characteristik  des  Sechsecks  genannt  werden  und  hat  die 
Gleichungen 

lU^—mU^  +  n  U^  =  0\  l  ü^'-'mü^  +  n  ü.;^  =  0, 
worin 

/  =  ^,   ^2  ^2  ^3  +  ^3  ^4  —  ^^4  "^5   +  "^5  "^6  "~  "^6  ^1> 

m=^,^^  (^4 +^5) -^2  -^3  (^5  +  ^6) +^3^4  (^«  +  ^l)  ^  ^^4  ^5  (^1  +  ^2) 
+  ^5  ^«  (^2  +  ^3)   -  ^6  ^1   (^3   +  ^4). 

n  =  -^j  Oj  O3  O4  —  ^2  ^3  O4  O5  +  -^3  -^4  ^5  ^e   —   O4  -^5  -^f,  ^j 

+  "^5  "^ß  '^1  "^2  "~  ^i\  ^\  ^2  ^3 
zu  setzen  sind.  Um  zunächst  kurz  auf  einige  weitere  Analogien  zwischen 
dem  Pascarschen  Sechseck  und  der  eben  beschriebenen  Kaumfigur  hin- 
zuweisen, bemerken  wir,  dass  aus  den  gegebenen  6  Punkten  je  nach 
der  gewählten  Aufeinanderfolge  60  verschiedene  Sechsecke  möglich  sind, 
deren  jedes  seine  3  Hyperboloide  und  seine  Characteristik  besitzt;  es 
liegen  dann  auf  jedem  dieser  Hyperboloide  4  Characteristiken,  welche  zu 
den  Sechsecken  gehören,  die  ein  Paar  gemeinsame  Gegenseiten  haben, 
wie  z.  B.  die  folgenden 

(12  3  4  5  6),   (126453),    (123546),    (12654  3), 
deren  Cliaracteristikeu  auf  dem  duTc\i  d\^  S^bueu  1  2  und  4  5  gehenden 
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Uyperboloide  liegen.     Da  nun  jede  Characteristik  3  Hyperboloiden  ge- 

mein  ist,  so  giebt  es  im  Ganzen  — j —  =  45   dnrcb  je  2   Gegenseiten 

der  von  den  6  Punkten  bestimmten  Sechsecke  mögliche  Hyperboloide. 
Ohne  auf  die  Lage  der  Characteristiken  anf  den  betreffenden  Hyper- 
boloiden und  dergl.  weiter  einzugehen,  benutzen  wir  den  obigen  Satz 
zur  Vervollständigung  und  Erweiterung  eines  im  dritten  Capitel  gefun- 
denen auf  das  einem  cubischen  Kegelschnitt  eingeschriebene  unebene 
Siebeneck  bezüglichen  Theorems.  Die  in  dem  vorhergehenden  Satz 
vorkommenden  3  Hyperboloide  kann  man  nämlich  entstanden  denken 
durch  3  Paare  von  projectivischen  Ebenenbüscheln  mit  je  2  Gegenseiten 
des  auf  der  Curve  gelegenen  unebenen  Sechsecks  als  Achsefi,  deren  pro- 
jectivische  Beziehung  in  der  Weise  hergestellt  wird,  dass  die  entsprechen- 
den Ebenen  eines  jeden  Paars  durch  einen  die  Curve  3.  Ordnung  durch- 
laufenden Punkt  (7)  hindurchgehen.  Hierdurch  entsteht  dann  für  jede 
Lage  dieses  letztern  in  Bezug  auf  die  sechs  erstem  Punkte  die  im 
dritten  Capitel  als  Analogen  des  PascaPschen  Sechsecks  für  ein  auf 
einer  Curve  3.  Ordnung  gelegenes  Siebeneck  beschriebene  Raumfigur, 
deren  Eigenschaften  der  ebendaselbst  in  mehrfachem  Ausdruck  gegebene 
Satz  ausspricht  und  den  wir  jetzt  dahin  erweitem,  dass  für  jede  belie- 
bige Lage  des  Punkts  (7)  auf  der  Curve  die  daiin  vorkommende  Ebene, 
in  welcher  die  Schnittlinien  der  Ebenen  712,  745;  72  3,  756; 
7  3  4,  7  6  1  liegen,  durch  die  bestimmte  Gerade,  welche  wir  als  die 
Characteristik  des  Sechsecks  bezeichnet  haben,  hindurchgeht;  also: 

Legt  man  durch  die  Seiten  eines  auf  einem  cubischen  Kegelschnitt 
gelegenen    unebenen    Sechsecks    und    einen    beliebigen    siebenten 
Punkt  der  Curve  Ebenen,   so  treffen  letztere  die  Gegenseiten  des 
Sechsecks  in  Punkten,   die  auf  einer  Ebene  liegen,  welche  immer 
durch  den  siebenten  Punkt  und  eine  bestimmte  Gerade  (Characte- 
ristik des  Sechsecks),  die  eine  reelle  oder  ideelle  Sehne  der  Curve 
ist,  hindurchgeht,  wo  auch  dieser  Punkt  auf  der  Curve  liegen  mag. 
Wir  beschäftigen  uns,   ehe  wir  zur  Betrachtung  einiger  anderen  cu- 
bische  Kegelschnitte  enthaltenden  Flächen  übergehn,    noch  zunächst  mit 
der  Frage,   ob  unter  den  durch  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  möglichen 
Flächen   zweiten   Grades    auch  Rotationsflächen    vorkommen.      Die  Be- 
dingungen, dass  die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  2.  Ordnung 
«00^^  +  2  «Ol  ^y  +  2  «02^«  +  «11  y^  +  2  «,2^  2  +  022  «* 
+  2  «03^  +  2  a,3y  +  2  023-  +  «33  =  Ö 
eine  Rotationsfläche  repräsentirt,  sind  bekanntlich: 


ot_iii2    ^  '* 0 2  "12 


«Ol   <*()2    .. .  

Oqq  <l  j  I  -  «22 

(1^2  «02  «Ol 

also  im  Ganzen  zwei  und  können  daher  für  die  OrVe^^xva^ 
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l  [ü,^  -  ü^  ü,]  +  II  [U^^  -  U,  U,]  +  V  [üo  ü^  -  ü,  U^^=0 

eines  durch  die  Raomcurve  3.  Ordnung 

ü^:  üiiU^:  1^3  =  0)3  :©':©:! 

gelegten    Hyperboloids,    weil    dieselbe     zwei     willkürliche    Constanten 

V^,       mit  sich  führt,  befriedigt  werden.    Auf  die  wirkliche  Bildung  dieser 

beiden  Bedingungen  aus  den  Coefficienten  der  vorstehenden  Gleichung 
des  Hyperboloids,  nachdem  dieselbe  nach  Potenzen  von  o;,  y,  z  geord- 

IL  V       • 

net  worden,  sowie  die  Bestimmung  der  Werthe  von  ^  ^^^  r  einzugehen, 

wäre  zu  weitläufig  und  müssen  wir  desshalb  die  Bestimmung  der  Anzahl 
und  Lage  der  durch  die  einzelnen  Arten  von  cubischen  Kegelschnitten 
möglichen  Rotationshyperboloide  von  einem  andern  Gesichtspunkt  aus 
aufnehmen.  Bemerkt  zu  werden  verdient,  dass  die  in  der  eben  ange- 
deuteten Weise  hergestellten  zwei  Bedingungsgleichungen  in  Folge  der 
eigenthümlichen  Zusammensetzung  der  Grössen  ^ooi  ^oi  •  •  •  •  &us  deu 
Coefficienten  ao,6Q....aj,6]....  der  linearen  Ausdrücke  ü^^  £7,,  l/^, 

U.^  sich  in  Bezug  auf  y-,  —  bis    zum   zweiten  Grad    reduciren    und   dass 

daher  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösungen  zulässt,  die,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  für  die  cubische  Hyperbel  sämmtlich  reell  sind, 
während  sie  für  die  drei  übrigen  Species  theilwoise  zusammenfallen, 
theilweisc  imaginär  werden. 

Eine  Rotationsfläche  2.  Ordnung  hat  mit  einer  Kugel  eine  doppelte 
Berührung  in  unendlicher  Entfernung,  d.  h.  ihre  Schnittcurve  mit  der 
unendlich  entfernten  Ebene  hat  einen  doppelten  Contact  mit  dem  in 
derselben  Ebene  gelegenen  Kugelkreis.  Da  nun  alle  durch  einen  cu- 
bischen Kegelschnitt  gehenden  Flächen  2.  Ordnung  diQ  unendlich  ent- 
fernte Ebene  in  Kegelschnitten,  welche  durch  die  3  unendlich  entfern- 
ten Curvenpunktc  gehen,  schneiden,  so  hat  man  aus  ihnen  nur  die  zu 
bestimmen,  welche  zugleich  mit  dem  in  jener  Ebene  gelegenen  imagi- 
nären Kreis  einen  doppelten  Contact  haben,  was  sofort  geschehen  kann, 
wenn  man  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  kennt,  wie  viel  Kegel- 
schnitte sich  construiren  lassen  durch  3  gegebene  Punkte,  die  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  doppelt  berühren  und  wenn  man'  weiss,  wie  die 
betreffenden  3erührungssehnen  liegen. 

Zu  dem  Ende  überlegen  wir  Folgendes:  das  System  der  durch  4 
Basispunkte  gehenden  Kegelschnitte  bestimmt  auf  jeder  Transversalen 
eine  involutorische  Punktreihe  und  gilt  dasselbe  auch  für  ein  System 
von  einander  in  denselben  zwei  Punkten  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitten, was  aus  dem  Vorigen  hervorgeht,  wenn  je  2  der  4  Basispunkte 
zusammenfAÜen ;   es  wird  bei  dem  letitetu  einer  der  Doppelpunkte  der 
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Involution  auf  der  Borührangssehne  liegen,  weil  dieselbe  als  dop- 
pelte Gerade  anch  unter  die  Kegelschnitte  des  Systems  zu  rechnen  ist. 
Hieraus  folgt  dann  umgekehrt,  wenn  durch  zwei  Punkte,  ^undS],  ein 
Kegelschnitt  gelegt  werden  soll,  der  einen  gegebenen  andern  Kegel- 
schnitt C  doppelt  berührt,  dass  die  Berührungssehne  jedenfalls  durch 
den  einen  oder  den  andern  von  den  Doppelpunkten  a  und  a  j  der  durch 
die  Punkte  s  ^|,  /  l^  bestimmten  Involution  geht,  wobei  /  und  /|  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  s  s }  mit  dem  Kegelschnitt  C  bedeuten.  Diese 
Doppelpunkte  und  dahßr  auch  die  betreffenden  Berührungssehnen  sind 
reell,  so  lange  von  den  die  Involution  bestimmenden  Punktpaaren  s^s^ 
und  /,  /},  das  eine  das  andere  ein-,  resp.  ausschliesst,  d.  h.  also  die 
Punkte  s  und  s^  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  C  liegen. 
Soll  der  doppelt  berührende  Kegelschnitt  auch  noch  einen  dritten  Punkt 
«2  enthalten,  so  gilt  für  die  Doppelpunkte  6  und  b^  der  Involution 
s^  «21  ^'  ^2  (^^  ^  ^^^  ^2  ^^®  Schnittpunkte  der  Geraden  s  s^  mit 
dem  Kegelschnitt  C  bedeuten)  ganz  dasselbe  und  ist  die  Berührungs- 
sehne daher  eine  von  den  Geraden  a  6,  a  h^^  Oj  6,  <i]  6^,  wobei  man 
ohne  weiteres  erkennt,  dass,  wenn  a  b  und  a^  b^  sich  in  c,  a  6|  und 
0  1  b  sich  in  c^  schneiden,  c  und  c^  die  Doppelpunkte  der  auf  der  Ge- 
raden 9,  5  2  durch  ihre  Schnittpunkte  n  und  n^  mit  dem  Kegelschnitt  C 
und  die  Punkte  s^  und  s^  selbst  bestimmten  Involution  sind.  Hieraus 
folgt  dann,  wenn  ein  Kegelschnitt  durch  3  Punkte  5,  «,,  s^  beschrieben 
werden  soll,  der  einen  gegebenen  Kegelschnitt  C  doppelt  berührt,  dass 
vier  der  Aufgabe  genügende  ezistiren,  sowie  dass  die  Berührungssehnen 
ein  vollständiges  Vierseit  bilden,  worin  die  Geraden  s  Sj,  s  Sj,  s^  s^ 
Diagonalen  sind. 

Bevor  wir  dieses  Resultat  für  unsem  Fall  verwerthen,  müssen  wir 
einige  specielle  Voraussetzungen  berücksichtigen,  welche  in  Betreff  der 
Punkte  «,  5  j ,  5  2  möglich  sind.  Sind  zunächst  dieselben  alle  3  reell  und 
liegen  sämmtlich  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  C,  was  im- 
mer der  Fall  ist,  wenn  dieser  imaginär  ist,  so  sind  alle  4  Berührungs- 
sehnen reell  und  hat  demnach  die  Aufgabe  4  Lösungen.  Werden  zwei 
von  den  Punkten,  etwa  «,  und  s^y  imaginär,  so  werden  die  Doppel- 
punkte 0,^1,  6,  6]  gleichfalls  imaginär  und  daher  auch  die  sie  mit  den 
reellen  Punkten  c  und  c,  verbindenden  Geraden,  und  es  bleiben  als 
reelle  Berührungssehnen  nur  a  b^  und  »j  6,  so  dass  also  nur  2  Lösungen 
der  Aufgabe  oxistiren.  Lässt  man  weiter  die  Punkte  «,  und  s^  einan- 
der unendlich  nahe  rücken ,  so  heisst  dies ,  der  gesuchte  Kegelschnitt 
muss  ausser  dem  doppelten  Contact  mit  C  auch  noch  die  in  eine  be- 
stimmte Gerade  S  übergehende  Verbindungslinie  von  «,  und  s^  im  Punkt 
«I  berühren  und  noch  durch  s  gehen;  es  wird  dann  die  auf  der  Ge- 
raden «1  $2  hervorgebrachte  Involution  in  eine  einfache  harmonische 
Theilung  übergehen  und  die  Berührungsschne   durch  den  Punkt  c^  der 
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sa  «I  in  Besag  auf  n  and  n^  harmoniach  conjagirt  ist,  hindarchgehen 
and  auBserdem  darch  die  beiden  Doppelpunkte  a  and  a^  der  auf  s  s^ 
bestimmten  Involution ;  man  bat  daher  2  Berübrungssebnen,  c  a  und  c  a^^ 
and  mitbin  2  Lösungen  des  Problems.  Läast  man  endlich  alle  drei 
Punkte  einander  unendlich  benachbart  werden,  so  schneiden  sich  ihre 
Verbindungslinien  in  dem  mit  ihnen  zusammenfallenden  Punkt;  die  auf 
ihnen  bestimmten  Involutionen  gehen,  wie  vorher  für  die  Grerade  S,  in 
harmonische  Theilungen  über  und  fallen  daher  die  sämmtlicben  Berüh- 
rungssehnen in  eine  zusammen,  welche  die  harmonische  Polare  des 
Punkts  s  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist. 

Wir  hatten  nun  die  cubbchen  Kegelschnitte  nach  der  Natur  ihrer 
unendlich  entfernten  Punkte  in  derselben  Weise  classificirt,  wie  eben  die 
verschiedenen  Voraussetzungen  in  Betreff  der  Punkte  «,  «j,  s^  durchge- 
nommen wurden  und  liefert  daher  die  Anwendung  der  eben  gefundeneu 
Kesultate  auf  die  durch  die  verschiedenen  Arten  von  cubischen  Kegel- 
schnitten möglichen  Botationshjperboloide  ohne  weiteres  folgendes  Er- 
gebniss: 

Durch  die  cubische  HTperbcl,  welche  drei  getrennte  reelle  unend- 
lich entfernte  Punkte  besitzt,    gehen  vier  reelle  Rotationshyper- 
boloide.     Für    die    cubische  Ellipse   mit    einem  reellen   und  zwei 
imaginären  Punkten   im  Unendlichen    sind    nur    2  reelle  möglich. 
Bei  der  cubischen  hyperbolischen  Parabel,   wobei  2  von   den  un- 
endlich  entfernten  Punkten   zusammenfallen,    existiren    gleichfalls 
nur  2  und  endlich  für  die  cubische  Parabel  nur  ein  einziges. 
Da   durch   die  Berührungssehnen   der  unendlich   entfernten  Curven 
dieser  Flächen  mit  dem  imaginären  Kreis  der  unendlich  entfernten  Ebene 
die  Lage  ihrer  Kreisschnitte  bedingt  wird,  so  kann  man  mit  Berücksich- 
tigung des  obigen   Resultats,   dass  dieselben    ein  vollständiges  Vierseit 
bilden,  worin  die  Geraden  8  8^^   8821  8^8^  Diagonalen  sind,    die  Rich- 
tungen  der  Kreisschnittebenen   für  die  cubische  Hyperbel   auf  folgende 
Weise  construiren.   Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes 
Parallele  zu  den  Asymptoten  der  Curve  und  halbirt  die  sämmtlicben  von 
ihnen  gebildeten  Winkel;  die  sechs  Halbirungslinien  liegen   dann  zu  je 
dreien    in    vier  Ebenen,    welche    den  Kreisschnittebenen  jener  Hyper- 
boloide parallel  sind. 

Auf  die  Modificationen  dieser  Construction  für  die  andern  Arten  der 
Raumcurven  3.  Ordnung  wollen  wir  nicht  eingehen,  sondern  noch  bei 
Betrachtung  einer  Fläche  verweilen,  zu  deren  Entstehung  der  früher 
schon  gefundene  und  vorher  benutzte  Satz,  dass  die  Verbindungslinien 
der  Punkte,  in  welchen  entsprechende  Ebenen  eines  durch  eine  Sehne 
der  Curve  3.  Ordnung  gelegten  involutorischen  Büschels  derselben  be- 
gegnen, ein  einfaches  Hyperboloid  erzeugen,  Veranlassung  gibt,  nämlich 
der  Fläche,    welche   entsteht,   wenn   die  Involution  jenes  Büschels  auf- 
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gehoben  wird,  also  zwei  coUineare  an  seine  Stelle  treten.  Wir  wählen 
als  Achse  derselben  die  Gerade  1/^=0^  1/2  =  0,  sodass  also  die  Glei- 
chungen entsprechender  Ebenen  in  beiden  sind 


U, 


nnd 


m  Ü2=^0 


^        c  +  d  <a     '• 


:0, 


wo  a,  6,  e,  d  Constante  bedeuten   und   die  Schnittpunkte  entsprechender 


Ebenen  mit  der  Curve  die  Parameter  a>  und 


a  +  6  o 


haben.     Die  Ver- 


c  +   rf  ÜO 

bindungslinie  derselben  wird  dargestellt  durch 

(r  +  rf  cö)  rZj,  —  [«  +  (6  +  c)  0)  +  rf  0)2]  l^j  +  (a  +  6  w)  o  1^2  =  0, 
(r  +  d  cö)  IT,  —  [a  +  (6  +  c)  CO  +  rf  c»^  [72  +  («  +  6  w)  co  i/j  =  0, 

aus  welchen  Gleichungen  durch  Elimination  von  a>  folgt: 

hUt—dU^,  Q,  hUj.  —  dU^,  0 

fl^,-  {b+c)ü^+dU^       hü^-dU^,      a  üy-  {b+cWf^-dUu      hU^-dU^ 
cl/o  —  a  l/i.       aü^- {]b+c)U^+dü^        cU^--a  V^,     a[/^—(b+c)[/t+dl/, 


0, 


cl/a 


0, 


fl^/,,  0,  cU^  —  aüjt 

welches  in  Bezug  auf  £/q  ,  27^ ,  1^2 ,  ü^  biquadratische  Resultat  beweist,  dass 
die  erzeugte  Fläche  vom  4.  Grad  ist.  Aus  der  einfachen  Ueberlegung, 
dass  auf  der  Curve  durch  die  beiden  Büschel  zwei  collineare  Punkt- 
reihen entstehen,  ergibt  sich,  dass  durch  jeden  ihrer  Punkte  zwei 
Erzengende  hindurchgehen  und  sie  demnach  eine  Strictionslinie  der 
Fläche  ist. 


Achtes  Capitel. 

In  Betreff  der  durch  drei  Curven  im  Raum,  worunter  ein  oder 
mehrere  cubische  Kegelschnitte,  veranlassten  Regclfiäche  beschränken  wir 
uns  darauf,  ihren  Grad  nach  der  allgemeinen  für  3  Leitlinien  von  den 
Ordnungen  m^,  m^tm^  giltigen  FormeP) 

g  =^  R  (mj,  m2,  m^)  =  2  m,  iHj  »»3 
anzugeben.     Man  hat  dann  für 


nij  =  3 

»12  =  3 

mg  =  3 

3 
3 
2 

3 
2 
2 

3 
3 

1 

3 
2 
1 

3 

1 
1 

^==54 

36 

24 

18 

12 

6 

1)   Vergl.  Salmon,  anal.  Oeom.  des  Raumes.    Deutsch  von  W.  Fiedler.    11.  Bd. 
p.  896.   Für  die  andern  Formeln  ibid.  p.  531  ff. 
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nnd  reducirt  sich  derselbe,  wenn  die  Corven  gemeinsame  Punkte  haben, 
nm  nt]  a  -|-  mj  /3  +  ^3  T'f  wo  a  die  Zahl  der  m^  and  m^,  ß  die  denn, 
und  ni^y  y  die  der  ntj  und  ntj  gemeinsamen  Punkte  bedeutet.  Ebenso 
geben  wir  den  Grad  der  Regelfläche,  wobei  eine  der  beiden  Leitcurven 
fortwährend  in  2  Punkten  getroffen  wird,  nach  der  Formel 

g  =  B  (mj^,  m^)  =m^  \  m,  (m,  —  1)  —  -^  l 

worin  v^  den  Rang  der  Carve  m,,  d.  h.  die  Anzahl  der  von  Punkten 
einer  Geraden  aus  an  sie  möglichen  Tangenten  bezeichnet  und  wie  wir 
früher  gesehen,  für  den  cubischen  Kegelschnitt  =  4  ist;  man  hat  dann 


m,  =  3 
»ij  =  3 

3 
2 

3 

1 

<7  =12 

8 

4. 

Liegen  zwei  cubische  Kegelschnitte  beliebig  im  Raum,  so  kann  nach  der 
Anzahl  der  denselben  gemeinsamen  Sehnen  gefragt  werden,  die  mit  den 
in  der  Fläche  R  (3^,  3)  gelegenen  doppelten  Erzeugenden  identisch  sind, 
und  wofür  sich  daher  aus  der  allgemeinen  Formel 

Dg  (m,2,  m^)  =  m^  {m^  —  2)  i  m,  (m,  -  1) |i  l 

+  m^{m^—l)  I  -  m,  (mi  — 1)— ^  [""^^2*^*  K" 1)— ^S 

zehn  ergeben.  Dasselbe  Resultat  lässt  sich  auch  leicht  herleiten, 
wenn  man  die  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  durch  das  System  eines 
ebenen  Kegelschnitts,  und  einer  denselben  in  einem  Punkte  schneiden- 
den, aber  nicht  in  seiner  Ebene  gelegenen  Geraden  ersetzt.  Man  er- 
hält dann  sofort  als  gemeinsame  Sehnen  die  drei  Geraden,  welche  die 
Punkte  verbinden,  worin  die  Ebene  des  Kegelschnitts  der  Raumcurve 
3.  Ordnung  begegnet  und  findet  die  7  übrigen  durch  folgende  Betrach- 
tung. Wie  am  Schluss  dieses  Capitels  bewiesen  werden  wird,  bil- 
den die  durch  eine  gegebene  Gerade  .möglichen  Sehnen  eines  cubi- 
schen Kegelschnitts  eine  Regelfläche  vierten  Grades,  welche  im  vorlie- 
genden Fall  8  Punkte  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  hat,  worunter  auch 
der  Punkt  vorkommt,  in  welchem  die  Gerade  den  Kegelschnitt  trifft, 
während  durch  die  sieben  übrigen  Gerade  möglich  sind,  die  dem  cubi- 
schen Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  begegnen,  und  sowohl  mit  dem 
ebenen  Kegelschnitt,  als  der  Geraden  je  einen  Punkt  gemein  haben. 
Als  besondere  Fälle  sind  riftch  zu  merken:  wenn  die  Curven  3.  Ord- 
nung einen  Punkt  miteinander  gemein  haben,  so  gehen  durch  denselben 
4  gemeinsame  Sehnen;  haben  sie  zwei  gemeinsapie  Punkte,  so  ist  die 
Verbindungslinie  derselben  eine  gemeinsame  Sehne  und  gehen  ausser 
derselben  noch  3   durch  jeden  der   beiden   Punkte.     Für  drei  gemein- 


Von  Dr.  C.  A.  von  Drach.  153 


samc  Pankte  hat  man  unter  den  gemeinsamen  Sehnen  die  3  Ver- 
bindungslinien derselben ,  und  ausserdem  noch  2  durch  jeden  der 
Punkte  gehende.  Wenn  endlich  4  gemeinsame  Punkte  vorhanden  sind, 
so  sind  die  sechs  Verbindungslinien  derselben  gemeinsame  Sehnen  und 
geht  ausser  ihnen  durch  jeden  Punkt  noch  eine.  Es  gibt  daher,  je 
nachdem  die  Curven  1,  2,  3,  4  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  6, 
3,  1,  0  Sehnen  für  beide,  die  nicht  durch  jene  Punkte  gehen.  Kommt 
ausser  den  genannten  10  gemeinsamen  Sehnen  zweier  sich  in  vier 
Punkten  schneidender  Raumcurven  3.  Ordnung  noch  eine  weitere  vor, 
so  gibt  es  deren  unendlich  viele  und  liegen  die  Curven  auf  einem  ein- 
fachen Hyperboloid,  das  eben  von  diesen  Sehnen  erzeugt  wird,  wie 
aus  der  folgenden  Untersuchung  von  auf  demselben  Hyperboloid  gelege- 
nen Raumcurven  3.  Ordnung  zu  entnehmen,  indem  2  solche  Curven  so- 
wohl 4,  als  auch  5  Schnittpunkte  haben  können. 
Um  die  Gleichungen  aller  auf  dem  Hyperboloid 
I/o  U^—  U^ü^  =  0 

gelegenen  Raumcurven  3.  Ordnung  in  derselben  einfachen  Form  zu  er- 
halten, wie  die  immer  benutzte 

(1)     P„  U^  -  U^^  =  0;  P,  0,  -  U^^  =  0, 

welche  wir  gewöhnlich  durch 

(1*)      U^^  :U^:U2:ü^  =  G}^:a^:(o:l 

ersetzt  hatten,  transformiren  wir  durch  lineare  Substitutionen  die  Glei- 
chung des  Hyperboloids  in  eine  andere 

^0    ^3-    ^1    ^2  =  0 

von  derselben  Form,  wobei  dasselbe  nur  auf  ein  anderes  Coordinaten- 
system  bezogen  wird.  Es  dienen  hierzu  die  folgenden  Transfor- 
matioifsformeln  ^) 

^9  =  A'  ^'  r„  +  ft'  F,  +  r  v^  +  v„ 

^'  =  A  ^'  Fo  +  ^'  F,  +  i  F,  +  F3, 

^=l'li  Fo+  ft  F,  +A'  Fj+   F,. 

^  =  i  »t  Fo  +  ^   F,   +  i  Fj  +   F„ 
welche  durch  Auflösung  liefern: 


1)  Vergl.  Brioschi,  sulle  forme  qaadratiche.  Annali  di  scionze  math.  e  phys.  comp. 
da  B.  Tortolini.   A.  1864  [gingno). 

ZriUchrin  f.  Mathcinalik  ti.  Physik.    Su|i|il.  I.  W 
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und  wo  die  darin  vorkommenden  Grössen  a,  6,  c,  dy  A,  X%  ft,  (i  nnr  dnrch 
die  beiden  Bedingungen: 

a  d  =  b  c=  — TTT— 7 7T- 

(A  —  A  )    (fi  —  f*  ) 

beschränkt  sind,  sodass  also  die  Zahl  der  in  ihnen  vorkommenden  anab- 
hängigen Constanten  sich  auf  6  reducirt.  Wir  erhalten  dnrch  diese 
Transformation  auf  dem  Hyperboloid 

üo  U^  —U,ü^=  Fo  Tj  -  Fl  Tj  =  0 
ausser   der   angegebenen    Curve   (1)    noch    zwei    andere  mit  den  resp. 
Gleichungen 

(2)     Fo  ^2  -  ^i'  =  0;   r,  F3  -  Fj»  =  0, 
und 

(3)    y„  r,  -  Fj»  =  0;  Fj  r,  -  f,»  =  0. 

Die  Anzahl  der  den  Curven  (1)  und  (2),  sowie  (1)  und  (3)  gemein- 
samen Punkte  bestimmen  wir  nun  folgendermassen ;  durch  Einsetzen  der 
Werthe  (1*)  in  die  Gleichungen  (2)  nehmen  dieselben  die  Form 
bd{<o^  —  11)  (0)2  _  ^')  (cö  —  A)2  —  c2  (0)2  —  ^y(p  —  iy^o^ 
a  C  (ö)2  —  fi)  (ö)2  _  ^')  (w  _  A')2  _  i,2  (0,2  _  ^')  (o)  —  A)2  =  0, 

oder  wenn  ä  =  -5-  =  —  gesetzt  wird 

c^        ac  ^ 

(ö)2  _  ^)  [Ä  («2  _  ^')  (ö,  _  xy  —  («2  _  ^)  (o,  _  r)2]  =  d, 

(«2—^')  [Ä  (eo2_  |x')  (o  —  A)2  —  (0)2  _  ^)  (ö,  —  A')2]  =  0 

an  und  werden  befriedigt  durch  die  als  Wurzeln  der  Gleichung 

(®)     Ä(a)2  — ^')  (o)  — A)2_(o,2_^)(a,  — r)2  =  0 

sich  ergebenden  4  Werthe  von  w.  Es  erhellt  hieraus,  dass  die  Curven 
(1)  und  (2)  im  allgemeinen  4  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  mit  einan- 
der gemein  haben.    Verfahren  wir  ebenso  in  Betreff  der  Gleichungen 

c  (l         c^ 
(3),  so  finden  wir,  wenn  k  =  -—5-  =  —-  gesetzt  wird,  dafdr 

0^         ab 

(»  —  i)  {k  (0)2  —  i^y  (»  —  X')  +  (a.2  _  ^')2  («9  _  i)]  =  0, 

(»  -i')  [*  («'  -  ^)2  («  -  X')  +  («='  -  ^0'  ("  -  i)]  =0, 

weiche  Gleichungen  befriedigt  werden  durch  die  6  Wurzeln  von 
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80  dass  also  die  Curven  (1)  nnd  (3)  sieb  in  5  Pankten  schneiden.  Es 
fragt  sich  nun,  worin  dies  verschiedene  Verhalten  der  Curven  (2)  und 
(3)  gegen  (1)  seinen  Grund  hat,  und  müssen  wir  desshalb  auf  die  Be- 
ziehung derselben  zu  den  Erzeugenden  des  Hyperboloids  zurückgehen. 
Diese  Erzeugenden  werden  dargestellt  ftir  das  eine  System  durch: 

[ü,-^vü,  =  0',  ü^^vü^^O 
und  für  das  andere  durch 

[^0-^^2  =  0;   ^1-^^3  =  0], 

sodass,  wie  aus  den  Substitutionsformeln  zu  erkennen,  die  Ebenen 
Fq  =  0,    F^  =  0,   Fj  =  0,    J\  =  0  gehen  durch  die  resp.  Geraden 

/  ^0-^^1=01       f?7„-ri7,=Ol      jUo-XÜ,^0\     jü,-X'ü,=0\ 

\U2—kü^=oj'  \u^—k'a^=oj'  \u^^xu^=oj'  \u2—x'u^=oj 

des  ersten  Systems  und 

j  ü,-(iU^=0\(  U,-(^ü^=0\^    iU,-(.'ü^=0\^  jUo-ii%=0\ 

des  zweiten,  und  folglich  die  beiden  Systeme  von  Erzeugenden  auch 
dargestellt  werden  können  beziehungsweise  durch 

und 

[^o-S  ^2  =  0;   Fi-f  ^3  =  0]. 

Hieraus  folgt  dann  mit  Berücksichtigung  der  im  vorigen  Capitel  be- 
wiesenen Sätze,  dass  die  Curven  (1)  und  (2)  jeder  Geraden  des  ersten 
Systems  in  einem,  jeder  des  zweiten  in  zwei  Punkten  begegnen,  wäh- 
rend dagegen  die  Curve  (3)  mit  jeder  Geraden  des  ersten  Systems  zwei 
und  mit  jeder  des  zweiten  einen  Punkt  gemein  hat.  Dies  gibt  folgen- 
den Satz: 

Zwei    auf    einem    Hyperboloid    gelegene     cubische    Kegelschnitte  • 
schneiden    sich   in  4  Punkten^    wenn  jeder  von  ihnen  mit    einer 
Erzeugenden    des    Hyperboloids    zwei    Punkte    gemein    hat;     sie 
schneiden  sich  in  fünf  Punkten,  wenn  diese  Erzengende  von  der 
einen  Curve  in  2,  von  der  andern  aber  nur  in  einem  Punkte  ge- 
troffen wird. 
Es  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz: 
Haben  zwei  cubische  Kegelschnitte  5  Punkte  mit  einander  gemein, 
so  liegen  sie  auf  demselben  Hyperboloid, 
denn    die    allgemeine  Gleichung    eines    durch    den   ersteren  von    ihnen 
gehenden  Hyperboloids  enthält  zwei  unbestimmte  Constanten ,  welche  so 
gewählt  werden  können,   dass  dasselbe  durch  zwei  Punkte  der  zweiten 
Curve  geht,  welche  dann  auch  auf  der  Fläche  Uo.^^  ^^A  ^\^  '\  "^x^sJ^Xä 
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mit  ihr  gemein  hat.  Man  erkennt  sofort  mit  Rücksicht  anf  das  oben 
angegebene  Verhalten  der  sich  in  4,  resp.  5  Punkten  schneidenden, 
auf  einem  Hyperboloid  gelegenen  Raumcnrven  3.  Ordnung  die  Richtigkeit 
der  folgenden  Behauptungen: 

Drei  Hyperboloide,    welche   eine   gemeinsame   Erzeugende   haben, 

schneiden  sich  in  4  Punkten 
und 

Durch    5    Punkte    eines  Hyperboloids    können    zwei    Raumcurven 

3.  Ordnung  gelegt  werden,    welche  ganz  in  der  Fläche  desselben 

liegen. 
Untersuchen  wir  nun  ein  Büschel  von  cubischen  Kegelschnitten, 
welche  durch  dieselben  4  Punkte  gehen,  auf  dem  Hyperboloid,  wofür 
sich  ahnliche  Eigenschaften  vermuthen  lassen,  wie  für  Curvenbüschel 
in  der  Ebene,  so  wird  ein  solches  dargestellt  durch  die  Gleichungen 
(2),  wenn  man  die  Festsetzung  trifft,  dass  die  Grössen  a,  ft,  r,  ^,  il,fi, 
X\  fi  immer  so  gewählt  sind,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  (®)  un- 
verändert bleiben.  Zu  grösserer  Vereinfachung  woUen  wir  die  Voraus- 
setzung machen,  dass  unter  den  gemeinsamen  Punkten  die  mit  den  Pa- 
rametern 0  und  cx>  vorkommen,  wodurch  sich  in  Betracht  der  Gleichung 
(®)  ergibt:   ' 

Ä  +  1  =  0;  iiX'^  =  (i'X\ 

welche  letztere  Bedingung  wir  ersetzen  wollen  durch 

wo  q  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Es  geht  dann  die  Gleichung 
(®)  selbst  über  in 

2  G)2  _  0)  (1  +  g)  {X  +  X')  +  2qlX'  =  0 

und  müssen,  wenn  ihre  Wurzeln  unverändert  bleiben  sollen ,  gleichviel 
welche  Werthe  A,  X'  und  q  haben,   zwischen  diesen  die  Relationen 

(1  +  ^)  ('^  +  O  =  2  a;  qXX'  =  b 

erfüllt  sein ,  wo  a  und  b  bestimmte  constante  Werthe  bedeuten  und  wo- 
durch sämmtlichc  in  der  Gleichung  (2)  der  Curve  vorkommenden  Con- 
stanten als  Functionen  von  q  bestimmt  werden,  so  dass  durch  Variation 
von  q  succcssive  alle  Curven  des  Büschels  erhalten  werden.  Die  Schnitt- 
punkte der  Curven  des  Büschels  mit  den  Geraden  der  einen  oder  der 
andern  Erzeugung  des  Hyperboloids  lassen  sich  bestimmen,  indem,  man 
die  oben  für  dieselben  gegebenen  Gleichungen 

0„  —  9  Fj  =  0;   U2-qU3=:0 
ersetzt  durch 
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und  diese  letzteren  Werthe  in  eine  der  Gleichungen  (2)  einsetzt,  wodurch 
dieselbe  in 

{Q  -  ^')  (y  -  xy  -  {(f  -  ^)  {v  -  iy  =  o 

oder 

a  q  v^  —  (q  +  b)  {1  +  q)  v  +  a  Q  =  0 

übergeht,  welche  Gleichung  nach  v  aufgelöst  die  auf  einer  Geraden  der 
zweiten  Erzeugung  gelegenen  Punkte  des  Curvenbüschels ,  nach  q  auf- 
gelöst die  auf  einer  der  ersten  gelegenen  liefert.  Sind  Vq  und  v,  die 
sich  für  V  ergebenden  Werthe,  so  ist 

^0  +  ^1  —  ^-  ,  ^0  ^1  —  ^> 

woraus  sich  durch  Elimination  von  q,  wenn  die  Grössen  M  und  N  be- 
stimmt werden  durch 

ergibt 

d.  h.  die  Punkte,  worin  die  Curven  des  Büschels  einer  Geraden  der 
zweiten  Erzeugung  begegnen,  sind  in  Involution.  Durch  Auflösung  der 
obigen  Gleichung  nach  q  erhält  man 

b  V  +  q  V  {b  —  av) 

als  Parameter  des  Punkts,  in  welchem  eine  Gerade  der  ersten  Erzeu- 
gung von  der  zu  dem  Werth  q  gehörigen  Curve  des  Büschels  getroffen 
wird.  Legt  man  nun  durch  eine  beliebige  Gerade  [7,  =  ^.^  =  0  und 
durch  die  4  Punkte,  worin  4  zu  den  Werthen  q  =:  q^^  q^i  ^3»  q\  ge- 
hörige Curven  eine  Gerade  der  ersten  Erzeugung  schneiden,  Ebenen, 
so  sind  die  Gleichungen  derselben 

und  ist  also  das  anharmonische  Verhältniss  dieser  Ebenen  von  v  unab- 
hängig, d.  h.  alle  Geraden  der  ersten  Erzeugung  werden  von  den 
Curven  des  Büschels  nach  gleichem  anharmonischen  Verhältniss  ge- 
schnitten. 

Dieselbe  Eigenschaft  besteht,  wie  wir  sogleich  beweisen  werden, 
auch  für  einen  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  gelegenen  Büschel  von 
Curven  3.  Ordnung  mit  5  gemeinsamen  Punkten  in  Bezug  auf  die 
Strahlen  des  Kegels.  Um  zur  Gleichung  der  Curven  des.  Büschels  zu 
gelangen,  denken  wir  6  Punkte  im  Kaum,  und  zwar  vier  von  ihnen  be- 
stimmt als  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mit  den  Seitenflächen 

Fo  =  0,   r,  =0,    F2  =  0,   F3  =  0, 
die  beiden  übrigen  durch  die  Gleichungen 
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Vo=  F,  =  Fo  =  F3 
und 

-^  =  -^  =  -?^  =  -^5 
a  ß  y  d  ^ 

wobei  dann  die  Gleichungen  von  zwei  durch  die  sämmtlichen  6  Punkte 
gehenden  Kegel  2.  Ordnung,  deren  einer  seine  Spitze  im  Punkt  V^^  = 
F,  =  F2  =  ^  ^**»  während  die  des  andern  der  Punkt  Fj  =  Fj  =  F3=0 
ist,  sind 


und 


Fo        "^         Fl        "^         F, 

'  '  F3      ^      Fl      "^   "F,     -"•  ^ 


Diese  Kegel  haben  ausser  dem  Verbindungsstrahl  ihrer  Scheitel 
eine  gleichfalls  durch  die  6  gegebenen  Punkte  gehende  Raumcurve 
3.  Ordnung  gemein.  Lässt  man  nun  den  Parameter  ^,  der  nur  in  der 
Gleichung  des  zweiten  Kegels  und  seiner  Spitze  vorkommt,  variiren,  so 
entsteht  dadurch  auf  dem  ersten  Kegel  ein  Büschel  von  cubischen  Kegel- 
schnitten, welche  durch  5  feste  Punkte  auf  demselben  gehen.  Eine 
Seite  des  ersten  Kegels  können  wir  darstellen  durch 

(a)  r,-k  Fj  =  0;  A«(^-y)  V.,  +  [ßy -a)  +  l  y{a- ß)]   F„  =  0 

und  erhalten  den  Punkt,  in  welchem  dieselbe  einem  von  den  Kegel- 
schnitten desBüschelö  begegnet,  indem  wir  die  in  der  Ebene  F^  — iF2=0 
gelegene  Seite  des  zweiten  Kegels  bestimmen ;  es  hat  dieselbe  die 
Gleichung 

(b)  F,  -  X  r,  =  0;  l  <J  03  -  y)  V,  +  \ß  {y-S)  +  l  y  {ö  - ß)]  r^  =  0, 

sodass  also  der  betreffende  Punkt  als  Schnitt  der  3  in  den  eben  aufge- 
stellten  Gleichungen    (a)   nnd    (b)    repräscntirten    Ebenen    gegeben    ist. 


1)  Für  die  Substitutionen 

Ui  =  Y(ß-9)yi+ß{S-Y)f',i    Ut  =  y{9-a)  r,  +  <J(«-y)  F,; 

a(ß  —  a){tt  —  y) 

+  ß  «  (y  -  d)«  (P  -  a)  F,; 


U» 


.=yp(»-«)»(y-<»)F,+  *y«J-a)«(»-y)»', 


««»-*)  (*-y) 

+  <»*(y-«;'«»-*)  F, 

wurden  die  Gleichungen  der  beiden  Kegel 

^0  ^2  -  ^1*  =  0;  U^  ^3  —  LV  =  0, 
sodass  also  leicht  die  einer  Kegelseite  aus  den  Ausdrücken  Fq,  F,,  F,,  V^  herge- 
stellt werden  kann,  und  die  der  jenen  Kegeln  gemeinsamen  Raumcurve  3.  Ordnung 
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Legen  wir  nun  der  Grösse  6  verschiedene  Werthe  bei,  etwa  tf^,  d^,  ^3,  ^4, 
so  erhalten  wir  auf  die  angegebene  Weise  4  Punkte,  worin  die  Er- 
zeugende (a)  des  ersten  Kegels  von  auf  ihm  gelegenen  und  sich  in 
denselben  5  Punkten  schneidenden  Raumcurven  3.  Ordnung  getroffen 
wird.  Um  das  anharmonische  Verhältniss  dieser  Schnittpunkte  zu  be- 
stimmen, legen  wir  durch  dieselben  und  eine  beliebige  Gerade,  etwa 
^2  ==  ^3  =  0  Ebenen  und  erhalten  als  Gleichungen  derselben 

wobei   W  bestimmt  ist  aus 

ßyil-k)  W  =  X{ß-y)  F, +  (iy_/J)  V^, 

sodass  man  jetzt  ohne  weiteres  erkennt,  dass  das  anharmonischc  Verhält 
iiiss  dieser  4  Ebenen  unabhängig  ist  von  der  Grösse  ^,    d.  h.  von  der 
Lage  der  Kegelseite. 

Von  den  zu  Anfang  des  Capitels  besprochenen  Flächen,  welchen 
cnbische  Kegelschnitte  angehören ,  wollen  wir  die  einfachsten  etwas 
näher  betrachten,  besonders  um  daran  zu  zeigen,  wie  die  Gleichungen 
derselben  gebildet  werden  können,  also  zunächst  die  Kegelfläche  R  (3, 1, 1), 
welche  eine  Gerade  beschreibt,  die  beständig  an  einem  cubischen  Kegel- 
schnitt und  zwei  beliebig  im  Baume  gelegenen  Geraden  hingleitet  in 
derselben  Weise,  wie  die  Generatrix  eines  einfachen  Hyperboloids  an 
3  Geraden,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen.  Wir  schreiben 
die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  der  Curvc  in  der  Form 

iV^ZE^UQ  —  {a  +  h)U^  +  ahV^  =  0\ 

(  V,  =  0,-  {a  +  ß)  V,  +  aß  U^  =  0  \ 

dann  wird  die  die  Fläche  beschreibende  Gerade  dargestellt  durch 

»^0-^0^0  =  0;   W,-k,  F,  =0;, 
worin  die  Grössen  X^  und  Aj  so  zu  bestimmen  sind,  dass  die  vorstehen- 
den Gleichungen  durch  die  Coordinaten 

U^  :  U^  :  U2I  ü^  =  »3  :  »2  :  w  :  1 
eines   Curvenpunkts    befriedigt   werden.      Man    findet    durch   Einsetzen 
dieser  Werthe  zunächst 

Wo  '  Vo  '  ^1  ••  ^1  = 
(co  —  c)  (g)  —  d)  :  G)  (w  — a)  («  —  b)  :  (w  —  y)  (co  —  ^):«  (co  — a)  (w  —  ß) 

und  dann 

_   (co  — 0)  (q)  ~  rf)  _    (co  —  y)  (o)  —  d) 

''o  —  ^  ^^  _  ^)  (j^  _  ^)>      ^  ~  CO  (w  —  a)  (ö  —  /J)' 

ftir  welche  Werthe  die  obigen  Gleichungen  der  Generattvx.  vci 
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[G)3-(«  +  fe)a}2— a6G)]  Wq  —  [eo2  —  (c+  d)  w  +  cd]  Fo=0; 
[a,3_(a  +  |3)  co2_a|3co]  W^  —  [w^  —  (y  +  d)  co  +  ydj  Fj  =  0 

übergehen.     Setzt  man  darin 

Äo -  («  +  '>)  ^0  +  ^o;      Äi  =  («  +  ^)  ^i  +  ^i; 

So  =  {c  +  d)    V,  +  abW,',    S,  =  (y  +  d)    l\  +  aßW,, 

80  werden  sie  zu 

ö>3  ^r^  -  oi^Äo  +  «-^0  —  ^^  ^^0  =  0; 
ö)3  ^1  —  «2  Äi  +  0)  5,  —  y  d  F,  =  0, 

aus  welchen  sich  durch  Elimination  des  Parameters  (o  die  Gleichung  der 
gesuchten  Fläche   als  Kesultante  ergibt,  nämlich 

Tj  S^^  —  ^ü  ^1»  ^0  -^i  —  ^1  ^o>  ^1  ^^0  —  ^0  ^1 

T,R,-T,R,,  T,W,^T,fF,+  R,S,:-'R,S,,  S,  W,  -  S,  W^    =0, 

worin  zur  Abkürzung 

T,  =  cd  Fo,  Ti^yiJ  F, 

gesetzt  ist.  Vorstehende  Determinante  ist  in  Bezug  auf  die  in  den  ab 
homogene  Coordinaten  zu  betrachtenden  Grössen  Uq^  ü^^  ü.^^  U^  linearen 
Ausdrücke  R^^,  R^  ....  vom  sechsten  Grad,  und  erkennt  man  hierin 
den  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Die   Kegelfläche,    deren   Erzeugende    zwei  beliebige   Gerade   und 
eine  Raumcurve   3.  Ordnung   fortwährend   schneiden,    ist   von  der 
sechsten  Ordnung. 
Es  modificirt  sich  die  Fläche  für  specielle  Lagen  der  beiden  Geraden 
gegen    die  Cuive    folgendermassen ;    ist    zunächst    in    den    obigen  Glei- 
chungen a  =  c,  d.  h.  hat  die  eine  Gerade  einen  Punkt   mit  der  Curve 


gemein,  so  wird  A  n  ==  —  v rr   und   die   eine   der   früheren  in  o  cubi- 

©  (ö)  —  b) 

sehen  Gleichungen  jetzt  vom  2.  Grade  werden,  nämlich 

(o)'^  -  (Ob)  JV^  —  (g)  —  d)  Fo  =  0, 

sodass ,  wenn  f?  o  zE2  F,^  +  ^  Wf^  gesetzt  wird ,  das  Eliminationsresultat 
sich  folgendermassen  darstellen  lässt 

0„  T^-d  V„  S„  d  Fo  Ä,  -  r,  fTo.  -  rf  Fo 

dV„Ri-T^ir^,    -dV„W,+  W,,S,—  R^Oo,  Oo    =0, 

-dv„fr^,  ff\Q„  w, 

woraus  erhellt,  dass  sich  die  Ordnung  der  Fläche  nun  um  eine  Einheit 
vermindert,  dieselbe  also  vom  fünften  Grade  ist.  Setzen  wir  dann  wei- 
ter auch  6  =  ^,   d.  h.   ist  die  eine  Gerade   eine  Sehne  der  Curve,   so 

wird  Iq=-  und  reducirt  sich  die  Gleichung  der  Begelfläche  auf 
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sodass  dieselbe  in  diesem  Fall  nur  von  der  4.  Ordnung  ist.  Wird  an- 
derseits angenommen  a  =:i  c]  a  =  y,  d.  h.  beide  Gerade  hätten  je 
einen  Punkt  mit  dem  cubischen  Kegelschnitt  gemein,  so  folgt 

CO  —  d  <a  —  d 


"  "~  6»  («—  6)'      '  ~  »  (o)  -  |S) 

and  wird  nan  die  Fläche  als  Besultante  von  zwei  quadratischen  Glei- 
chungen dargestellt  durch 

[d  Vo  W,  -  d  V,  Wo]^ 

woraus  man  ersieht,  dass  dieselbe  unter  dieser  Voraussetzung  gleich- 
falls vom  4.  Grade  ist.  Für  a  =  c,  b  =  d,  a=sy  ist  die  erstere 
Gerade  eine  Sehne  der  Curve  und  die  andere  schneidet  die  Curve  in 
nur  einem  Punkt;  man  hat  dann 

1  o  —  d 

Aa  ——  ,     A  t   


co'      ^        <a  (eo  — /3) 
und  daher  als  Gleichung  der  Fläche 

Als  Gleichungen  von  zwei  beliebigen  Erzeugenden  der  Fläche  finden 
sich  für  die  vorstehenden  Werthe  von  Xq  und  l  j  folgende 

[m  ^0  —  Fo  =  0;  (cJ  —  «)  V,  —  (o  (/5—  «)  W^  =  0], 
[«>i  ^0  -  ^0  =  0;  (cJ-coO  ^1  -  «i  (ß-  «i)  ^1  =  0]; 

es  schneiden   sich  dieselben  auf  der  Geraden    Vq  =  Wq  =  0  unter  der 

Bedingung 

d(c>+<a,)  —  coc»!  —  tf|S  =  0, 

woraus  man  erkennt,  dass  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden  zwei  Er- 
zeugende der  Fläche  gehen.  Aus  den  Gleichungen  der  Leitlinien  für 
die  Werthe  a  =  c,  ^  =  r/,  a  =  y  ergibt  sich  sofort,  dass  w  und  w,  die 
Parameter  der  Punkte  sind,  in  welchen  die  beiden  betreffenden  Erzeu- 
genden der  Curve  3.  Ordnung  begegnen,  und  man  erkennt  daher  aus 
der  letzteren  zwischen  ihnen  bestehenden  Bedingungsgleichung,  dass  die 
zugehörigen  Punktpaare  in  Involution  sind,  sodass  also  ihre  betreffenden 
Verbindungslinien  nach  dem  Frühern  ein  einfaches  Hyperboloid 

^0  V,  -  ü,»  +  <J  {U^  Uj  -ü,U,)  +  Sß  {U^  U,  -  ü^^)  =  0 
erzeugen,  welches  die  Curve  und  ausserdem  auch  die  Gerade  V^  =  fV^  =:0 
enthält.     Nehmen   wir   schliesslich   an,    es   sei   a  =  c,   6  =  c/,  a  =  y, 
ßz=zd^  so   sind  beide  Gerade  Sehnen  der  Curve  und  findet  man  l  = 


X,  =  — ,  daher 

*  CO 


(0  Wq—  V^,  =  0'^  io  W^—  V^  =  (S 
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als  Gleichungen  der  Erzeagenden  und 

Vo  ^1—  ^1  ^0  =  0 
als  solche   der  Fläche,   die  demnach,    wie  auch  schon  früher  gefnnden, 
ein  einfaches  Hyperboloid  ist. 

Wir  berücksichtigen  nun  noch  die  Fläche  R  (3^1)9  welche  sämmt- 
liehe  durch  eine  beliebige  Gerade  möglichen  Sehnen  der  Curve  bilden, 
oder  was  dasselbe  ist,  den  Ort  der  Verbindungslinien  der  Punkte,  welche 
eine  um  eine  gegebene  Gerade  sich  drehende  Ebene  mit  der  Curve  ge- 
mein hat.  Jedoch  wollen  wir  uns  mit  Aufstellung  der  ziemlich  weit- 
läufigen Gleichung  nicht  befassen,  sondern  nur  angeben,  wie  dieselbe 
gefunden  wird  und  nachweisen,  dass  sie  vom  4.  Grade  ist.  Im  Anfang 
des  dritten  Capitels  wurden  die  Parameterwerthe  der  durch  einen  be- 
liebigen Raumpunkt  Xq  :  x^  :  X2I  ic^  gehenden  Sehne  einer  Curve  3.  Ord- 
nung bestimmt  durch  die  Gleichungen 

X2    —  X ^  x^  X2  ^1  ^3 

wird  nun  dieser  Punkt  als  eine  Gerade  durchlaufend  angenommen,  sind 
also  seine  Coordinaten  von  der  Form 

^0  =  So  +  ^  ^0»  ^1  =  Si  +  ^  i2i;  «2  =  ^2  +  ^  ^2?  ^3  =  Ss  +  ^  Vv 
so  erhält  man  als  Gleichungen  der  betreffenden  Sehne  in  Bezug  auf  l 
quadratische  Ausdrücke,  aus  denen  durch  Elimination  von  X  eine  in  Be- 
zug auf  die  Coefficienten  27 q,  ü^y  27^,  U^  biquadratische  Resultante  ent- 
springt, sodass  der  fragliche  Ort  von  der  vierten  Ordnung  ist.  In  dem 
Fall,  dass  die  Gerade  einen  Punkt  mit  der  Curve  gemein  hat,  zerfallt 
er,  wie  sich  durch  Combination  früherer  Sätze  ergibt,  in  ein  einfaches 
Hyperboloid  und  einen  Kegel  2.  Ordnung,  welche  einen  Strahl  gemein 
haben;  ist  die  Gerade  eine  Sehne  der  Curve,  so  wird  er  vertreten  durch 
2  Kegel  2.  Ordnung  mit  einer  gemeinsamen  Kante. 


Neuntes  Capitel. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  in  der  Planimetrie  eine  Beziehung  von 
Punkten  und  Geraden  auf  einander  vermittelt  wird  durch  einen  Kegel- 
schnitt, indem  man  jedem  Punkt  die  Berührungssehne  des  von  ihm  an 
den  Kegelschnitt  möglichen  Tangentenpaares  als  sogenannte  Polare  zu- 
ordnet und  umgekehrt  jeder  Geraden  den  Punkt,  worin  sich  die  in  den 
beiden  ihr  mit  dem  Kegelschnitt  gemeinsamen  Punkten  an  letzteren  mög- 
lichen Tangenten  schneiden,  als  Pol,  gibt  die  Raumcurve  3.  Ordnung 
Veraülassung  zu  einer  Bolchen  im  R&ume^  wobei  jedem  Punkt  eine  Ebene 
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entspricht,  nämlich  die  Ebene,  welche  durch  die  drei  Berührungspunkte 
der  von  jenem  Punkt  an  die  Curve  möglichen  Osculationsebenen  geht, 
und  jeder  Ebene  ein  Punkt,  der  Durchschnitt  der  in  ihren  3  Schnitt- 
punkten mit  der  Curve  an  letztere  möglichen  Osculationsebenen.  In 
solcher  Weise  einander  zugeordnete  Punkte  und  Ebenen  sollen  Pol  und 
Polarebene,  oder  auch  Focus-  und  Focalebene  heissen.  Aus  einem  im 
dritten  Capitel  bewiesenen  Satze  folgt  dann  weiter,  dass  für  das  eben 
auseinandergesetzte  Correlationssystem  der  Pol  in  seiner  Polarehene  liegt 
und  umgekehrt  die  Polarebene  durch  ihren  Pol  hindurchgeht,  denn  wir 
hatten  damals  gefunden,  dass  zu  dem  Pol  Xq  :  x^  :  X2'  x^  die  durch 
die  Gleichung 

«s  ^0  -  ^0  ^3  +  3  (^1  ^2  -  ^2  ^1)  =  0 
reprüsentirte   Polarebene  gehört,    sowie   dass   der  Pol  einer  beliebigen 
Ebene 

püo  +  qU,  +  r  U2  +  sU^  =  0 

bestimmt  wird  durch  die  Coordinatcn 

ÜqI  ü^\  U^i  U^=::3s:r:q:Sp. 
Diese  Formeln  liefern  den  Beweis,  dass  die  angegebene  Beziehung  auch 
dann  noch  möglich  ist,  wenn  2  jener  Osculationsebenen,   resp.  Schnitt- 
punkte imaginär  werden. 

Die  vorher  angegebenen  Fundamentaleigenschaften  von  Pol  und 
Polare  in  Bezug  auf  einen  cubischen  Kegelschnitt  ^eben  schon  zu  inte- 
ressanten Folgerungen  Anlass,  sobald  man  4  Punkte  der  Curve  betrach- 
tet; es  bestimmen  dieselben  als  Eckpunkte  ein  Tetraeder  und  ihre  Os- 
culationsebenen bilden  ein  ebensolches;  beide  sind  einander  gleich- 
zeitig ein-  und  umschrieben,  d.  h.  die  Ecken  eines  jeden  liegen  in 
den  Seitenebenen  des  andern.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  4  Curven- 
punkte  mit  ^,,  ^j,  -^3,  '^^,  ihre  resp.  Osculationsebenen  mit  Fj,  Fj, 
^3,  F,  und  weiter  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  (Fj  F3  F4)  mit  .t„ 
den  (F3  F,  FJ  mit  Xj,  den  (F4  F^  F^)  mit  0:3,  endlich  (Fj  V^  F3)  mit 
x^y  SO  liegen  in  Folge  der  besprochenen  Eigenthümlichkeit  folgende 
Punkte  immer  in  einer  Ebene 


Oj,  «2,  x^j  x^ 

'^2»  ^3>  ^4>  ^1 
V3 ,  x^j  a?i ,  X  2 
O I ,  x^ ,  a?2 ,  X3 


^\i  ^2>  ^31  ^4 

'  ^3>  ^4»  "^1»  ^2 

X4,  ^1,  -^2»  '^3 

Bedenkt  man  nun  dass  die  Schnittlinie  (F^  F2)  identisch  ist  mit  der 
Kante  X3  or^,  und  ebenso  (F3  F4)  mit  x,  Xj,  so  schneidet  die  Ge- 
rade Xj  -^2  oflfenbar  (F3  F,)  und  d-^  -^2»  *^®^  wegen  der  ersten  Zeile  in 
(I.)  auch  ^3  -^4  und  wegen  der  zweiten  in  (11.)  auch  X3  X4  oder  das 
damit  identische  (Fj  Fj),  sodass  also  die  4  Geraden 

iVi  y^i  {f»  F«),  «j«j,*4«^. 
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von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  sSmmtlich  von  x^  ^2  E^' 
troffen  werden.     Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich  dann,  dass  dieselben  Ge- 
raden auch   noch  von  oTj  ^h  x^  ^4  und  x^  ^3  sämmtlich  geschnitten 
werden,  also  auch  umgekehrt  selbst  jene  schneiden. 
Man  zieht  hieraas  den  Satz: 
Von    zwei    einander    gleichzeitig    ein-   und    nmgeschriebenen  Te- 
traedern  liegen   eine  beliebige  Kante  des    ersteren,   ihre   Gregen- 
kante,   femer    die  des    andern,    welche    ihre  Endpunkte  in  den 
durch  die  erstere  gehenden  Flächen  hat,  sowie  deren  Gegenkante, 
auf  einem  einfachen  HTperboloid. 
Es    mag    nicht  unerwähnt  bleiben,  dass,  wie  die  oben  angegebene 
Eigenthümlichkeit  der  von  4  Punkten  und  ihren  Osculationsebenen  be- 
stimmten beiden  Tetraeder  benutzt  werden  kann  zur  Construction  von 
beliebigen  Punkten  und  Osculationsebenen  eines  cubischen  Kegelschnitts, 
von  dem  3  Punkte  mit  ihren  Osculationsebenen  bekannt  sind,  auch  um- 
gekehrt mit  Hilfe  des  letztern  nicht  nur  einander  gleichzeitig  ein-  und 
umbeschriebene  Tetraeder,    sondern   allgemein  derartige  n-Ecke  und  n- 
Flache  gefunden  werden  können. 

Substituirt  man  für  die  obigen  Coordinaten  x^  :  x^  :  X2  '  x^  eines 
Punkts  Werthe  von  der  Form  XQ  +  Xy^ix^+X  y^  :  0:2  +  ^^2  •  ^3  +^^5» 
die  einem  Punkte  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  Punkt  ^o  -  ^1  'Vi -Vi 
angehören,  in  die  Gleichung  seiner  Polarebene,  so  kann  letztere  ge- 
schrieben werden 

^3  ^0-^0  ^3+3  (x,  U2-'X2Ü,)+k  [^3^0— yo ^3 +  3(^12^2 -y2^i)]=0 
und  setzt  sich  demnach  zusammen  aus  denen  der  Polarebenen  jeuer 
2  Punkte;  ein  Kesultat,  welches  folgenden  Satz  veranlasst: 

Die  Polarebenen  von  sämmtlichen  Punkten   einer  Geraden  schnei- 
den sich  in  einer  bestimmten  Geraden, 
und  umgekehrt: 

Die  Pole  aller  Ebenen,   welche  sich  in   einer  Geraden  schneiden, 
liegen  auf  einer  geraden  Linie. 
Zwei   derartige  Gerade  heissen  reciprok;    werden    die  Gleichungen    der 
einen  in  der  Form: 

l  Üq  +  mU^  +  nU2  =  0]   P  ü^  +  q  V^  +  r  ü^  =  0 
geschrieben,  so  sind  die  der  andern: 

{mq  —  np)  Üq  +  3  r  (m  ü^  +  n  U^)  =  0; 
3lipü^+qÜ2)  +  (mq  -^np)  U^  =  0, 

X»  X 

welche  aus  dem  Vorigen  durch  die  Annahmen  il  = und  A  = 

t/z  yo 

hergeleitet  werden  können.      Aehnlich    wie  vorher  lässt  sich  auch  der 

Beweis  von  folgenden  Säts&eii  be\7ukeu; 
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Die  Polarebenen  sämmtlicher  Punkte  einer  beliebigen  Ebene  laufen 
durch  einen  Punkt  in  ihr,  den  Pol, 
und  umgekehrt, 

Die  Pole  sämmtlicher  Ebenen,    welche  durch   einen   festen  Punkt 
gehen,    liegen    in    einer    gleichfalls    durch    den    Punkt    gehenden 
Ebene,  seiner  Polarebene, 
an  die  wir  als  allgemeinstes  Princip    der  besprochenen    Correlation   fol- 
genden anschliessen : 

Durchläuft  ein  Punkt  eine  beliebige  Oberfläche  n*"  Ordnung,  so 
umhüllen  seine  respectiven  Polarebenen  in  Rücksicht  auf  einen 
cubischen  Kegelschnitt  eine  Fläche  n*«'  Classe  in  der  Weise,  dass 
die  Polarebenen  der  letzteren  in  Bezug  auf  denselben  cubischen 
Kegelschnitt  die  erstere  Oberfläche  erzeugen. 
Zu  den  Punkten  der  Curve  gehören  als  Polaren  die  betreffenden 
Osculationsebenen  und  umgekehrt  ist  der  Pol  einer  Oscnlationsebene  ihr 
Berührungspunkt,  gerade  wie  bei  den  ebenen  Kegelschnitten  die  Polaren 
von  Punkten  auf  ihnen  die  resp.  Tangenten  sind  und  die  Pole  der 
letztern  ihre  bezüglichen  Berührungspunkte.  Die  Schnittlinie  von  zwei 
Osculationsebenen  und  die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  sind 
daher  Paare  von  reciproken  Geraden.  Es  folgt  weiter,  dass  eine  Tan- 
gente der  Curve  zu  betrachten  ist  als  ein  Paar  zusammenfallender  reci- 
proker  Geraden.  Die  Frage,  ob  es  noch  andere  solche  sich  selbst  reci- 
proke  Gerade  gibt,  lässt  sich  durch  eine  einfache  Reflexion  dahin 
beantworten,  'dass  in  jeder  Ebene  unzählig  viele  derartige  existiren, 
nämlich  alle  durch  den  Pol  der  Ebene  gehenden.  Die  Schnittlinien  von 
2  Osculationsebenen,  deren,  wie  aus  dem  Früheren  bekannt,  jede  Ebene 
nur  eine  enthält,  und  die  dazu  reciproken  Verbindungslinien  ihrer  Be- 
rührungspunkte, von  welchen  durch  jeden  Punkt  des  Raums  eine  einzige 
geht,  lassen  eben  desshalb  eine  besondere  Bedeutung  für  das  auf  cu- 
bische  Kegelschnitte  begründete  System  des  Entsprechens  räumlicher 
Gebilde  erwarten,  mit  deren  Aufsuchung  wir  uns' zunächst  zu  beschäftigen 
haben,  wobei  wir  zugleich  erkennen  werden,  in  welcher  Beziehung  diese 
Polaritätsverhältnisse  mit  den  der  Tangentenfläche  des  cubischen  Kegel- 
schnitts einschreibbaren  Kegelschnitten  stehen. 

Wir  hatten  im  vierten  Kapitel  den  Satz  bewiesen: 
Die  Pole   einer  Ebene   in  Bezug  auf  die   in  der  Tangentenfläche 
einer  Raumcurve   3.  Ordnung   möglichen  Kegelschnitte   liegen  auf 
einem  Kegelschnitt 
und  gezeigt,  dass  wenn  die  Gleichung  der  ersten  Ebene  war 

die'  der  letzteren  ist 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  der  zweiten  Ebene  dieselben  E\^^tL^^%S\A!Gk  v^ 
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Bezug  auf  die  erstere  zukommen,  nnd  sollen  beide  Ebenen  daher 
conjagirt  genannt  werden.  Zu  dem  Ende  suchen  wir  die  allgemeinsten 
Gleichungen  von  zwei  conjugirten  Ebenen  zu  ermitteln,  gehen  also  statt 
von  der  obigen  Gleichung 

U^  —  ^  ü^  =  0 
als  der  der  gegebenen  Ebene  aus  von  der  allgemeineren 

(a)     ü^  —  iX  +  ^  +  v)U^  +  {lfi  +  lv  +  iiv)ü^  —  XiivU^=0. 
Setzt  man 

Fo  =  l7o  -  3  V  (7,  +  3  1/2  ü.,  —  v^  U^, 

l\  E-  1^0  -  (2  V  +  fi)  t^,  +  V  (2  ^  + v)  ^2-  ,tv2  173, 

sodass  die  4  Ebenen  F,,  =  0,  Tj  =0,  ^2=0,  F3  =  0  ein  mit  der 
Curve  !n  derselben  Beziehung  stehendes  Tetraeder  bilden,  wie  das  seit- 
her immer  benutzte  Coordinatentetraeder,  so  kann  die  Gleichung  der- 
selben ersetzt  werden  durch 

Vq'  V^  :  J\:  V^  =  x^ix^'.x  :  1, 
wobei 

•  00  —  V 

zu  nehmen  ist.  Die  Gleichung  («)  der  gegebenen  Ebene  wird  dann 
in  diesem  neuen  System 

Fl  —  Ä:  Fj  =  0, 
worin 

hat  also  die  vorher  benutzte  besondere  Form  und  man  erhält  daher  als 
solche  der  conjugirten  Ebene 

2  Vq  -  S  k  Vi  —  S  k  ^V^  +  2  k^  F3  =  0, 
oder  beim  Rückgang  auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem 

{b)      U„-(l'  +  ^'  +  v')  J^,  +  (i>'  +  A'f'+,tV)  t^j—i>'v' 6/3  =  0, 
worin 

w_  k{ft  +  v)  —  2  (IV 

2A-(ft  +  v)    ' 

f,{v  +  l)  -  2vk 

^  2^-(v  +  A)    ' 

,  _v{k  +  (i)—  2  X(i 

^  --   2v-{l  +  (i)  ' 

zu  setzen  sind.  Diese  letzten  Gleichungen  geben  aber  nach  iL,  fi,  r 
aufgelöst 
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,  A'  (fi'  +  v)  —  2  (i  V 

__  (/  (v  +  r)  —  2  V  r 

^~       2  ft'  -  (i;-  +  r)       ' 

also  Ausdrücke  von  derselben  Form,  wie  die  vorigen  und  beweisen  eben 
damit,  dass  die  Ebene  (a)  die  Pole  der  Ebene  {b)  in  Bezug  auf  die  in 
der  Tangentenfläche  möglichen  Kegelschnitte  enthält,  also  die  Beziehung 
zwischen  den  beiden  Ebenen  eine  durchaus  gegenseitige  ist. 

Um  die  Schnittlinie  der  beiden  conjugirten  Ebenen  {a)  und  {b)  zu 
bestimmen,  kann  man  mit  Benutzung  der  durch  die  Curve  vermittelten 
Reciprocität  die  Gleichungen  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  aufsuchen. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  (a)  folgendermassen 

(«')     ^0  —  «'o  ^1  +  <fi  ^2  —  ^2  ^3=0, 
wobei  also 

tfo^A  +  ^  +  v,  tfi=Aft  +  Av  +  (*v,  a^z^lftv, 
so  hat  ihr  Pol  die  Coordinaten 

ebenso  finden  sich  für  die  Ebene  (fe),   wenn  in  ihrer  Gleichung 
*o  =  A  +ft  +v,  5i=Aft  +Av+^i/,Ä2  — A(*v 
gesetzt  werden,  die  Coordinaten  des  Pols  aus 

CTq  :  ü^j  :  JTj  :  1^3  =  3  ^2  •  *i  •  *o  •  3» 
und  lassen  sich  dann  die  Werthe  von  «q,  ^],  ^2  vermöge  der  zwischen 
den  Grössen  A,  \ji^  v,  k\  fx\  v   stattfindenden  Relationen  folgendermassen 
durch  (Tg,  (Sxj  (^2  ausdrücken 

^3(cro^  ^1+9^0^2  — gQ 
«  27(^2  +  2  V— 9  (ToCT,    ' 

^  3  (—  cTq  cr^^  +  6  V  ^2  —9  g,  cr2) 

^  27(^2  +  2  V  — 9  c^o^'i'    • 

9  gp  tf|  ^2  —  27  cr2^—  2  tf/ 


^~      27(^2  +  2V-  9cro<T| 
Die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Pole  hat  die  Gleichungen 

(^)     P  U^  +  q  U^  +  r  Ü2  =  0;  p  U^  +  q  Ü2  +  r  U^  =  0 
worin 

p  =  c^  -^  3cri;$r  =  crp<y^=9<y25  r  =  tf^^  _  3  cr^  cTj 

zu  setzen  sind  und  ist  sie,  wie  die  Gleichheit  der  Coefficienten  in  vorstehen- 
den Gleichungen  beweist,  eine  reelle  oder  ideelle  Sehne  d«t  CixjiTH^^^^^««^ 
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Schnittpankten  die  Parameter  '^i  und  ^2  zukommen,  welche  sich  aus 
den  Gleichungen 

*i  +  ^2  =  ^;  ^.^2  =  ^ 

ergeben.  Die  dazu  reciproke  Schnittlinie  der  conjugirten  Ebenen  (a) 
und  {b)  ist  nach  dem  Frühem  dann  die  Schnittlinie  der  zu  den  beiden 
Punkten  ^^  und  ^2  gehörigen  Osculationsebcnen  und  wird  dargestellt 
durch  die  Gleichungen: 

^p{pU,  —  qU^)  +  (q^  —  pr)  U^  =  0. 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Je  zwei  conjugirte  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  durch 
welche  zwei  Osculationsebenen  des  cubischen  Kegelschnitts  gehen 
und  geht  daher  die  zu  dieser  Geraden  reciproke  Verbindungslinie 
der  Pole   jener   conjugirten  Ebenen    durch    die  Berührungspunkte 
der  genannten  Osculationsebenen. 
Die  erstere  Gerade   mag   die  Directrix   der   beiden  conjugirten  Ebeneut 
die  letztere  ihre  Focale  genannt  werden   und   werden  wir  später  sehen, 
welche  Eigenschaften  dieser  Directrix,  deren,  wie  aus  dem  Vorhergehen- 
den erhellt,  jede  Ebene  ihre  bestimmte  hat,  ohne  Bücksicht  auf  die  con- 
jugirte Ebene  zukommen. 

Es  liegt  nun  zunächst  die  Frage  nahe,  ob  durch  dieselbe  Directrix 
mehr  als  ein  Paar  conjugirter  Ehenen  geht  und  ob  auf  einer  Focalen 
mehr  als  ein  Paar  conjugirter  Pole  liegen.  Wir  kehren  desshalb  zu  den 
früher  aufgestellten  Gleichungen 

und 

2  VQ  —  S^Ü^  —  3^^U2  +  2e^U^  =  0 
von  einem  Paar  conjugirter  Ebenen  zurück,  deren  Focale  durch 

^0  —  '^  ^1  +  ^^  ^2  =  0;   Ü^—^U2  +  ^^U^  =  0 
repräsentirt  wird,  und  vergleichen  die  letztere  mit  der  oben  durch 

pü,  +  qü,  +  r  t^2  =  0;  p  ü,  +qU.  +  rU^  =  0 
dargestellten  Focalen  der  Ebenen  (a)   und  (b).     Sollen  beide   identisch 
sein,  so  muss 

q  =  p  ^^  r  z=p  ^2 

sein,  vermittelst  welcher  Gleichungen,  die  die  Pole  der  Ebenen  (a)  und 
(fi)  bestimmenden  Grössen  (Tq,  o^y  c^y  ^i,  ^2'  ^3  durch  nachstehende 
Bedingungen  beschränkt  werden: 

p  =  (r,2_3^cro  +  9d';  a,  =  ^  (^o  -  3  ^)5  cr2  =  — <^3; 
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sodass  die  Gleichungen  {a)  und  (b)  werden  zu 

((7^^     ^0-3^2  U,  +  &''^  U,-a,[U,-^U,]=0; 
^^^     U^,  —  3  &^  U.,  +  ^^  Vr,  —  «0  [^1  —  ^  ^2]  =  0. 

Es  bedeutet  darin  6^  eine  willkürliche  Constante,  von  welcher  ^0  ^^  ^^^ 

angegebenen  linearen  Weise  abhängt,  sodass  also  vorstehende  Gleichungen 

eine  unendliche  Menge  von  Ebenen  darstellen,  welche  sämmtlich  durch 

die  Gerade 

2  r^o  -  3  '^  r^  —  3  '»'^  r/^  +  2  -^'^  ^3  =  0;  u^—^v^  =  o 

hindurchgehen.      Schreibt  man   die  zwischen  a^  und  Sq  bestehende  Re 

lation  in  der  Form 

2  ao  5«  —  3  ^  (cy«  +  *o)  +  18  ^'  =  0, 
so  lehrt  sie,   dass  die  durch  die  Gleichungen  (0)  repräsentirten  conju- 
girten  Ebenenpaare  in  Involution    sind,   sowie   dass   die   Doppelebenen 
des  Büschels  die  darunter 'vorkommenden  Osculationsebenen  sind.     Man 
hat  daher  die  Sätze: 

Jede   Gerade,    worin    sich    2    Osculationsebenen    eines    cubischen 
Kegelschnitts    schneiden,    ist    die  Achse    eines    von   in  Bezug  auf 
denselben  conjugirten  Ebenen  gebildeten  involutorischen  Büschels, 
und  sind  jene  Osculationsebenen  die  Doppelebenen  des  letztem', 
und 

Jede  Sehne    eines    cubischen  Kegelschnitts    enthält    die  Pole  von 
einem  Büschel  conjugirter  Ebenen,  und  zwar  bilden  dieselben  auf 
ihr  eine  involutorische  Punktreihe,  deren  Doppelpunkte   ihre    bei- 
den Schnittpunkte  mit  der  Curve  sind, 
im  Anschluss  an  welche  auch  noch   folgender  unmittelbar   aus  der  Sym- 
metrie zwischen  den  Grössen  A,  fi,  v  einerseits  und  A',  ^\  v   anderseits  in 
den   oben   dazwischen   gegebenen   Relationen  hervorgehender  hier   eine 
Stelle  finden  mag: 

Die  6  Punkte,  worin  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  von  2  conjugir- 
ten Ebenen  getroffen    wird,   sind   in   Involution,    d.   h.    legt   man 
durch  sie  und  eine  beliebige  Sehne  der  Curve  Ebenen ,  so  entsteht 
ein  involutorisches  Ebenenbüschel. 
Um   den  Centralpunkt  der  auf  der  Focalen   gebildeten  Involution 
zu  finden,  hat  man  nur  eine  Parallelebene  zu  ihr  dutch  die  zugehörige 
Directrix   zu  legen,  welche  also   durch  den  unendlich  entfernten  Punkt 
von    ihr  geht,    und    dann    die   conjugirte  Ebene   zu  bestimmen,    deren 
Schnittpunkt  mit  der  Focalen  der  gesuchte  Centralpunkt  ist. 

Hat  der  cubische  Kegelschnitt  zwei  parallele  Osculationsebenen,  so 
gibt  es  nach  dem  ersten  der  vorigen  Sätze  ein  Parallelebenenbüschel  von 
conjugirten  Ebenen,  dessen  Centralebene  der  unendlich  entfernten  Ebene 
conjugirt  ist  und  daher  mit  der  die  Mittelpunkte  der  der  Tangenten - 
fläche    der    Corvo    eingeschriebenen    Kegelschnitte    Qiit\i^\\.^Tv\^T^  1^^\^^ 

ZetiKhrirt  f.  MathetuMtik  u.  Physik.    Suppl.  I.  V^ 
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identisch  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  im  sechsten  Capitel  gefundenen 
Eesultate  bemerken  wir,  dass  für  die  cubische  Ellipse  die  beiden  Dop- 
pelebenen jenes  involutorischen  Büschels  von  parallelen  conjugirten 
Ebenen  reell  sind,  während  sie  für  die  cubische  Hyperbel  imaginär  sind 
und  bei  der  cubischen  hyperbolischen  Parabel  zusammenfallen,  sodass 
also  im  letzteren  Fall  keine  Involution  im  eigentlichem  Sinne  statt- 
findet. 

Die  in  den  letzten  Sätzen  vorkommenden  Pole  von  conjugirten 
Ebenen  sollen  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  cubischen  Kegel- 
schnitt genannt  werden,  denn  es  ergibt  sich  aus  der  dargelegten  Reci- 
procität,  dass  die  Polarebenen  eines  beliebigen  Punkts  in  Bezug  auf 
alle  durch  den  cubischen  Kegelschnitt  möglichen  Kegel  2.  Ordnung  einen 
bestimmten  Kegel  2.  Ordnung  umhüllen,  dessen  Spitze  in  derselben 
Beziehung  zum  ersteren  Punkte  steht.  Es  sollen  dann  auch  weiter  die 
hierbei  entstehenden  Kegelflächen,  sowie  did  im  reciproken  Satze  vor- 
kommenden Kegelschnitte  conjugirt  heissen,  eine  Benennung ,  die  wir 
dann  weiter  auch  auf  alle  von  conjugirten  Elementen  gebildeten  Figoreo 
ausdehnen  wollen,  und  wofür  eine  Anzahl  nicht  uninteressanter  Sätie, 
betreffend  conjugirte  Dreiecke  (ebene  sowohl  als  körperliche),  conjugirte 
Tfetraeder  u.  dgl.,  existiren,  die  wir  jedoch  ihrer  untergeordneten  Be- 
deutung wegen  hier  übergehen  müssen. 

Aus  dem  Frühem  weiss  man,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
eine  Focale  ^) ,  d.  h.  Linie  der  Pole  eines  Büschels  von  conjugirten 
Ebenen,  geht,  und  wurden  auch  die  Gleichungen  derselben  für  den  be- 
treffenden Punkt  daselbst  angegeben.  Reciprok  hierzu  existirt  in  der 
Ebene 

l  ü^^  +  7n  Vi  +  n  ü^-i-  h  U^  =  0 

nur  eine  Directrix,  d.  h.  Achse  eines  Büschels  von  conjugirten  Ebenen, 
darstellbar  als  Schnitt  der  Ebenen 

(q^-pr)    U,-Sr{ü,q—ü^r)  =  0', 
{q'-pr)    U,  +  Sp  {U,  p-U^q)=0, 

deren  Berührungspunkte  bedingt  werden  durch 

q         m  n  —  ^^'^q.q.  ^  3hm  —  w^ 

*^      2        p  3/w  —  m-'      *      ^         p  3ln  —  m^' 

sodass  also  die  betreffende  Gerade  immer  reell  ist,  auch  wenn  diese 
Ebenen  imaginär  sein  sollten.     Ist  ein  Punkt   der  Pol  einer  Ebene,  so     | 

^)  Es  mag  hier  kurz  auf  den  Zasammenhang  der  Theorie  der  Raamcnrven 
3.  Ordnung  mit  der  der  sogenannten  algebraischen  Strahlensysteme  hingewiesen 
werden.  Die  Sehnen  einer  Raumcurve  3.  Ordnung  bilden  ein  Strahlensystem 
erster  Ordnung  von  der  dritten  Classe,  dessen  Brennflächen  sich  auf  die  Ciir?e 
reduciren,    (Vgl.  Kummer  in  BeiVvnw  Monatsberichten  1866,  p,  288.) 
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ist  die  durch  ihn  gehende  Focale  und  die  in  jener  Ebene  gelegene 
Directriz  ein  Paar  reciproker  Geraden.  Da  sich  nun  in  jedem  Punkt  des 
Raumes  drei  (reelle  oder  imaginäre)  Osculationsebenen  schneiden,  so 
gehen  durch  jeden  Punkt  3  Directricen  und  zwar  werden  zwei  davon 
imaginär,  sobald  zwei  Osculationsebenen  imaginär  sind;  ebenso  liegen 
in  jeder  Ebene  3  Focalen,  die  Verbindungslinien  der  Punkte,  welche 
sie  mit  der  Curve  gemein  hat,  und  zwar  bleibt,  sobald  2  dieser  Schnitt- 
punkte imaginär  sind,  nur  ihre  Verbindungslinie  als  in  der  Ebene  ge- 
legene reelle  Focale  übrig. 

Ein  einfaches  Kriterium  zur  Entscheidung  über  die  Natur  der  in 
einer  Ebene  gelegenen  Focalen,  resp.  der  durch  einen  Punkt  gehenden 
Directricen  liefern  uns  einige  auf  der  nachstehenden  Entwickelung  basi- 
rende  Sätze.  Es  waren  oben  unter  (a)  und  (b)  die  allgemeinsten  Glei- 
chungen von  zwei  conjugirten  Ebenen  gegeben  worden  und  unter  (c) 
die  Gleichung  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole,  die  dann  auch  die  Fo- 
cale sämmtlicher  durch  die  Schnittlinie  jener  Ebenen  gehenden  conju- 
girten Ebenenpaare  ist.  Dieselbe  trifft  die  Curve  in  zwei  reellen 
Punkten  und  gehen  folglich  durch  jene  Achse  zwei  reelle  Osculations- 
ebenen, wenn 

^2_4pr  >  0 

oder  für  die  oben  angegebene  Bedeutung  der  Grössen  p,  q,  r,  wenn 

27  tfj'  —  18  tf  tfj  (Tj  —  tfo*^  ^'i^  +  4  a,3  +  4  a^^  c^  >  0. 
Diese  letztere  Bedingungsgleichung  ist  aber  identisch  mit  der,    dass  die 
Gleichung 

o>3  —  co^  (Tq  +  (0  a^  —  a^=.  0, 

woraus  sich  die  Parameter  der  Schnittpunkte  der  Ebene  (a),  die  mit 
(a)  identisch  ist,  und  der  Curve  als  Wurzelwerthe  ergeben,  zwei  com- 
plexe  Wurzeln  hat.     Hieraus  ziehen  wir  dann  den  Satz: 

Wenn  eine  Focale  den  cubischen  Kegebchnitt  in  zwei  reellen 
Punkten  trifft,  und  demnach  die  zugehörige  Directrix  der  Schnitt 
von  zwei  reellen  Osculationsebenen  ist,  so  begegnet  jede  durch 
die  letztere  mögliche  Ebene  der  Curve  nur  in  einem  reellen  Punkt, 
dagegen  trifft  eine  solche  die  Curve  in  drei  reellen  Punkten,  wenn 
die  Focale  zwei  imaginäre  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat, 
oder: 

Jede  Ebene    eines  Büschels    von  conjugirten    Ebenen,    trifft    den 
cubischen  Kegelschnitt  in  drei  reellen  Punkten  oder  nur  in  einem, 
je    nachdem    die    Doppelelemente   jenes    involutorischen    Büschels 
imaginär  oder  reell  sind. 
Reciprok  hierzu  hat  man: 

Wenn   durch  eine  Directrix  zwei   reelle  Osculationsebenen  gehen^ 
also  die  zugehörige  Focale  den  cubischen  Ke^eXftdcoaVX.  viv  ^  x^^^^\^ 

Vi* 
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Punkten  trifft,  so  ist  durch  jeden  Punkt  der  Direcirix  nur  eioe 
Osculationsebene  möglich,  dagegen  gibt  es  deren  drei,  sobald  die 
Directrix  der  Schnitt  von  2  imaginären  Osculationsebenen  ist. 


und 


Durch  einen  Punkt  gehen   drei   reelle  Osculationsebenen  eines  cu- 
bischen Kegelschnitts   oder  nur  eine,  je  nachdem  die  auf  der  zu- 
gehörigen   Focalen    gelegene    involutorische  Punktreihe    imaginäre 
oder  reelle  Doppelpunkte  hat. 
Das    analoge  Verhalten  aller  zu   derselben  Directrix    gehörigen   Ebenen 
bezüglich  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Curve  offenbart  sich  weiter  in  fol- 
genden  Sätzen    über    die    in    diesen  Ebenen    enthaltenden    conjugirten 
Kegelschnitte,   welche  leicht  auf  rein  geometrischem  Wege  mit  Berfick- 
sichtigung  schon  erwiesener  Eigenschaften  erhalten  werden. 

Alle    zu    demselben   Büschel    gehörigen    conjugirten    Kegelschnitte 
liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloid, 
und 

Die  Mittelpunkte    aller    zu    einem    Büschel    gehörigen    conjugirten 
Kegelschnitte  liegen  auf  einem  Kegelschnitt,    dessen  Ebene  durch 
die  Focale  geht,  die  zur  Achse  des  Büschels  reciprok  ist, 
u.  8.  w. 

Schliesslich  bleibt  nur  noch  zu  untersuchen,  in  welcher  Beziehung 
die  Directrix  einer  Ebene  zum  Pol  der  Ebene  steht;  um  dabei  den 
Rechnungsaufwand  möglichst  zu  vermindern,  benutzen  wir  wieder  die 
beiden  conjugirten  Ebenen 

welche  in  Folge  der  Substitutionen 

w        2  ^/ß  —  3  O  f/,  —  3  ^'^  U^  +  2^^  f/g 
sich  darstellen  lassen  durch 

wobei  dann 

^{y  —  z)  —  fv  =  i);  3  (r  —  ar)  —  w  =  0;  3  (a:  —  y)  —  «>  =  0 

die  Gleichungen  der  3  sich  im  Pol  der  Ebene  w  ==  0  scheidenden  Os- 
culationsebenen sind,  sodass  die  in  dieser  Ebene  gelegenen  Verbin- 
dungslinien des  Pols  mit  den  der  Ebene  und  der  Curve  gemeiosamen 
Punkten    repräsentirt  werden  durch 

w  =  0',  [y  —  2:  =  0;  z  —  o:  =  0;  x  —  y  :=  (}\, 
Die  Directrix  der  Ebene  hat  die  Gleichung 

[7v  =  0',  X  +  y  +  z  =  Qi] 
und   dia  Seiten   des   AutcVa    ii^iv    üa^yv^d^^\^  Kegelschnitt    in    der  Ebene 
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n;  =  0  bestimmten  Dreiecks  sind 
w  =  0;  [7  x  +  fj  +  z  =  0;  x+7  y  +  z  =  0',  X  +  !/  +  7  z  =  0]. 

Bezeichnen    wir    die    in  Parenthese    stehenden    Gleichungen    kurz    mit 

^^  =  0,  y^j  =  0,  -^2  =  0,  so  ist 

J^  —  A.^     -y~z  =  0;  A^  —  Aq    .    z  —  x  =  0;  A^^  —  A^        a:~y=0, 

und  erhält  man  demnach  als  Gleichungen  des  zu  je  einer  dieser  3 
Geraden  und  die  sich  auf  ihr  schneidenden  Dreieckseiten  conjngirten 
vierten    harmonischen   Strahles  folgende: 

A^  +  ^2  —  2  o:  +  8y  +  «  =  =  <>;  ^^  +  ^o    -  ^  ^  +  2  y  +  8  2  =  0; 
Aq+  A^     .  8a:  +  8y  +  2crr=0, 

es  schneiden  dieselben  die  betreffenden  Gegenseiten  in  Punkten,  die  auf 
der  Geraden 

A^  +  A,  +  A^       x  +  y+  z=0 

d.  h.  der  Directrix  liegen,  sodass  also  diese  für  jede  Ebene  ohne  wei- 
teres gefunden  werden  kann,  wenn  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit 
der  Curve  und  ihr  Pol  bekannt  sind. 


Zehntes  Capitel. 

Auf  die  in  den  vorhergehenden  Capiteln  dargelegten  Eigenschaften 
der  cubischen  Kegelschnitte  stützen  sich  eine  Reihe  von  auf  diese  Cur- 
ven  bezüglichen  Constructionsaufgaben ,  mit  deren  wichtigsten  wir  uns 
im  Folgenden  beschäftigen  wollen  und  die  sich,  wie  dies  die  dualistische 
Natur  der  Curven  motivirt,  immer  paarweise  einander  gegenüberstellen 
lassen. 

Sind  zunächst  sechs  Punkte,  resp.  sechs  Osculationsebenen  eines 
cubischen  Kegelschnitts  gegeben,  so  können  weitere  Punkte,  resp.  Os- 
culationsebenen auf  verschiedene  Weise  ermittelt  werden;  um,  was  der 

t,  i.  xv         j    xi  n      •        •  j     f  ^®^    *ö    ®i^^®r   durch  2   der   gegebenen 
nächstliegende  Fall  sein  wird,  ^   ,.     ,      ,     .       _     ,        ^,     «,.,.. 

I  die  durch  einen  Punkt  auf  der  Schnittlinie 

Punkte  gehenden  Ebene  gelegenen  dritten  Curvenpunkt  1 

von  2  der  gegebenen  Ebenen  gehende  dritte  Osculationsebene  J  ' 

ergibt  sich  ans  den  Sätzen  des  vierten  Capitels: 

Die    durch    2    der    gegebenen  Die    den    auf   der  Schnittlinie 

Punkte,    etwa    a   und  6,    gehende     {A  B)    von  zweien    der  gegebenen 

Ebene  wird  von  den  Seitenflächen      6    Osculations  -  Ebenen    gelegenen 

des    von    den    \   übrigen  Punkten     Punkt  mit  den  Eckpunkten  des  von 

gebildeten  Tetraeders  in  4  Geraden     den    übrigen  4  Ebenen  gebildeten 
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geschnitten,  die  mit  der  Geraden 
{a  b)  als  Tangenten  einen  Kegel- 
schnitt bestimmen,  dessen  durch  a 
und  b  gehende  Tangenten  sich  in 
dem  gesuchten  Punkte  schneiden. 

oder  man  benutzt  die  Erzeugung 
projectivische  Strahlenbündel,  resp. 
durch  zu  folgender  Construction : 

Die  der  durch  die  Punkte  a  und 
b  gehenden  Ebene  E,  die  wir  als 
zum  Strahlenbündcl  a  c,  a  d,  a  e^ 
a  f .  .  .  gehörig  annehmen,  im  Bün- 
del b  Cj  b  dy  b  Cy  b  f ,  .  ,  entspre- 
chende E^  schneidet  die  erstere  in 
einer  Geraden,  welche  von  dem  ihr 
in  crsterem  Bündel  entsprechenden 
Strahl  in  dem  gesuchten  Curven- 
punkte  getroffen  wird. 


Tetraeders  verbindenden  Geraden 
bestimmen  mit  der  Geraden  {AB)  als 
Seiten  einen  Kegel  2.  Ordnung,  der 
die  Ebenen  A  und  B  in  zwei  Ge- 
raden schneidet,  welche  in  der  ge- 
suchten Osculationsebene  liegen, 
der  Raumcurve  3.  Ordnung  durch  2 
2  coUineare  Ebenen  und  gelangt  da- 

Der  dem  auf  der  Geraden 
(AB)  angenommenen  Punkte  JP,  den 
wir  als  zum  ebenen  Systeme  A  C, 
A  By  AEy  AF ,  .  ,  gehörend  betrach- 
ten, im  System  B  C,  BD,  B E, 
BF.  *  ,  entsprechende  P]  bestimmt 
mit  P  eine  Gerade,  durch  welche 
sowie  durch  die  ihr  im  ersten  Sy- 
stem entsprechende  die  gesuchte 
Osculationsebene  hindurchgeht. 


Dieselbe  Erzeugungsart  des  cubischen  Kegelschnitts  führt  uns  auch 

.,       ,      ,.        im  .       f  welche  durch  einen  der   6  eeee- 

zu  einer  Construction  der  Tangente,  ^        .  ,  .         .  ,         ^ 

^            I  welche  in    einer    der     6    gege- 
benen Punkte,  etwa  durch  «  hindurchgeht  1  .     . 
bencn  Ebenen,  etwa  in  A  liegt                      J  ' 

der  dem  Strahl  («  b)  des  Bü- 
schels bcy  b  dy  b  e  ...  in  dem  an- 
dern Büschel  a  Cy  a  d,  a  e  .  ,  .  ent- 
sprechende. 


die    der  Geraden    {AB)    des   ebe- 
nen Systems  B  C,   B  B,  B  E  .  . .. 

in  dem  System  AC^  AD,  AE 

entsprechende, 

was  sich  auf  ähnliche  Weise  begründen  lässt,  wie  die  analoge  Behaup- 
tung bei  Erzeugung  der  ebenen  Kegelschnitte  durch  zwei  collineare 
Strahlenbüschel,  resp.  Gerade.  Eine  andere  Construction  von  Tangenten 
ergibt  sich  aus  dem  im  dritten  Capitel  bewiesenen  Satze  von  dem  einer 
Raumcurve  3.  Ordnung  eingeschriebenen  Siebeneck  und  dem  reciproken 
dazu  über  ein  Siebenflach,  das  von  Osculationsebenen  der  Curve  gebil- 
det wird,  nämlich: 


In  jedem  von  Punkten  einer 
Raumcurve  3.  Ordnung  gebildeten 
unebenen  Siebeneck  liegen  die 
Punkte,  worin  die  Ebenen  (1  2  3), 
(2  3  4),  (3  4  5)  den  Gegen- 
seiten (5  6),  (6  7),  (7  1)  begeg- 


In  jedem  von  Osculationsebenen 
einer  Raumcurve  3.  Ordnung  gebil- 
deten Siebenflach  schneiden  die 
Ebenen,  welche  die  Punkte  (1  2  3), 
(2  3  4 ),  (3  4  5)  mit  den  resp.  Schnitt- 
Unien   (5  6),  (6  7),  (7  1)  bestim- 
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nen,  mit  dem  Pankt  (3)  in  einer     men,     sich    in    einem    Punkt    der 
Ebene.*)  Ebene  (3). 

Lässt  man  nun  die  Verbindungs  • ,  resp.  Schnittlinie  von  zweien 
der  in  diesen  Sätzen  vorkommenden  Elemente  in  eine  Tangente  über- 
gehn,  wobei  diese  Elemente,  etwa  die  Punkte,  resp.  Ebenen  (1)  und 
(2)  einander  unendlich  nahe  rücken,  so  ist 

durch  den  Schnittpunkt  der  Ebene  durch     die    den    Punkt     (2    3   4) 

(2  3  4)    mit    der    Geraden    (6  7)  und  die  Gerade  (6  7)  enthaltende 

und  den  von   (3  4  5)  mit  der  Ge-  Ebene,  und  die  durch  (3  4  5)  und 

raden    (7  2)    und   den  Punkt    (3)  (7  2)   gehende  und  die  Ebene   (3) 

eine  Ebene    bestimmt,    welche  die  ein  Punkt  bestimmt,  welcher  mit  der 

Gerade  (5  6)  in  einem  Punkte  trifft,  Geraden  (5  6)  eine  Ebene  bestimmt, 

der    mit    der   Geraden   (2  3)   eine  die  von  der  Geraden  (2  3)  in  einem 

Ebene   bestimmt,   welche   die  Tan-  Punkt  getroffen  wird,  durch  den  die 

gente     des     Punkts     (2)    enthält,  in  der  Ebene   (2)   enthaltene  Tan- 

Ebenso    wird     durch     die    Schnitt-  gente  geht.    Ebenso  schneiden  sich 

punkte  von  (2  7  6)  und  (3  4),  von  die  durch  (2  7  6)  und  (3  4),  (7  6  5) 

(765)  mit   (23)  und  den  Punkt  und  (2  3)  bestimmte  Ebene  und  die 

(7)    eine   Ebene   bestimmt,    welche  Ebene   (7)   in  einem  Punkte,   wel- 

die  Gerade  (4  5)  in  einem  Punkte  eher  mit  der    Geraden    (4  5)   eine 


1)  Vorstehender  Satz  gibt,  indem  man  saccessive  2  oder  3  Eckpunkte  zusam- 
menfallen lässt,  wobei  eine  Seite  in  eine  Tangente  und  eine  Ebene  durch  3  Punkte 
in  eine  Osculationsebone  übergeht,  Veranlassung  zu  einer  Reihe  von  Specialitäten, 
von  denen  wir  einige  hersetzen  wollen. 

In  jedem  einer  Raumcurve  3.  Ordnung  eingeschriebenen  Fünfeck  treffen 
die  Osculationsebone  einer  Ecke  und  die  in  dieser  Ecke  berührenden  Ebenen, 
welche  durch  die  beiden  Nachbarecken  gehen ,  die  resp.  Gegenseiten  in 
Punkten,    die  mit  jener  Ecke  in  einer  Ebene  liegen. 

In  jedem  einer  Raumcurve  3.  Ordnung  eingeschriebenen  Viereck  schnei- 
den die  Tangentenebenen  zweier  Gegenecken,  welche  durch  dieselbe  von 
den  beiden  andern  Gegenecken  gehen,  und  die  Ebene  dieser  3  Ecken  die 
bezüglichen  Verbindungslinien  der  ersteren  Ecken  mit  der  vierten  und  die 
Tangente  der  letzteren  in  Punkten,  welche  mit  der  mittlem  der  3  ersten 
Ecken  in  einer  Ebene  liegen. 

In  jedem   einer  Raumcurve  3.  Ordnung    eingeschriebenen  Viereck  wird 
die  Tangente  einer  Ecke  von  der  Osculationsebone  der  Gegenecke  und  die 
in  der  ersteren  Ecke  sich   schneidenden  Seiten  von  den  Tangentenqbenen 
der    zweiten  Ecke,    welche    die   beiden  übrigen  Gegenecken  enthalten,    in 
Punkten  geschnitten,    welche  mit  jener  zweiten  Ecke  in  derselben  Ebene 
liegen. 
U.  8.  w. 
Der  erste   von    diesen  Sätzen  kann,    wie  leicht  zu  entnehmen,  benutzt  werden, 
wenn  die  Osculationsebenen   und   die  Tangente    eines  Punkts    einer   Raumcurve 
8.  Ordnung  und  ausserdem  noch  4  Punkte  derselben  gegeben  sind,  den  Berührungs- 
paukt  zu  finden. 
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trifft,  der  mit  (7  2)  in  einer  Ebene  eine  Ebene  bestimmt,  die  von  (7  2) 

liegt,   die  gleichfalls  die  Tangente  in    einem   Punkte    getroffen    wird, 

des  Punkts  (2)  enthält,  sodass  also  durch    welchen    gleichfalls    die   in 

ihre    Schnittlinie    mit    der    vorher-  der  Ebene  (2)  enthaltene  Tangente 

bestimmten     Ebene     die     gesuchte  geht,  sodass  also  die  Yerbindungs- 

Tangente  ist.  linie  dieser  beiden  Pnnkte  die  ge- 
suchte Tangente  ist. 

__  ,.     f  durch  den  Punkt  (2)  gehende   |  -,  ^    u  i        x  •  x 

Wenn  die  J  .      ,      _.,  ,^.       ,  >  Tangente  bekannt  ist, 

I  m  der  Ebene  (2)  gelegene         J 

so  lässt  sich,  wenn  noch  4  weitere  <    ^^      ,    .        ,  >  gegeben  sind, 

I    üsculationsebenen  I  *^  ° 

f  die  Osculationsebene  des  Punkts  (2)  1    -  i        i  k    f 

1  der  Berührungspunkt  der  Ebene  (2)  j        ° 

Die  Tangentenebenen  am  Punkt  Die  Punkte,  worin  die   in  der 

(2),  welche  durch  (6)  und  (3)  gehen.  Ebene  (2)»  gelegene  Tangente  die 
treffen  die  Geraden  (3  4)  und  (5  6)  Ebenen  (6)  und  (3)  trifft,  bestim- 
iu  Punkten,  die  mit  (2)  eine  Ebene  mcn  mit  den  resp.  Geraden  (3  4) 
bestimmen,  welche  die  Gerade  (4  5)  und  (5  6)  Ebenen ,  durch  deren 
in  einem  Punkte  trifft,  durch  den  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  (2)  und 
die  Osculationsebene  des  Punkts  durch  die  Gerade  (4  5)  eine  Ebene 
(2)  geht.  bestimmt  wird,  welche  die  in  (2)  ge- 

legene   Tangente    im    Berührungs- 
punkt trifft. 

Die  Entstehung  der  Raumcurven  3.  Ordnung  durch  2  Kegel  2.  Ord- 
nung mit  einer  gemeinsamen  Kante,  resp.  2  beliebig  im  Räume  gele- 
gene Kegelschnitte  mit  einpr  gemeinschaftlichen  Tangente,  aus  welcher 
sich  die  iu  den  angegebenen  Const^uctionen  benutzten  Sätze  durch  syn- 
thetische Betrachtungen    herleiten    lassen,    gibt    noch   weitere  Mittel  zu 

ihrer  Lösung  an  die  Hand.    Man  erhalt,  um,  wenn  6  i  ^      ,  ,.         ,  \ 

I  Osculationsebenenl 

-^  o  /^  1  1         .    1  f   den    in    einer    durch    2    die- 

emerKaumcurve  3.  Ordnung  gegeben  sind,  ^    ...       ,     .  - -.     r^  ,    . 

^^  ^  'I  die  durch  einen  auf  derSchnitt- 

scr  Punkte  gehende  Ebene  E  liegenden  dritten  Curvenpunkt  1 

linie  von  2  dieser  Ebenen  liegenden  Punkt  jP  mögliche  3.  Osculationsebene] 

-    ,  ,     ,     ,        ,         f  durch  Verbindung  irgend  zweier  mit 

zu  finden,  wenn  man  bedenkt,  dass  < .   ,     ,.         t^.  j        .    i 

hede  dieser  Ebenen  von  den  jedes- 

den  jedesmaligen  5  übrigen  Curvenp unkten  zwei  Kegel  2.  Ordnung  ent- 
maligen     5     übrigen     in     Tangenten     eines     Kegelschnitts      getroffen 

6- e  en      l       ^j^^j^y^^j^^^j^»  Co\\»lTUcXAo\i  ^   vw^^m  xcää  \si\\.  ^^^;k&\dLt  auf 
wird         f 
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die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  dieJ^  •'  .         ,^      ,    ,    .      > 

1 1  an genten  jener  Kegelschnitte  I 

,  1  1,     i  ®^^^  ^°  ^®'  gegebenen  Ebene  schneiden  1 

'  1  durch  den  gegebenen  Punkt  gehen  j 

Eine  durch  die  Schnittlinie  Der  den  Verbindungslinien 
der  Ebene  (1  2  3)  und  (1  6  2),  so-  der  Punkte  (12  3)  mit  (16  2) 
wie  durch  die  von  (14  5)  und  E  und  (14  5)  mit  P  gemeinsame 
gelegte  Ebene  schneidet  die  Ebene  Punkt  bestimmt  mit  dem  Punkt 
(1  5  6)  in  einer  Geraden,  die  mit  (15  6)  eine  Gerade,  welche  die 
dem  Punkt  3  eine  Ebene  bestimmt,  Ebene  3  in  einem  Punkte  trifft, 
welche  die  E  in  einer  Geraden  dessen  Verbindungslinie  mit  P  in 
schneidet,  die  den  gesuchten  Punkt  der  gesuchten  Ebene  liegt;  ebenso 
enthält;  ebenso  schneidet  die  durch  liefert  der  als  Schnitt  der  Verbin- 
den Schnitt  von  (2  3  4)  mit  (2  6  1)  dungslinien  von  (2  3  4)  mit  (2  6  1), 
und  den  von  (2  4  5)  mit  E  gelegte  und  von  (2  4  5)  mit  P  erhaltene 
Ebene  die  Ebene  (2  5  6)  in  einer  Punkt  in  Verbindung  mit  dem  Punkt 
Geraden,  die  mit  dem  Punkt  3  eine  (256)  eine  Gerade ,  durch  deren 
Ebene  bestimmt,  deren  Schnittpunkt  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  3  die  ge- 
mit  der  vorherbestimmten  Geraden  suchte  Osculationsebene  gehen  muss, 
der  gesuchte  Punkt  ist.  sodass  dieselbe   durch  ihn  und  die 

vorhergefundene  Gerade  gegeben  ist 

Die  Gonstruction  rechts  gewinnt  eine  gefälligere  Form,  wenn  man 
sie  dahin  abändert,  dass  man  in  einer  3  von  den  gegebenen  Punkten 
enthaltenden  Ebene  die  Punkte  aufsucht,  worin  sie  von  den  sich  in 
der  Ebene  schneidenden  Kegelseiten  getroffen  wird;  es  liegen  dieselben 
offenbar  auf  der  der  Ebene  E  mit  der  Ebene  gemeinsamen  Geraden 
und  werden  gefunden  als  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  den  beiden 
Kegelschnitten,  welche  in  der  Ebene  (4  5  6)  bestimmt  werden  durch 
die  Punkte  4,  5,  6  und  die  Punkte,  worin  diese  Ebene  von  den 
Strahlen  (1  2)  und  (1  3),  resp.  (2  3)  getroffen  wird. 

Um  die  Tangente  in  dem  soeben  gefundenen  Curvenpunkt  zu  con- 
struiren,  hat  man  nur  zu  bedenken,  dass,  wenn  die  Punkte  1  und  2  zu 
Eckpunkten  eines  Coordinatentetraeders  in  der  im  dritten  Kapitel  aus- 
einandergesetzten Weise  genommen  werden,  also  die  Curve  dargestellt 
wird  durch 

Üq:  ü^:  ü^:  ü^  =  tD^:(o^:(o:l, 

die  Ebene  E  repräsentirt  ist  durch 

wo,  wie  wir  früher  gesehen,  ^  den  Parameter  des  in  dieser  durch  die 
Punkte  1  und  2,  zu  denen  die  Parameterwerthe  0  und  oo  gehören, 
gehenden  Ebene  gelegenen  dritten  Curvenpunktes  ist.     Die  beiden  von 
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den  Punkten  1  und  2  aufi  durch  die  Curve  gelegten  Kegel  2.  Ordnung 
haben  die  Gleichungen 

ü,  U^  -   ü,^  =  0;   ü,  ü^  -   üi'  =  0, 
und  die  Gleichungen  der  Tangente  in  9"  sind 

I/o  —  2  -^  t/^  +  -^2  ^2  =  0;   ?7,  -  2  -^  [Zj  +  -^2  ^3  =  0; 

es  stellen  dieselben  zwei  Ebenen  dar,  welche  die  Kegel  längs  den 
Geraden 

d.  h.  den  Verbindungslinien  ihrer  Scheitel  mit  dem  Punkt  d^  berühren. 
Die  Tangente  des  Punkts  ^  wird  demnach  erhalten  als  Schnittlinie  der 
die  durch  die  Strahlen  1  2,  1  3,  1  4,  1  5,  1  6,  resp.  2  1,  2  3,  2  4,  2  5,  2  6 
bestimmten  Kegel  längs  ihrer  in  der  Ebene  E  gelegenen  Seiten  berüh- 
renden Ebenen. 

Die  Osculationsebene  eines  Punkts  wird  gleichfalls  mit  Kücksicht 
auf  die  eben  benutzte  analytische  Darstellung  der  Curve  leicht  zu  con- 
struiren  sein  in  Folge  der  Bemerkung,  dass  die  Ebene  Üq  =  0,  welche, 
wie  dies  früher  nachgewiesen  worden,  die  Curve  im  Punkt  1  osculirt, 
den  von  diesem  Punkt  als  Scheitel  aus  durch  die  Curve  gelegten  Kegel 
^0  ^2  —^,2  =  0  längs  der  Seite  0^  =  0,  C/j  =  0,  d.  h.  längs  der 
Tangente  der  Curve  in  jenem  Punkt  berührt,  welche  Eigenschaft  selbst- 
verständlich für  alle  Curvenpunkte  gilt. 

Was  schliesslich  die  allgemeinste   hierher  gehörige  Aufgabe  betrifft, 

..    ,.  ,    j   die  in  einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Punkte  einer  Raum- 

1    die    durch   einen  beliebigen   Punkt  gehenden   3   Osculations- 

curve  3.  Ordnung  1  i_    x-  «    f    Cur- 

,  .         „°  o    r\  A       ^   f  ^^  bestimmen,  wenn  6  }  ^ 

ebenen  einer   Kaumcurve   3.  Urdnung  J  rOscu- 

venpunkte      1  ,  .    ,  .    , 

_    .        _  \  gegeben  sind,  so  sind 

lationsebenen  j 

in  der  betreffenden  Ebene  zwei  zwei  Kegel  2.  Ordnung  mit  dem 
Kegelschnitte  bestimmt  durch  die  betreffenden  Punkt  als  Scheitel  ge- 
5  Punkte,  worin  dieselbe  einerseits  geben  durch  die  5  Tangentenebe- 
von  den  Strahlen  (1  2),  (1  3),  (1  4),  nen,  welche  er  mit  den  Greraden 
(1  5),  (1  6),  andererseits  von  (2  1),  (1  2),  (1  3),  (1  4),  (1  5),  (1  6), 
(2  3),  (2  4),  (2  5),  (2  6)  getroffen  resp.  (2  1),  (2  3),  (2  4),  (2  5),  (2  6) 
wird;  die  drei  Punkte,  welche  die-  liefert;  die  3  Tangentenebenen, 
selben  ausser  dem  durch  den  Strahl  welche  die  Kegel  ausser  der  die  Ge- 
(1  2)  bestimmten  Punkt  noch  ge-  rade  (12)  enthaltenden  noch  ge- 
mein haben ,  sind  die  gesuchten  mein  haben,  sind  die  gesuchten  Os- 
CnrvenpuDkie,  culationsebenen. 
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£tf  kommt  somit  die  Aufgabe  zurück  auf  die  Gonstruction  der  zweien 
Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Punkte,  resp.  Tangenten,  da  aus  der 
letzteren  die  der  zweien  concentrischen  Kegeln  2.  Ordnung  gemein- 
schaftlichen Tangentenebenen  unmittelbar  sich  ergibt.  ^) 

Man  ist  durch  die  vorher  angegebene  Gonstruction  der  Tangenten  nun 
auch  im  Stande,  die  Asymptoten  eines  durch  6  Punkte  bestimmten  cu- 
bischen  Kegelschnitts  zu  ermitteln.  Zunächst  lassen  sich  die  Eichtungen 
derselben  finden,  indem  man  für  die  beiden  die  Curve  bestimmenden 
Kegel  1  (23456)  und  2  (13456)  diejenigen  Seiten  aufsucht,  welche 
einander  parallel  sind,  was  in  der  Weise  gemacht  werden  kann,  dass 
man  durch  den  Scheitel  des  einen  Kegels  einen  zum  andern  parallelen 
legt,  beide  mit  einer  Ebene  schneidet  und  die  den  so  erhaltenen  Kegel- 
schnitten ausser  dem  auf  dem  Strahle  (1  2)  gelegenen  drei  gemeinsamen 
Punkte  aufsucht.  Die  die  beiden  ersteren  Kegel  1  (23456)  und  2 
(13  4  5  6)  längs  eines  solchen  Paares  paralleler  Seiten  tangirenden 
Ebenen  schneiden  sich  dann  in  der  Tangente  des  nach  der  Richtung 
der  betreffenden  Seiten  in  unendlicher  Feme  gelegenen  Curvenpunkts, 
d.  h.  in  einer  Asymptote  des  cubischen  Kegelschnitts.  Hierdurch  sind 
dann  auch  zugleich  die  durch  die  Curve  möglichen  Cylinder  2.  Ordnung 
ermittelt,  deren  längs  der  betreffenden  Asymptote  berührende  Ebenen 
die  Osculationsebenen  der  Curve  in  den  unendlich  entfernten  Punk- 
ten sind. 

Es  lässt  sich  dann  eine  weitere  Reihe  von  Aufgaben  bilden,  in- 
dem die  sechs  die  Raumcnrve  3.  Ordnung  bestimmenden  Elemente  nicht 
alle  gleichartig  angenommen  werden,  also  zunächst  etwa  5  Punkte  und 
eine  Osculationsebene,  4  Punkte  und  2  Osculationsebenen  u.  s.  w.  Wir 
wollen  nicht  weiter  auf  dieselben  eingehen,  sondern  nur  bemerken,  dass 
in  dem  Fall,  wo  die  Osculationsebenen  zu  irgend  welchen  der  gegebe- 
nen Punkte  gehören ,  die  Auflösung  auf  denselben  Principien  beruht  wie 
vorher,  und  besonders  erinnern  an  die  sich  unmittelbar  aus  dem  im  neunten 
Capitel  gefundenen  Satz,  dass  4  Punkte  eines  cubischen  Kegelschnitts 
ein  Tetraeder  bilden,  welches  dem  von  ihren  Osculationsebenen  gebildeten 
gleichzeitig  ein-  und  umschrieben  ist,  ergebende  Construction  von  weiteren 
Punkten,  resp.  Osculationsebenen,  sobald  3  Punkte  nebst  den  zugehörigen 
Osculationsebenen  bekannt  sind.  Es  können  femer  als  Bestimmungs- 
stücke Gerade  gegeben  sein,  welche  Sehnen  der  Curve  resp«  Schnittlinien 
von  2  Osculationsebenen  derselben  sein  sollen  und  stützt  sich  deren 
Lösung   mit  Ausnahme    der    nächstliegenden,    wo    5  Punkte    und   eine 


1)  In  Betroff  der  Aufsuchang  der  den  Kegelschnitten  gemeinsamen  Punkte, 
resp.  Tangenten  verweisen  wir  auf  Jacob  Steiners  Vorlesungen  über  synthetische 
Geometrie.  II.  Theil.  Bearbeitet  von  Dr.  Heinrich  Schröter.  §.  53.  pag.  386  ff. 
oder  auch  Chasles,  traitd  des  sections  coniques.  Ire  partim.  CVi«h.^.^!UW.  \\N  «\.^ifi&. 
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Gerade  gegeben  ist  and  die  wir  eingehender  betrachten  wollen,  auf  die 
im  siebenten  Capitel  erörterten  Beziehungen  zwischen  einer  Baumcurve 
3.  Ordnung  und  den  durch  sie  hindurchgehenden  Hyperboloiden.  Be- 
zeichnen wir  die  gegebenen  5  Curvenpunkte  mit  1,  2,  3,  4,  5  und  die 
Gerade,  welche  Sehne  werden  soll,  mit  (/,  so  wuä  die  gesuchte  Curve 
erhalten  als  Schnitt  zweier  Kegel  2.  Ordnung ,  deren  Scheitel  auf  g 
liegen  und  welche  durch  die  5  gegebenen  Punkte  gehen.  In  Folge  des 
auf  den  Kegel  übertragenen  PascaVschen  Theorems  müssen  sich  dann, 
wenn  mit  s  der  unbekannte  Scheitel  irgend  eines  dieser  Kegel  bezeich- 
net wird, -die  Ebenenpaare  (^  1  2),  («  4  5);  {g  1),  (5  3  4);  (y  5),  {s  2  3) 
in  3  Geraden  p,  ^,  r  schneiden,  die  auf  einer  Ebene  E  liegen.  Von 
den  Geraden  q  und  r  kennt  man  nun  je  einen  Punkt,  nämlich  auf  q 
den  Punkt  a,  worin  sich  (gl)  und  (3  4)  treffen,  und  auf  r  den  Punkt 
|3,  worin  sich  (g  5)  und  (2  3)  begegnen;  da  dann  die  Verbindungslinie 
(a  ß)  auch  in  der  Ebene  E  liegen  muss,  so  muss  die  Gerade  p  den 
Linien  g,  (1  2),  (4  5),  (a  ß)  begegnen  und  ist  daher  die  Aufgabe  zu- 
rückgeführt auf  die  andere,  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  4  ge- 
gebene Gerade  schneidet.  Diese  letztere  hat  bekanntlich  ^)  zwei  Lö- 
sungen, sodass  also  nur  2  auf  der  Geraden  g  gelegene  Kegelscheitel  und 
mithin  nur  eine  den  Anforderungen  genügende  Baumcurve  3.  Ordnung 
existirt. 

Ehe  wir  zu  den  auf  in  der  Fläche  eines  Hyperboloids  gelegenen 
Raumcurven  3.  Ordnung  bezüglichen  Aufgaben  übergehen,  mag  noch 
die  Construction  der  durch  einen  Punkt  des  Baumes  möglichen  Sehne, 
resp.  der  in  einer  Ebene  gelegenen  Schnittlinie  von  2  Osculations- 
ebenen,  wie  sich  derselbe  aus  den  am  Schluss  des  vorigen  Capitels  ge- 
gebenen Erörterungen  ergibt,  bemerkt  werden,  nämlich: 

Man  (onstruirt  die  3  durch  Man  construirt  die  3  in  der 
den  Punkt  möglichen  Osculations-  Ebene  gelegenen  Curvenpunkte, 
ebenen  mit  ihren  Berührungspunk-  sowie  ihre  Osculationsebenen  und 
ten,  deren  Ebene  die  3  ersteren  verbindet  den  Durchschnittspunkt 
Ebenen  in  auch  durch  den  Punkt  der  letzteren  mit  jedem  der  3  er- 
gehenden Geraden  schneidet;  be-  steren ;  dann  bestimmt  man  zu  jeder 
stimmt  man  dann  zu  jeder  von  diesen  dieser  Verbindungslinien  und  den 
letzteren  und  den  in  derselben  Ebene  durch  dieselbe  Ecke  gehenden  Sei- 
gelegenen Kanten  des  von  den  3  Os-  ten  des  von  3  Curvenpunkten  ge- 
culationsebenen  gebildeten  körper-  bildeten  Dreiecks  den  vierten  har- 
lichenDreiecksdie4.harmonischeGe-  monischen  Strahl,  deren  Schnitt- 
rade, so  schneiden  sich  die  durch  sie  punkte  mit  den  betreffenden  Gegen- 
und  die  betr.  Gegenkante  bestimmten  selten  auf  der  gesuchten  Geraden 
Ebenen  in  der  gesuchten  Goraden,  liegen. 

1)  Vergh  Steiner,  systematische  Entwicklung  etc.  pag.  243. 
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Wir  beschäftigen  uns  nun  nocb  mit  einigen  Constrnctionen  von 
Kaumcurven  3.  Ordnung,  welche  einer  bestimmten  Fläche  2.  Ordnung  an- 
gehören sollen  und  stellen  zunächst  die  Aufgabe,  durch  5  auf  einem 
einfachen  Hyperboloid  gegebene  Punkte  einen  cubischen  Kegelschnitt 
zu  bestimmen,  der  ganz  in  der  Fläche  liegt.  Es  wird  derselbe  mit 
Kücksicht  auf  die  im  zweiten  Capitel  angegebene  Erzeugung  von  Raum- 
curvcn  3.  Ordnung  durch  projcctivische  Gebilde  erhalten  als  Ort  der 
Punkte,  worin  ein  Ebenenbüschel,  dessen  Achse  durch  2  der  gegebe- 
nen Punkte  geht  und  von  einer  dazu  projectivischen  Eegelschaar  des 
Hyperboloids  getroffen  wird.  Die  projcctivische  Beziehung  beider  Ge- 
bilde wird  vermittelt  durch  3  Paare  entsprechender  Elemente,  etwa  die 
Ebenen  1  2  (3,  4,  5)  und  die  durch  die  Punkte  3,  4,  5  gehenden  Ge- 
raden der  einen  oder  der  andern  Erzeugung  und  gibt  es  demnach  zwei 
der  Aufgabe  genügende  Curven. 

Im  siebenten  Capitel  hatten  wir  das  verschiedene  Verhalten  der 
Raumcurven  8.  Ordnung  gegen  die  Erzeugenden  des  einen  oder  andern 
Systems  von  durch  sie  gehenden  Hyperboloiden  kennen  gelernt  und 
liegt  desshalb  die  Frage  nahe,  ob  unter  den  Geraden,  deren  jede 
zwei  Punkte  mit  der  Curve  gemein  hat,  auch  Tangenten  derselben  vor- 
kommen und  wie  sie  zu  finden  sind.  Der  ebendaselbst  bewiesene  Satz, 
dass  die  durch  eine  Sehne  der  Curve  und  die  resp.  beiden  auf  jeder 
Erzeugenden  gelegenen  Curvenpunkte  gehenden  Ebenen  in  Involution 
sind,  gibt  die  Lösung,  dass  die  gesuchten  Tangenten  in  den  beiden 
Doppelebenen  dieses  involutorischen  Ebenenbüschels  liegen. 

Diese  Existenz  von  Tangenten  unter  den  Erzeugenden  eines  durch 
einen  cubischen  Kegelschnitt  gehenden  Hyperboloids  führt  uns  dann  auf 
die  Aufgabe,  wenn  4  Punkte  der  Fläche  gegeben  sind  und  eine  be- 
stimmte Erzeugende,  eine  darauf  gelegene  Baumcurve  3.  Ordnung  zu 
construiren,  welche  durch  die  4  Punkte  geht  und  jene  Erzeugende  be- 
rührt. Wählt  man  auf  der  Erzeugenden  2  beliebige  Punkte,  so  kann 
durch  jeden  von  ihnen  und  die  4  gegebenen  Punkte  ein  cubischer  Kegel- 
schnitt gelegt  werden,  der  noch  einen  Punkt  mit  dieser  Erzeugenden 
gemein  hat,  und  bestimmen  die  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Punktpaare  nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  auf  die  Erzengenden 
eine  involutorische  Punktreihe,  deren  Doppelelemente  die  Punkte  sind, 
worin  die  gesuchten  Curven  3.  Ordnung  dieselbe  berühren,  sodass  also 
ihre  Construction  als  durch  5  Punkte  gehend  ausgeführt  werden  kann. 

Schliesslich  geben  wir  eine  einfache  Lösung  der  Aufgabe,  wenn 
zwei  auf  einem  Hyperboloid  gelegene  Kaumcurven  3.  Ordnung  gegeben 
sind,  die  eine  bestimmte  Erzeugende  in  je  2  Punkten  schneiden,  ihre 
4  Schnittpunkte  zu  construiren.  Legt  man  durch  die  gegebene  Erzeu- 
gende einen  Ebenenbüschel,  so  werden  dadurch  beide  Curven  projectivisch 
aufeinander  bezogen  und  sind  die  in  einer  Eb<i\\ft  dft%  "Ä\5Ä<;^i^^&\\^5^^^^^ 
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Cnrvenpnnkte  homolog.  Eine  Gerade  ans  der  Schaar,  welcher  die  gege- 
bene nicht  angehört,  bestimmt  dann  mit  jedem  Paar  homologer  Corven- 
punkte  entsprechende  Ebenen  zweier  coaxialer  projectivischer  Ebenen- 
btischel,  deren  Doppelebenen  die  den  beiden  Curven  gemeinsamen 
Punkte  enthalten. 


Anhang. 

Wir  geben  schliesslich  noch  eine  Andeutung  von  der  im  Ein- 
gang erwähnten  Bedeutung  der  cubischen  Kegelschnitte  für  die  Me- 
chanik; wobei  sich  zeigen  wird;  dass  sich  der  im  neunten  Capitel 
auseinandergesetzten  dualen  Beziehung  zwischen  Raumgebilden  ver- 
mittelst einer  Raumcurve  3.  Ordnung  eine  statische  Bedeutung  abge- 
winnen lässt. 

Man  kann  bekanntlich  ^)  Kräfte  im  Raum;  welche  auf  ein  starres 
Punktsystem  wirken,  immer  .ersetzen  durch  eine  Einzelkraft  Ry  die 
durch  einen  beliebig  angenommenen  Punkt  S,  17^  S  des  Raumes  geht 
und  deren  Ciomponenten  sind 

A  =  ZX,  B  =  ZY,  C=ZZ, 
wobei  2J X,  ^  Y^  HZ  die  Summen  der  parallel  zu  den  Coordinaten- 
achsen  thätigen  Componenten  der  gegebenen  Kräfte  sind  und  also 
B  =  y  A'^  +  B'  +  C^  ist  und  durch  ein  Kräftepaar,  welches  aus  den 
drei  parallel  zu  den  Coordinatenebenen  wirkenden  Paaren  mit  den 
resp.  Momenten 

S    =    Z     -     (ly     ^    -     e    /?); 

SSl  =  N  -^{iB  —  riA) 

resultirt  und  demnach  das  Moment  @  =  Yi'^  +  W^  +  91^  hat  Vor- 
stehende Formeln  lehren,  dasS;  wenn  der  Punkt  5,  ^j  £7  durch  den  die 
Einzelkraft  geht,  fixirt  ist;  die  Ebene  des  resultirenden  Paares  völlig 
bestimmt  ist  und  umgekehrt;  dasS;  sowie  die  Ebene  des  letzteren  als 
gegeben  angenommen  wird,  jene  Kraft  durch  einen  bestimmten  in 
ihr  gelegenen  Punkt  gehen  muss.  Denn  es  bildet  die  Achse  des 
Paares  mit  den  Coordinatenachsen  Winkel  «;  /J;  y;  welche  bestimmt 
sind  durch  die  Gleichungen 

2         ^     an  SR 

cos  a  =  -;  cos  ^  =  ^,  cos  y  =  @, 


1)  VergL  Duhamel,  anal.  Mechanik.    Deutsch  herausgegeben  von  SchlÖmilch. 
Bd,  J,  p,  69. 
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8o   dass  man  hat 

cos  a  :  cos  /J  :  cos  y  =  2  :  ÜR  :  SR 
und  ist  demnach  die  Gleichung  der  Ebene  des  Paares ;  weil  dieselbe 
durch  den  Punkt  |;  tIj  %  gehen  muss 

(x  -  g)  S  +  (y  -  1?)  3R  +  (z  -  ö  SR  =  0 
oder  für  die  obigen  Werthe  von  S,  3R,  SR 

{x%--iz)  B+{yl-rix)  C+{zri-ty)  A  =  0. 
Wird  andererseits  die  Ebene  des  Paares,  also  auch  seine  Achsenrich- 
teng  als  gegeben  angenommen;  so  müssen;  wenn 

p  X  +  qy  +  r  z  +  s  =  0 
die  Gleichung  seiner  Ebene  ist,  die  Relationen 

p:q:  r  =  S  :  3R  :  SR  = 

L'^{riC--%B):M  —  {iA--lC):N—{lB  —  riA) 
und 

Gestehen,  woraus  sich 

_  q  N  —  r  M  —  sA^       _  r  L  —  p  N—  s  B^ 
^~pA  +  qB  +  r'C'    ^~  pA  +  qB  +  rC' 

,  p  M  —  qL  —-  sC 

^  ~  pA  +  qB  +  rC 
^B  Coordinaten  des  Punkts,  durch  den  dann  die  Einzelkraft  B  gehen 
Uiuss,  ergeben.    Dass  das  auf  die  angegebene  Weise  vermittelte  Ent- 
sprechen von  Punkten  und  Ebenen  dasselbe  ist  wie  die  im  neunten 
Capitel  erörterte  Beziehung   zwischen  Pol  und  Polarebene  in  Bezug 
Äuf  eine  Raumcurve  3.  Ordnung,  wird  ohne  weiteres  erkannt,  wenn 
öian  aus  den  daselbst  für  homogene  Coordinaten  aufgestellten  For- 
meln solche  für  Parallelcoordinaten  herleitet.    Zu  dem  Ende  seien 
Uq  e: r  a^x  +  bQy  +  CoZ  =  Oy 
^1  EZE  «1  a;  -I-  &,  y  +  Cj  z  =  0, 

^2  -EZ  «2  ^  +  ^2  y   +  ^2  ^  ==  0, 

ü^^:a^x  +  b^y  +  c^z  +  '\=0 
die  Gleichungen  der  damals  benutzten  Fundamentalebenen  in  der 
Normalform,  sodass  also  die  homogenen  Coordinaten  XqI  Xi  :  x,^  :  x^ 
eines  Punkts  |,  ij;  S  erhalten  werden  durch  Substitution  von  S,  17,  £ 
in  vorstehende  Formeln.  Werden  nun  die  sich  hierdurch  ergebenden 
Werthe  in  die  Gleichung 

^3  ^0  -  ^0  ^3  +  3  (a;,  ^2  ~  ^^2  ^1)  =  0 
der   zum  Punkt    x^:  Xi  :  X2  :  x.^    gehörigen   Polarebene   eingesetzt, 
und  für  ü^y  U^  .  .  .  die  oben  gegebenen  Werthe  geschrieben,  so  liefert 
das  nach  xy  z  geordnete  Resultat 
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